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Vorwort

Nach wie vor betrachte ich meine Arbeiten zum Fundamentalsystem der MaxwerLschen Glei-
chungen als meine bislang interessantesten. In der vorliegenden Diplomarbeit aus dem Jahre
1994 wird gezeigt, daB sich jedes elektromagnetische Feld in raumladungsfreien, isotropen
und homogenen Isolatoren ohne ferroelektrische oder -magnetische Eigenschaften durch zwei
Losungen der homogenen Wellengleichung beschreiben 18Rt.

Die Neufassung dieser Arbeit erfolgte aufgrund der neuen Publikations- und Verteilungs-
maoglichkeiten, welche sich durch die allgemeine Verfugbarkeit des Internet auftun. Dabel
wurden einige gestalterische Anderungen vorgenommen, der Text ist jedoch unverindert ge-
blieben. Zusétzlich aufgenommen wurden die fur die Verteidigung erstellten Papiere; sie sind
im Anhang C zu finden.

Berlin, 23. Mai 2002
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1 Einleitung

Die Einfiihrung von Potentialen bei der Losung der MaxweLiLschen Gleichungen bietet die
Maoglichkeit, die Anzahl der feldbeschreibenden Funktionen wesentlich zu reduzieren. LOo-
sungsansétze unter Zuhilfenahme der elektrodynamischen Potentiale oder der Bucurorzschen
Potentialfunktionen findet man in der Literatur haufig, nur mangelt es leider an Beweisen ihrer
\ollstandigkeit.

Schwerpunkt dieser Arbeit ist der Beweis der folgenden Thesen:

1. Jede Losung des Systems der vier MaxweLLschen Gleichungen und der Materialglei-
chungen fur B und D fiir Medien ohne ferromagnetische oder ferroelektrische Eigen-
schaften l&f3t sich durch lediglich drei skalare Funktionen von Ort und Zeit darstellen. -
Um dies zu zeigen, werde ich die Zul&ssigkeit der Lorentzschen, der CourLomsschen und
der Bucunorzschen Eichforderung an die elektrodynamischen Potentiale untersuchen.

2. Im Falle verschwindender Raumladungen geniigen zur Feldbeschreibung bereits zwei
skalare Funktionen von Ort und Zeit. - Die drei betrachteten Eichforderungen sind bei
Raumladungsfreiheit gleichzeitig zul&ssig.

3. Jede Losung des Systems der vier MaxweLLschen Gleichungen und der Materialglei-
chungen fir B und D fiir Medien ohne ferromagnetische oder ferroelektrische Eigen-
schaften 140t sich durch die drei Buchnorzschen Potentialfunktionen darstellen. - Zu
jeder Vektorfunktion A und einem wirbelfreien Einheitsvektor eines orthogonalen Koor-
dinatensystems e existieren drei skalare Funktionen U4, U,, U3, so dal? gilt

A = rot(Use) + rotrot(U,e) + gradUs.

4. Bei gleichzeitigem Verschwinden von Raumladungs- und Stromdichte und skalaren Kon-
stanten e und u existiert ein Tripel Bucunorzscher Potentialfunktionen sowohl beziiglich
ec als auch beziiglich e, mit der Eigenschaft

DU]_ =0
DU2 =0
Us; = 0.

Es ist U,e ein Ubergeordnetes vektorielles Potential des TE-Anteils bezliglich e der L6-
sung und rot(U,e) ein tbergeordnetes vektorielles Potential des TM-Anteils beziiglich e
der Losung.



1 Einleitung

Eine Losung der MaxweLLschen Gleichungen nennt man bei E - e = 0 TE beziiglich e, bei
B-e = 0 TM beziigliche und bei E-e = B-e = 0 TEM beziiglich e. Eine solche Erklarung findet
man in der Literatur haufig (siehe z.B. [6]). Man beachte, dal? sich eine TE-Welle beziiglich e
nicht notwendig auch in Richtung von e ausbreiten muf!



2 Felddarstellung durch Potentiale

Wiéhrenddessen die Darstellung skalarer Felder durch eine (skalare) Funktion von drei (oder
vier) Veranderlichen als optimal angesehen werden kann, ist dies mit der Darstellung vektori-
eller Felder durch drei Funktionen oft nicht der Fall. - Beispielsweise l&ft sich das elektrische
Feld einer ruhenden Ladung durch lediglich ein skalares Feld, das elektrostatische Potential
dieser Ladung, und stets das Feld der Induktion durch lediglich zwei skalare Felder, das elek-
trodynamische Vektorpotential mit einer verschwindenden Komponente, darstellen. - Damit ist
bereits eine erste Motivation fiir die Einfiihrung von Potentialen zur Feldbeschreibung gegeben:
Potentiale bieten die Mdglichkeit, ein Feld mit geringem Aufwand darzustellen.

2.1 Felder, Funktionen, Koordinaten

Ein Feld beschreibt einen Raumzustand. Die den Raumzustand charakterisierende physika-
lische Grofie nennt man FeldgroRe. Sie mull so definiert sein, daB sie die bestimmte Feldei-
genschaft an einem rdumlichen Ort, in einem Feldpunkt, eindeutig angibt. - Beispielsweise ist
die Ladungsdichte o, nicht jedoch die Ladung Q eine Feldgroliie; letztere nennt man integrale
Grole. - Aus mathematischer Sicht handelt es sich folglich um eine eindeutige Abbildung der
Menge der Orte (rdumliche Punktmenge) auf die Menge der Realisierungen einer physikali-
schen Grolie, um eine Funktion im weiteren Sinne.

Wesentlich bei dieser Felddefinition ist ihre Unabhéangigkeit von jeglichem Mal3; stattdessen
steht als Grundbegrift die physikalische Grof3e, insbesondere der Ort (und ggf. zusétzlich die
Zeit). Dies sind Kategorien, die den Erfahrungen entsprechen und demzufolge recht anschau-
lich sind. Eine solche Definition ist zumindest solange sinnvoll, wie die eindeutige Bestimmt-
heit von Ort und Zeit im physikalischen Sinne nicht in Frage gestellt wird. Eine derartige Feld-
definition geht von der These aus, daB ein Feld nicht von seiner Darstellung, d.h. vom Mal der
FeldgrofRe und vom MaR des Ortes, also von den zur Beschreibung verwendeten Koordinaten,
abhangig ist.

Demgegeniber steht die Funktion dreier (oder vierer) reeller Veranderlicher, die vollstandig
ohne geometrische und physikalische Kategorien behandelt werden kann. Dies ist im Sinne
einer geschlossenen Theorie von grof’em Vorteil, weil der Begriff ,reelle Zahl* - im Gegen-
satz zu dem geometrischen Begriff ,,Ort* - wegen seiner abstrakten Erklarung praktisch als
unumstollich angesehen werden kann. Geometrische Kategorien werden nur zur Veranschau-
lichung der Funktion verwendet und haben nichts mit ihrem Wesen zu tun. - Leider hat ein
solches Vorgehen bei der Beschreibung physikalischer Gegebenheiten den grofRen Nachteil,
dal? der an Ergebnissen Interessierte sein halbes Leben darauf verwenden muf3, die wegen ih-



2 Felddarstellung durch Potentiale

rer Abstraktheit unanschauliche Theorie zu begreifen, obwohl ein geometrischer Bezug fiir die
klassische Feldtheorie vollig ausreichend ist.

Selbst dann, wenn man ein skalares Feld von der Qualitat seiner Feldgrolie abstrahiert, nur
die Malzahl dieser Grol3e betrachtet und somit zum Begriff der Ortsfunktion gelangt, verbleibt
ein Unterschied zur Funktion dreier Veranderlicher, was ich an einem zweidimensionalen Bei-
spiel erldutern will: Betrachtet man die Funktion

f(x,y) = x-y

und fiihrt die eineindeutige Transformation

X(u,v) = u+v
y(u,v) = —(Uu+v)

<
Il

aus, so erhadlt man die Funktion

fIx(u,v),y(u,v)] = g(u,v) = 2(u+v).

Interpretiert man nun f als Funktion des Ortes der Ebene mit den (nicht notwendig als kartesisch
anzusehenden) Koordinaten x und y und die Transformation als Transformation der ebenen
Koordinaten x, y auf die ebenen Koordinaten u, v, so stellen f und g dieselbe Ortsfunktion dar,
denn der Ort wird durch die Transformation nicht gedndert. Nur wird der Ort zum einen durch
die Koordinaten x, y und zum anderen durch die Koordinaten u, v dargestellt. Interpretiert man
jedoch f in funktionentheoretischem Sinne als Funktion der reellen Veranderlichen x und y, so
sind f und g natirlich nicht identisch. Wéhrenddessen f dem Paar (1, 1) die Zahl O zuordnet,
ordnet g demselben Paar die Zahl 4 zu.

Ahnliche Probleme treten auch bei den Differentialoperatoren auf. \Wahrenddessen der
zweidimensionale LapLacesche Operator in der Funktionentheorie eindeutig als

ot & 0
S ax2 9y?

erklart ist, worin x und y nur die beiden Verdnderlichen der Funktion symbolisieren, hat man
bei den Ortsfunktionen unterschiedliche Darstellungen fiir die verschiedenen Koordinaten, die
wiederum aus funktionentheoretischer Sicht ganz andere Operatoren sind.

Diese aus der unterschiedlichen Betrachtungsweise erwachsenden Unterschiede verschwin-
den jedoch, wenn man einerseits den Ort in kartesischen Koordinaten darstellt und andererseits
die Verdnderlichen einer Funktion als kartesische Koordinaten des Ortes interpretiert. Der We-
sensunterschied zwischen Ortsfunktion und Funktion reeller Verénderlicher wird natiirlich auf
diese Weise nicht aufgehoben!

In der Vektoranalysis und Differentialgeometrie geht man von Ortsfunktionen aus. Dies
sind also Funktionen im ,,gewohnlichen* Raum. In diesem Sinne sind auch, bis auf wenige
Ausnahmen, bei denen ein formales Vorgehen schneller zum Erfolg fuhrt, alle in dieser Arbeit
anzutreffenden Funktionen zu verstehen. Die zusétzliche Zeitabhdngigkeit bereitet bekanntlich
keine weiteren Probleme.
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2.2 Mathematische Grundlagen

Es sollen zundchst die elementaren Potentiale, das skalare und das vektorielle Potential eines
Vektorfeldes, erkldrt und ihre wesentlichen Eigenschaften untersucht werden, bevor die darzu-
stellenden Felder physikalische Bedeutung und damit zusatzliche Eigenschaften erhalten.

2.2.1 Potentialfelder, skalares Potential
Definition

Ein Vektorfeld F heif3t Potentialfeld, wenn ein Skalarfeld f mit der Eigenschaft
F = gradf

existiert. Man nennt dann f skalares Potential des Vektorfeldes F.* Eine notwendige Bedingung
dafiir, dafi3 ein beliebiges Vektorfeld F ein skalares Potential besitzt, ist seine Wirbelfreiheit, es
gilt also

F ist Potentialfeld = rotF =0.

Hinreichend fir die Existenz eines skalaren Potentials ist die Wirbelfreiheit jedoch nur dann,
wenn F auf einem flachenartig einfach zusammenhingenden Gebiet definiert ist.? Ist der Defi-
nitionsbereich G von F kein flachenartig einfach zusammenhédngendes Gebiet, so existiert bei
rotF = 0 in jedem flachenartig einfach zusammenhangenden Teilgebiet von G ein Potential,
das F dort beschreibt. Zerlegt man G in solche Teilgebiete, wird das ,,zusammengesetzte“ Po-
tential i.allg. an den Grenzflachen nicht stetig sein und daher grad f dort nicht existieren, aber
es existiert stets der Grenzwert von gradf an der Grenzflache. Praktisch hat man daher die
Aquivalenz

F ist Potentialfeld <= rotF =0.

Mehrdeutigkeit

Ist fy ein Potential von F und ¢ eine Konstante, so ist auch fo+c ein Potential von F. Andererseits
ist die Differenz zweier Potentiale von F stets konstant, so dal} man bei Kenntnis nur eines
Potentials fg von F bereits die Menge der Potentiale von F kennt. Es ist jedes Potential f von F
in der Form f; + ¢ darstellbar.

Historisch begriindet wird in der Physik nicht f, sondern —f als Potential von F bezeichnet. Dies ist auch spéter
bei der physikalischen Deutung der Poissonschen Gleichung zu beachten.

2Ein raumliches Gebiet G nennt man flachenartig einfach zusammenhangend, wenn zu jeder doppelpunktfreien
geschlossenen Kurve k € G eine zweiseitige Flache X € G existiert, die durch k berandet wird. Beispielsweise
bildet der Raum zwischen zwei konzentrischen Kugeln, nicht aber der Raum in einer geschlossenen Rohre ein
solches Gebiet.
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2.2.2 Solenoidale Felder, vektorielles Potential

Definition

Ein Vektorfeld F heil3t solenoidal, wenn ein Vektorfeld A mit der Eigenschaft
F = rotA

existiert. Man nennt dann A vektorielles Potential des Vektorfeldes F. Eine notwendige Bedin-
gung dafiir, daB ein beliebiges Vektorfeld F ein vektorielles Potential besitzt, ist seine Quellen-
freiheit, es gilt also

F ist solenoidal = divF = 0.

Hinreichend fiir die Existenz eines vektoriellen Potentials ist die Quellenfreiheit jedoch nur
dann, wenn F auf einem raumlich einfach zusammenhangenden Gebiet definiert ist.® Ist der
Definitionsbereich von F kein rdumlich einfach zusammenhéngendes Gebiet, so kann man
ihn meist in raumlich einfach zusammenhadngende Teilgebiete zerlegen, in welchen dann ein
vektorielles Potential existiert. Das ,,zusammengesetzte” Potential A ist zwar auf den Grenz-
flachen i.allg. unstetig, es existieren aber stets die beiden einseitigen Grenzwerte von rotA bei
Anniherung an die Grenzflache und sind identisch, weshalb man praktisch die Aquivalenz hat

F ist solenoidal < divF =0.

Mehrdeutigkeit

Ist Ap ein Potential von F und f ein beliebiges skalares Feld, so ist wegen rotgrad = 0 auch
Ap + gradf ein Potential von F. Andererseits ist die Differenz zweier Potentiale von F stets
ein Potentialfeld, so dal® man bei Kenntnis nur eines Potentials von F bereits die Menge seiner
Potentiale kennt. Es ist jedes Potential von F in der Form Ag + grad f darstellbar.

Aus der relativen Unbestimmtheit des vektoriellen Potentials folgt, dafl man ihm zusétz-
liche Eigenschaften abverlangen kann. Die bekannteste Moglichkeit besteht darin, seine Quel-
lendichte festzulegen, wie es beispielsweise bei der Couromsschen Eichung des elektrodyna-
mischen Vektorpotentials geschieht (siehe 2.3.2). Manchmal benétigt man jedoch auch un-
konventionellere Eigenschaften des Potentials. Ich werde die Zuldssigkeit der in dieser Arbeit
benotigten Forderungen in Form von Sdtzen manifestieren. Dabei gehe ich, wie auch im fol-
genden, stets von flachenartig und rdumlich einfach zusammenhéngenden und beschrankten
Gebieten aus.

Satz 1 : Es sei F ein quellenfreies vektorielles und o eine skalares Feld. Dann existiert ein
Vektorpotential A von F mit der Eigenschaft divA = p.

Der Beweis dieses Satzes beruht im wesentlichen auf der Zerlegbarkeit eines beliebigen vek-
toriellen Feldes in ein wirbelfreies und ein quellenfreies Feld (siehe Satz 8) und ist unter dem

3Ein raumliches Gebiet G nennt man raumlich einfach zusammenhzngend, wenn das Innere jeder zweiseitigen
geschlossenen Flache X € G ganz zu G gehort. Beispielweise bildet der Raum in einer geschlossenen Réhre,
nicht aber der Raum zwischen zwei konzentrischen Kugeln ein solches Gebiet.
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Stichwort Umkehrproblem der Vektoranalysis in jedem einschlagigen Lehrbuch zu finden (z.B.
[1] Punkt 671). Wesentlich ist, dal’ dieser Satz nicht dazu berechtigt, o noch irgendwie von A
abhangig zu machen. Beispielsweise darf nicht von vornherein o = |A| angesetzt werden. Die
Aufgabe ist dann ndmlich eine ganz andere: rotA = F A divA = |Al.

Bekanntlich ist das Vektorpotential durch die Festlegung seiner Quellendichte noch im-
mer nicht eindeutig bestimmt. Durch die zusétzliche Forderung nach einer bestimmten Nor-
malenkomponente auf dem Rand des betrachteten Gebietes kann jedoch die Eindeutigkeit er-
reicht werden.

Satz 2 : Essei F ein quellenfreies Vektorfeld und e ein Einheitsvektor eines orthogonalen Koor-
dinatensystems.* Dann existiert ein Vektorpotential A von F, das keine Komponente in Richtung
von e besitzt, fir das also e - A = 0 gilt.®

Zum Beweis zeigt man, dafl zu einem beliebigen Potential Ao stets ein Potentialfeld grad f
existiert, das durch Uberlagerung die gewiinschte Komponente des Potentials hinweghebt (siehe
[7] S.20).

Satz 3 : Essei F ein quellenfreies Vektorfeld und e ein wirbelfreier Einheitsvektor eines ortho-
gonalen Koordinatensystems. Dann existiert ein Potential A von F mit der Eigenschaft

divA = div[(A - e)e]. (2.1)

Es sind alle Potentiale von F durch A = Ag + gradf gegeben, wenn nur Ag eines ist, was ich
also voraussetze. Offenbar existiert genau dann ein Potential mit der Eigenschaft (2.1), wenn
die Gleichung

divigradf — (e - gradf)e] = -—div[Ag— (e-Ao)e] (2.2)

bei gegebenem Potential Ag ein Losung fir f besitzt. Nach dem Entwicklungssatz der Vektoral-
gebra stehen in den eckigen Klammern die beziiglich e transversalen Komponenten von grad f

4Die Forderung, daR e ein Einheitsvektor eines orthogonalen Koordinatensystems sei, ist wohl fiir den Praktiker
verstandlich (man setze beispielsweise e = e,), aus theoretischer Sicht jedoch unklar. Es kann ndmlich aus
jedem Vektorfeld e; mittels e, - &1 = 0 und e3 = e x e (fiir jeden Raumpunkt einzeln) eine orthogonale
Basis {e1, &, e3} des Raumes erzeugt werden; die Komponenten eines beziiglich einer solchen Basis zerlegten
Vektorfeldes waren dann i.allg. aber unstetig, so daB eine solche Basis fiir die Analysis wertlos ist. - Hier ist
gemeint, dal’ e aus einer orthogonalen Koordinatentransformationr = r(u, v, w), also aus einer Lésung r des
Systems

or or _ or or _ or 6r_o emiR e 1 or
du ov T ov ow T dw du g || du

hervorgegangen ist. Die Frage, wann nun eine vorgelegte Funktion e(u, v, w) zu einer Lésung dieses Systems
gehort, ist offenbar nicht ohne weiteres zu beantworten.

SDie Einheitsvektoren krummliniger Systeme sind i.allg. nicht auf einem einfach zusammenhangenden Gebiet
definiert. Beispielsweise sind die Basen des zylindrischen und des Kugelsystems bei gewthnlicher Orientie-
rung auf der z-Achse nicht definiert, so daB das Definitionsgebiet weder flachenartig noch raumlich einfach
zusammenhéngend ist. Durch einen Schnitt kann der einfache Zusammenhang jedoch hergestellt werden, und
in diesem Gebiet existiert dann ein Vektorpotential mit der Eigenschafte- A = 0.
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bzw. Ao; setzt man 0.B.d.A. e = e,,, S0 erhdlt man in Koordinaten

1 0 gvgwaf 0 g gwaf _ -1 6gvgwAO 6g gWAOV
gugvgw[_( O %)JF_(;_VW)] - gugvgw( e

(2.3)

ou ov

Wegen der vorausgesetzten Wirbelfreiheit von e, ist der metrische Koeffizient g,, weder von u
noch von w abhdngig, so daf3 er vor die Differentiale gezogen werden kann und somit schlieBlich
die Gleichung

1 [(9 (&ﬂ) N 0 (%ﬂ)] _ 1 (6gvAOU + (9gqu\,)

o — - 24
JuOv guou gv OV guov' au ov (2.4)

ou ov
zu losen ist. Diese Gleichung ist wegen fehlender Differentiationen nach w offenbar dann geldst,
wenn man sie auf jeder Koordinatenfliche w = wq geldst hat, weshalb das Problem nur ein
zweidimensionales, allerdings zunéchst kein ebenes ist (siehe Abschnitt 2.1). Ich werde nun
eine formale Losung dieser Gleichung fur die Falle e = e,, e = e, und e = e, angeben.®

Der Fall e = e,: Es ist e, ein wirbelfreier Einheitsvektor des kartesischen Systems; die
Koordinatenfldche z = zq ist eine Ebene. In diesem Fall geht (2.4) in die ebene Poissonsche
Gleichung

2t (x,y) . 021 (x,y)
o0x2 0y?

uber, deren Losung in der Potentialtheorie geklért ist. Eine partikuldre Losung ist durch das
ebene logarithmische Potential

= 2nu(X,y) (2.9)

V(xy) = f f H(X.y) - In VX — X+ (y YR dxdly (2.6)

im Innern des beschrénkten Bereiches B gegeben. Hinreichend fur die Existenz von V ist die

Beschréanktheit und Integrierbarkeit von u. Will man eine Losung von (2.5) fir die gesamte

Ebene erhalten, so gentigt es offensichtlich, das Verschwinden von x im Unendlichen geméaR
limr?*.4 = 0 (2.7)
r—oo

fur ein beliebiges ¢ > 0 zu fordern, um die Existenz des dann auch beziiglich des Integra-

tionsbereiches uneigentlich werdenden Integrals (2.6) zu sichern.

Der Fall e = ¢,: Esiste, der wirbelfreie Einheitsvektor des kreiszylindrischen Systems und
die Koordinatenflache o = R ein Kreiszylinder. Mithin ist nun die Gleichung

1807 #H(ed)
R2  9¢p? 072

zu losen. Man erkennt sofort, dal? man durch Abrollen des Zylinders (eine konforme Abbildung
des Zylindermantels auf ein ebenes Gebiet) ein dquivalentes ebenes Problem erhalt.

2nu(e, 2) (2.8)

8In Kapitel 4 werde ich den linksseitigen Differentialterm als fldchenartigen LapLaceschen Operator angewendet
auf die auf der betrachteten Flache definierte Funktion f der Fldchenkoordinaten u, v betrachten und die Lésung
der dann als flachenartige Porssonsche Gleichung zu interpretierende Gleichung (2.4) eingehender untersuchen.
Es wird sich dann auch zeigen, weshalb die Losung dieser Gleichung nicht in der Potentialtheorie behandelt
wird.



2.2 Mathematische Grundlagen

Satz 4 : Essei f(x,y) eine Losung der Gleichung

0°f  0°f
W + a—yz = 27T/.1(X, y) (29)
Dann ist f[x(¢, 2), y(¢, z)] gemal der Transformation
X = Reg
y = ¢

eine Losung von (2.8).
Durch Anwendung der Kettenregel sieht man dies leicht ein:
B L
R20¢? 072 ox2  0y?

Die Gleichung (2.8) wird daher praktisch auch durch das logarithmische Potential gelost; es ist

= 2nu.

(0D = R [ [ute.2)-n R =92+ @27 de'e (2.10)

eine partikuldre Losung dieser Gleichung.
Der Fall e = e,: Es ist e, der wirbelfreie Einheitsvektor des Kugelsystems; die Koordina-
tenflache r = R ist die Oberflache der Kugel mit dem Radius R. Es ist daher die Gleichung

iﬁzf(ﬂ,go)_'_ cos ¢ 8f(19,g0)+ 1 9%f (W, ¢)
Rz 992 RZsing 09 R2sin?9 02

zu losen, wesbeziiglich ich eine Anregung in [5] fand. Bei der stereographischen Projektion
handelt es sich um eine konforme Abbildung der (beschrénkten) Kugeloberflache auf die (un-
beschrénkte) Ebene: Man placiere die Kugel mit ihrem Stidpol auf den Ursprung der x-y-Ebene;
jedem Punkt der Kugeloberflache (i, ) sei der DurchstoBpunkt (x, y) des vom Nordpol ausge-
henden und die Kugeloberfldche im Punkt (¢, ¢) durchstoRenden Strahls in der Ebene derart
zugeordnet, dal die Punkte ¢ = 0 der Kugel auf die Punkte der positiven x-Achse abgebil-
det werden.” Schreibt man die Bildpunkte sofort in Polarkoordinaten o und ¢, so lautet die
Abbildungsvorschrift

2nu(9, @) (2.11)

2R sin 9
= — - 2.12
¢ 1-cosd ( )

= ¢ (2.13)
Satz 5 : Ist (o, ¢) eine Losung der Gleichung
0’f 10f 1 6%f 4R?
7o 2ip - e
soist (3, ¢) = flo(19), ¢] vermoge der Transformation (2.12) eine Lésung von (2.11).

J - 2mto. ). (2.14)

"Die Umkehrabbildung zur hier beschriebenen wurde von Riemann zur Darstellung der komplexen Zahlen auf
der Einheitskugel verwendet (Riemannsche Zahlenkugel).



2 Felddarstellung durch Potentiale

Dies ist unschwer zu zeigen. Zun&chsteinmal hat man die Zusammenhange

do -2R

a9  1-cosd’

o _ 2Rsind

992 (1-cos¥)?’

ot _ a0ot

a9 do’

Pt (depPt | oot
992 \9¥ 9o 99290

Bezeichnet man zu Abkiirzung den Differentialterm aus (2.11) mit Agf (¢, ¢) und jenen aus
(2.14) mit Af (o, ¢), so erhélt man

i(4_R262_f+Mﬂ)+
R2\(1 - cos#)? 9o? (1 — cos)? do
cosﬁ( -2R af)+ 1 §?f
RZ2sin¥\1—cos®¥ 8o/ R2sin?9 0¢?
( 2 )2 [62_f+(1—cosﬂ)ﬂ+(l—cosﬂj62_f]
1—cos?d 00? 2Rsin® /do 2R sin® / 0¢?

ARf (ﬂ? ‘)0)

QZ
(1+ %) At

= 2nu.

Es ist noch zu untersuchen, ob (2.14) tberhaupt eine Losung besitzt; da es sich dabei um die
ebene Poissonsche Gleichung handelt, ist lediglich das Verhalten der ebenen Belegung im Un-
endlichen zu untersuchen. Setzt man die Beschranktheit von u auf der Kugeloberfldche voraus,
so gilt fur die ebene Belegung aus (2.14)

. 4R?
sl - o

weshalb das ebene Poissonsche Integral existiert. Folglich ist (2.14) und damit auch (2.11)
|0sbar. Ich erspare es mir, eine zu (2.10) analoge Darstellung der Losung von (2.11) anzugeben.
Ein Algorithmus zur Ldsung von (2.11) wére folgender:

1. Die gegebene Belegung u(#, ¢) wird gemal

2 2
3 o —4R
d = arccos(m)
als Funktion von o und ¢ geschrieben. Die ebene Belegung u’(o, ¢) lautet
, 4R? )2
W0, p) = (4R2—+Q2 - (0, 9)-

10



2.2 Mathematische Grundlagen

2. Eswird das ebene logarithmische Potential der Belegung u” berechnet; dies sei f (o, ¢).

3. Die gesuchte Funktion f (i3, ¢) erhdlt man durch Ersetzen von o geméR (2.12).
Damit ist der Beweis von Satz 3 fur die Spezialfélle e = e,, e = e, und e = e, erbracht.

Satz 6 : Essei F ein auf einem einfach zusammenhangenden Gebiet G definiertes quellenfreies
Feld und e ein Einheitsvektor eines othogonalen Koordinatensystems. Ferner gelte in ganz G
e - F = 0. Dann existiert ein Vektorpotential A von F, das nur eine Komponente in Richtung von
e besitzt, fur das also e x A = 0 gilt.

Zum Beweis zeigt man, dal3 zu einem beliebigen Potential A, stets ein Potentialfeld grad f exi-
stiert, das durch Uberlagerung die beiden gewiinschten Komponenten des Potentials hinweghebt
(siehe [7] S.21).

AbschlieBend mdochte ich eine spezielle Darstellungsart des vektoriellen Potentials begriin-
den, welche die Existenz der Bucunorzschen Potentialfunktionen sichert (siehe Abschnitt 2.3.4).

Satz 7 : Essei F ein quellenfreies Vektorfeld und e ein wirbelfreier Einheitsvektor eines ortho-
gonalen Koordinatensystems. Dann existieren zwei skalare Felder V, und V5, so dal3

A = Ve +rot(Vqe) (2.16)
ein Vektorpotential von F ist.
Es sei A das gemaR Satz 3 existente Potential von F mit der Eigenschaft
divA, = div[(Ao-e)e]. (2.17)
Man betrachte nun die beiden durch
Vi = Ag-e
rot(V.e) = Ag—e(Ap-e)

bestimmten Felder V; und V,. Die Existenz von V ist wegen (2.17) und Satz 6 gesichert. Das
aus Vy und V, gemal

A = Ve +rot(Vpe)
konstruierte Feld A ist offensichtlich ein Potential von F, denn es ist
A = [Ao-ele+[Ao—e(Ao-€)] = Ao,

und Ag war als Potential vorausgesetzt.

Der Kern dieses Beweises beruht auf der Anwendung von Satz 3, weshalb die Existenz
der beiden Potentialfunktionen Vi, V. bisher nur fiir die speziellen \ektorfelder e,, e, und e,
gesichert ist. Allerdings existieren sie auch fiir die Felder ¢ (konstantes Vektorfeld), oe, und
re,.8

8Das Vektorfeld re; ist zu unterscheiden von dem Ortsvektor r, auch wenn ersteres zur Vereinfachung manchmal
ebenfalls mitr bezeichnet wird. Fir diese Vereinfachung spricht, daf re, am Ortr mitr in Betrag und Richtung
Ubereinstimmt; dagegegen spricht die unterschiedliche Bedeutung, denn im Gegensatz zu re; ist der Ortsvektor
r kein Vektorfeld.

11



2 Felddarstellung durch Potentiale

Betrachtet man zuné&chst das Feld e, unabhdngig von seiner Darstellung, so handelt es sich
dabei lediglich um ein richtungskonstantes Feld, das tberall den Betrag 1 besitzt. Seine Rich-
tung kann man offenbar nur bei Wahl eines Bezuges angeben. Demzufolge kann jedes rich-
tungskonstante Feld mit dem Betrag 1 als mit der positiven z-Achse gerichtet angesehen wer-
den.

Anstelle der Forderung nach dem Betrag 1 kann man die Forderung nach nirgends ver-
schwindendem (und utberall differenzierbarem) Betrag des wirbelfreien Feldes e setzen. Sind
namlich V4, V, die Potentialfunktionen fiir ein gegebenes Feld F bezuglich des Feldes e, so sind
Vy/f und V,/f jene beziglich des Feldes fe, worin f ein nirgends verschwindendes skalares
Feld ist.

Man konnte nun noch einwenden, daR das Skalarfeld o auf der z-Achse und r im Ursprung
verschwindet. Es ist allerdings zu bedenken, daf das Feld e, auf der z-Achse und das Feld e,
im Ursprung nicht definiert ist, so dal} diese Stellen von vornherein bereits ausgeklammert sind
(siehe auch FuBnote S.7).

12



2.2 Mathematische Grundlagen

2.2.3 Potentiale eines beliebigen Vektorfeldes

Ein wichtiger Satz der Feldtheorie, der manchmal auch nach HeLmuorrz benannt wird, besagt,
dal? jedes Vektorfeld in ein quellenfreies und ein wirbelfreies Feld zerlegt werden kann. Wegen
des vorausgesetzten einfachen Zusammenhanges der betrachteten Gebiete ist dies gleichbedeu-
tend mit der Aussage, dal jedes Vektorfeld in ein solenoidales und ein Potentialfeld zerlegbar
und somit durch ein vektorielles und ein skalares Potential darstellbar ist.

Satz 8 : Es sei F ein auf einem einfach zusammenhangenden Gebiet definiertes Vektorfeld.
Dann existieren zwei Felder Fs, F, mit den Eigenschaften

divFs = 0
rotF, = 0
Fs+Fp, = F
Dies beweist man meist folgendermalRen: Aus einer Losung f der Poissonschen Gleichung

Af = divF ergibt sich sofort ein wirbelfreies Feld F, = gradf. Das gesuchte quellenfreie Feld
Fs ist dann bereits durch Fs = F — Fj, gegeben (siehe auch [1] Punkt 670.3°).

Satz9 : Es sei F ein auf einem einfach zusammenhangenden Gebiet definiertes Vektorfeld.
Dann existieren zwei Felder A und f, so dal gilt

F = rotA +gradf.

Man nennt meist auch A vektorielles und f skalares Potential von F, obwohl F i.allg. weder als
quellen- noch als wirbelfrei vorausgesetzt wird. Bei divF = 0 sagt man dann, F ware durch ein
Vektorpotential allein darstellbar (analog bei rotF = 0).

Satz 10 : Es sei F ein auf einem einfach zusammenhangenden Gebiet definiertes Vektorfeld
und e ein wirbelfreier Einheitsvektor eines orthogonalen Koordinatensystems. Dann existieren
drei skalare Felder V4, V, und f, so daf3 gilt

F = rot(Vie) + rotrot(V,e) + gradf.

Hierbei handelt es sich praktisch nur um eine spezielle Darstellung des vektoriellen Potentials
von F gemaR Satz 7.

13



2 Felddarstellung durch Potentiale

2.2.4 Ordnung einer Feldmenge

Aus den vorangegangenen Betrachtungen dirfte klar geworden sein, dal} zur Beschreibung
eines bestimmten Vektorfeldes nicht notwendig immer drei skalare Felder bendtigt werden,
auch wenn stets drei skalare Felder zur Beschreibung geniigen. Anscheinend ist es eine Ei-
genschaft des betrachteten Feldes, wieviel skalare Felder zur Beschreibung gentigen, und nicht
eine Willkiir des Betrachters. Beispielsweise l48t sich die Uberlagerung zweier TE-Moden im
Rechteckhohlleiter, nicht jedoch die Uberlagerung eines TE-Modes mit einem TM-Mode durch
lediglich ein skalares Feld darstellen.

Es sei (F,) die Menge geordneter n-Tupel skalarer Funktionen von Ort und Zeit; man be-
trachte die n Mengen (F,), (F»), ... (F,) und die leere Menge (Fo).

Definition 1 : Von der Menge (G,) C (Fn) mdge man sagen, sie ware von m-ter Ordnung, wenn
eine Menge (G,,)) € (F) und eine eindeutige Abbildung (G,,) — (G,), jedoch fiir keine Menge
(Gm-1) € (Fm-1) eine eindeutige Abbildung (G-1) — (G,) existiert. Der Menge {(0)} c (Fy)
sei die Ordnung 0 zugewiesen.

Aus dieser Erklarung folgt sofort:
e Esiststetsm < n.
e Die Menge (F,) ist von n-ter Ordnung.
e Jede Teilmenge von (F,), die nicht nur das Element (0) enthalt, ist von 1.0rdnung.

Die Ordnung ist eine Eigenschaft der betrachteten Menge und keine Eigenschaft des einzelnen
Elements. Ohne Beweis mdchte ich folgende Beispiele geben:

e Die Menge der skalaren Felder (F,) ist von 1.0rdnung.
e Die Menge der vektoriellen Felder (F3) ist von 3.0rdnung.®

e Die Menge der quellenfreien Vektorfelder c (F3) ist von 2.0rdnung, denn jedes Element
ist durch ein vektorielles Potential mit einer verschwindenden Komponente (Satz 2) oder
auch durch die beiden Funktionen V4, V- aus Satz 7 darstellbar.

e Die Menge der wirbelfreien Vektorfelder c (F3) ist von 1.0rdnung, denn es kann jedes
Element durch ein skalares Potential dargestellt werden.

e Die Menge der elektromagnetischen Felder (V) c (F6) ist von hdchstens 16.0rdnung,
was sich sofort aus der Koordinatendarstellung ergibt. Bei Voraussetzung homogener,
isotroper Medien ohne ferromagnetische und -elektrische Eigenschaften ist sie von 3. und
bei zusétzlich verschwindenden Raumladungen sogar nur von 2.0rdung (siehe Abschnitte
2.3.2und 2.3.3).

9Um obige Erkldrung anwenden zu kénnen, betrachtet man die kartesischen Komponenten der Felder. Es zeigt
sich, dal’ die Ordnung nicht von der Wahl des zugrundegelegten Koordinatensystems abhdngig ist.
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2.2 Mathematische Grundlagen

Dal? es nicht sinnvoll ist, einem konkreten Feld eine Ordnung zuzuweisen, kann man sich leicht
klar machen: Einem konkreten Feld 1&Bt sich nicht eindeutig die Ordnung der Menge zuwei-
sen, der es angehort, weil es stets mehreren Mengen angehdrt und diese von unterschiedlicher
Ordnung sein konnen. Beispielsweise gehort ein konkretes Potentialfeld sowohl der Menge der
wirbelfreien Vektorfelder der Ordnung 1 als auch der Menge aller \ektorfelder der Ordnung 3
an. Wollte man einem konkreten Feld F,, die Ordnung der ,kleinsten* Teilmenge (G,) c (Fy)
zuweisen, der man es angehorig machen konnte, so wére es stets von hochstens 1.0rdnung,
denn die ,kleinste” Teilmenge ist zweifelsohne die Menge (G,) = {F,}. Dann existiert sicher-
lich eine Abbildung einer Untermenge der rellen Zahlen auf (G,,), beispielsweise 1 — F.

Die hier betrachtete Ordnung der Menge geordneter n-Tupel skalarer Funktionen von Ort
und Zeit weist eine gewisse Ahnlichkeit mit der Betrachtung der Dimension eines linearen
Raumes, erzeugt aus der Menge geordneter n-Tupel reeller Zahlen, auf. Man kann leicht zei-
gen, daB die Ordnung einer Untermenge aller Tripel (fy, 5, f3) hochstens 2 ist, wenn ihre Kom-
ponenten linear abhangig sind. Allerdings gentigt dafur bereits eine beliebige Abhangigkeit
beispielsweise der Form

0f; of, adf, 0f3

—, —+—=+— = 0,

oy ox oy oz

wahrenddessen eine solche Abhéngigkeit unter Tripeln reeller Zahlen natiirlich nicht vorliegen
kann. Bildet man aus der Menge (F,) durch Erkldrung von Addition und Multiplikation mit
einem Skalar in gewdhnlicher Weise einen linearen Raum [F,], so ist dieser ebenfalls von n-ter
Ordnung, jedoch n-fach co-dimensional. Bereits der Raum der skalaren Funktionen von Ort und
Zeit [F4] ist co-dimensional.

Wie eingangs bereits erwdhnt, besteht ein wesentlicher Sinn von Potentialen darin, ein ge-
gebenes Feld durch maglichst wenige skalare Funktionen von Ort und Zeit darzustellen. Man
bedient sich tblicherweise des skalaren und des vektoriellen Potentials entsprechend der Sétze
aus Abschnitt 2.2.3 und versucht, ausgehend von den Komponeten des Feldes, die Anzahl der
zur Beschreibung dienenden Funktionen entsprechend der Ordnung des Feldes zu reduzieren.

Manchmal erweist es sich jedoch auch als vorteilhaft, mittels Einfiihrung von Potentialen die
Anzahl der das Feld beschreibenden Funktionen nicht zu reduzieren, auch wenn dies moglich
wadre, ja sogar die Anzahl zu erhdhen. Man erhélt dann Freiheitsgrade, aufgrund derer noch
Zusammenhange zwischen den Funktionen (in gewissen Grenzen) willkirlich gewéhlt werden
kdnnen. Beispielsweise beschreibt man ein quellenfreies Feld meist nicht durch ein Vektorpo-
tential mit einer verschwindenden Komponente, sondern legt anstelle dessen die Quellen des
Potentials fest.

Als besonders vorteilhaft haben sich Potentiale bei der Losung vektorieller Differentialglei-
chungen und Differentialgleichungssysteme erwiesen. Durch geschickte Einfihrung von Poten-
tialen gelingt es zum einen, die Ordnung der Losungsmenge zu bestimmen, wodurch bereits ein
wesentlicher Teil ihrer Struktur enthiillt ist, und zum anderen, die Gleichung(en) in bekannte zu
uberfuihren, womit sie dann praktisch als gelost angesehen werden kdnnen. Beispielsweise las-
sen sich die MaxweLLschen Gleichungen in eine skalare und eine vektorielle Wellengleichung
oder eine skalare Poissonsche und eine vektorielle Wellengleichung tberfiihren.

Zur Losung der vektoriellen Wellengleichung ist es ebenfalls von Vorteil, spezielle Poten-
tiale einzufiihren, obwohl das meist nicht getan wird (siehe Kapitel 3).

fl = f2+

oder auch
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2 Felddarstellung durch Potentiale

2.3 Potentiale elektromagnetischer Felder

Die ein elektromagnetisches Feld charakterisierenden Grof3en sind die Induktion B, die elek-
trische Feldstérke E, die magnetische Feldstérke H, die Verschiebungsflu3dichte D, die Strom-
dichte G und die Raumladungsdichte o (Raumdichte der UberschuRladung). Einen ersten Zu-
sammenhang zwischen diesen Feldern beschreiben die MaxweLLschen Gleichungen, weitere
Zusammenhange sind durch die Materialgleichungen gegeben.

Will man eine Feldberechnung ausfiihren, so sind zunéchst die MaxweLLschen Gleichungen
zu losen. Man sieht schnell ein, daR diese Losungen besitzen, die der Erfahrung widerspre-
chen.© Jedoch sind in ihrer Losungsmenge alle (in der Natur maglichen) elektromagnetischen
Felder enthalten, wenn man voraussetzt, dal? jedes elektromagnetische Feld den MaxweLLschen
Gleichungen geniigt.

Aus diesen Griinden werde ich mich im folgenden nicht mit elektromagnetischen Feldern
beschaftigen, sondern an deren Stelle die Losungsmenge des Sytems

rotH — aa_[t) -G =0 (2.18)

%—? + rotE =0 (2.19)
divB =0 (2.20)
dvD -p = 0 (2.21)

cE -D =0 (2.22)

B —uH =0 (2.23)

betrachten und deren Elemente stellenweise beziiglich ihrer Realisierbarkeit als elektromagne-
tisches Feld untersuchen. Dabei sehe ich von ferromagnetischen und ferroelektrischen Medien
ab, so dal} £ und u als reguldre Matrizen vom Typ (3,3) zu verstehen sind, deren Elemente i.allg.
skalare Funktionen von Ort und Zeit sind.

Die Losungen V des Sytems (2.18) bis (2.23) bilden einen linearen Raum [V], weshalb sie
als Vektoren anzusprechen sind. - Man stelle sich den Vektor V als Stapelung der Vektoren B,
E, H, D, G und g in dieser Reihenfolge vor. - Der Vektor V besitzt 16 Komponenten, weshalb
sicherlich die Relation [V] c [F16] gilt; somit ist [V] von hochstens 16.0rdnung.*

Eine wesentliche Eigenschaft des Systems (2.18) bis (2.23) besteht darin, dal} eine Lésung
V bereits durch ihre sechs Komponenten B und E festgelegt ist. D ist wegen (2.22), H wegen

1OMan konstruiere eine solche Losung wie folgt: Man setze B = 0, gebe sich ein beliebiges Feld ¢ vor und setze
E = grade. Nun wahle man die Felder H und D ganz beliebig und berechne aus der ersten MaxwerLschen die
Stromdichte G und aus der vierten MaxwerLschen die Ladungsdichte o, womit schlielich allen MaxweLLschen
Gleichungen gentlige getan ist. Man bedenke nun, daB keinerlei Zusammenhang zwischen den Feldern E und
D bzw. B und H besteht.

1Beziiglich des Begriffs ,,Ordnung” siehe Abschnitt 2.2.4.
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2.3 Potentiale elektromagnetischer Felder

(2.23) - u ist wegen ihrer Regularitat invertierbar -, G wegen (2.18) und o wegen (2.21) eindeutig
bestimmt. Somit ist [\VV] von hochstens 6.0rdnung. Der folgende Abschnitt wird zeigen, dal
[V] sogar nur von hochstens 3.0rdnung ist.

Im folgenden werde ich zusétzlich von inhomogenen und von anisotropen Medien absehen,
so daB & und u als skalare Konstanten betrachtet werden dirfen.

2.3.1 Die elektrodynamischen Potentiale
Definition

Es sei V eine beliebige aber fest gewéhlte Losung des Systems (2.18) bis (2.23). Dann ist
ihre Komponente B quellenfrei, weshalb diese durch ein vektorielles Potential allein dargestellt
werden kann. Man definiert daher das elektrodynamische Vektorpotential A gemaR

B = rotA; (2.24)

seine Existenz ist wegen (2.20) gesichert. - Bekanntlich ist A nur bis auf ein additives Poten-
tialfeld festgelegt. - Der Zusammenhang zwischen den Komponenten B und E von V ist durch
(2.19) gegeben. Mit (2.24) erhélt man rotE = —(;—’trotA, woraus sofort

rot(E+%) =0 (2.25)

folgt* und daher ein skalares Potential ¢, das elektrodynamische Skalarpotential, gemaR
—grady = E+— (2.26)

definiert werden kann. - Offensichtlich ist ¢ bis auf eine additive skalare Funktion &(t) festge-
legt, wenn man A bereits gewahlt hat. -

Felddarstellung

Durch (2.24) und (2.26) ist eine mehrdeutige Abbildung von [V] in den Raum [G4] der zweimal
stetig differenzierbaren Quadrupel skalarer Funktionen von Ort und Zeit gegeben; die Bildmen-
ge (A,) ist die Menge jener Quadrupel, die jemals als Potential ,,drankommen® kdnnen. Diese
bildet offenbar auch einen linearen Raum.*3 Mithin ist [A.] C [G4].

Wesentlich fur die Darstellbarkeit eines beliebigen Elements von [V] durch ein Potential A4
ist jedoch die Existenz einer eindeutigen Abbildung [A4] — [V]. Ich versuche daher, die bisher
besprochene Abbildung [V] — [A4] umzukehren.

12Bekanntlich ist das Vertauschen der Differentiationsreihenfolge zulassig, wenn A in den zweiten Ableitungen
stetig ist; dies ist genau dann der Fall, wenn B einmal stetig differenzierbar ist. Ohne weitere Untersuchungen
wird letzteres in der physikalisch oriertierten Literatur fiir alle sechs feldbeschreibenden Vektorfelder (meist
stillschweigend) vorausgesetzt; oft wird sogar die zweimalig stetige Differenzierbarkeit der Felder vorausge-
setzt (z.B. bei Aufstellung der Wellengleichungen), obwohl das nicht notwendig ist; es genugt offensichtlich,
dies nur von den Potentialen zu fordern.

13Sind A41 und Ay Potentiale von V1 bzw. V>, so ist sicherlich c;A41 + C2A42 auch ein Potential, namlich eines
von ¢,V + coVs € [V].
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2 Felddarstellung durch Potentiale

Ist ein Potential A4 einer beliebigen aber fest gewéhlten Losung V von (2.18) bis (2.23)
berechnet, so erhdlt man dieselben Felder B und E gemaR

B = rotA (2.27)
oA
E = i grade, (2.28)

denn hier wurde in (2.26) lediglich nach E aufgeldst. Unter Verwendung der Gleichungen
(2.23), (2.22), (2.18) und (2.21) erhalt man die restlichen Komponenten von V

0A
D = —s[ﬁ + gradgo] (2.29)
1
H = ZrotA (2.30)
i
1 0°A . dp
G = —;[AA — Sﬂﬁ - grad(dIVA + 8/1&)] (231)
o = —&Ap+ ﬁdivA]. (2.32)
ot

Damit ist eine eindeutige Abbildung [A4] — [V] angegeben. Es ist klar, dal? man auch zu den-
selben Feldern H, D, G und o zuriickgelangt, denn der verwendeten Gleichungsgruppe mufite
bereits die zugrundegelegte Losung V gentigen. Man hat damit folgenden

Satz 11 : Jedes elektrodynamische Potential A4 einer Losung V des Systems (2.18) bis (2.23)
geniigt notwendig dem System (2.27) bis (2.32).

Ordnung von [V]

Vom Umkehrproblem der Vektorananlysis ist bekannt, dafl man dem vektoriellen Potential A
die Bedingung divA = 0 auferlegen kann; man hat dann als Definition von A das System beste-
hend aus (2.24) und eben angefiuihrter Gleichung. Es gilt dann alles bisher gesagte unverandert,
nur ist [A4] von vornherein von 3.0rdnung, weshalb also auch [V] von héchstens 3.0rdnung
ist. Dies gilt auch in inhomogenen und anisotropen Medien; die Gleichungen (2.29) bis (2.32)
haben dann eine etwas kompliziertere Gestalt.

Felderzeugung

Es ist bisher nicht bekannt, welche Elemente von [G,4] Uiberhaupt als Potentiale ,,drankommen
kdnnen; sicher ist nur, dal alle Potentiale in [G4] enthalten sind. Man betrachte den Raum
[G4] als Definitionsbereich der durch (2.27) bis (2.32) (von rechts nach links gelesen) gegebe-
nen Abbildung in die Menge [F1s] und den Bildraum [Gyg].** Durch Einsetzen in das System
(2.18) bis (2.23) tiberzeugt man sich leicht von der Relation [G1g] € [V]: jedes zweimal stetig

14Dje Bildmenge ist wegen der Linearitdt der Abbildung und den Eigenschaften des Definitionsbereiches ein
linearer Raum.
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2.3 Potentiale elektromagnetischer Felder

differenzierbare Quadrupel erzeugt vermoge (2.27) bis (2.32) eine Losung des Systems (2.18)
bis (2.23).1°

Will man also eine Feldberechnung fir ein Medium mit bekannten Konstanten & und u
durchfiihren, ohne im voraus etwas iber das Feld zu wissen, aulRer, dal} es den MaxweLLschen
und den beiden Materialgleichungen gentigt, so ist dieses Ziel hiermit erreicht:

Satz 12 : Die Menge der (einmal stetig differenzierbaren) Losungen des Systems (2.18) bis
(2.23) ist fur Medien mit skalaren Konstanten £ und p vermdge (2.27) bis (2.32) durch die
Mengen der (zweimal stetig differenzierbaren) Felder A und ¢ gegeben.

Anmerkungen:

1. Nach Abschnitt 2.2.2 kann die Menge der ,,Erzeugenden” um eine Ordnung reduziert
werden. Anstelle der Menge der Vektorfelder kann man die Menge der quellenfreien
Felder setzen; man kann auch A und ¢ mittels beispielsweise A = fie, + fey, ¢ = f3 mit
fi € (f) aus der Menge () der zweimal stetig differenzierbaren skalaren Funktionen von
Ort und Zeit erzeugen. Wie spater zu sehen sein wird, kann man auch ¢ zu Null wéhlen
und die Losungen nur aus der Menge der Vektorfelder erzeugen.

2. Bekanntlich existiert noch ein Zusammenhang zwischen der elektrischen Feldstarke und
der Stromdichte, im einfachsten Fall ist dies das Oumsche Gesetz G = «E. Mittels Satz 12
lassen sich mit Sicherheit Losungen erzeugen, die keinen sinnvollen Zusammenhang zwi-
schen G und E aufweisen; es sind in der Losungsmenge jedoch alle praktisch relevanten
Félle enthalten.

Obwohl der Inhalt von Satz 12 ausgiebig durchleuchtet wurde, mdche ich ihn noch einmal
durch die Konstruktion des Raumes [V] direkt aus den Gleichungen (2.18) bis (2.23) verdeut-
lichen: Die einfachste Beschrankung der Losungsmenge [V] gegeniiber der Menge der 16-
Tupel enthdlt die 3. MaxweLLsche Gleichung; ich beginne also mit einem Feld B, das ich von
vornherein als quellenfrei, sonst jedoch als beliebig annehme und sofort die 3. MaxweLLsche
Gleichung befriedigt habe. Als vektorielles Potential A kommt daher jedes beliebige Feld in
Frage. Wegen (2.25), eine Folgerung aus der 2. MaxwerLschen Gleichung, kann jedes zu B
passende Feld E durch jedes beliebige skalares Feld ¢ entsprechend (2.28) erzeugt werden.
Wegen der Materialgleichungen sind nun H und D und wegen der 1. und 4. MaxweLLschen
Gleichung schlieBlich auch G und o eindeutig bestimmt. Die Annahme Uber B, ein beliebiges
quellenfreies Feld zu sein, fuhrt also auf keinen Widerspruch. Andererseits ist eine allgemeinere
Annahme beziiglich B wegen der 3. MaxwecrLschen Gleichung nicht moglich. Mithin wurde
keine Losung tbersehen.

BHieraus erhellt, dak die MaxweLLschen Gleichungen auch Lésungen besitzen, die in der Natur nicht realisierbar
sind. Als einfaches Beispiel nehme man A = 0, ¢ = r?; dies wiren Potentiale eines elektrostatischen Feldes
mit unbeschrankter elektrische Feldstarke.

8Dies ist wohl der Grund dafiir, daR gerade die Induktion und nicht die magnetische oder elektrische Feldstéirke
gern als ,,urspriinglich* betrachtet und den Potentialdefinitionen zugrundegelegt wird: Man kann die restlichen
das elektromagnetische Feld beschreibenden Felder leicht von ihr ableiten, denn sie ist auch bei inhomogenem
u stets quellenfrei.
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2 Felddarstellung durch Potentiale

Berechnung der Losungen von (2.18) bis (2.23) bei gegebenen Komponenten von V

Man betrachte erneut das System (2.27) bis (2.32), und zwar nun als Differentialgleichungssys-
tem zur Bestimmung der Potentiale A und ¢ aus V, einer beliebigen Losung des Systems (2.18)
bis (2.23). Gibt man sich eine gewisse Anzahl n der 16 Komponenten vor, so erhélt man n inho-
mogene Differentialgleichungen, die die Eigenschaften der Potentiale beschreiben. - Der oben
beschriebene ist offenbar der Fall n = 0, alle Komponenten von V waren unbekannt. - Im Falle
n = 16 ist das Feld bereits vollstdndig bekannt, weshalb sich eine Angabe der Eigenschaften
von A und ¢ eriibrigt (trotzdem sind die Potentiale nicht eindeutig bestimmt); wie schon auf
S.17 gezeigt, ist dies bereits dann der Fall, wenn man nur B und E als gegeben annimmt.

Ublicherweise nimmt man nun G und o als gegeben an. Dafir, daR diese Felder zu ei-
ner Losung der MaxwerLschen Gleichungen gehdren - was ja vorausgesetzt wurde - ist die
Erfullung der Kontinuitdtsgleichung

. 0o
divG = ——, 2.33

ot (233)
die als direkte Folgerung aus der 1. und 4. MaxweLLschen Gleichung zu verstehen ist, notwen-
dig. Als Gleichungssystem zur Bestimmung der Potentiale aus der Strom- und Raumladungs-
dichte hat man die Gleichungen (2.31) und (2.32), die ich im folgenden in der Form

Ao+ Ddiva = -2 (2.34)
ot £
A : 0
AA - o~ grad(dlvA + g,ua—stp) = —uG (2.35)

betrachten werde. Es gilt folgender

Satz 13 : Die Menge der (einmal stetig differenzierbaren) Losungen des Systems (2.18) bis
(2.23) fur Medien mit skalaren Konstanten £ und u bei gegebener Raumladungs- und Strom-
dichte ist vermoge (2.27) bis (2.30) durch die Menge der (zweimal stetig differenzierbaren)
Losungen A und ¢ des Systems (2.34), (2.35) gegeben.

Dal} derart alle zu G und o ,passenden” Losungen von (2.18) bis (2.23) berechnet werden
konnen, ist durch die bisherigen Untersuchungen wohl hinlanglich klar geworden. Interessan-
ter ist allerdings die Aufgabe, eine hinreichende Bedingung fiir G und o zu finden, damit das
System (2.34), (2.35) losbar ist; eine notwendige Bedingung ist durch (2.33) gegeben. Die
\Voraussetzung, dafll G und o zu einer Ldsung des Systems (2.18) bis (2.23) gehoren, ist zwar
hinreichend aber fir die Berechnung wenig hilfreich. Dieses Problem wird wesentlich in der
Potentialtheorie geklart; man fordert dort die Beschrénktheit des betrachteten raumlichen Ge-
bietes, die Beschrénktheit von o und der ersten Ableitungen von G oder gibt bei Betrachtung
unbeschréankter Gebiete Majoranten furr das Verschwinden von o und divG im Unendlichen an.

AbschlieBend mdchte ich anhand eines einfachen Beispiels erldutern, weshalb beim Be-
trachten unbeschréankter raumlicher Gebiete das Verschwinden von o im Unendlichen minde-
stens gemaR lim r?o = 0 zu verlangen ist, keinesfalls jedoch die Beschréinktheit geniigt. Gege-

r—oo
ben sei die ortlich und zeitlich konstante aber nicht verschwindende Raumladungsdichte o und
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2.3 Potentiale elektromagnetischer Felder

die uberall verschwindende Stromdichte G in einem Medium mit den skalaren Konstanten &
und u. Es soll nun eine ,,passende™ Losung der MaxweLLschen Gleichungen berechnet werden.
Angenommen, es gédbe eine Losung des Systems (2.34), (2.35) mit divA = 0; es wére dann
zunéchst die Gleichung

Ap = —p/e = const. (2.36)

zu l6sen. Aus der Potentialtheorie ist bekannt, daR das Newtonsche Potential

= ffff(—r,r)'ldbl

im Inneren des beschrankten Bereichs B der dreidimensionalen Poissonschen Gleichung geniigt,
wenn o auf B beschrankt ist. Es gilt

0  im AuReren von B
AU = .
—4mo 1m Inneren von B.

Man sieht leicht ein, da das Newtonsche Potential in unserem Fall nicht existiert, was jedoch
nicht heifl3t, dal} die Porssonsche Gleichung bzw. (2.36) keine Ldsung besitzt! Tatsachlich ist
eine partikuldre Losung durch ¢, = —or?/6e gegeben. Nach Belieben kann man noch eine
harmonische Funktion iberlagern, beispielsweise ¢, = 02rR?/6e. SchlieBlich ist eine Losung
von (2.36) durch

0 = —2(r2-2rR?
6e
gegeben.
Zur Losung von (2.35). Da ¢ zeitunabhéngig ist, hat man nun eine quellenfreie Losung von
0°A
AA-egu— = 0 2.37
s (2.37)

zu suchen; im einfachsten Fall wdre dies A = 0. Aus (2.27) bis (2.32) erhdlt man schlief3lich
alle Felder:

0

o(r —R)e /3¢
o(r—R)e;/3
0

=0

0.

™ O I UOmw
I

Dal? alle MaxweLLschen Gleichungen erftillt werden, erkennt man leicht. Wie ist diese Losung
nun zu deuten?
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2 Felddarstellung durch Potentiale

Zundchst einmal mul festgestellt werden, dal} die MaxweLLschen Gleichungen (jedenfalls
in ihrer klassischen Form) Ldsungen zulassen, die in der Natur offenbar nicht vorkommen
kdnnen.

Die bekannte Forderung nach begrenzter elektrischer Feldstarke héngt offenbar eng mit der
Forderung nach Verschwinden der Raumladungsdichte im Unendlichen zusammen. Wéhrend-
dessen die Beschrankung physikalischer GroRen aus Erfahrungsgriinden akzeptabel erscheint,
will mir das Abfallen der Raumladungsdichte nicht unmittelbar einleuchten. Man konnte sich
fragen, wo denn die dquivalenten Gegenladungen bleiben, wenn die Raumladungsdichte bis ins
Unendliche konstant ist. Offenbar findet man in dieser Richtung aber keine Erklarung, denn es
tritt bei Betrachtung des Gravitationsfeldes dasselbe Problem auf, und dort hat man es stets mit
(positiven) Massen zu tun. In beiden Fallen kann man sich jedoch mit der Erklarung behelfen,
daR die Annahme eines Kontinuums nicht gerechtfertigt ist.

Die Unbeschranktheit der Feldstérke ist jedoch nicht der einzige Makel der angegebenen Lo-
sung. Fir eine zundchst ruhende Punktladung in dem unendlichen homogen mit Ladung gefull-
ten Raum gibt es ndmlich gar keinen Grund zur Bewegung, weil zu jeder auf sie wirkenden
Teilladung eine mit gleicher Starke aber in entgegengesetzter Richtung wirkende Teilladung
existiert, weshalb das Kraftfeld und damit auch das elektrische Feld verschwinden mii3te. Nach
obiger Losung wird die Probeladung jedoch vom Koordinatenursprung abgestof3en. Damit ist
die Bewegungsrichtung der Probeladung sogar vom Betrachter abhdngig, denn dieser legt den
Ort des Ursprungs willkirlich fest.

2.3.2 Potentialeichung

Die elektrodynamischen Potentiale sind durch ihre Definitionen (2.24) und (2.26) nicht ein-
deutig bestimmt, weshalb man an sie zusétzliche Forderungen stellen darf, um sie néher zu
bestimmen, sie zu eichen. Diese Eichforderungen dirfen nicht beliebiger Art sein; vielmehr hat
man eine aufgestellte Forderung hinsichtlich ihrer Zul&dssigkeit zu priifen. Eine Eichforderung

DA, ¢) = 0 (2.38)

ist genau dann zuldssig, wenn durch ihre Losungsmenge weiterhin die gesamte Menge der
Losungen des Systems (2.18) bis (2.23) erzeugt werden kann, oder umgekehrt jede Ldsung
dieses Systems durch ein Potentialpaar A, ¢ dargestellt werden kann, das auch (2.38) genuigt.’
Zum Beweis der Zulassigkeit einer bestimmten Eichforderung gentigt es offenbar zu zeigen, dal
zu einem beliebigen Potentialpaar Ag, ¢o ein der Eichforderung geniigendes Potentialpaar A, ¢
existiert, das dieselben Felder B und E erzeugt. Einerseits wird ndmlich durch ein als beliebig
angenommenes Paar Ao, ¢ hach Satz 12 die gesamte Losungsmenge des Sytems (2.18) bis

"Unter Verwendung der in Abschnitt 2.3.1 eingefiihrten Rdume kann man den Sinn einer Eichung auch folgen-
dermaRen erkldren: Der Raum [A4] der Potentiale ist zu umfangreich, was eben mit der Mehrdeutigkeit der
durch (2.24), (2.26) erklarten Abbildung [V] — [A4] in direktem Zusammenhang steht. Fugt man der Abbil-
dungsvorschrift eine skalare Forderung (2.38) hinzu, so wird der Bildraum um eine Ordnung reduziert. Eine
zweite, von der ersten unabhéngige skalare Forderung I&8t nicht mehr ganz [V] als Definitionsbereich zu, so
daR man sich, sofern man nicht den Definitionsbereich von vorn herein (z.B. durch o = 0) einschrénkt, mit
einer Eichforderung begniigen muB.
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2.3 Potentiale elektromagnetischer Felder

(2.23) abgedeckt, und andererseits ist jede Losung dieses Systems durch die Felder B und E
eindeutig bestimmt.

Will man die Potentiale wieder aus vorgegeber Strom- und Raumladungsdichte bestimmen,
wird man eine Eichung durchfiihren, die das zu I6sende System (2.34), (2.35) vereinfacht. Dies
ist die vordergriindige Motivation fiir die nachfolgend behandelten drei Eichungen. Ich mdchte
jedoch ausdriicklich darauf verweisen, dal den geeichten Potentialen trotz identischer Bezeich-
nung abhéngig von der Art der Eichforderung ganz unterschiedliche physikalische Bedeutung
zukommt. Insbesondere hat das Skalarpotential ¢ i.allg. nicht die Bedeutung eines elektrostati-
schen Potentials.

Die LORENTZ-Eichung

Eine erste sinnvolle Eichforderung entnimmt man sofort der Gleichung (2.35). Ist es zuldssig,
dem vektoriellen Potential die Bedingung
. 0y
divA = —-egu— 2.39
v el (2.39)
aufzuerlegen, geht ndmlich zunéchst (2.35) und offenbar auch (2.34) in eine inhomogene Wel-
lengleichung Uber, und man erhélt das System

82

Ago—s,uﬁ = —o/e (2.40)
0°A

AA—suW = —uG. (2.41)

Der Schein, A und ¢ aus den vorgegebenen Feldern o und G nun unabhédngig voneinander
bestimmen zu konnen, triigt natirlich, denn es verbleibt die Forderung (2.39); ich werde dies
weiter hinten zeigen.

Satz 14 : Zu jeder Losung des Systems (2.18) bis (2.23) existieren elektrodynamische Poten-
tiale A und ¢, die der Lorentzschen Bedingung (2.39) gentigen. Diese erfiillen dann notwendig
die Wellengleichungen (2.40) bzw. (2.41).

Die Zulassigkeit der Forderung (2.39) kann man jedoch nicht, wie es leider oft behauptet
wird, gemald Satz 1 aus der Freiheit, die Quellen von A festlegen zu konnen, schlufolgern.
Wahrenddessen namlich die Forderung divA = ¢ allgemein nur fir jede von A unabhéngige
Funktion & zul&ssig ist, hdngt ¢ wegen (2.26) von A ab.

Beweis 14: Es seien Ag und ¢q beliebige aber fest gewahlte Felder, durch welche vermoge
(2.27) bis (2.32) eine Losung des Systems (2.18) bis (2.23) erzeugt sei; ich betrachte die Felder
B und E dieser Losung. Variiert man das vektorielle Potential gemal A = Ag + grad f, so wird
dasselbe Feld B, i.allg. jedoch ein anderes Feld E erzeugt, weshalb auch ¢ variiert werden muf3.
Dasselbe elektrische Feld erhélt man genau dann, wenn

0Ao O0A 0Aq of
—; +oradgo = —= +gradp = —= + grad(E +¢)
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2 Felddarstellung durch Potentiale

erflllt ist, weshalb ¢ gemaR

of
¢ = po— o= +&() (2.42)
ot
zu wéhlen ist. Aus der Lorentzschen Forderung erhélt man

2
divAg + Af = ep 0 T~ g, 00018

ot ot
weshalb man schlieBlich f als Losung von
0°f Neo+ &) .
Af — Sﬂw = —EﬂT - leAo

zu bestimmen hat. Die inhomogene skalare Wellengleichung besitzt jedoch stets eine Ldsung.
Dal} die Lorentz-geeichten Potentiale A und ¢ den Gleichungen (2.40), (2.41) gentigen, ist
notwendig, weil jedes Potentialpaar nach Satz 11 den Gleichungen (2.31) und (2.32) geniigt.
g.e.d.

Offensichtlich kann man nun die Lorentz-Eichung auch umgekehrt motivieren:

Satz 15 : Zu jeder Losung des Systems (2.18) bis (2.23) existieren elektrodynamische Poten-
tiale A und ¢, die den Wellengleichungen (2.40) und (2.41) gentigen. Zwischen den Potentialen
besteht dann der Zusammenhang
. 0y
divA + o = const. (2.43)

Beweis 15: Die Zuldssigkeit der Forderungen (2.40) und (2.41) ist bereits mit Satz 14 bewiesen;
diese Forderung wird ndmlich unter anderem durch die Lorentz-geeichten Potentiale erfullt.

Betrachtet man nun ein den Gleichungen (2.40) und (2.41) geniigendes Potentialpaar, so
muR dieses nach Satz 11 aber auch den Gleichungen (2.31) und (2.32) bzw. (2.34) und (2.35)
geniigen, weil dies fur jedes Potentialpaar notwendig ist. Als notwendige und hinreichende
Bedingung dafir, dal? gleichzeitig (2.34) und (2.40) bzw. (2.35) und (2.41) erfullt werden, erhélt
man durch Subtraktion der angefiihrten Gleichungen das Erfilltsein von

. B 0y
divA = —&u Bt + (r)
. 0y
A = —su—
div. g + £(1),
woraus man y(r) = £(t) = const. zu schliel3en hat. g.e.d.

Wahrenddessen entsprechend Satz 13 jede Losung des Systems (2.34), (2.35) vermoge
(2.27) bis (2.32) eine Ldsung des Systems (2.18) bis (2.23) mit den vorgegebenen Kompo-
nenten G, o erzeugt, ist dies mit Losungen von (2.40), (2.41) i.allg. nicht der Fall. Zwar erzeugt
jede Losung auch eine Losung des Systems (2.18) bis (2.23), weil dies nach Satz 12 jedes Paar
A, tut, jedoch nicht auch eine, die die vorgegebenen Komponenten G und o besitzt:
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Es sei eine Losung des Systems (2.18) bis (2.23) mit G = 0 und o = 0 gesucht. Versucht
man nun, diese nur unter Verwendung von (2.40) und (2.41) zu finden, welche in diesem Fall
beide homogen sind, gelangt man zu einem Widerspruch. (2.41) wird durch A = 0 geldst, und
(2.40) besitzt Losungen mit der Eigenschaft 92¢/dt> z 0 - man kann mittels eines Produkt-
ansatzes sofort welche berechnen. Ein solches Potentialpaar erzeugt jedoch gemaR (2.32) ein
Feld mit nicht identisch verschwindender Raumladungsdichte, obwohl das gefordert war. Der
Grund fir das Mifdlingen bei einer derartigen Vorgehensweise ist offenbar die Nichtbeachtung
der Lorentzschen Forderung (2.39) bei der Losung der Wellengleichungen. Ldst man jedoch
das System (2.39), (2.40), (2.41), so erhdlt man stets ein Potentialpaar, das zu einem der ge-
suchten Felder fiihrt, denn ein solches Paar gentigt den Gleichungen (2.34) und (2.35). Folglich
gilt der fur die Lorentz-Eichung modifizierte Satz 13:

Satz 16 : Die Menge der (einmal stetig differenzierbaren) Losungen des Systems (2.18) bis
(2.23) fur Medien mit skalaren Konstanten & und u bei gegebener Raumladungs- und Strom-
dichte ist vermoge (2.27) bis (2.30) durch die Menge der (zweimal stetig differenzierbaren)
Losungen A und ¢ des Systems (2.39), (2.40), (2.41) gegeben.

Um nun zu einer Losung des Systems (2.39) bis (2.41) zu gelangen, kann man folgendermafen
vorgehen: Man berechne zunéchst aus (2.41) ein vektorielles Potential A und aus diesem mittels
(2.39) ein skalares Potential ¢o. Dieses genugt i.allg. zwar nicht der Gleichung (2.40), jedoch
gilt wegen der Stromkontinuitét (2.33)

2
%(Agoo—su%) - %(—Q/g). (2.44)

Gibt man sich nun irgendeine zeitunabhangige Funktion y(r) vor, so ist offenbar

¢ = @o+y(r) (2.45)
ebenfalls eine Ldsung von (2.39). Wahlt man schlieBlich y als Losung von

2900

P
Mp(r) = ~(ofe+ Apo — eu—z) (2.46)

S0 genigt ¢ gemal (2.45) der Gleichung (2.40). (2.46) besitzt sicherlich eine zeitunabhéngige
Losung, denn ihre rechte Seite ist wegen (2.44) zeitunabhdngig. Damit sind also zur Ldsung
des Systems (2.39) bis (2.41) eine vektorielle Wellengleichung und eine skalare Poissonsche
Gleichung zu 16sen, wie es auch bei der folgenden Eichung der Fall sein wird.

Die COULOMB-Eichung

Der Darstellung der elektrischen Feldstarke (2.28) entnimmt man, daB ¢ ein elektrisches Po-
tentialfeld erzeugt, das im allgemeinen jedoch zeitabhangig sein wird. In Anlehnung an das
aus der Elektrostatik bekannte Skalarpotential kann man auch fiir den allgemeinen Fall versu-
chen, die Quellen des elektrischen Feldes in ¢ zu konzentrieren, weshalb man dann die zeitliche
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Anderung der Quellendichte des Vektorpotentials zum Verschwinden bringen miite. Anschei-
nend kann man sogar die Quellendichte selbst zum Verschwinden bringen, wodurch man zur
sogenannten CouLomsschen Eichforderung

divA = 0 (2.47)

gelangt. Es vereinfachen sich dann die Gleichungen (2.34) und (2.35) zu

Ap = —ple (2.48)
0*A oy
AA — s = —uG + 8,ugradE. (2.49)

Satz 17 : Zu jeder Losung des Systems (2.18) bis (2.23) existieren elektrodynamische Poten-
tiale A und ¢, die der Couromsschen Bedingung (2.47) geniigen. Diese erfiillen dann notwendig
das System (2.48), (2.49).

Beweis 17: Durch das Paar Ag,¢q Sei eine Losung des Systems (2.18) bis (2.23) erzeugt; ich
betrachte die Felder B und E dieser Losung. Dasselbe Feld B wird bei beliebiger Wahl von
f durch A = Ag + gradf erzeugt. Wahlt man f als Losung von Af = —divAg, so ist A
quellenfrei. Um dasselbe Feld E zu erzeugen, wahlt man das skalare Potential gemal3 (2.42),
womit die Zul&ssigkeit der Forderung gezeigt ist. Dal} ein CouLoms-geeichtes Potentialpaar den
Gleichungen (2.48) und (2.49) geniigt, folgt aus der Notwendigkeit fir jedes Potentialpaar, die
Gleichungen (2.34) und (2.35) zu erftllen. g.e.d.
Wahrscheinlich wird (2.49) jedoch quellenbehaftete Losungen besitzen, so daR nicht jedes
Losungspaar ¢ und A des Systems (2.48), (2.49) Potential einer gesuchten Losung von (2.18)
bis (2.23) ist. Anscheinend ist es aber hinreichend, eine beliebige Losung ¢ von (2.48) und eine
quellenfreie Ldsung A von (2.49) berechnet zu haben, um eine gesuchte Losung von (2.18)
bis (2.23) zu erhalten, denn ein solches Potentialpaar geniigt den Gleichungen (2.34), (2.35),
weshalb die Modifikation des Satzes 13 fiir CourLoms-geeichte Potentiale wie folgt lautet:

Satz 18 : Die Menge der (einmal stetig differenzierbaren) Losungen des Systems (2.18) bis
(2.23) fur Medien mit skalaren Konstanten & und u bei gegebener Raumladungs- und Strom-
dichte ist vermdge (2.27) bis (2.30) durch die Menge der (zweimal stetig differenzierbaren)
Losungen A und ¢ des Systems (2.47), (2.48), (2.49) gegeben.

Die BUCHHOLZ-Eichung

Man kann sich nun fragen, ob man wegen der Unbestimmtheit der ungeeichten dynamischen
Feldpotentiale nicht Giberhaupt auf das skalare Potential verzichten kann. Betrachtet man dazu
wieder die Darstellung der elektrischen Feldstéarke (2.28), so kdnnte versucht werden, im Ge-
gensatz zur Couroms-Eichung nun die Quellen des elektrischen Feldes in A zu konzentrieren,
wozu man ¢ als harmonische Funktion zu bestimmen hétte. Anscheinend kann man sogar ¢
selbst zum Verschwinden bringen, wodurch man zur sogenannten Bucunorzschen Eichforde-
rung

¢ =0 (2.50)
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2.3 Potentiale elektromagnetischer Felder

gelangt. Als angenehme Folgerung waére dann jede Losung des Systems (2.18) bis (2.23)
durch ein vektorielles Potential A allein darstellbar, und zur Berechnung aus vorgegebener
Raumladungs- und Stromdichte hétte man die Gleichungen

0 ..
—divA = - 2.51
atdIV o/e (2.51)
2
A
rotrotA+sy% = uG. (2.52)

Die Zul&ssigkeit der Bucunorzschen Forderung beweise ich mit folgendem

Satz 19 : Zu jeder Losung des Systems (2.18) bis (2.23) existieren elektrodynamische Poten-
tiale A und ¢, die der Bucunorzschen Bedingung (2.50) genuigen. Diese erfiillen dann notwen-
dig das System (2.51), (2.52).

Beweis 19: Es sei eine Losung von (2.18) bis (2.23) durch das Potentialpaar Ao, ¢o erzeugt.
Dieselbe Losung erzeugt bekanntlich (siehe Beweis 14) das Paar

A = Ag+gradf

of
Y = SDO—E"‘f(t)-

Wahlt man & = 0 und f als Losung von

of

i 2.
5t o, ( 53)

was offensichtlich stets moglich ist, so verschwindet das skalare Potential.
Ein derart gewdhltes Potentialpaar A und ¢ mul3 natirlich wieder das System (2.34), (2.35)
I0sen, weshalb es (d.h. bei dieser Eichung also A allein) auch eine Losung des Systems (2.51),
(2.52) ist. g.e.d.
Offensichtlich ist A genau bis auf ein zeitlich konstantes Potentialfeld bestimmt, denn ist fo
eine partikuldre Losung von (2.53), so ist einerseits die Losungsmenge dieser Gleichung durch
f = fo + ¥(r) gegeben, und andererseits ist jedes Vektorpotential als Ag + grad f darstellbar.
Man sieht leicht ein, dal3 jede L6sung des Systems (2.51), (2.52) eine Losung von (2.18) bis
(2.23) mit den vorgegebenen Komponenten G und o erzeugt, denn es genuigt den Gleichungen
(2.34) und (2.35), womit der fur das Bucunorz-geeichte Potential modifizierte Satz 13 bewiesen
ist:

Satz 20 : Die Menge der (einmal stetig differenzierbaren) Losungen des Systems (2.18) bis
(2.23) fur Medien mit skalaren Konstanten & und u bei gegebener Raumladungs- und Strom-
dichte ist vermoge (2.27) bis (2.30) durch die Menge der (zweimal stetig differenzierbaren)
Losungen A des Systems (2.51), (2.52) und ¢ = 0 gegeben.

Es erschien anfanglich als Vorteil, das skalare Potential aus den Bestimmungsgleichungen ent-
fernt zu haben. Nun besteht jedoch das Problem, zwei voneinander abhdngige Gleichungen
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2 Felddarstellung durch Potentiale

zu losen, wahrenddessen bei Lorentz-Eichung zunédchst eine beliebige Losung der vektoriel-
len Wellengleichung und danach eine beliebige Ldsung der Poissonschen Gleichung und bei
Couroms-Eichung zunéchst eine beliebige Ldsung der Poissonschen und danach eine beliebige
quellenfreie Losung der vektoriellen Wellengleichung zu bestimmen war. Nichtsdestotrotz ver-
mittelt die Untersuchung der Bucunorzschen Eichung einen tieferen Einblick in das Wesen der
elektrodynamischen Potentiale.

2.3.3 Potentiale bei verschwindenden Raumladungen

Im Falle verschwindender Raumladungen gentigen zur Beschreibung jeder beliebigen Losung
des Systems (2.18) bis (2.23) zwei skalare Funktionen, was man den Eigenschaften (2.51),
(2.52) des Buchnorz-geeichten Potentials sofort entnehmen kann. Betrachtet man namlich die
Gleichung (2.51), so vermutet man bereits, dal? A als quellenfrei angesetzt werden darf, weshalb
also zu dessen Darstellung zwei Komponenten geniigen.*® Allerdings kann man auch das Ver-
schwinden des skalaren und die Quellenfreiheit des vektoriellen Potentials sowohl bei LorenTz-
als auch bei CouLoms-Eichung verlangen, so dal? das verbleibende quellenfreie \ektorpotential
der Gleichung

2

A
rotrot A + s,u%? = uG (2.54)

genugt, denn es gilt folgender

Satz 21 : Zu jeder Losung des Systems (2.18) bis (2.23) mit verschwindender Raumladung
existieren elektrodynamische Potentiale A und ¢, die der CouLomschen Bedingung (2.47) und
der Bucunorzschen Bedingung (2.50) gleichzeitig gentigen. Das vektorielle Potential erfiillt
dann notwendig die Gleichung (2.54).

Beweis 21: Durch ein Potentialpaar Ao, ¢o mit divAg = 0 kann jede Losung des Systems (2.18)
bis (2.23) erzeugt werden, und dieselbe Losung wird durch das Paar

A = Ag+gradf

of
p = SOO_E"‘f(t)

erzeugt. Wahlt man wieder ¢ =0und f zu

t

f= f @o(U, v, W, 7) dr, (2.55)
fo
so verschwindet zunéchst ¢. Offensichtlich ist f aber harmonisch, wovon man sich durch An-

wendung des LapLace-Operators auf (2.55) Uberzeugt, da ¢ als Couroms-geeichtes Skalar-
potential nach (2.48) wegen verschwindender Raumladung notwendig harmonisch ist, so dal

18Sjehe Satz 2.
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2.3 Potentiale elektromagnetischer Felder

schlieBlich A quellenfrei ist.*® Setzt man nun divA = 0 und ¢ = 0 in (2.48) und (2.49) ein, so
wird erstere identisch erfullt und letztere geht in (2.54) Uber. g.e.d.

Im Falle raumladungsfreier Medien kann also stets ein Potentialpaar ¢ und A gefunden
werden, das alle drei Eichforderungen (2.39), (2.47) und (2.50) gleichzeitig erfillt. Es ist somit
gezeigt, daR jede raumladungsfreie Losung von (2.18) bis (2.23) durch lediglich ein vektorielles
Potential darstellbar ist, das zum einen quellenfrei ist und zum anderen der Gleichung (2.54)
genuigt. DalR nun umgekehrt jede quellenfreie Losung von (2.54) eine raumladungsfreie Losung
von (2.18) bis (2.23) erzeugt, ist analog zum lediglich BucunoLz-geeichten Potential zu zeigen.

Satz 22 : Die Menge der (einmal stetig differenzierbaren) Losungen des Systems (2.18) bis
(2.23) fur Medien mit skalaren Konstanten & und u bei gegebener Strom- und verschwinden-
der Raumladungsdichte ist vermoge (2.27) bis (2.30) durch die Menge der (zweimal stetig
differenzierbaren) quellenfreien Losungen A der Gleichung (2.54) gegeben.

Wesentlich ist, da man A wegen seiner Quellenfreiheit durch ein lediglich aus zwei Kom-
ponenten bestehendes Vektorpotential U darstellen kann und wegen des Verschwindens von ¢
zur Feldberechnung aus der Stromdichte lediglich zwei der Wellengleichung verwandte skala-
re Gleichungen zu l6sen hat, die bei Verwendung kartesischer Koordinaten sogar voneinander
unabhéngig sind. Diese Gleichungen sind zundchst jedoch dritten Grades, weshalb eine andere
Darstellungsart von A der genannten vorzuziehen sein wird.

Damit ist jedoch gezeigt, da die Menge der raumladungsfreien Losungen des Systems
(2.18) bis (2.23) von 2.0rdnung ist, denn jede derartige Losung kann mittels ein und derselben
Abbildungsvorschrift aus zwei skalaren Funktionen erzeugt werden.

2.3.4 Ubergeordnete und BUCHHOLZsche Potentiale
Ubergeordnte Potentiale

Die entsprechend einer bestimmten zuldssigen Forderung geeichten elektrodynamischen Po-
tentiale einer konkreten Losung des Systems (2.18) bis (2.23) sind zwar nicht eindeutig, je-
doch ,relativ genau* bestimmt; man kann beispielsweise nicht mehr tiber eine Komponente frei
verfiigen. Den bei der Eichung verlorengegangenen Freiheitsgrad kann man nun zuriickgewin-
nen, indem man das vektorielle Potential A gemal? Satz 9 selbst durch Potentiale darstellt und
folgenden Ansatz macht:

A = rotU + grady. (2.56)

Man nennt dann U Ubergeordnetes vektorielles und y (ibergeordnetes skalares Potential. Fur
Feldberechnungen aus G und o kann man nun die Bestimmungsgleichungen fiir die elektro-
dynamischen in dquivalente fiir die Gbergeordneten Potentiale verwandeln, was bei CouLoms-
und Bucunorz-Eichung manchmal von Vorteil ist; zusétzlich kann man an U noch eine skalare
Forderung richten, um seine Bestimmungsgleichung zu vereinfachen.

Couroms-Eichung: Wegen der Quellenfreiheit von A kann man sofort v = 0 wahlen, wes-
halb umgekehrt mit (2.56) automatisch die Eichforderung (2.47) erfullt ist, wenn man fir U

19Es ist Agg = 0 eine stetige Funktion, weshalb in Anwendung der Lemsnizschen Regel der LapLace-Operator vor
den Integranden gesetzt werden darf.
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2 Felddarstellung durch Potentiale

zundchst alle (dreimal stetig differenzierbaren) Felder zuldlt. Aus (2.49) erhélt man eine einzi-
ge Bestimmungsgleichungen fur U. Man hat also folgendes System zu l6sen

Ap = —oje (2.57)

2

= uG - 8,ug|’ada—90 (2.58)

0
rot(rotrotU + sy o

72)

Bucunorz-Eichung: Hier verschwindet zwar das elektrodynamische, nicht jedoch das tiber-
geordnete Skalarpotential. Aus (2.51) und (2.52) erhélt man das System

0

Ay = - 2.

e ole (2.59)
rot(rotrotU + ¢ 62—U) = uG-—g rad82—¢’ (2.60)

Offenbar Gbernimmt hier das tibergeordnete Skalarpotential die Aufgabe des elektrodynamischen
Skalarpotentials.

\Von grolRerem Vorteil ist die Einflihrung tbergeordneter Potentiale jedoch erst bei Raum-
ladungsfreiheit, weil dann, wie aus Abschnitt 2.3.3 bekannt, beide skalaren Potentiale als ver-
schwindend angenommen werden diirfen.

BUCHHOLZsche Potentiale

Man betrachte zunéchst eine beliebige Losung des Systems (2.18) bis (2.23), beschrieben durch
ein BuchHorz-geeichtes Potentialpaar, d.h. durch ein vektorielles Potential A allein. Letzteres
18Rt sich nach Satz 10 bei Vorgabe eines wirbelfreien Einheitsvektors eines orthogonalen Koor-
dinatensystems e in drei Anteile zerlegen:

rotU

A = rot(Use) + rotrot(U,e) + gradUs; (2.61)
I
1 2 3

die drei skalaren Funktionen U; existieren fiir jedes vektorielle Potential A eines beliebigen Fel-
des. Ich nenne die A; Bucanorzsche Potentiale und die U; Bucanorzsche Potentialfunktionen
beziiglich e.?° Betrachtet man die Gleichung (2.56), so erkennt man sofort, dai

U = Ue+rot(Uye) (2.62)

ein Ubergeordnetes vektorielles und Us ein {ibergeordnetes skalares Potential ist. — Man be-
achte, dal3 lediglich U; eine Komponente von U ist. — Bei Raumladungsfreiheit kann A stets

2\Wegen der Bennenung nach Herbert Bucunorz siehe [2] und [8]. In [9], [4] und [6] werden Felder M, N und L
zur Konstruktion von Lésungen der Wellengleichung verwendet, die mit den A; in direkter Beziehung stehen.
Dort wird jedoch nicht gezeigt, daf? jede Ldsung in eine solche Form gebracht werden kann, weshalb die Frage
nach der Vollstandigkeit eines derartigen Ansatzes offen bleibt. Gerade darauf kommt es mir in dieser Arbeit
aber an.
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2.3 Potentiale elektromagnetischer Felder

quellenfrei gewahlt werden, weshalb man dann das ibergeordnete skalare Potential bzw. die
dritte Bucunorzsche Potentialfunktion zu Null wéhlen kann.

Das Interessante an einer derartigen Darstellung des elektrodynamischen Vektorpotentials
ist nun aber die Bedeutung der Bucunorzschen Potentialfunktionen U;. Ich betrachte die aus
jeweils einer solchen skalaren Funktion erzeugten Losungen des Systems (2.18) bis (2.23).

Der Fall U, = Uz = 0. Durch eine beliebige skalare Funktion von Ort und Zeit U, sei
zundchst ein vektorielles Potential A; gemal

A; = rot(Ue) = -exgradU; (2.63)

und daraus gemaR (2.27) bis (2.32) eine Losung des Systems (2.18) bis (2.23) erzeugt. Fur die
Induktion und die elektrische Feldstarke erhadlt man

B, = rotrot(U.e) (2.64)
E, = %(exgradul). (2.65)

Es besitzt die elektrische Feldstérke offensichtlich keine Komponente in Richtung von e. Die
erste Bucunorzsche Potentialfunktion erzeugt also ein TE-Feld beziiglich e, weshalb manchmal
auch U; = Utg geschrieben wird.

Der Fall U; = Uz = 0. Das elektrodynamische Vektorpotential lautet

A, = rotrot(Uze), (2.66)

und das erzeugte Feld besitzt die Komponenten

B, rotrotrot(U,e) (2.67)
E, = —%rotrot(uze). (2.68)

Ist e das konstante Feld e, oder das radiale Feld e,, so kann man wegen A(fc) = cAf bzw.
A(fr) = 2gradf + rAf (2.67) die Gestalt

B, = e.xgrad(AU,) bzw. (2.69)

B, r x grad(AU,/r) (2.70)

verleihen, so dal? B, keine Komponente in Richtung von e besitzt. Die zweite Bucunorzsche
Potentialfunktion erzeugt dann ein TM-Feld bezuglich e, weshalb man manchmal auch U, =
U+wm schreibt.

Der Fall U; = U, = 0. Hier hat man

A; = gradU; (2.71)

Bs = 0 (2.72)
0U3

Es = —-grad—. 2.73

s = —grad— (2.73)
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2 Felddarstellung durch Potentiale

Hierbei handelt es sich um ein i.allg. zeitlich veranderliches elektrisches Feld, das man sich als
durch eine zeitliche Anderung der Raumladungsdichte hervorgerufen veranschaulichen kann.
Die Existenz eines solchen elektrischen Feldes bei verschwindender Induktion mag zunéchst
verwunderlich erscheinen, ist jedoch schnell einzusehen: die Gesamtstromdichte dD/at + G
verschwindet namlich.

Damit ist auch klar, warum nicht noch ein vierter Term fiir ein magnetisches Aquivalent
auftaucht: Die Induktion ist quellenfrei, weshalb kein zeitlich veranderliches Induktionsfeld
ohne elektrisches Feld existieren kann (2. MaxweLLsche Gleichung). Der magnetostatische Fall
ist bereits durch die ersten beiden Bucarorzschen Potentiale abgedeckt.?

Offenbar kann man ein Feld mit verschwindender Induktion auch als TM ansehen, so dal}
zusammenfassend U; ein TE-Feld und U,, U3 ein TM-Feld erzeugt. Durch entsprechende Wahl
der drei Bucanorzschen Potentialfunktionen kann man jedoch jede Losung des Systems (2.18)
bis (2.23) erzeugen, denn jede Ldsung laRt sich, wie eben gezeigt, gemald (2.61) darstellen.
Damit gilt folgender

Satz 23 : Jede Losung des Systems (2.18) bis (2.23) fiir Medien ohne ferroelektrische und
ferromagnetische Eigenschaften 148t sich beziiglich der wirbelfreien Einheitsvektoren e. und e,
in eine Teillosung mit der Eigenschaft E - e = 0 und eine zweite Teilldsung mit der Eigenschaft
B - e =0 zerlegen.

Damit ist nun sichergestellt, daR keine Losung des Systems (2.18) bis (2.23) tbersehen wird,
wenn man einen Ansatz bestehend aus einer TE- und einer TM-L6sung macht.

Der Sinn eines solchen Ansatzes besteht sicherlich darin, zwei Lésungen getrennt voneinan-
der zu bestimmen, die eine geringere Anzahl nichtverschwindender Komponenten besitzen. Ist
also eine LOsung V des Systems (2.18) bis (2.23) mit den skalaren Konstanten £ und u gesucht,
von der vorab nichts iber ihre Raumladungs- und Stromdichte bekannt ist, so fiihrt der Ansatz
auch zum Erfolg. Es ist ndmlich jede Losung bereits durch die Felder B und E bestimmt, und
man hat nun anstelle von sechs skalaren Funktionen zweimal fiinf unabhdngig voneinander zu
bestimmen.

Sucht man jedoch nach Losungen mit verschwindender Raumladungs- und Stromdichte,
so fuihrt der Ansatz eventuell nicht zur Reduzierung von Komponenten, weil die Teillésungen
durchaus raumladungs- und stromdichtebehaftet sein kdnnen: Angenommen, es ware ein Buch-
Horz-geeichtes Potential A der raumladungs- und stromlosen Ldsung von (2.18) bis (2.23) be-
reits bekannt; dieses sei quellenfrei, so dal3 es auch der homogenen Wellengleichung genigt.
Dann ist bisher bekannt, daf® zwei Funktionen U; und U, existieren, die Bucanorzschen Poten-
tialfunktionen der Losung, so dal gilt

A = rot(Use) + rotrot(U,e), (2.74)
N——— N’
A1 Az

wenn e wirbelfrei ist. Sicherlich sind nun auch A; und A, Potentiale zweier raumladungsfreier
Felder; A; beschreibt in jedem Falle ein TE-Feld, und A, beschreibt jedenfalls bei e = e, oder

2lExistierten magnetische Ladungen, so wiirde tatsachlich noch ein vierter Term auftreten (wasimmer er auch
fiir ein Feld beschriebe). Der Raum [V] wére dann von vierter Ordnung; es kdnnten daher nicht drei skalare
Funktionen, wie hier z.B. die drei Bucunorzschen Potentialfunktionen, zur Beschreibung geniigen.
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2.3 Potentiale elektromagnetischer Felder

e = e, ein TM-Feld. Fraglich ist jedoch, ob sowohl A; als auch A, der homogenen Wellenglei-
chung geniigen, um Potentiale stromdichtefreier Felder zu sein.

Ich werde diese Frage im folgenden Kapitel beantworten. Es wird sich dort zeigen, daR die
Buchnorzschen Potentialfunktionen vorteilhaft zur Bestimmung aller quellenfreien Ldsungen
der homogenen vektoriellen Wellengleichung und somit zur Berechnung aller raumladungs-
und stromlosen Lésungen des Systems (2.18) bis (2.23) verwendet werden kdnnen.
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3 Losung der homogenen
Wellengleichung

Zur Feldberechnung aus vorgegebener Raumladungs- und Stromdichte unter Verwendung von
Potentialen hat man, wie in Abschnitt 2.3.2 gezeigt, eine gewisse Teilmenge der Losungen einer
vektoriellen Wellengleichung zu berechnen, welche irgendwie in skalare Gleichungen tberfuhrt
werden muR. Ublicherweise tut man dies nun durch Ubergang auf Koordinaten, (wodurch man
wegen der verwickelten Darstellung des vektoriellen LapLaceschen Operators fur krummlinige
Systeme praktisch bereits auf kartesische festgelegt ist'). Diese Vorgehensweise bringt jedoch
zwei entscheidende Nachteile mit sich:

1. Die skalaren Gleichungen fir die Komponenten von A kdnnen nicht unabhéangig von-
einander gelost werden, weil die Divergenz des vektoriellen Potentials durch eine andere
Gleichung bestimmt ist. Dieses Problem kann man durch Einfiihrung tbergeordneter
Potentiale umgehen.

2. Sind fir A Bedingungen auf gekriimmten Randfldchen gegeben, ergibt sich eine wei-
tere Verkopplung fiir die kartesischen Komponenten. Fir einige gekrimmte Flachen hilft
hier die Verwendung Bucunorzscher Potentialfunktionen bei Bezug auf eines der Felder ¢
oder r. Es zeigt sich, daB diese stets als der skalaren Wellengleichung gentigend angesetzt
werden dirfen, obwohl dies fiir die Komponenten von A beziiglich eines dquivalenten
Koordinatensystems nicht der Fall ist.

Ich werde in diesem Kapitel zeigen, daR jede quellenfreie Losung der homogenen vektoriellen
Wellengleichung - und somit jede Losung des Systems (2.18) bis (2.23) fir Gebiete mit ver-
schwindender Raumladungs- und Stromdichte - durch zwei Losungen der homogenen skalaren
Wellengleichung erzeugt werden kann, wenn man diese bei Zugrundelegung des Feldes ¢ oder
r als Bucunorzsche Potentialfunktionen verwendet.

IDieses Problem ist nicht zu verwechseln mit der Separation der skalaren Wellengleichung in krummlinigen
Koordinaten.
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3 Ldsung der homogenen Wellengleichung

3.1 Grundlegendes

Aus Abschnitt 2.3.3 ist bekannt, da man alle raumladungs- und stromlosen Lésungen des Sy-
stems (2.18) bis (2.23) aus der Menge der quellenfreien Losungen der vektoriellen homogenen
Wellengleichung

oA = A A-gu— = 0 3.1
e (3.1)
ableiten kann.? Die Quellenfreiheit der Losungen kann man sofort durch Ansatz eines vektori-
ellen Ubergeordneten Potentials

A = rotU (3.2)

sicherstellen; es verbleibt dann eine vektorielle Gleichung fir U. Man koénnte nun versuchen,
diese durch Forderung nach einer verschwindenden Komponente von U in zwei skalare Glei-
chungen zu zerlegen. Eleganter ist es jedoch, bezuglich eines wirbelfreien Feldes a die Forde-
rung div[a x (U x a)] = 0 zu stellen, so dal? U durch die Bucunorzschen Potentialfunktionen U
und U, gemal

U = Ua+rot(U,a) (3.3)
dargestellt werden kann, um stattdessen zwei skalare Gleichungen fur U;, U, zu erhalten.
Zundchsteinmal ergibt sich aus (3.1) bis (3.3) die Gleichung

2 2

o°U o°U
rot{A(Ua) — eu 6t21a + rot(A(Uza) — e mzza)] = 0. (3.49)

Ist a ein konstantes Vektorfeld c, d.h. ein Feld, dessen kartesische Komponenten Konstanten
sind, oder das radial gerichtete Feld r = re,, so kann man (3.4) wegen

A(fc) = cAf (3.5)
A(fr) = 2gradf + rAf (3.6)
sofort als
rot[ch1+ rot(cuUZ)] =0 (3.7)
rot|roU, + rot(raly)| = 0 (3.8)

schreiben. Die Bedeutung dieser Gleichungen ist folgende: Zu jeder raumladungs- und strom-
freien Losung des Systems (2.18) bis (2.23) existieren die beiden Bucunorzschen Potential-
funktionen U4, U, beziiglich ¢ und r und geniigen notwendig der Gleichung (3.7) bzw. (3.8).

2Ich betrachte hier nur aus Griinden besserer Ubersichtlichkeit lediglich Isolatoren; méchte man Leitungs-
strome berlicksichtigen, hat man anstelle der Wellengleichung eine vektorielle homogene Telegrafengleichung
beziiglich aller ihrer quellenfreien Lésungen zu untersuchen. Die folgende Abhandlung kann ohne weiteres
auf diesen Fall ausgedehnt werden.
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3.2 Der Fall des konstanten Bezugsfeldes

Umgekehrt ist jedes Losungspaar U, U, der Gleichung (3.7) bzw. (3.8) ein Paar Bucuauorzscher
Potentialfunktionen beziiglich ¢ bzw. r, erzeugt also vermdge (3.3), (3.2) und (2.27) bis (2.32)
eine raumladungs- und stromfreie Losung des Systems (2.18) bis (2.23).

Man sieht nun sofort, dall oU; = aU, = 0 hinreichend fir die Losung beider Gleichungen
(3.7) und (3.8) ist, weshalb man aus jedem Losungspaar der skalaren homogenen Wellenglei-
chung eine raumladungs- und stromlose Ldsung von (2.18) bis (2.23) erzeugen kann. Jedoch
besitzt sowohl (3.7) als auch (3.8) Losungen mitoU; # 0 A oU, # 0, so dal? es fraglich ist, ob
auch jede raumladungs- und stromlose Losung von (2.18) bis (2.23) durch ein Lésungspaar der
skalaren homogenen Wellengleichung erzeugt werden kann, wenn man dieses als Paar Buch-
norzscher Potentialfunktionen verwendet. Dal} dies in den Fédllen a = c und a = r in der Tat
moglich ist, werde ich gesondert in den beiden folgenden Abschnitten zeigen.

3.2 Der Fall des konstanten Bezugsfeldes

Man kann stets ein kartesisches System mit der z-Achse nach ¢ ausrichten, so daf im folgenden
c das Feld ce;, bezeichnet. Es ist nun folgender Satz zu beweisen:

Satz 24 : Zu jeder quellenfreien Losung A der Gleichung oA = 0 existieren bezlglich des
Feldes ¢ Bucunorzsche Potentialfunktionen U, U, mit der Eigenschaft oU, = oU, = 0.

DaR die Buchnorzschen Potentialfunktionen fiir jedes quellenfreie Feld A existieren, ist mit
Satz 7 bereits bewiesen, denn es existiert ein Potential Uy von A mit der Eigenschaft div[c?Ug —
c(Up - )] = div[c x (Ug x ¢)] = 0. Ausgehend von einem solchen tibergeordneten Potential Ug
werde ich Satz 24 in zwei Schritten beweisen:

1. Es existiert ein Ubergeordnetes Potential U, das neben div[c x (U x ¢)] = 0 - was die
Darstellbarkeit von U durch Bucunorzsche Potentialfunktionen U, U, garantiert - die
Eigenschaft oU = 0 besitzt, woraus bereits oU; = 0 geschluf3folgert werden kann.

2. Dasselbe Potential U kann durch die Bucunorzschen Potentialfunktionen U; und U3 mit
oU; = oUs; = 0 dargestellt werden.®

3.2.1 Erster Schritt, konstanter Fall

Alle Gibergeordneten Potentiale sind bei beliebiger Wahl von f bekanntlich durch
U = Ug+gradf (3.9

gegeben. Damit auch U durch Bucunorzsche Potentialfunktionen dargestellt werden kann,
erhélt man als notwendige und hinreichende Bedingung fir f das Erfilltsein von

L div[c x (c x gradf)] = —div[e, x (e, x gradf)] = o + o°f =
c2 0 B 2% 8% 0 S ox2 o oy?
3U5 ist hier als variierte Funktion U,, d.h. als zweite Bucurorzsche Potentialfunktion zu verstehen. Sie ist

nicht mit der in Abschnitt 2.3.4 definierten dritten Bucunorzschen zu verwechseln; diese wird wegen der

Quellenfreiheit von A bekanntlich nicht benétigt.

0. (3.10)
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3 Ldsung der homogenen Wellengleichung

Diese Gleichung ist I6sbar; mittels Produktansatz mége man zwecks Verifizierung dieser Aus-
sage eine Losung bestimmen. Nun soll U aulRerdem noch der homogenen Wellengleichung
geniigen, was von Ug nicht vorausgesetzt werden konnte. Durch Anwendung des b’ ALEMBERT-
schen Operators auf (3.9) und der Beziehung ograd f = gradof erhdlt man eine zweite Glei-
chung fur f zu

gradof = -0OU,, (3.11)

welche zunachst fiir of l8sbar ist, denn es ist oUg ein Potentialfeld: rotoUgy = arotUy = 0A =
0. Ist y ein Potential von oUg, so geniigt eine Losung f von

of = -y (3.12)

auch der Gleichung (3.11). Mithin sind (3.10) und (3.11) einzeln Iésbar; ich werde nun zeigen,
daR sie auch eine gemeinsame Ldsung besitzen, indem ich die Losbarkeit des Systems (3.12),
(3.10) nachweise.

Wegen der Voraussetzung beziiglich Ug besitzt  als Potential von oUg die Eigenschaft

Py 0%y
el S 1
e + Y , (3.13)
denn es ist oUg = caUq; + rot(caoUgy), weshalb ¢ x (¢ x oUg) = crot(caUg,) gilt und offenbar
auch die linke Seite dieser Gleichung quellenfrei ist. Damit ist schlief3lich

AT

—_— i = 2
0 = diviex (cxgrad)] = —¢*(55 + 73

Diese Eigenschaft von  ist nun aber hinreichend dafir, daR das System (3.10), (3.12) lésbar
ist, d.h. es existiert eine Losung f von (3.12), die die Eigenschaft (3.13) der Inhomogenitét
ubernimmt, was ich mit folgendem Hilfssatz beweisen werde:

Satz 25 : Fir jede Losung ¢ von (3.13) ist das folgende System stets losbar

0% f 0% f

ﬁ — & W = —l,[/ (314)
0°f  9°f

Beweis 25: Es ist (3.14) eine eindimensionale inhomogene skalare Wellengleichung, deren
Losbarkeit ich als gegeben voraussetze. Es sei fo eine Losung dieser Gleichung. Ich versuche
nun, durch Addition einer geeigneten Funktion ¢ auch (3.15) zu losen.

Notwendig und hinreichend dafiir, dall f = fq + ¢ der Gleichung (3.15) genugt, ist das
Erfalltsein von

Pp Pp _ hy 9o

—ry 7 - _Z 9 = 2xh. A
0x2 " 0y? ox2  0y? d (3.16)

38



3.2 Der Fall des konstanten Bezugsfeldes

Unter Voraussetzung des Verschwindens von h im Unendlichen schneller als 1/r? hat man eine
Losung dieser Gleichung durch das ebene logarithmische Potential gegeben (siehe auch S.8)

o(x,y,2,t) = ffh(x’,y’,z, t)-In \/(x — X2+ (y—y)2dxdy'. (3.17)

v %
Offenbar ist ein derart bestimmtes ¢ eine Losung der zu (3.14) gehdrigen homogenen Glei-
chung, weshalb f = fy + ¢ bereits dem System (3.14), (3.15) gentigt: Ich setze zur Abkiirzung
i 0?
a2~ Mo

und untersuche die Funktion Dh, d.h. ich wende D auf (3.16) an. Wegen Dfy = —y und (3.13)
gilt

1,0% 0%
(o + ) = ©

Dh = —(2¥
27\ " By

weshalb auch D[h(x’,y’, z, t)] identisch verschwindet und eine stetige Funktion ist. Somit ver-
schwindet bei Anwendung von D auf (3.17) unter Anwendung der Lemsnizschen Regel das In-
tegral, und man erhélt Dy = 0.4 g.e.d.

3.2.2 Zweiter Schritt, konstanter Fall

Bisher ist sichergestellt, dal? ein der homogenen vektoriellen Wellengleichung geniigendes und
durch Bucuanorzsche Potentialfunktionen darstellbares tibergeordnetes Potential U existiert:

U = cU;+rot(cU,) (3.18)
oU = 0 (3.19)
= coU; + rot(caU,) = 0. (3.20)
Die skalare Multiplikation von (3.20) mit c liefert
oU; = 0 (3.21)
rot(caU,) = 0. (3.22)

Wahrenddessen (bei der Wahl von U entsprechend des vorigen Abschnittes) U, notwendig der
Wellengleichung gentigen muB, ist dies fur U, zwar hinreichend, notwendig ist jedoch nur
¢ x gradoU, = 0, weshalb oU, weder von x noch von y abhédngt. Nun erzeugt aber das Paar

4Der Beweis vereinfachte sich wesentlich, wenn ein zu (3.17) dquivalentes Integral der Gleichung (3.14) bekannt
wdre. Dieses hatte dann wahrscheinlich bereits die Eigenschaft (3.15). Eine Variablentransformation x = z,
y = j+/eut in (3.17) zwecks Auffinden eines Integrals von (3.14) wére zu rechtferigen; die Eigenschaften von
(3.17) sind bisher nur im Reellen geklart.
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3 Ldsung der homogenen Wellengleichung

Uy, Us = Uy + £(z,t) wegen rot[cé(z, t)] = 0 dasselbe tibergeordnete Potential U. Wé&hlt man
daher £ als Losung von o¢ = —oU,, so gilt

oUs = 0, (3.23)

womit schlieBlich das der homogenen Wellengleichung geniigende (bergeordnete Potential
geman

U = cU;+rot(cUs) (3.24)

durch zwei ebenfalls der homogenen Wellengleichung geniigende Buchuorzsche Potential-
funktionen dargestellt ist.

3.2.3 Zusammenfassung, konstanter Fall

Ausgehend von einem Potential Ug einer quellenfreien Losung A der homogenen vektoriellen
Wellengleichung mit der Eigenschaft div[c x (Ug x ¢)] = 0 erhdlt man die der homogenen
Wellengleichung geniigenden Bucuuorzschen Potentialfunktionen U, und U3 durch die schritt-
weise Losung der folgenden Gleichungen:

grady = 0OUg (3.25)

of = -y A (3.26)

divfcx (cxgradf)] = 0 (3.27)
U = Up+gradf (3.28)

U, = éc U (3.29)

rot(cU,) = U-cU; (3.30)

o[é(z,t)] = —-oU, (3.31)

Us = U,+& (3.32)

womit Satz 24 schlieRlich bewiesen ist.

3.3 Der Fall des radialen Bezugsfeldes

Ein (innerhalb seines Definitionsbereiches) nirgends verschwindendes radiales Feld ist durch
r = re, gegeben, welches im folgenden als Bezug dienen wird.®> Es ist nun folgender Satz zu
beweisen:

SDieses Feld ist beziiglich der folgenden Abhandlung représentativ fiir jedes radial gerichtete zeitunabhingige
Vektorfeld, weil diese ohne weiteres auf den allgemeineren Fall f(x,y, z)e, mit f # 0 ausgedehnt werden kann.
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3.3 Der Fall des radialen Bezugsfeldes

Satz 26 : Zu jeder quellenfreien Losung A der Gleichung oA = 0 existieren bezlglich des
Feldes r Bucunorzsche Potentialfunktionen U, U, mit der Eigenschaft oU, = oU, = 0.

Der Beweis ist gegeniiber dem konstanten Fall etwas abzuéndern, weil nun aus oU = 0 nicht
mehr oU; = 0 geschlossen werden kann. Wegen (3.6) gilt

oU = gfrU;+rot(rUy)] = 2gradU, + roU; + rot(rou,). (3.33)

Ich werde auch Satz 26, ausgehend von einem tibergeordneten Potential Uy mit der Eigenschaft
div[r x (Ug x r)] = 0, in zwei Schritten beweisen:

1. Es existiert ein tibergeordnetes Potential U, daR neben div[r x (U x r)] = 0 - was die
Darstellbarkeit von U durch Bucunorzsche Potentialfunktionen U, U, garantiert - die
Eigenschaft

U-r
oU = 2grad(7) (3.34)
besitzt, woraus bereits oU; = 0 geschluRfolgert werden kann.
2. Dasselbe Potential U kann durch die Bucuanorzschen Potentialfunktionen U; und U3 mit

0U; = oUsz = 0 dargestellt werden.

3.3.1 Erster Schritt, radialer Fall

Jedes tibergeordnete Potential ist bei beliebiger Wahl von f durch
U = Ug+gradf (3.35)

gegeben. Es ist nun f derart zu bestimmen, daR (3.34) geniige getan wird. Es gilt

u.r Uo-r re -gradf

oU - 2grad—- = 0Uo + gradof — 2grad( (;2 +— ?2 )
Ug-r 20f
= 0OUp - 2grad = +grad(|:|f—FE)

grady

grad(mf - %g—: + w).

Dal? es sich bei dem unterklammerten Term tatsdchlich um ein Potentialfeld handelt, folgt dar-
aus, dafl oUyg ein Potentialfeld ist, wie bereits in Abschnitt 3.2.1 gezeigt. Hinreichend fir das
Verschwinden der linken Seite ist also die Wahl von f als Lésung von

20f f
f — FE = rl:]? = —lﬁ. (336)

Analog zu Abschnitt 3.2.1 gilt wieder div[rx(rxgrady)] = 0, woraus wegen r xgrad(y/r) =
(r x grady)/r auch div{r x [r x grad(y/r)]} = 0 folgt. Analog zu Satz 25 kann man zeigen,
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3 Ldsung der homogenen Wellengleichung

dall Losungen f von (3.36) existieren, die diese Eigenschaft von y/r lbernehmen, also der
Forderung div[r x (r x gradf)] = 0 gentuigen, woraus schlielich div[r x (U x r)] = 0 folgt und
daher zwei Funktionen U; und U, mit

U = rU;+rot(ru,) (3.37)

existieren und U der Gleichung (3.34) genuigt. Wohlbemerkt ist nun im Gegensatz zum kon-
stanten Fall oU % 0, jedoch gilt

roU, + rot(roU,) = 0. (3.38)

3.3.2 Zweiter Schritt, radialer Fall

Wahrenddessen aus (3.38) sofort wieder oU; = 0 zu schlieRen ist, kann man beziiglich U,
nur aussagen, daB fur sie oU, nur von r und t abhdngig ist. Analog zu Abschnitt 3.2.2 zeigt
man nun, dal} eine Funktion Uz mit der Eigenschaft oUs = 0 existiert, die mit U, dasselbe
ubergeordnete Potential erzeugt.

3.3.3 Zusammenfassung, radialer Fall

Ausgehend von einem Potential Ug einer quellenfreien Losung A der homogenen vektoriellen
Wellengleichung mit der Eigenschaft div[r x (Ug x r)] = 0 erhdlt man die der homogenen
Wellengleichung geniigenden Bucuuorzschen Potentialfunktionen U, und U3 durch die schritt-
weise Losung der folgenden Gleichungen:

grady = DUO—ZgradU?Z'r (3.39)

a(f/ry = —y/r A (3.40)
div[r x (r xgradf)] = 0 (3.41)
U = Up+gradf (3.42)

U, = r—lzr-u (3.43)

rot(rU,) = U-rU; (3.44)

olg(r,t)] = -oU; (3.45)

Us = Up+¢, (3.46)

womit Satz 26 schlieRlich bewiesen ist.
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3.4 Zusammenfassung

3.4 Zusammenfassung

Es ist nun gezeigt, dal man jede quellenfreie Losung A der homogenen vektoriellen Wellenglei-
chung folgendermafen erzeugen kann: Man bestimme zwei beliebige Losungen U, U, der
homogenen skalaren Wellengleichung und berechne daraus A vermoge

A = rot(Usc) + rotrot(U,c) oder (3.47)
N——— N’
A1 Az
A = rot(Uqr) + rotrot(U,r). (3.48)
A1 Az

LaRt man U; und U, alle Lésungen von oU = 0 durchlaufen, so durchlduft A alle quellen-
freien Losungen von oA = 0. Erzeugt man aus A vermoge (2.27) bis (2.32) eine Ldsung
des Systems (2.18) bis (2.23), so ist diese raumladungs- und stromlos, und a8t man U, und
U, alle Losungen von oU = 0 durchlaufen, so werden vermoge (2.27) bis (2.32) auch al-
le raumladungs- und stromlosen Losungen von (2.18) bis (2.23) erzeugt. Die Betonung liegt
natiirlich auf alle, denn dal3 eine gewisse Menge der Losungen von oA = 0 auf eben beschrie-
bene Weise durch Losungspaare der skalaren Wellengleichung erzeugt werden kann, wurde
bereits von Strarton gezeigt (siehe [9] und [4]).

Weil U = 0 eine Ldsung von oU = 0 ist, folgt daraus, dal nicht nur A selbst, sondern auch
stets seine Bestandteile A; und A, quellenfreie Losungen der homogenen Wellengleichung sind
und somit unabhéngig voneinander vermoge (2.27) bis (2.32) eine raumladungs- und stromlose
TE- bzw. TM-L8sung von (2.18) bis (2.23) beziiglich ¢ bzw. r erzeugen. Zwar werden diese
Losungen meist eine elektromagnetische Welle beschreiben, man darf jedoch nicht annehmen,
daR sich diese auch in Richtung ¢ bzw. r ausbreitet.®

Smvonyr nimmt in [6] (Abschnitt 4.14) diese Uberlegungen auf und fragt sich, welchen
Grund man wohl hatte, im Falle a = ¢ eine konstante Richtung auszuweisen. - Mit dem erbrach-
ten Beweis, dall Strartons Methode zur Losung der homogenen Wellengleichung vollstandig
ist, erscheint diese Fragestellung etwas unverstandlich, denn die Wahl von a geschieht sinn-
vollerweise derart, daR3 die Randbedingungen in moglichst einfacher Form geschrieben werden
konnen. Es stellt sich vielmehr die Frage, ob anstelle von ¢ und r nicht auch ein anderes Bezugs-
feld verwendet werden kann, zumal die Bucanorzschen Potentialfunktionen beziglich eines
beliebigen wirbelfreien Feldes existieren. Es ist mir leider nicht gelungen, auf diese Frage eine
befriedigende Antwort zu finden; es hat jedoch den Anschein, als ob dies in engem Zusammen-
hang mit der Frage nach der Existenz einer TEM-Welle beziiglich eines beliebigen wirbelfreien
Einheitsvektorfeldes e, steht. Zu dieser Vermutung veranlal3te mich folgender Gedankengang:

Die Beweise der Sétze 24 und 26 stiitzen sich im Wesentlichen auf die These, dal} das
System

L (2 9ugv OF
QulvOw

OW gy Ow
6Man betrachte eine elektromagnetische Kugelwelle im Vakuum. Diese 4Rt sich durch ein quellenfreies, der
homogenen Wellengleichung geniigendes Vektorpotential A darstellen. Zur Darstellung von A durch zwei
Bucunorzsche Funktionen kann man ein Bezugsfeld c aber frei wéhlen.

o°f
)-enge = ¥
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3 Ldsung der homogenen Wellengleichung

1 ,0g9,0f 0 guaf)
gudv'dug,odu  ovg,du

fur f 16sbar ist, sofern y der Gleichung

1(2&%+2%%)
gugvoug,ou ovg, ou

genugt. Diese These hatte sich bewahrheitet wenigstens fiir e,, = e, und e,, = €,. Sollte sie flr
jedes wirbelfreie Feld e,, gelten, so hieRRe das, dall man eine Losung U der homogenen skalaren
Wellengleichung mit der Eigenschaft

L (% 0000y, 1 (0040  5Y
gugv'oug, du  ovgy U’  gugvOw \OW Qw OW Mo

=0 =0

finden kann. Verwendet man eine solche Losung als erste Bucanorzsche Funktion und das
wirbelfreie Feld e, als Bezug, so erhdlt man ein Feld mit der Eigenschaft

B-ew=0 A E-ey=0,

offenbar eine TEM-Welle beziiglich e,,. Bei Betrachtung des Poyntingschen Vektors féllt auf,
dal? dieser lediglich eine Komponente in Richtung von e,, besitzt, denn der Entwicklungssatz
der Vektoralgebra lehrt die Beziehung

(ExB)xey, = (E-en)B-(B-ew)E.

Mithin wdren die Feldlinien der Energiestromdichte eines derartigen Feldes mit denen von e,,
identisch. Dann mifte sich eine TEM-Welle aber auch krummlinig ausbreiten kdnnen, denn
man durfte fur e, auch beispielsweise den (einzigen) wirbelfreien Einheitsvektor des ellipti-
schen Systems wahlen.

Nun ist aber die Existenz von TEM-Zylinderwellen mit der Ausbreitungsrichtung e, be-
kannt, weshalb es naheliegend ist, da8 wenigstens die Wahl a = e, zuléssig ist. Dies zu zeigen,
ist mir jedoch bisher nicht gelungen. Das Problem besteht im Wesentlichen darin, eine zu (3.5)
und (3.6) dquivalente Beziehung fiir e, zu finden.
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4 Die POISSONsche Gleichung auf
Flachen

Inhalt dieses Abschnitts ist die Losung der folgenden Aufgabe: Auf einer im Raum gegebe-
nen reguldren Flache X mit den orthogonalen Flachenkoordinaten &, n und den Koeffizienten
E(£, 1), G(&,n) der zugehorigen ersten Fundamentalform (metrische Koeffizienten) sei eine
skalare Funktion u(&,n) definiert. Gesucht ist eine ebenfalls auf X definierte skalare Funkti-
on f(&,n), die der Differentialgleichung

1 10, |Gof 0 E of
eslaeVea) Vo) = 2en Y
genugt.

Ist  die durch w = wq bestimmte Koordinatenflache eines orthogonalen Systems mit den
Raumkoordinaten u, v, w, so sind u, v orthogonale Koordinaten der durch w = wq gegebenen
Flache, und die &quivalente Gleichung wére

! [ﬁ(&ﬁ)Jr ﬁ(%ﬂ
gugvLoutg, du ovigy ov

Ich werde den linksseitigen Differentialterm aus (4.1) mit Asf abkiirzen, Ay flachenartigen
LapLaceschen Operator und eine auf X definierte und der Gleichung As f = 0 gentigende Funk-
tion f harmonisch nennen. Dal} der Operator Ay die Benennung nach Laprace verdient, werde
ich zuné&chst durch eine koordinatenfreie Definition unter Zuhilfenahme eines flachenartigen
Gradienten und einer flachenartigen Divergenz analog zum rdumlichen Fall und spéter aus der
Invarianz harmonischer Funktionen gegenuiber konformen Abbildungen rechtfertigen.

Bereits im Voraus mochte ich erwdhnen, dal} eine der Gleichung (4.1) geniligende Funktion
zwar aus mathematischer Sicht durchaus die Bezeichnung Potential zur flachenartigen Bele-
gung u verdient, jedoch i.allg. keine zum rdumlichen oder ebenen Fall &quivalente physikali-
sche Bedeutung besitzt. Die Losbarkeit der oben gestellten Aufgabe in der Form (4.2) sichert
lediglich die Existenz der drei Buchnorzschen Potentialfunktionen beziglich ey,.

)] = 2nu(uv). (4.2)
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4 Die POISSONsche Gleichung auf Fldchen

4.1 Flachenartige Vektoroperationen

Zun&chsteinmal mdochte ich erkléren, weshalb es im Sinne einer schliissigen Theorie nicht sinn-
voll ist, die flichenartigen Differentialoperatoren von den raumlichen abzuleiten. Als Beispiel
sollen mir der rdumliche und der ebene LapLacesche Operator, dargestellt in kartesischen Koor-
dinaten, dienen.

Der Operatorenbegriff erlangt bekanntlich erst bei Angabe eines Definitionsbereiches eine
Bedeutung. Dem rdumlichen LapLaceschen Operator

PP
a2 a2 " oz

(4.3)

legt man zunéchst die Menge der im Raum definierten, zweimal differenzierbaren Funktionen
zugrunde. Fir jede zwar im Raum definierte, jedoch nicht von z abhéngige Funktion f erhélt
man offenbar die Beziehung

0Pt 9°f
Af = _8x2+_6y2’ (4.4)
weshalb man
A H?
he = Y. (#5)

ebenen LapLaceschen Operator nennt, weil er nur in den x-y-Ebenen differenzierend wirkt.

Nun stellt sich aber die Frage nach seinem Definitionsbereich. Bezuiglich der eben betrach-
teten Menge der im Raum definierten, nicht von z abhdngigen Funktionen gilt nattirlich A = A,,
weshalb ein solcher Definitionsbereich die Einfiihrung eines neuen Operators nicht rechtfertigt.
Betrachtet man jedoch analog zu A die Menge der im Raum definierten, zweimal differenzierba-
ren Funktionen als Definitionsbereich von A,, so sind die beiden LaprLaceschen Operatoren von
ganz verschiedenem Wesen, denn ihre Bildmengen unterscheiden sich. Auch die Betrachtung
der Ldsungen der zugehorigen Poissonschen Gleichungen erhellt, da A, von anderer Qualitat
als A ist. Wahrenddessen die Gleichung Af(r) = 4nu(r) durch das Newronsche Potential geldst
wird, 16st das (ebene) logarithmische Potential die Gleichung A,f(r) = 2zu(r). Wegen der le-
diglich flachenartig differenzierenden Wirkung von A, kann man sich im Wesentlichen damit
begniigen, seinen Definitionsbereich zur Menge der in einer Ebene definierten zweimal diffe-
renzierbaren Funktionen zu wahlen.

Die Definitionsbereiche der nachfolgend erkldrten Differentialoperatoren sind Untermen-
gen der auf einer Flache definierten skalaren bzw. vektoriellen Funktionen; die Regularitat aller
betrachteten Flachen wird vorausgesetzt.

Die folgende Theorie 1413t sich ohne weiteres auch auf im Raum definierte Funktionen aus-
dehnen, wovon ich hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzichte; die wesentlichen Zusam-
menh&nge sind in beiden Fallen dieselben.

Ich méchte darauf hinweisen, daR flachenartige Differentialoperatoren auch manchmal zum
Zwecke der Beschreibung flachenartiger Unstetigkeiten von Feldern eingefiihrt werden. Diese
sind jedoch von ganz anderem Wesen als die hier betrachteten. (siehe z.B. [3])
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4.1 Flédchenartige Vektoroperationen

4.1.1 Der flachenartige Gradient

Es sei f eine auf einer Flache X definierte skalare Funktion, o € X ein (einfach zusammen-
hangendes) Flachenstiick mit dem Inhalt A, P ein innerer Punkt und k die Randkurve von o
Jedem Punkt von k sei der in der Tangentialebene von = liegende, ins AuRere von o~ weisen-
de Normalenvektor n von k zugeordnet.! Den fldchenartigen Gradienten von f im Punkte P
definiere ich gemal

[grad f](P) I|m L A )ngn ds. (4.6)
DaR grady f in Richtung des groRten Anstiegs von f weist, erhellt die Betrachtung des Kur-
venintegrals, in dessen Integranden f als Wichtung der Funktion n verstanden werden kann.
Fir die Menge der Funktionen f, fiir die der Grenzwert in (4.6) fir alle P € X im eigentlichen
Sinne existiert, ist durch (4.6) eine eindeutige Abbildung f — grad, f gegeben, weshalb die
Operatorenschreibweise gerechtfertigt ist: grads ist ein Operator einer Teilmenge der skalaren
Funktionen auf X in der Menge der vektoriellen Funktionen auf X.

Es sei X in Parameterform r = r(&, ) gegeben. Fur das differentielle Wegelement ds auf
erhdlt man bekanntlich

6r 6r or or 6r 6r
2 = — de?+2 — . — d d — dnf? 4.7
E F G

eine gquadratischen Differentialform, die auch erste Fundamentalform der Flachentheorie ge-
nannt wird.? Sind & und 5 orthogonale Koordinaten auf X, so daR F identisch verschwindet,
und e, e, die (normierten) Tangentenvektoren der £- bzw. n-Linien, so erhalt man als differen-
tielle Darstellung des flachenartigen Gradienten

L afen), | L),
VE 0¢ VG an i

Unabhangig davon ist der Operator grady nicht von der Wahl der Parameterdarstellung der
Flache X und somit weder von der Wahl der Flachenkoordinaten & und n auf £ noch von ihrer
Lage beziglich irgendeines raumlichen Fixpunktes abhéngig, denn er ist mit (4.6) koordinaten-
frei definiert.

Ich werde nun die differentielle Darstellung des flachenartigen Gradienten bei Zugrunde-
legung einer Koordinatenflache eines orthogonalen krummlinigen Rechtssystems untersuchen.
Die Transformation von orthogonalen krummlinigen auf kartesische Koordinaten sei durch die
Funktion r = r(u, v, w) vermittelt. Fur eine fest gewahlte Koordinate w = wy ist dies eine Para-
meterdarstellung der w-Flache w = wyg, und es sind u und v orthogonale Koordinaten auf dieser
Flache. Offensichtlich kann man die beiden nicht verschwindenden Koeffizienten E und G ih-
rer ersten Fundamentalform aus den metrischen Koeffizienten gy, g, und g, des (rdumlichen)

grady[f (¢, m)] (4.8)

st in jedem Punkt von k der Flachennormalenvektor N im Sinne einer Rechtsschraube beziiglich eines Umlauf-
sinnes auf k orientiert und t der Tangentenvektor von k, so gilt n =t x N.
2Wie uiblich ist der Term (ds)? durch ds? abgekiirzt.
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4 Die POISSONsche Gleichung auf Fldchen

krummlinigen Systems berechnen, denn es gilt

E(u, V) 92(u, v, Wo) (4.9)

g2(u, v, Wo), (4.10)

G(u,v)

was man bei Betrachtung der Definitionen der g; und (4.7) sofort verifiziert. Damit erhélt man
fur jede Flache w = wg und eine auf ihr definierte skalare Funktion f(u, v)

1 0f(u,v) 1 0f(u,v)
— eu+ ———€,.
gu Ou Oy Ov

grad, [f(u,v)] = (4.12)

Wie auch im folgenden sind die g; stets als Funktionen auf der Fldche w = wq zu betrachten und
nicht als skalare Felder.

Auch grad,, ist koordinatenunabhangig. Die Zugrundelegung einer Koordinatenflache legt
die Vermutung nahe, der Gradient wére in gewisser Weise von wq abhéngig. Dies ist jenachdem,
wie man eine solche Aussage interpretiert, falsch oder unsinnig: Die durch r = r(u, v, wp)
dargestellte Flache bzw. deren Eigenschaften hdangen weder von der Wahl ihrer orthogonalen
Flachenkoordinaten u und v noch von ihrer Lage beziiglich irgendeines Koordinatenursprunges
ab. Andererseits ist bei Zugrundelegung ein und derselben Flache und (nur) auf ihr definierten
Funktionen die Betrachtung des Gradienten auf einer anderen Flache ohne jeglichen Sinn.

Betrachtet man ein skalares Feld g(u, v, w), so ist f(u,v) = g(u, v, wg) eine auf der Flache
W = W definierte Funktion. Ein Zusammenhang mit dem rdumlichen Gradienten ist dann durch

grad,, f [(eW x gradg) x eW]W (4.12)

:WO

[gradg — (ew - gradg) eW]W:WO (4.13)
gegeben. Fir ein nicht von w abhédngendes Skalarfeld g ergibt sich demzufolge

grad,,f = |[g radg]w=W0. (4.14)

4.1.2 Die flachenartige Divergenz

Es sei F eine auf einer Flache X definierte vektorielle Funktion, o € X ein (einfach zusammen-
hangendes) Flachenstiick mit dem Inhalt A, P ein innerer Punkt und k die Randkurve von o.
Jedem Punkt von k sei der in der Tangentialebene von X liegende, ins AuRere von o~ weisende
Normalenvektor n von k zugeordnet. Die flachenartige Divergenz von F im Punkte P definiere
ich gemaR

. 1
[divsF](P) = LnllmséF-nds. (4.15)

Die physikalische Deutung dieses Skalarfeldes als flachenartige Quellendichte von F wird so-
fort klar, wenn man F zunéchst der Bedingung unterwirft, keine Normalenkomponente beziig-
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4.1 Flédchenartige Vektoroperationen

lich = zu besitzen, weil dann die Feldlinien von F auf = liegen.® LaRt man eine Normalen-
komponente zu, so leistet diese zu divs offenbar keinen Beitrag, denn ihr Skalarprodukt mit
n verschwindet Uberall. Mithin ist die flachenartige Divergenz beziiglich X fur ein beliebiges
Vektorfeld mit der flachenartigen Divergenz seiner beziiglich X tangentialen Komponente iden-
tisch.

Sind ¢ und 7 orthogonale Koordinaten auf X, so erhélt man die differentielle Darstellung

1
~ VEG

Fur die Koordinatenflache w = wg eines orthogonalen Rechtssystems und einer auf ihr definier-
ten vektoriellen Funktion F(u, v) ergibt sich

. p p
divsF [6—§(\/6F§) ; a—n(\/EF,])]. (4.16)

. 170 0
v [FU ] = | S0 + 70| (4.17)
Dal die Normalenkomponente F, nicht in die Divergenz eingeht, kann man auch durch
divy,F = divy[(ew X F) x ey] (4.18)

zum Ausdruck bringen, wenn man e,, zundchst nur als Abkiirzung fiir e, x e, ansieht.

Betrachtet man ein Vektorfeld G(u, v, w), so ist F(u,v) = G(u,V,wp) eine auf der Flache
w = W definierte Funktion. Ein Zusammenhang mit der Rotation ist dann durch

divy, F = [ew-rot(eWxG)]W=W0 (4.19)

gegeben, was man (4.17) und der Koordinatendarstellung der Rotation leicht entnimmt. Ein
Zusammenhang mit der rdumlichen Divergenz 1aRt sich zumindest dann angeben, wenn das
zur Darstellung von G verwendete Koordinatensystem eines mit wirbelfreiem e,, ist. Unter
Beachtung von

divi(ew X G) xey] = ew-rot(ey x G) — (ew X G) - rot(ey)

und (4.19) erhalt man offenbar die Beziehung

div, F |div[(ew x G) x eu]| (4.20)

W=Wp

|divG — div[(ew - G)eu]], _, - (4.21)

W=Wo
Fir ein Vektorfeld G, dessen w-Komponente beidseitig der Fldche w = wq (wenigstens im
Bereich wo — £ < W < W + ¢ fir ein beliebiges £ > 0) verschwindet, ergibt sich demzufolge

divy, F = [divG]W:WO. (4.22)
Das Verschwinden von e, - G auf der Fldche w = wy allein ist fiir (4.22) nicht hinreichend. Dies
ist insofern interessant, als daf in beiden Féllen mittels F(u,v) = G(u, v, wg) dieselbe Funktion
F auf w = wq definiert wird.

3Diese Aussage ist zwar suggestiv aber unexakt. Es wird folgende Uberlegung impliziert: Ist G ein Vektorfeld,
das auf X keine Normalenkomponente besitzt, so existieren Feldlinien, die vollstdndig auf dieser Fldche ver-
laufen. Betrachtet man G nun lediglich auf X, so ist F = Gy eine auf X definierte Vektorfunktion, die man
durch Feldlienien veranschaulichen kann.
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4 Die POISSONsche Gleichung auf Fldchen

4.1.3 Der flachenartige LAPLACEsche Operator

Den flachenartigen LaprLaceschen Operator fuihre ich durch
As = divggrady (4.23)

ein, so dal} man seine differentielle Darstellung direkt aus (4.8) und (4.16) erhalt:

1 [0 G of 0 Eof
s = el e aER) (424

Fur ein orthogonales Rechtssystem ist dann analog

Ay, = divy,grad,,, (4.25)
und in Koordinaten erhalt man
110 ,9,0f 0 (Quof
Auliu] = |2 (&2ty, 0 @0ty 2
ol T V)] 9u0v Bu(gu au) " Bv(g\, av) (4.26)

Ist g(u, v, w) ein in einem System mit rot(e,,) = 0 betrachtetes, beztiglich w konstantes skalares
Feld, so gilt fur die durch f(u,v) = g(u, v, wp) definierte Funktion

Al f(uV)] = [Ag] (427)

w=wp’
denn es besitzt gradg dann nirgends eine w-Komponente, so dal3 die Beziehung (4.22) gilt. Von
diesem Zusammenhang kann man sich auch vorteilhaft durch Vergleich der Koordinatendarstel-
lungen von Ay, und A tberzeugen. Fir ein nicht von w abhdngendes Skalarfeld gilt zunéchst
einmal

1 [0 ,90wdg\ . 9 (0uOwdg
a9 = gugvgw[é_u( Oy %)Jra(ﬁﬁ)]' (4.28)

Die Koordinatendarstellung von rot(e,,) beweist die Aquivalenz

_ 09u _ 39w _
rotew) =0 =  —rF=—"=0, (4.29)
weshalb (4.28) die Gestalt
Ag = au\gau) T av\o oy 4.
’ gugv[au(gu au) " av(gv ) (4.30)
annimmt. Wegen
i &a_g ] _ i(gv(u’ v, WO) ag(u, v, Wo))
[Bu(gu Bu) T W=Wo B ou gu(U, Vv, WO) ou + (431)

ergibt sich schlieBlich (4.27).
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4.2 Konforme Abbildungen

4.2 Konforme Abbildungen

Mit dem Begrift der konformen Abbildung verbindet man fiir gewdhnlich eine Abbildung einer
ebenen Punktmenge auf eine andere. Eine Einschrankung auf Ebenen ist jedoch keineswegs
notwendig; man kann auch gekrimmte Flachen und Rdume konform aufeinander beziehen.
Ich werde mich in diesem Abschnitt mit konformen Abbildungen regulédrer Flachen auf die
Ebene beschéftigen, um mich schlieBlich der Transformation des flichenartigen LapLaceschen
Operators zu widmen.

4.2.1 Definition der flachenartigen konformen Abbildung

Eine Abbildung einer Flache auf eine andere nennt man konform, wenn die Gestalt kleiner Fi-
guren anndhernd erhalten bleibt. Als praziesere Definition kann man folgende Erkldrung geben:
Es sei eine eindeutige und stetige Abbildung eines flachenartigen Gebietes X auf ein ebenes
Gebiet Xg vorgelegt, so dal jeder reguldren Kurve ko € Xo eine regulédre Bildkurve kg zuge-
ordnet ist.* Durch einen Punkt Py € X sei eine Kurve gelegt und ein Kurvenstiick durch einen
zweiten Punkt P abgegrenzt; es sei so die Bogenlange dieses Kurvenstiicks und sg jene des
Bildkurvenstiicks. Existiert der Grenzwert

M = lim=2 (4.32)

im eigentlichen Sinne fiir jeden Punkt Py und ist von der Wahl der durch ihn verlaufenden Kurve
unabhangig und von Null verschieden, so mdge die Abbildung konform heien. Falt man sg
als Funktion von sg auf, wird offensichtlich, daR man es mit einem Differentialquotienten zu
tun hat

M =  lim sg(0 + so) — sg(0) _ dsg
so—0 So dSo

: (4.33)

der an der Stelle sg = 0, also im betrachteten Punkt zu nehmen ist, weshalb schlieBlich M bei
Existenz des Grenzwertes eine skalare Funktion auf Xo ist.

Da die Untersuchung konformer Abbildungen schlieRlich doch in analytischer Form erfolgt,
kann man eine formale Definition auch sinnvoll unter Verwendung von Begriffen aus der Difte-
rentialgeometrie geben: Die Flachen 2o und Xg seien in Parameterform

So: Tro=rolém) (4.34)
Ig:  re=ra(Xxy) (4.35)

gegeben, so daB £ und n als Koordinaten auf X, x und y als Koordinaten auf g betrachtet
werden konnen. Sind « und B8 Funktionen auf o, so heiflt die durch

X

a(é,n) (4.36)
y = B (4.37)

4Eine Kurve heilt reguldr, wenn sie in jedem Punkt eine Normalenebene besitzt.
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4 Die POISSONsche Gleichung auf Fldchen

vermittelte Abbildung (¢,7) — (X,y) konform, wenn der Quotient der differentiellen Bogen-
elemente dsg/dso nur von den Koordinaten & und n, nicht jedoch von den Differentialen dé
oder/und dn, oder, anders ausgedriickt, der Term M aus

dSB = MdSo (438)

nur von den Flachenkoordinaten abhdngig ist und nirgends verschwindet.

Offenbar ist jede Koordinatentransformation (Transformation der Flachenkoordinaten) ein
Spezialfall der konformen Abbildung. Es ist dann o = Xg und dsp = dsg, weshalb folglich
M = 1 gilt.

4.2.2 Eigenschaften der vermittelnden Funktionen

Durch geometrische Uberlegungen macht man sich leicht klar, daR die von den Funktionen «
und B zur Vermittlung einer konformen Abbildung zu fordernden Eigenschaften sowohl von
der Gestalt der Flache Xz als auch von der Wahl ihrer Flachenkoordinaten abhangen. Ich werde
dieses Phdnomen an spaterer Stelle untersuchen und hier Xg als eben und ihre Koordinaten X,
y als kartesisch annehmen. Um die folgenden Betrachtungen abzukiirzen, setze ich auRerdem
&, n als orthogonal und die auf X5 definierten Funktionen Eo, Go, @ und g als zweimal stetig
differenzierbar voraus.

Es sei durch (4.36) und (4.37) eine konforme Abbildung der Flache o mit den orthogona-
len Koordinaten &, n auf die Ebene g mit den kartesischen Koordinaten X, y gegeben. Aus der
ersten Fundamentalform der Flachen erhdlt man fiir die Bogenelemente

ds3 Eodé? + Godn? (4.39)

ds3 = dx?+dy?% (4.40)

Andererseits gilt fur die vollstandigen Differentiale der Funktionen a und 8

oX OX
Y ay
= 2 =2 4.42
dy = Gpde+ an (442

so dal} man fir dsg schlieBlich erhalt
ox2  oy? OXOx 0y oy ox2  oy?
— + 2 )d&? + 2(—— + =2)d&d — + 2 \)dn? 4.43

Wegen (4.38), der Unabhédngigkeit der Differentiale d¢ und dn voneinander und der Unab-
hangigkeit von M von den Difterentialen erhélt man durch Koeffizientenvergleich

2
dsg

102 16y 1o 1 6y

Mz = 2o Loy Lo 1oy 4.44
Eod& ' Eode? God? ' Godn (#49
oxXox oy oy

0 = X NN 4.45
0E0n 9 o (4.45)
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Die Gleichung (4.45) entspricht der Tatsache, daR &, n vermdge der Transformation nun auch
orthogonale Koordinaten der Ebene Xg sind, wovon man sich durch Differentiation der Funktion
rs = rg[X(&,n), y(&, n)] leicht Uiberzeugt.> Das System (4.44), (4.45) hat genau zwei Losungen,
die man zuné&chst als notwendige Bedingung dafiir, daB « und B eine konforme Abbildung
vermitteln, zu verstehen hat:®

1 ox _ N 1 oy

VEo 0§  \/Go0n

1 ox 1 oy

— + -

VGo 91 VEo 06

Zusétzlich folgt aus M # 0, daB nicht beide Gleichungen gleichzeitig verschwinden dirfen.
Man prift nun leicht, daR diese Bedingungen auch hinreichend sind.

Durch Differentiation von (4.46), (4.47) erhdlt man folgende interessante Eigenschaft der

vermittelnden Funktionen:

1 0 Go da 0 Eo Oa 3
el (5 a2 - o
1 16, [Goopy 0, [Eqop
m[a?(\ga?)ﬁ(\/e:oa_n)]

Mit dem flachenartigen LapLaceschen Operator aus Abschnitt 4.1.3 kann man daftr auch

A (4.46)

(4.47)

As,@ = 0 (4.48)

O

As,B = 0 (4.49)

schreiben und von a und g sagen, sie waren (auf Xo) harmonisch. Die Sinnfélligkeit dieser
Aussage wird sich etwas spater noch aus einem anderen Grund ergeben.

SDies ist auch dann noch der Fall, wenn x, y irgendwelche orthogonalen Koordinaten einer gekriimmten Flache
Yg sind.

81st der Originalbereich Xo ebenfalls eine Ebene und sind &, i kartesische Koordinaten, so ist Eg = Go = 1. Diese
Geometrie dient in der Funktionentheorie zur Veranschaulichung der konformen Abbildung; die Gleichungen
(4.46), (4.47) sind dort als Caucny-Riemannsche Differentialgleichungen bekannt.
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4.3 Transformation des LAPLACEschen Operators

4.3.1 Transformation in die Ebene

Eine konforme Abbildung hat offenbar die Eigenschaft, (zumindest lokal) umkehrbar zu sein.
Dies folgt aus den bekannten Satzen tiber implizite Funktionen und der Eigenschaft der Funk-
tionaldeterminante fiir «, B8, nirgends zu verschwinden:

ox/0§ axfom | _ [Go 0x2  oy?\ ,
ay/o¢ ay/an' = * E_O(a_é:z-"a_é;z) = +yEcGo M= =# 0, (4.50)

womit die Existenz und zweimalige stetige Differenzierbarkeit zweier in der Ebene Xy definier-
ter Funktionen v, § mit der Eigenschaft

& = y(xy) (4.51)
n = 6(xy) (4.52)

gesichert ist, sofern @ und g weiterhin als zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzt werden.

Auf X sei nun eine zweimal stetig differenzierbare Funktion g(&,n) gegeben. Wegen der
Umkehrbarkeit der konformen Abbildung ist g vermoge (4.51), (4.52) auch eine zweimal ste-
tig differenzierbare Funktion von x und y, welche ich mit f(x,y) bezeichne. Da x und y wegen
(4.36), (4.37) Funktionen von £ und 7 sind, erhélt man die Originalfunktion als mittelbare Funk-

tion zu g(¢, 7) = f[x(&, ), y(& n)].
Ich werde nun die Funktion Az g(¢, 17) untersuchen. In Anwendung der Kettenregel erhalt
man zundchst

o9 _ otox oty
0¢ 0X 0 0y o0&
o9 _ otox oty
on oxon 90y on
0%y 62f8x2+82f8y2+ 0°f 6x8y+8f82x+8f62y
0&? OX2 0£2  0y2 062  OXOY O£ D€ OX 0% Dy O&?

0°g 0°f ox2  9%f ay? 262f oxady af #x of &y

o = oo ay2ol " “oxdyonon  oxof | oy o

Unter Einbeziehung von

o*ft  9*f
AZBf(Xa y) = W + a—yz und
Loxay 1 axiy
Eoﬁfaf B Go(??]al]
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4.3 Transformation des LAPLACEschen Operators

erhélt man aus (4.24)

16%g 1 6% 1 6g d  |Go 59 d
A = Tomte o, V Go
Zog(fa 77) Eo 652 + GO 6772 + EOGO (9§ 85 E0 677 677 GO
_ PRioe 1 ax2) azf( Loy? 10y V)
T 92\E 08 Goa?) | 0y?\Eqde  Goorp

O (L oxdy 1 oxdy
oxoy )

Eo0£0¢ | Goon dn
ﬂ[i@Jriaz (22 [Go, ox0 E0
OxLEg €% Go on? \/EOGO 5555 Eo 577(9'7
ity 1oy 1 o G oo E)]
OyLEo0E2 ~ Goon?  \EGy 3f5f Eo  dndn N Go

Asoalé,m) + — Azoﬂ(f n).

of
= M(é:,n)'AZBf(X’y) + a_

Da a und B nach Abschnitt 4.2.2 auf o harmonisch sein missen, um ein konforme Abbildung
zu vermitteln, folgt schliellich

Aso9(€,m) = M, n) - Ass T(X,Y). (4.53)

Das bedeutet im speziellen, dal’ sich eine auf einer Flache definierte harmonische Funktion
gegenuber einer konformen Abbildung in die Ebene invariant verhalt.

Wegen der Umkehrbarkeit der konformen Abbildung ergibt sich hieraus ein weiterer Grund
daflr, den Operator Ax, als (Zo-)flachenartigen Lapraceschen Operator zu bezeichnen und eine
auf o definierte Funktion f mit der Eigenschaft Ay, f = 0 harmonisch zu nennen: Eine in der
Ebene definierte harmonische Funktion ist ndmlich auch nach einer konformen Abbildung auf
eine gekriimmte Fldche dort harmonisch.

Beispiel: Es seien o und Xg parallele Ebenen im Raum, gegeben durch die Parameterfor-
men

3o o = rCOoSgey+Isingey + 208,
2B . e = Xex+Yey+Zge,.
Fir die differentiellen Wegelemente dieser Ebenen erhadlt man nach Gleichung (4.7)
ds3 = dr®+r’dg?
ds3 = dx%+dy?,
weshalb sich die Koeffizienten ihrer ersten Fundamentalform zu
Eo=1, Fo =0, Go =1r?
Eg =1, Fg =0, Gg=1
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bestimmen. Eine Abbildung von X auf g sei durch folgende Gleichungen vermittelt

X(r,p) = rcose
y(r,¢)

rsing;

x und y sind auf Xq definierte Funktionen, deren Werte die Bildkoordinaten angeben. Ich priife
diese Abbildung nun hinsichtlich ihrer Konformitat. Als notwendige Bedingung ergab sich, dal
beide Funktionen auf Xo harmonisch sind, was offensichtlich der Fall ist:

0 , 0(rcos ) 0 (1o(rcosg), 3
ar(r o )+8<p(r ” ) = cosp-cosg = 0
0 , o(rsiny) 0 (10(rsing) i .
E(r—(9r )+%(F—a‘p ) = sing—-sing = 0.

Allerdings sind auch die hinreichenden Bedingungen (4.46), (4.47) wegen

o(rcos ) +16(r sing)

or r oo
1 o(rcosy)  A(rsing)
r oy B or

erfullt, weshalb es sich tatsdchlich um eine konforme Abbildung (ohne Umlegung der Winkel)
handelt. Ich untersuche nun den AbbildungsmaRstab (im Kleinen) M und schreibe dafiir ds3
als Funktion von r, ¢, dr und de entsprechend Gleichung (4.43) und erhalte

dsy = dri+ridy? = ds?,

weshalb M = 1 gilt. Dies ist nicht verwunderlich, weil bei der gewéhlten Abbildung fir die die
Flachen beschreibenden Ortsvektoren

re—ro = (Zs—Z20)e;

gilt, weshalb es sich nur um eine Verschiebung der Ebene X entlang der z-Achse handelt.
Wahlt man zg = z0, S0 gilt rg = ro, weshalb dann jeder Punkt der Ebene Xq auf sichselbst
abgebildet wird. Diese konforme Abbildung ist offenbar die Transformation von polaren auf
kartesische Koordinaten. Ist auf £ eine zweimal stetig differenzierbare Funktion g(r, ¢) gege-
ben, welche durch die betrachtete konforme Abbildung bei beliebiger Wahl von zo und zg die
auf Xg definierte zweimal stetig differenzierbare Funktion f (X, y) ,,erzeugt*, dann ergibt sich der
bekannte Zusammenhang zwischen Az g und As, f

g log 19 _ *f &

a2 Tor TR T et oy
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4.3.2 Transformation auf eine gekrimmte Flache

Obwohl es fur die Losung der flachenartigen Poissonschen Gleichung gendigt, nur die Trans-
formation in die Ebene zu betrachten, mochte ich der Vollstdndigkeit halber noch etwas zur
Transformation des LapLaceschen Operators bei konformem Bezug zweier gekriimmter Fldchen
aufeinander aussagen, ohne jedoch Beweise zu erbringen.

Wie in Abschnitt 4.2.2 bereits angesprochen, sind die an die abbildungsvermittelnden Funk-
tionen a und g zu stellenden Forderungen abhédngig von der Gestalt der Bildfldche g und den
auf ihr verwendeten Koordinaten. In den Gleichungen (4.46), (4.47) werden also im allgemei-
nen Fall zusatzlich die metrischen Koeffizienten Eg und Gg auftreten, weshalb schlieRlich «
und g i.allg. nicht harmonisch sein werden.” Nichtsdestotrotz ist die aus dem vorigen Abschnitt
bekannte Beziehung

Azog = M AZBf (454)

stets erfullt und unabhéngig von den auf den beiden Flachen verwendeten Koordinaten. Dies
1Rt sich bei Zugrundelegung orthogonaler Koordinaten auf o und Xg mit einigem rechneri-
schen Aufwand nachweisen. Es ist eine Tatsache, die von vornherein zu erwarten war, denn
die Eigenschaft einer auf einer Flache definierten Funktion, harmonisch zu sein, ist schliellich
unabhangig von ihrer Beschreibung durch irgendwelche Koordinaten!

"Man kann sich diesen Sachverhalt anhand des einfachen Beispiels der Transformation von ebenen kartesischen
auf ebene polare Koordinaten klarmachen. Die Abbildungsvorschrift lautet in diesem Fall (fiir die Halbebene

X > 0) r = /X2 +Yy2, ¢ = arctan(y/x); weder r noch ¢ sind aber harmonisch, obwohl die Abbildung konform
ist.

o7
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4.4 LOsung der POISSONschen Gleichung

4.4.1 Ein Ldsungsalgorithmus

Angenommen, es wadre eine Vorschrift in Form zweier auf o definierter harmonischer Funk-
tionen a und B und somit vermodge (4.44) auch die Malstabsfunktion M fiir eine konforme
Abbildung von X in die Ebene Xg bereits bekannt und die auf g definierten (i.allg. nicht har-
monischen) Umkehrfunktionen y und 6 ermittelt. Dann kann man folgenden Algorithmus zur
Berechnung einer Losung von

1 18, [Gofoy, 8, |[Edfoy]
Asofolén) = vT—e[a_f(\Ea_f)+a_n(\ga_n) = 2muo(é,m)  (4.55)

angeben:

1. Man bestimme aus uo(&, ) und Mo(&, ) die Funktionen

poly(x.Y), 6(x.y)] (4.56)
Mol[y(x.y). 6(x.y)I. (4.57)

Die dquivalente Aufgabe in der Ebene lautet dann

:uB(X’ y)
MB(X’ y)

:uB(X’ y)

As.. Ta(X, = 2 )
2B B( y) ﬂMB(X,y)

(4.58)

2. Man berechne das ebene logarithmische Potential zur ebenen Belegung pg/Mg gemal

V(xy) = f f F2 0.y ) In V(X0 + (- )R ey’ (4.59)
y X

es ist dann fg(x,y) = V(X,y) eine Losung von (4.58).

3. Eine Losung fo(&,n) von (4.55) erhdlt man durch Ricktransformation
fo(6.m) = fela(&, n). B n)] (4.60)

Man prift nun leicht, daB fo tatséchlich eine Lésung von (4.55) ist.

Die Losung der Gleichung (4.55) ist somit im wesentlichen auf das Auffinden der harmo-
nischen Funktionen a und g reduziert. Es bleibt also zu untersuchen, ob man stets zwei Funk-
tionen x(&, n) und y(&, n) als Losungen des Systems

1 0x 1 oy
= 7 _ - 7 4.61
VEo - TG (4.6
1 ox 1 oy
- __=- 2 4.62
Gon - T VEe (4.62)
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4.4 Ldsung der POISSONschen Gleichung

bestimmen kann. Angenommen, es ware eine harmonische Funktion y, d.h. eine Lésung von
9 |G 9 [Ed
0t NVEae  on N Goy

bereits berechnet. - Fir einige Flachen kann man mittels Produktansatz eine Losung die-
ser Gleichung berechnen. - Dann ist also das inhomogene System (4.61), (4.62) zu losen.
ZweckmaRig bestimmt man dazu eine partikuldre Losung von (4.61) und versucht durch Addi-
tion einer Losung der zugehorigen homogenen Gleichung auch (4.62) zu l6sen. Ich mache also

den Ansatz
Eo
e = [ ELaien (4.69

n_ %Jh

weshalb (4.62) genau dann geniige getan wird, wenn man f als Lésung von

Gay _ EJE@ _
_\/;ag fan Gandf = vEn)

bestimmt. Damit nun x aus (4.63) eine Losung von (4.61) ist, muf3 f der Bedingung of /¢ = 0
genuigen, weshalb y ebenfalls von & unabhéngig sein muf3. Dies ist offenbar der Fall, denn es

gilt
= \/7 = 0,
6§ aE 6§ an
weil y als harmonische Funktion bestimmt wurde. Dann jedoch kann x vermoge
E oy \/E ay f 9 \/E ay
) = —Zde- [ (\e=+ | =\em=
X(&.m) f\/ganf f( Eoc ") mNGan™

bestimmt werden. Man priift durch Differentiation leicht nach, dal} x das System (4.61), (4.62)
tatséchlich I0st.

Es ist dann
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4 Die POISSONsche Gleichung auf Fldchen

4.4.2 Physikalische Deutung der Losung

Eingangs erwahnte ich bereits, dal eine Ldsung f (&, r7) der Gleichung

Ast(&.m) = 27u(é.n) (4.64)

i.allg. nicht als Potential zur flachenartigen Belegung u in physikalischem Sinne zu verstehen
ist. Unter einem solchen versteht man ndmlich das skalare Potential des durch die Belegung
verursachten konservativen Kraftfeldes. Deutet man u als flichenartige Massebelegung von X,
so wird die auf eine auf X befindliche Probemasse wirkende Gravitationskraft i.allg. auch ei-
ne beziiglich £ normale Komponente aufweisen, es sei denn, X ist eben. Der Gradient einer
Losung von (4.64) ist jedoch stets tangential gerichtet, besitzt also keinesfalls eine Normalen-
komponente, weil gerade nach einer nur von & und n abhdngigen Funktion gesucht wird. Das
physikalische Problem des Auffindens eines raumlichen Potentials einer flachenartigen Bele-
gung wird bekanntlich durch das Potential der einfachen Schicht geltst. Betrachtet man dieses
auf der ,.erzeugenden* Flache selbst, wodurch man offenbar eine auf dieser Flache definierte
Funktion erhélt, so wird diese umgekehrt nicht der Gleichung (4.64) geniigen.

Der Grund fur diese Diskrepanz besteht sicherlich darin, daf ein Potential in physikalischem
Sinne stets eine im Raum definierte Funktion ist, weil Kréfte stets als raumlich wirkend anzu-
sehen sind. Ebene Betrachtungen fuihren lediglich dann zum Erfolg, wenn die gegebene Be-
legungsfunktion unabhangig von einer geradlinigen Koordinate ist, d.h., man erhalt weiterhin
eine im Raum definierte Funktion, nur ist diese beispielsweise von z unabhéngig.

Man konnte den physikalischen Gehalt einer Losung von (4.64) auch folgendermafen be-
schreiben: Wirden die Kraftlinien keinen Raum kennen und somit auf X verlaufen, so ware
jede Losung von (4.64) ein Potential des durch die flachenartige Belegung hervorgerufenen
flachenartigen konservativen Kraftfeldes.
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A Verwendete Symbole

A.1 Koordinaten

X,Y,Z kartesische Koordinaten

0,¢,2 Zylinderkoordinaten

r,d, ¢ Kugelkoordinaten

u, v, w krummlinige orthogonale Raumkoordinaten

X,y kartesische Koordinaten der Ebene

&n orthogonale Koordinaten der reguldren Flache

u,v orthogonale Koordinaten der Koordinatenflache w = wy

A.2 skalare raumliche Funktionen

7 skalares elektrodynamisches Potential

W skalares Uibergeordnetes Potential

Ui, Uy Uz Bucunorzsche Potentialfunktionen

o raumliche Dichte der UberschuRladungen

Jus Ov> Ow metrische Koeffizienten zum krummlinigen Orthonormalsystem

f,9,V1, Vo, & Hilfsfunktionen, unterschiedlich verwendet

A.3 skalare flachenartige Funktionen

E,F,.G Koeffizienten der ersten Fundamentalform der Flache X
92,92 Koeffizienten der ersten Fundamentalform der Flidche w = wy
u flachenartige Belegungsdichte

M Mal3stabsfunktion der konformen Abbildung
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A Verwendete Symbole

f.o

Hilfsfunktionen, unterschiedlich verwendet

A.4 vektorielle raumliche Funktionen

ex, €y, €;
€5 €45 €7
er, €9, €,
€u, €y, Bw
e, ew

c

€c

Basis des kartesischen Systems

Basis des kreiszylindrischen Systems

Basis des Kugelsystems

Basis eines krummlinigen orthogonalen Rechtssystems
Einheitsvektoren eines orthogonalen Koordinatensystems
Vektorfeld mit konstanten kartesischen Komponenten, ¢ # 0
¢/lcl

radial gerichtetes zeitunabhédngiges Vektorfeld, r = re,
beliebiges Vektorfeld

elektrodynamisches Vektorpotential (Potential der Induktion)
Bucnnorzsche (vektorielle) Potentiale, A = Ay + A, + As

Ubergeordnetes vektorielles Potential

A.5 vektorielle flachenartige Funktionen

€, €y

eu, eV

normierte Tangentenvektoren der &- bzw. n-Linien auf
normierte Tangentenvektoren der u- bzw. v-Linien auf w = wy
Normalenvektor der Koordinatenflache w = wy, ey, = e, X &y

beliebige Vektorfunktion

A.6 Mengen und Raume

Fn

(Fn). [Fnl

Gn, (Gn), [Gi]
V., (V). [V]
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geordnetes n-Tupel skalarer Funktionen von Ort und Zeit
Menge und Raum der F,
wie Fy, (Fy), [Fn], aber zweimal stetig differenzierbar

Losung, Losungsmenge, Losungsraum des Systems der vier Max-



weLLschen Gleichungen nebst den Materialgleichungen fiir B und D
fur Medien ohne ferromagnetische oder ferroelektrische Eigenschaften,
Zusammenfassung der Felder B, E, H, D, G, ¢ in dieser Reihenfolge

Ay elektrodynamisches (Vierer-) Potential von V,
Zusammenfassung von A und ¢
(Ag), [A4] Menge und Raum der elektrodynamischen Potentiale von [V]

A.7 Operatoren

A

A

|
grady
divs
As
®,D

A.8

skalarer LapLacescher Operator, A = divgrad

vektorieller LapLacescher Operator, A = graddiv — rotrot

skalarer und vektorieller o’ ALemBerTSCher Operator

flachenartiger Gradient, anzuwenden auf skalare Funktionen auf
flachenartige Divergenz, anzuwenden auf vektorielle Funktionen auf X
flacherartiger LapLacescher Operator, Ay = divsgrady,

skalare Hilfsoperatoren

Indizes

fest gewdhlte Funktion
Original
Bild

A.9 weitere Symbole

reguldre Flache

Bogenlénge eines Raumkurvenstiickes
Realisierung von r oder o

Betrag des konstanten Vektorfeldes ¢

a) skalare Konstante
b) Dielektrizitatsmatrix, i.allg. von Ort und Zeit abhéngig
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A Verwendete Symbole

u Permeabilitdtsmatrix, i.allg. von Ort und Zeit abhdngig
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B Zur Diplomarbeit

B.1 Eidesstattliche Erklarung

Ich erklare, diese Diplomarbeit selbststandig und nur unter Verwendung der angegebenen Lite-
ratur und Hilfsmittel angefertigt zu haben.
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B Zur Diplomarbeit

B.2 Thesen

66

1. Jede Losung des Systems der vier MaxweLLschen Gleichungen und der Materialglei-

chungen fur B und D fiir Medien ohne ferromagnetische oder ferroelektrische Eigen-
schaften l&ft sich durch lediglich drei skalare Funktionen von Ort und Zeit darstellen. -
Die Bucnnorzsche Eichforderung an die elektrodynamischen Potentiale ist zul&ssig.

. Im Falle verschwindender Raumladungen gentigen zur Feldbeschreibung bereits zwei

skalare Funktionen von Ort und Zeit. - Die drei betrachteten Eichforderungen sind bei
Raumladungsfreiheit gleichzeitig zul&ssig.

. Jede Losung des Systems der vier MaxweLLschen Gleichungen und der Materialglei-

chungen fir B und D fiir Medien ohne ferromagnetische oder ferroelektrische Eigen-
schaften 14t sich durch die drei Bucunorzschen Potentialfunktionen darstellen. - Zu
jeder Vektorfunktion A und einem wirbelfreien Einheitsvektor eines orthogonalen Koor-
dinatensystems e existieren drei skalare Funktionen U4, U,, Uz, so dal? gilt

A = rot(Use) + rotrot(U,e) + gradUs.

. Bei gleichzeitigem Verschwinden von Raumladungs- und Stromdichte und skalaren Kon-

stanten e und u existiert ein Tripel Bucunorzscher Potentialfunktionen sowohl beziiglich
ec als auch beziiglich e, mit der Eigenschaft

oU,; = 0
DU2 =0
Us; = 0.

Es ist U,e ein Ubergeordnetes vektorielles Potential des TE-Anteils bezliglich e der L6-
sung und rot(U,e) ein tbergeordnetes vektorielles Potential des TM-Anteils beziglich e
der Losung.



C Zur Verteidigung

C.1 Thesen

1. Felderzeugung durch die elektrodynamischen Potentiale.
Die Menge der raumladungs- und stromfreien Losungen des Systems (M) ist vermoge (E)
durch die Losungsmenge des Systems (W) fiir das Bucanorz-geeichte elektrodynamische
Vektorpotential gegeben.

2. Die Bucunorzschen Potentialfunktionen.
Zu jedem Feld A und einem wirbelfreien Einheitsvektor eines orthogonalen Koordinaten-
systems e existieren drei skalare Felder U4, U, Us, so dal? gilt

rot(U,e) + rotrot(U,e) + gradUz = A.

Ist A das BuchHoLz-geeichte Potential einer Losung von (M), so nennt man die U; Buch-
Horzsche Potentialfunktionen beziiglich e zur Losung von (M).

3. Losung von (W) mit Hilfe Bucunorzscher Funktionen.
Die Menge der Losungen des Systems (W) ist vermoge

A = rot(U;a) + rotrot(U,a)
durch die Losungsmenge des Systems

DU]_:O
DUZZO

gegeben. Das zeitlich konstante Bezugsfeld a ist entweder zu a = c oder zu a = r zu
wahlen.

4. Physikalische Bedeutung der Bucunorzschen Funktionen.
Esist A; = rot(U,a) (bzw. A, = rotrot(U,a)) ein Potential des raumladungs- und strom-
freien TE-Anteils (bzw. TM-Anteils) beziiglich a der durch A gegebenen Ldsung von
(M).
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C Zur Verteidigung

C.2 Die betrachteten Gleichungssysteme

C.2.1 Das System (M) der MaxweLL- und Materialgleichungen

rotH —%—[t) -G = 0

%—':[D’ +rotE = 0
divB = 0
divD -0 = 0

cE -D =0

B —uH = 0

C.2.2 Das Erzeugungssystem (E)

B = rotA
oA
E = — —grad
ot grady
oA
D = —s[ﬁ+gradgo]
H = 1rotA
M
1 0’A . dy
G = —;[AA—syW—grad(dlvA+syE)]
J ..
o = —8[A¢+EdIVA]

C.2.3 Das Wellensystem (W)

divA

Il
o

oA = 0
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