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Serie 05 - Losungen

. Lineare Systeme.

Sprungantwort. Der Maschensatz liefert(t) = Ri(t) + y(t) bzw. differenziertx'(t) =
Ri’(t) +y'(t), und mity(t) = Li’(t) (kein Strom durch die Ausgangsklemmen) und L/R
ergibt sich die gesuchte Berentialgleichung zu

1
yO+-_y®) = X 1)
Wegenx (t) = Upd(t) lautet die Lapace-Transformierte der Dgl.
1
PY(p) —¥(+0)+ —Y(p) = Uo, (2)

und wegery(+0) = 0 (Sprungantwort ist erzwungene Antwort, was verschwiddehn-
fangswerte impliziert) folgt fur die Sprungantwort

Uo
Y(p) = RS 3)
y(t) = Uee " (4)

Frequenzgang Fur die Eingangsspannung gilt

X(t) = Ugu(t), (5)
U
X(p) = —, (6)
p
und wegerG(p) = Y(p)/X(p) folgt fur den Frequenzgang der Schaltung
. B jw 3 jwt 3 (wT)? +jwt
Glw) = jw+1/t l+jor 1+ (wr)? (7)

Ortskurve. Offenbar sind Real- und Imaginarteil fur alle Frequenzehtmegativ, d.h.
die Ortskurve verlauft vollstandig im ersten Quadrardenkomplexen Ebene. Setzt man
zur Abkirzungwr = t, hat man fur Real- und Imaginarteil des Frequenzganges

t2
X = @ (8)
o = ©)
Offenbar gilt

2 2 2

(x-1/2F +y* = (1it2_%) +(1-:t2) (10)
o (P-1y 4t2

T A2 Al ey (11)

t+ 22+ 1 1\*
- e - 3 42

es handelt sich also um einen Kreis vom Radiu rhit dem Mittelpunkt in (12, 0).



2. Potenzreihen. Bekanntlich konvergiert die geometrische Reiheldjik 1, und es gilt

- 1
q = —. (13)
Mit g = (X — Xp)/c erhalt man daher
O (X=X c
VZ:(;( C ) ~Cc—(X—X) (14)

flr |x — x| < ¢ (wegenc > 0 kann rechts der Betrag entfallen) oder - was dasselbe ist -
fir x € (Xo — C, Xo + C). Furdieselben x gilt ferner

et B G B L) @9

y=1 v=0 v=0

c
= —— -1 16
c— (X—Xo) (16)

X—Xo

= — = 17
c— (X—Xo) (a7)

3. Potenzreihen. Partialbruchzerlegung liefert

X—2 1 1 1

= - _ 18
X2 —-2x+1 x—-1 x-1x-1 (18)

Bei den rechtsseitigen Termen handelt es sich jeweils unsdemmenwert einer geome-
trischen Reihe, d.h. es gilt

1 1 o ,
x—1 1+ (x-2) - Z(_(X_Z)) (29)

v=0
furix-2 <1 (x—2=-q). Furxe (1,3) giltalso
1 N 4 \4
PR DY GOl (20)
1 1 - -
o = ) (CI(X-2) ) (-1 (x-2) (21)
X-1x-1 VZ:(; VZ:(;
= > (x=2y Y (-1 (22)
v=0 n=0
= > (x=2y Y (-1) (23)
v=0 n=0
= Y (x=2y(-1y Y1 (24)
v=0 n=0
= D (X=2(-1y(+1), (25)
v=0
= -2y (26)
v=0
= i y(=1)*H(x - 2y (27)

v=0



und folglicha, = v(-1)"*. Fur den Konvergenzradius der Reihe folgt

V(_l)v+1

T Rer e

y—00

1 (28)

In Abbildung 1 sind die Grafen der gebrochen rationalen Eonk18) und der nach dem
n-ten Glied abgebrochenen Potenzreihe (27) fur verscheeléerte vom dargestellt. Je
naher man den Randern des Konvergenzintervalls der Reinent, desto mehr Glieder
sind erforderlich, um eine gegebene Gite der Naherungreicken.

4. Wronski-Determinante. Die Wronski-Determinante voryy, y, lautet

Wy y2l(1) = Ya(Oy2(t) - Ya(O)ya(0). (29)

a) Ware ein gewissds € (a,8) Nullstelle vony; und vony,, so verschwande an die-
ser Stelle auchlV. Die Wronski-Determinante verschwindet fur Losungen einer ho-
mogenen linearen Eerentialgleichung aber genau dann, wenn sie linear aligpang
sind. Ein Fundametalsystem ist per Definition aber lineabindngig.

b) Seienty, t, zwei aufeinanderfolgende Nullstellen vgn Angenommeny, besal3e
keine Nullstelle auftg,t;). Dann ware die Funktiog(t) = yi(t)/y2(t) auf [ty, t5]
wohl definiert, denn weder im Inneren des Intervalls nochsauiem Rand durfte
y» verschwinden. Ferner waggauf (t;, t;) differenzierbar, deny undy, missen
als Losung einer Dierentialgleichung erster Ordnung wenigstens einnmfétiain-
zierbar sein

Y1 (®)y2(t) — ya(O)y5(t) W(t)

7O T EvO) )

AulRerdem giltg(t;) = g(ty). Nach dem Satz vondrie existierte daher einr €
(t1,t2), so dalg'(r) = 0, alsoW(r) = 0. Die Wkonski-Determinante voryy, Y
muf3te also irgendwo im Innern voi [t;] verschwinden. Daher muf3 die Annahme
falsch sein, d.hy, besitzt auf (3, t;) wenigstens eine Nullstelle.

Angenommeny, besalRe mehr als eine Nullstelle atif ;). Zwischen jeweils zwei
von diesen miiRte aber nach obig#serlegung wenigstens eine Nullstelle vpn
liegen. Das jedoch ware ein Widerspruch zu der Vorausegtaiald,, t, zwei auf-
einanderfolgende Nullstellen vony; sind. Die Annahme muf} also falsch sein, d.h.
Yy, besitzt auf {3, t;) genau eine Nullstelle.
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2 dicke Linie) undz v(=1)"*(x - 2)" (diinne Linien) fiir
v=0




