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1 Grundlagen der Topologie

1.1 Topologie in metrischen Ridumen

e Bevor wir mit der Analysis von Funktionen mehrerer Variabler beginnen koénnen,
miissen wir deren Definitionsbereiche, also hoher-dimensionale Rdume genauer ken-
nenlernen.

e Wir legen die Grundlagen fiir die Definition von Konvergenz in solchen Réumen und
damit fiir die Definitionen von Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Funktionen auf
solchen Rdumen.

Metrische Riaume

e Wir lernen, was eine Metrik zur Abstandsmessung von Punkten in einem Raum (d.h.
in einer Menge) ist

e und betrachten dafiir viele sehr verschiedene Beispiele. Das verdeutlicht gleichzeitig
die “Universalitéit” abstrakter mathematischer Begriffsbildungen.

Definition 1. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X,d)
bestehend aus einer Menge X und einer Abbildung (der
Metrik)

d: XxX—-R

mit folgenden Eigenschaften fiir alle z,y, 2z € X:
d(z,y) 20und d(z,y) =0z =y (1)

d(z,y) =d(y,z) (Symmetrie) (2)
d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) (Dreiecksungleichung) (3)

Beispiel 2. X =R, d(z,y) = |z — y|.

Beispiel 3 (Standardmetrik auf R™). Wichtigstes Beispiel fiir dieses Semester:
Seien n € N\ {0},
X =R":={(z1,...,2,) | 2; € R}

und fir ¢ = (x1,...,2n), y = (Y1,---,Yn) € R"

Wir nennen diese Metrik die Fuklidische Metrik oder die Standardmetrik auf R™. Nur die
Dreiecksungleichung d(z, z) < d(z,y)+d(y, z) bedarf eines Beweises. Wir verschieben ihn auf
das néchste Beispiel. Aber dort ist die Situation etwas allgemeiner und damit komplizierter.
Versuchen Sie einen einfacheren Beweis zu finden.
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Beispiel 4 (IP-Metrik). Fiir den R™ gibt es nicht nur die im letzten Beispiel angegebene
Metrik, sondern viele mehr. Zum Beispiel fiir p > 1 die sogenannte [P-Metrik:

dP(z,y) = {/Zm —yilP

Fiir p = 1 konnen Sie die Dreiecksungleichung selbst beweisen, fiir p > 1 ist das etwas
komplizierter. An der Stelle () benutzen wir die Holdersche Ungleichung aus der Analysis I:

Es gilt mit ¢ := p%l fiir a;,b; € R

n n

n n
D ai+bilP =" a; + bl lai + b:lP7H <Y Jaal [ + bl P> bl lag + by

i=1 i=1 =1 i=1

1 1
(SSier) " (St masr—s)
i=1 =1

= (Zai|p> + <Z|bip> < |ai+bi|p>
i=1 i=1 i=1

1
Division mit (337, |a; + b;[P)* liefert wegen 1 — ¢ = &

(ilaﬁbﬂ); < (Z |ai|P); ¥ (iw)é,

i=1 i=1 i=1

A
>IN

3=
Q=

falls >0 | a; +b;|P > 0. Aber die Ungleichung gilt natiirlich auch, wenn >, |a; +b;|? = 0.
Mit
@i =Y — T, b =z — i

ergibt sich die Dreiecksungleichung fiir dP.

O
Beispiel 5 ({°°-Metrik). Die sogenannte [*°-Metrik
d>(z,y) :=sup{|z; —yi| |1 < i <n}.
ist eine weitere Metrik auf dem R"™. Beweisen Sie die Dreiecksungleichung und
lim d”(z,y) = d>(z,y)
p—oo
zur Rechtfertigung der Bezeichnung d*°.
O

Ein exotischeres Beispiel:

Beispiel 6 (U-Bahn). Sei X die Menge der Berliner U-Bahnstationen und d(z,y) fiir
x,y € X die Lénge der kiirzesten Schienenverbindung zwischen = und y.

O

Beispiel 7 (Spurmetrik). Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist jede Teilmenge A C X
auf natiirliche Weise ein metrischer Raum mit der von d induzierten Metrik oder Spurmetrik

dA(x7y) = d(l‘,y)
fir x,y € A.



Beispiel 8 (Diskrete Metrik). Ist X eine Menge, so liefert
0 firz=y
d(x,y) = {1
sonst

eine Metrik auf X, die sogenannte diskrete Metrik. Beweisen Sie die Dreiecksungleichung.

O
Definition 9 (Beschrinktheit). Sei (Y, d) ein metrischer Raum.

(i) A CY heiBit beschrinkt, wenn gilt:
e Zu jedem y € Y gibt es ein M € R mit d(y,y’) < M fiir alle ¢ € A.
Ist Y # (), so ist das dquivalent zu folgender Bedingung:
e Es gibt ein y € Y und ein M € R mit d(y,y") < M fiir alle ¢’ € A.
(if) Fiir § # A C Y heit
diam A == sup {d(y',y") | /.y € A}
der Durchmesser von A. Wir setzen diam ) := 0.

(iii) Eine Abbildung f : X — Y einer Menge X heiflt beschrinkt, wenn f(X) C Y be-
schréankt ist.

Lemma 10. Eine Teilmenge A des metrischen Raumes (Y, d) ist genau dann beschrinkt,
wenn sie endlichen Durchmesser hat.

Beweis. Sie 0.E. A # (. Ist A beschréinkt, so gibt es M € Rund y € Y mit d(y,y’) < M fiir
alle y' € A. Also gilt fiir alle 3/, 3" € A

d(y',y") <d(y',y) +d(y,y") < 2M.
Damit ist diam A < 2M.
Ist umgekehrt M := diam A < oo und y € A, so gilt fiir alle 3/ € A
d(y.y') < M,
also ist A beschrinkt. O

Funktionenrdume. Wir nehmen nun eine ganz wesentliche Erweiterung unseres Horizontes
vor: Neben den Rédumen, auf denen unsere Funktionen definiert sind, betrachten wir auch
Réume, deren Elemente (Punkte?!) selbst Funktionen sind, sogenannte Funktionenrdume.
Denn wie zum Beispiel die Theorie der Potenzreihen zeigt, sind wir auch an der Konvergenz
von Funktionenfolgen interessiert.

Satz 11 (Supremumsmetrik). Seien (Y,d) ein metrischer Raum und X eine beliebige
Menge, beide # 0. Sei

BX,Y):={f: X—>Y ’f beschrinkt }
die Menge der beschrinkten Abbildungen von X in'Y . Dann definiert
d*'P(f, g) := sup {d(f(z), g(z)) |z € X }

eine Metrik auf B(X,Y), die sogenannte Supremumsmetrik.




Beweis. Sei g € X. Dann gibt es zu f,g € B(X,Y)
ein M mit

d(f(xo), f(x)) <M und d(g(zo),g(z)) <M
fir alle x € X. Daher ist fir alle x Y=R

d(f(x), g(x)) < 2M + d(f(x0), 9(x0)),

und sup,¢c x d(f(x),g(x)) € R. X=[a.b]
Also ist d*¥P : B(X,Y) x B(X,Y) — R definiert.

(1), (2) sind trivial. Zur Dreiecksungleichung:
d**(f,h) = sup d(f (), h(x))
< sup (d(f(2), 9(x)) + d(g(x), h(x)))
< supd(f(2), 9(x)) +sup d(g(z), h(z))
= d™(f,g) +d™"(g,h).
m

Bemerkung: Fir X = {1,...,n}, Y = R sind (B(X,Y),d**?) und (R",d*°) isometrisch
isomorph:
(B(X,Y),d*"?) = (R",d*).

Das heifit, es gibt eine Bijektion ¢ : B(X,Y) — R™, nidmlich
¢ f=(fQ1),.... f(n)),

fir die

d>(o(f), #(9)) = d>**(f, 9)-

10



Topologie in metrischen Riumen

e Wir erkliaren, was Umgebungen und was offene Mengen in einem metrischen Raum
sind und lernen deren wesentliche Eigenschaften kennen.

e Begriffe wie Konvergenz oder Stetigkeit lassen sich allein mit dem Offenheitsbegriff
ohne weiteren Riickgriff auf die Metrik definieren. Das ist der Ausgangspunkt der Ver-
allgemeinerung metrischer Radume zu sogenannten topologischen Rdaumen, aber darauf
gehen wir in diesem Semester nicht niher ein.

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Definition 12 (Umgebung, offen, abgeschlossen). Sei a € X.

(i) Fiir € > 0 heifit
Ue(a) :={z € X| d(z,a) < €}

die offene Kugel vom Radius € um a oder die (offene) e- Umgebung von a.
(ii) U C X heift eine Umgebung von a, wenn es € > 0 gibt, so dass U.(a) C U.
(iii) Y C X heift offen, wenn Y eine Umgebung jedes seiner Punkte x € Y ist.
(iv) Y C X heiit abgeschlossen, wenn X \'Y offen ist.

Beispiel 13. Fiir die Standardmetrik bzw. die Metrik d*° auf R? findet man:

O

Beispiel 14. Fiir die Supremumsmetrik auf B(X,Y") besteht U.(f) aus allen Funktionen
g: X — Y mit
sup{d(f(z),g(z)) [z € X} <e

O
Beispiel 15. Sei (X, d) = R mit der Standardmetrik.
10,1, J1l,00[, ]—o00,00[ sind offen
[0,1], [l,00[, ]—o00,00] sind abgeschlossen,
[0,1] ist weder offen noch abgeschlossen.
O
Beispiel 16. In jedem (X, d) sind X und () sowohl offen als auch abgeschlossen.
O
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Beispiel 17. Beziiglich der diskreten Metrik sind alle Teilmengen offen, also alle Teilmengen
auch abgeschlossen.

O

Beispiel 18. Die offenen Kugeln U, (a) sind offen (Dreiecksungleichung).

Satz 19. Die Menge der stetigen Funktionen
C%([a,b]) == {f : [a,b] = R | f stetig}

ist eine abgeschlossene Teilmenge von (B([a,b],R), d"P).

Beweis. Zunichst sind stetige Funktionen auf einem kompakten Intervall beschrinkt. Also
ist wirklich C%([a,b]) C B([a,b],R).

Sei f € B([a,b], R) unstetig an der Stelle 2y € [a, b]. Dann gibt es ein € > 0, so dass fiir alle
0 > 0 gilt:
Es gibt ein = € [a,b] mit |x — x| < ¢ und |f(z) — f(xo)| > €.

Sei nun g € Uc/3(f), dh. g € B([a,b],R) und sup [f — g| < ¢/3.
Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 also ein = € [a, b] mit |x — x| < ¢ und
e < [f(x) = fxo)| < |f(2) — g(@)| +]g(x) — g(xo)| + |g(x0) — f(0)]
——— —_—————
<e/3 <e/3

Also gibt es zu jedem ¢ > 0 ein = € [a, b] mit

|z —wo| <0 und |g(x) — g(zo)| =

Wl

Also ist g unstetig und U, 3(f) besteht nur aus unstetigen Funktionen. Daher ist die Menge
der unstetigen Funktionen in B([a, b], R) offen und das Komplement C°([a, b]) abgeschlossen.
O

Satz 20 (Metrische Rdume sind Hausdorffsche Riume). Sind xz,y € X zwei ver-
schiedene Punkte eines metrischen Raumes, so gibt es Umgebungen U von x und V wvon vy,
die disjunkt sind.

Beweis. Sei € := d(x,y). Wir setzen
U:=Ug(z), V:i=Ugya(y)
Wiére z € U NV, so wire
d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) <e/2+¢€/2=c¢.

Das ist ein Widerspruch zur Definition von e. Also gibt es kein z € U NV: Der Durchschnitt
ist leer. 0
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Satz 21 (Vereinigung und Durchschnitt offener Mengen). Die Vereinigung von be-
liebig wielen und der Durchschnitt von endlich vielen offenen Teilmengen eines metrischen
Raumes sind wieder offen.

Beweis. Sei (U;)ier eine Familie offener Mengen in X. Ist z €
mit x € U;. Weil U; offen ist, gibt es dazu ein € > 0 mit

el U;, so gibt es ein i €

Ue(z) cU; | JUs.
el

Also ist | J;c; Us offen.

Ist andrerseits « € (), .; U, so gibt es zu jedem ¢ € I ein €; > 0 mit

iel
U, (z) CUj.
Wir wéhlen zu jedem ¢ ein solches ¢; > 0. Ist die Indexmenge I endlich, so ist
e:=min{e; |i € [}
positiv, und es gilt fiir jedes i € T
Uc(z) C U, (x) C U;.

Daher ist
Ue(z) C (Ui
i€l
]

Fiir unendliches I klappt das letzte Argument des Beweises nicht und ist die Aussage auch
nicht richtig:

Beispiel 22. Der Durchschnitt der unendlich vielen offenen Intervalle | —
also nicht offen beziiglich der Standardmetrik auf R.

[C Rist {0},

11
n’n

Korollar 23. Der Durchschnitt von beliebig vielen und die Vereinigung von endlich vielen
abgeschlossenen Mengen sind wieder abgeschlossen.

Beweis. Der Beweis geschieht durch ,Dualisieren“. Man benutzt folgende Tatsache: Ist
(4;)ier eine beliebige Familie von Teilmengen von X, so gilt fir z € X:

e A <= z¢ | J(X\4)

icl i€l

Das heifit

4= x\ [JX\4)

i€l i€l

und ebenso

UAi=x\[(x\4)|

icl iel

Daraus ergibt sich mit dem vorstehenden Satz die Behauptung. O
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Bemerkung. Sei X eine Menge und 7 C P(X) eine Teilmenge der Potenzmenge von
X. Sind die Vereinigung beliebig vieler und der Durchschnitt endlich vieler Mengen aus 7
wieder in 7, so nennt man 7 eine Topologie fiir X und (X, 7) einen topologischen Raumﬂ
Die Mengen aus 7 nennt man dann die offenen Mengen von (X, 7). Ein beliebiges U C X
heifit eine Umgebung von x € X, wenn es eine offene Menge V' € T gibt, so dass

reV cU.

Topologische Rdume sind eine Verallgemeinerung der metrischen Rdume. In ihnen kann man
Begriffe wie Konvergenz, Stetigkeit usw. einfithren.

O

Satz 24 (Spurtopologie). Seien (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine beliebige
Teilmenge versehen mit der induzierten Metrik da. Dann sind die offenen Teilmengen von
(A,da) genau die Durchschnitte offener Teilmengen von (X,d) mit A:

B C A ist offen in (A,da) <= Es gibt eine offene Teilmenge Y in (X,d) mit B=ANY.

Der Satz gilt auch mit “abgeschlossen” statt “offen”.

Beweis. Zu (<). Selbst.
Zu (=). Sei B C A offen. Dann gibt es zu jedem z € B ein ¢(x) > 0 mit

BDU(m _{yeA‘dAxy)—d(ny<€ } AﬂUf(I)()
wobei
Ul (@) :={y € X |da(z,y) = d(z,y) < e(x) }.
Die Menge
Y= UL, @
rEB

ist als Vereinigung offener Teilmengen von X offen in X und es gilt B = ANY. Damit ist
,=* fiir offene Mengen gezeigt.

Ist B C A abgeschlossen in A, so ist A\ B offen in A. Also gibt es nach dem eben Bewiesenen
eine offene Teilmenge Y C X mit A\ B=ANX und B = AN (X \Y)ist der Durchschnitt
von A mit der abgeschlossenen Teilmenge X \' Y von X. O

Beispiel 25. Sei X =0, 3] mit der Standardmetrik d(z,y) = |z — y|. Uberlegen Sie, welche
Attribute auf welche Teilmengen von X zutreffen, welche nicht:

10,1] | ]2,3] | ]11,2] | ]0,3]

offen

abgeschlossen

O

1 Dabei definiert man den “leeren Durchschnitt” als X und die “leere Vereinigung” als §. Will man diese
logische Spitzfindigkeit vermeiden, so fordert man noch, dass X € 7 und 0 € 7.

14



Definition 26 (Inneres, abgeschlossene Hiille, Rand). Seien (X,d) ein metrischer
Raum und Y C X. Wir definieren:

(i) Das Innere von Y oder der offene Kern von Y ist die Menge
Y =Y = {y €Y |TsoUdly) C V).

o
Die Punkte von Y heiflen innere Punkte von Y.

(ii) Die abgeschlossene Hiille von Y ist die Menge

Y =X\ (X\Y)"

(iii) Der Rand von Y ist die Menge
oY =Y\ Y.

Satz 27. Sei Y C X. Dann gilt

(i) )?’ ist die grifste offene Menge in'Y :

v= U @

U offen,UCY

Insbesondere ist )3 als Vereinigung offener Mengen selber offen.
(i) Y ist die kleinste abgeschlossene Menge, die Y enthilt:
Y = N A,
A abgeschlossen, ADY

Insbesondere ist Y als Durchschnitt abgeschlossener Mengen selber abgeschlossen.

(iii) Die Randpunkte von'Y sind charakterisiert dadurch, dass jede ihrer Umgebungen Punk-
te von' Y und Punkte von X \'Y enthilt:

Y ={z € X |[Veso Uc(z) NY # 0 und Uc(z) N (X \Y) #0}.

dY ist abgeschlossen.

Beweis. Zu (i). Sei

v= |J ©

U offen, UCY

Zunichst gilt }?' C V. Ist ndmlich y € }S', so gibt es € > 0 mit U := Uc(y) C Y, und U ist
offen. Also ist y € V.

Weiter ist )3 D V. Ist ndmlich y € V, so gibt es ein offenes U C Y mit y € U. Da U offen

ist, gibt es ein € > 0 mit U (y) CU C Y. Also ist y € Y.

Damit ist }g =V.

15



Zu (#). Das beweisen wir durch ,,Dualisieren®.

vexvxe=x\ [ U ul= N @xw
(X\Y)DU offen (X\Y)DU offen
= N (X\U) = N A
YC(X\U),U offen Y CA, A abgeschlossen

Zu (ii1). Nach Definition ist
YAY? = (X\X\Y))\Y? =X\ (X\Y)°UY?).

In (X \Y)? liegen alle Punkte, die eine ganz in X \ Y liegende Umgebung besitzen. In Y
liegen alle Punkte, die eine ganz in Y liegende Umgebung besitzen. Also besteht Y \ Y
genau aus den Punkten, deren sdmtliche Umgebungen sowohl ¥ wie X \ Y treffen. Daraus
folgt Y =Y \ Y? und auch die Abgeschlossenheit von 9Y .

O
Beispiel 28. Seien
U:={(z,y,0) eR® |2 +y*> <1} CR?
E:={(z,y,0) €eR® |z, e R} CR?
Wir betrachten den R3 mit der Standardmetrik d. Dann ist das Innere (} =0 und
OU =U = {(z,y,0) €eR® |[2® +¢y* <1}.
Betrachtet man hingegen U als Teilmenge von
(E,dg), so ist
U="0, :
U={(zy,00eR® |2® +y> <1}, £
oU = {(z,y,0) eR® |2® +y* =1}.
O
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1.2 Konvergenz

e Wir definieren Konvergenz in metrischen Réumen.
e Wir konkretisieren das an sehr verschiedenen Beispielen.

e Wir untersuchen den Zusammenhang mit der Offenheit und Abgeschlossenheit von
Mengen.

e Als wichtige Sétze lernen wir das Schachtelungsprinzip und den Banachschen Fix-

punktsatz kennen.

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Definition 29 (Konvergente Folgen). Sei (x1)ren eine Folge in (X, d). Die Folge heifit
konvergent gegen a € X, und wir schreiben

kllngo rr =a oder x — a,
wenn limy_, oo d(x,a) = 0.
Dann heifit a der Limes oder Grenzwert der Folge.
Die Folge heifit konvergent, wenn es ein a € X gibt, so dass (zj) gegen a konvergiert.

Eine nicht konvergente Folge heifit divergent.

Sei E eine Eigenschaft, die fiir alle Glieder einer Folge (1) wahr oder falsch ist.
Wie im letzten Semester vereinbaren wir folgende dquivalente Sprechweisen:

e Es gibt ein ky € N, so dass E wahr ist fiir alle x; mit k£ > k.

e E gilt fiir fast alle Folgenglieder (oder fiir fast alle k).

o F gilt fiir alle hinreichend grofien k.
Dann ist limg_,o 25 = a, wenn in jeder Umgebung von a fast alle Glieder der Folge (zy)
liegen oder, dquivalent, wenn in jedem U,(a) mit € > 0 fast alle Glieder der Folge (x) liegen.

Nach der Hausdorff-Eigenschaft ist der Grenzwert einer konvergenten Folge eindeutig be-
stimmt.

Beispiel 30. Fiir R mit der Standardmetrik ist diese Konvergenz die iibliche aus Analysis I.
O

Satz 31 (Koordinatenweise Konvergenz). Wir betrachten eine Folge (zk)ken im R™

mit der Standardmetrik und schreiben xy, = (g1, ..., Tkn). Weiter seia = (aq,...,a,) € R™.
Dann gilt

lim zp =a < lim xy; = a; fir alle j.
k—o0 k—o0

Dasselbe gilt auch fiir R™ mit der dP-Metrik, 1 < p < oo beliebig.

Beweis. Sei 1 < p < oo Fiir alle k € Nund j € {1,...,n} gilt

n 1/p
|z — aj] < (Z |z ki — aﬁ’) <nMP sup |wg — ayl.

] 1<i<n

d(xzk,a)

17



Daraus folgt die Behauptung. Wie argumentiert man fiir p = co? 0
Bemerkung. Die Ungleichung im letzten Beispiel hat als einfache Konsequenz die Abschétzung

d®(z,y) < dP(z,y) < n'/Pd>=(z,y). (4)

Schliefilen Sie daraus, dass die offenen Mengen in (R™, dP) fiir jedes p € [1,+oo| dieselben
sind wie in (R™, d*°).

Satz 32 (Folgen-Abgeschlossenheit). Sei A cine Teilmenge des metrischen Raumes
(X,d). Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist abgeschlossen.
(i) Fiir jede konvergente Folge (xk)geny mit limay = x gilt:

(Vkl’kEA) — x € A.

A ist also genau dann abgeschlossen, wenn es beziiglich der Grenzwertbildung abgeschlossen
15t.

Beweis. Zu (i) = (i1). Sei A abgeschlossen. Sei () eine Folge in A und limxy, =z € X.
Zu zeigen: x € A. Wiire x ¢ A, so ldge a also in der offenen Menge X \ A, und diese wire
eine Umgebung von z. Dann ligen fast alle x5 in X \ A. Es liegt aber kein xj in dieser
Menge.

Zu (1i) <= (i). Der Grenzwert jeder konvergenten Folge in A liege wieder in A. Wir zeigen
X\ A ist offen. Andernfalls gibt es nédmlich einen Punkt z ¢ A, so dass kein U,(x) ganz
in X\ A liegt. Dann gibt es zu jedem k& € N ein 2 € A mit z; € Uk%l(a:) Offenbar

konvergieren die xj, gegen x € X \ A. Widerspruch! O

Beispiel 33 (Produktmengen). Seien A;,...,4, C R abgeschlossen. Dann ist auch
Ay X ... x A, C R™ abgeschlossen. Das folgt unmittelbar aus dem vorstehenden Satz in
Verbindung mit Satz [31]

O
Definition 34 (GleichméiBige Konvergenz). Eine Folge (fi)reny von Abbildungen
fi: X =Y

der Menge X # () in den metrischen Raum (Y, d) heit gleichmdifig konvergent gegen f :
X — Y, wenn gilt:

Ves0 TroeN Visk, Vaex d(fr(z), f(z)) <e.

Das ist dquivalent zu

Ves0 FkoeN Vi, sup d(fr(x), f(z)) < e.

rzeX

Beispiel 35. Eine Folge (fx) in B(X,Y) ist beziiglich der sup-Metrik konvergent gegen
f € B(X,Y) genau dann, wenn sie gleichmdfig gegen f konvergiert.

Der Begriff der gleichméfigen Konvergenz macht allerdings auch fiir Folgen unbeschréinkter
Funktionen einen Sinn.

O
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Beispiel 36 (Ungleichmiifige Konvergenz). Sei f, : [0,1] — [0, 1],z — 2* und sei

F@) = {1 fir z =1,

0 sonst.

Dann konvergiert fiir jedes = € [0,1] die Folge 1

(fi(@))ren gegen f(z).
Man sagt, die Funktionenfolge (fx) konvergiert

punktweise gegen f. Aber fiir jedes k ist

sup |fk(x) - f(.%‘)| =1, 04
0<z<1

0.2

und daher ist die Konvergenz nicht gleichméfig.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Satz 37. Sei (fx : [a,b] — R)ren eine Folge stetiger Funktionen. Ist diese Folge gleichmifiig
konvergent gegen f : [a,b] — R, so ist f stetig.

Beweis. Als stetige Funktionen auf einem kompakten Intervall sind die fi beschrénkt. Also
liegt die Folge in B([a,b],R). Auch die Grenzfunktion liegt in diesem Raum, weil sie sich
von fi fiir grofles k nur wenig, zum Beispiel weniger als 1 unterscheidet. Also ist sie auch
beschrénkt. Die Folge (fj) konvergiert also in B([a, b], R) gegen f. Nach Satzist C%([a, b))
abgeschlossen, und nach Satz 32| liegt der Grenzwert f dann auch in C°([a, b]). O

Definition 38 (Cauchyfolge). Eine Folge (x) in (X, d) heifit Cauchyfolge, wenn gilt:
Vex0 FkoeN Vi, i>ko (T, 71) < €.
Ist jede Cauchyfolge in (X, d) konvergent, so heifit (X, d) vollstindig.

Beispiel 39. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge. Das beweist man wie in der
Analysis 1.

O

Beispiel 40. Der R™ mit jeder der Metriken dP,1 < p ist vollstéindig. Ist ndmlich (zy)ren
eine Cauchyfolge, so ist wegen

1/p
ki — wul < | Y log — 2yl = d"(zy, 1)
J

fiir alle ¢ auch (x;) inn eine Cauchyfolge, also konvergent. Aber koordinatenweise Konver-
genz bedeutet Konvergenz im (R™, dP).

0
Beispiel 41. (B(X,Y),d®"?) ist vollstindig, falls (Y, d) vollstindig ist. (Beweis selbst).
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Satz 42. Ist (X,d) vollstindig und A C X versehen mit der induzierten Metrik da, so gilt

(A,da) vollstindig < A abgeschlossen.

Beweis. Zu (= ). Sei (A, d4) vollstindig und sei (ag)ren eine Folge in A, die gegen © € X
konvergiert. Wir miissen zeigen, dass x € A.

Als konvergente Folge ist (ay) eine d-Cauchyfolge. Damit ist sie aber wegen d(ag,a;) =
da(ag,a;) auch eine d4-Cauchyfolge und nach Voraussetzung konvergent gegen ein a € A.
Das bedeutet limda(ag,a) = limd(ag,a) = 0. Also konvergiert (ai) auch in X gegen a.
Dann ist aber wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes z = a € A.

Zu (<=). Seien nun A abgeschlossen und (aj) eine Cauchyfolge in (A,d4). Das ist dann
auch eine Cauchyfolge in (X, d), also konvergent gegen ein « € X. Weil A abgeschlossen ist,
liegt = in A und ist der Grenzwert von (ax) in (A,d4). O

Satz 43 (Schachtelungsprinzip). Sei (X,d) vollstindig und
Ag DA D ... (5)

eine ,absteigende® Folge von abgeschlossenen Mengen # 0. Es gelte limy_, o, diam Ay = 0.
Dann gibt es genau ein x* € X, das in allen Ay, liegt:

{z*} =[] 4.
k=0

Beweis. Eindeutigkeit. Sind z§, 27 € (e, Ak, so gilt
x5, x] € A fur alle k € N,
und daher
d(xf, z7) < diam Ayg.
Daher ist d(zf, z7) = 0, also xf = z7.
Existenz. Wéhle aus jedem Ay ein ai. Wir wollen zunéichst zeigen, dass die Folge (ay) eine
Cauchyfolge ist. Sei also € > 0. Da diam Ay, — 0 gibt es ein kg € N mit
diam A, < e fir alle & > k.
Sind k,l > kg, so sind nach
ar,a; € Ak0~
Damit ist aber
d(ag,a;) < e

und (ay,) ist eine Cauchyfolge. Weil (X, d) vollsténdig ist, ist sie konvergent gegen ein z* € X,
und es bleibt zu zeigen, dass z* € Ay, fiir alle k. Aber die Folge (a;);> ist, wiederum wegen
, eine Folge in der abgeschlossenen Menge Ay, und deshalb liegt ihr Grenzwert in Ay.

O

Lemma 44 (Cauchyfolgenkriterium). Sei (zy)ren eine Folge im metrischen Raum
(X,d). Setze ay, := d(xp, Tpt1). Ist Y oo ax konvergent, so ist (zy)ken eine Cauchyfolge.
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Die Umkehrung gilt aber nicht, finden Sie ein Gegenbeispiel.

Beweis. Nach der Dreiecksungleichung ist

k-1 k-1
d(wp, wen) < Y d(zj,zim) = > a; = |sppi-1 — sk,
=k =k

wenn s, die k-te Partialsumme der Reihe chzo ay bezeichnet. Die bilden aber nach Vor-
aussetzung eine Cauchyfolge. O

Definition 45. Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Riumen (X, dx), (Y, dy)
heifit kontrahierend, wenn es ein A €]0, 1] gibt, so dass fiir alle x1,22 € X

dy (f(w1), f(w2)) < Adx(z1,72).

Wichtig ist die echte Ungleichung A < 1. Die Zahl A heifit dann auch ein Kontraktionsmodul
von f.

Satz 46 (Banachscher Fixpunktsatz). Seien (X,d) ein nicht-leerer, vollstindiger me-
trischer Raum und f : X — X eine kontrahierende Abbildung. Dann hat f genau einen
Fizpunkt: Es gibt genau ein * € X mit f(z*) = x*.

Ist g € X und definiert man rekursiv xx1 = f(xy) fir alle k € N, so ist die Iterationsfolge
(zk)ken konvergent gegen x*.

Beweis. Zur Einzigkeit. Aus f(z7) = z7 und f(x3) = x5 folgt
d(a1,23) = d(f(x1), f(23)) < Ad(z7, 25) < d(a7,23).
Daraus folgt d(z3,x3) = 0, also x7 = x3.

Existenz. Seien o € X und dazu (zy)ren definiert wie im Satz. Wir zeigen, dass (zx)ken
eine Cauchyfolge ist. Zunéchst ist

d(zg, Thy1) < M(wp—1,78) < Nd(xp—2,25-1) < ... < Nd(2g,21)

Weil die Reihe Y72 A¥d(z0, z1) konvergiert, ist nach dem Cauchyfolgenkriterium () also
eine Cauchyfolge und wegen der Vollsténdigkeit konvergent gegen ein z* € X.

Es bleibt zu zeigen, dass x* ein Fixpunkt von f ist. Beachten Sie dazu, dass fiir alle k
d(f(z"),2") < d(f(z"), 2h41) + d(@ps1,27) < d(f(27), f(zr)) + d(@py1,27)
< Ad(z*, xg) +d(xpg1,27) .
—_——— ————
—0 —0
Es folgt d(f(x*),z*) = 0, also f(z*) = x*. O

Bemerkung. Die Behauptung des Satzes gilt auch unter der schwiicheren(!) Voraussetzung,
dass nicht f, aber fiir ein m € N die m-te Iteration f™ := fo...o f kontrahierend ist. Beweis
als Ubung.
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1.3 Kompaktheit

e Mit der Kompaktheit lernen wir einen zentralen Begriff der Topologie, der Analysis
und der Geometrie kennen.

e Die Definition mittels offener Uberdeckungen ist logisch nicht ganz einfach, dafiir aber
an die vielfdltigen Verwendungen der Kompaktheit angepasst. Da miissen Sie also
durch ....

e Im R” gibt es eine einfache Charakterisierung kompakter Mengen (Satz von Heine-
Borel), die aber in unendlich-dimensionalen (und vielen anderen) Réumen nicht greift.

e Mit der Hausdorffmetrik sprechen wir kurz den Themenkreis der fraktalen Geometrie
an.

Definition 47 (Kompaktheit). Seien (X, d) ein metrischer Raum und A C X.

(i) Eine offene Uberdeckung von A ist eine Familie (U;);cr von offenen Teilmengen U; C X,
so dass A C ¢, Us.

(ii) A heiBt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von A eine endliche Uberdeckung von
A enthilt, d.h. wenn gilt: Ist (U;);cr eine offene Uberdeckung von A, so gibt es eine
endliche Teilmenge K C I, so dass A C UiEK U;. Man nennt (U;);cx dann auch eine
endliche Teilu’berdeckunﬂ von A.

Beispiel 48. Sei (a,,) eine gegen a € X konvergente Folge in einem metrischen Raum. Dann
ist A := {a} U{a, |n € N} kompakt. Hat man nimlich eine offenen Uberdeckung (U;)icr
gegeben, so liegt a in einer der offenen Mengen. In dieser liegen dann aber fast alle ay, und
man braucht nur noch endlich viele weitere U;, um den Rest ,,einzufangen*.

O
Beispiel 49. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) ist genau dann kompakt,
wenn sie als (triviale) Teilmenge von (A, d4) kompakt ist. Beweisen Sie das!

O

Verallgemeinerung auf topologische Riume. Da die vorstehende Definition nur den Begriff offener
Mengen, nicht aber explizit die Metrik benutzt, iibertrigt sie sich unmittelbar auf topologische Raume.

Auch die vorstehenden Beispiele iibertragen sich.

Satz 50. Seien Ih,...,I, abgeschlossene und beschrinkte Intervalle in R, Iy = [ak,bg].
Dann ist der abgeschlossene Quader

Q=05 x...x1I,

kompakt.

Beweis. Sei (Uy)ier eine offene Uberdeckung von Q.

Annahme: Keine endliche Teilfamilie von (U;);¢s iiberdeckt ganz Q.

2Der Name ist etwas problematisch: ,, Teil“ heiBt nicht, dass nur ein Teil von A iiberdeckt wird, sondern,
dass man nur einen Teil der Familie offener Mengen — genauer: eine Teilmenge der Indizes — benutzt.
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Wir zerlegen ) durch Halbieren aller Seiten in 2™ abgeschlossene Teilquader vom halben
Durchmesser. Dann gibt es wenigstens eines dieser Teilquader, wir nennen es ), welches
nicht durch endlich viele der U; zu iiberdecken ist. Wir zerlegen 1 durch Halbieren aller Sei-
ten in 2™ abgeschlossene Teilquader vom halben Durchmesser. Dann gibt es wenigstens einen
dieser Teilquader, wir nennen es ()2, welches nicht durch endlich viele der U; zu iiberdecken
ist. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens finden wir eine Folge von abgeschlossenen Quadern

QDOQ1DQyD...

mit diam @ — 0, deren keines sich durch endlich viele der U; iiberdecken 14t. Nach dem
Schachtelungsprinzip gibt es « € (| Qr C Q. Nach Voraussetzung gibt es ein ig mit « € U,,.
Weil U;, offen ist, gibt ein € > 0 mit U.(z) C U;,. Dann liegt aber jeder Quader Qj vom
Durchmesser < € ganz in U;,. Widerspruch! O

Fir n = 1 liefert der Satz:

Korollar 51. Intervalle [a,b] mit —oo < a < b < +oo sind kompakt in R.

Satz 52. FEine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist abgeschlossen und be-
schrankt.

Beweis. Sei A C X kompakt. Zum Beweis miissen wir geeignete offene Uberdeckungen von
A konstruieren und ausnutzen, dass sie endliche Teiliiberdeckungen besitzen.

Zur Beschriinktheit. Ist X = () so ist nichts zu zeigen. Andernfalls sei x € X und fiir k € N
sei

Uk = Uk+1($).

Jedes a € A liegt dann in Uy, sobald k + 1 > d(a,x). Also bildet (Uy,)nen eine offene
Uberdeckung von A, und wegen der Kompaktheit gibt es ein n € N mit

AC O U, =U,.
k=0

Daher ist A beschrénkt mit einem Durchmesser < 2(n + 1).

Zur Abgeschlossenheit. Sei z € X\ A. Zu jedem a € A sei U, eine offene Kugel um a

mit Radius % d(a,z). Offenbar bildet (U,)qca eine offene Uberdeckung von A, und nach
Voraussetzung gibt es also ein n € N und ag, ..., a,, so dass

Ac CJ Ua,
k=0

Sei )
€= min{d(z,ax) |0 < k < n}

Dann ist € > 0 und fiir alle k£ € {0,...,n}
Ue(z)NU,, = 0.

Daher ist Uc(x) C X \ 4, also X \ A offen und A abgeschlossen.
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Satz 53. Eine abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Teilmenge ist kompakt.

Beweis. Seien A C X kompakt und B C A eine abgeschlossene Teilmenge. Sei (U;);cs eine
offene Uberdeckung von B. Wir suchen eine endliche Teiliiberdeckung.

Durch Hinzunahme der offenen Menge U := X \ B erhilt man eine offene Uberdeckung von
A. Weil A kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge K C I mit

AcUu | Uk
keK
Wegen BNU = () ist dann aber
Bc | U,
keK
und wir haben fiir B eine endliche Teiliiberdeckung von (U;);cr gefunden. O

Satz 54 (Heine-Borel). Eine Teilmenge A des R™ mit der Standardmetrik ist kompakt
genau dann, wenn sie abgeschlossen und beschrdinkt ist.

Beweis. Trivial nach den Sétzen und O

Dieser Satz ist falsch in allgemeinen metrischen Rdumen.

Beispiel 55. Sei M eine unendliche Menge und (X,d) = (B(M,R),d*"?). Fiir m € M sei
fm € B(M,R) definiert durch

fn(n) = {1 fir m = n,

0 sonst.
Dann gilt
sup 0 fiir m =n,
1 sonst.
Die Menge

A= { fm | me M }
hat daher den Durchmesser diam(M) = 1 und ist beschrinkt.

Betrachtet man A als Teilmenge von A mit der durch d**? induzierten Metrik, so ist A trivia-
lerweise auch abgeschlossen. Nach (6 ist U 1(fm) N A= {fn}, und die offene Uberdeckung

(U% ( fm)) von A besitzt deshalb keine endliche Teiliitbderdeckung. Also ist A als Teil-

meM
menge von (4, d%”) nicht kompakt, wohl aber abgeschlossen und beschréinkt.

Derselbe Beweis klappt fiir jede unendliche Menge mit der diskreten Metrik.

Nach Satz ist A auch als Teilmenge von (B(M,R),d**?) nicht kompakt. Es ist aber
beschréinkt, s. oben, und auch abgeschlossen, wie wir mittels Satz [32] noch zeigen wollen.
Eine konvergente Folge in A ist eine Cauchyfolge. Nach @ und dem Cauchykriterium mit
€ < 1 sind dann aber fast alle Folgenglieder gleich, also gleich dem Limes, der damit ebenfalls
in A liegt.

O
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Satz 56 (Bolzano-Weierstrafl). Sei (X,d) ein metrischer Raum, A C X kompakt und
(zn)nen eine Folge in A. Dann besitzt (x,,) eine konvergente Teilfolge.
Bemerkung: Weil A abgeschlossen ist, liegt der Limes dann in A.

Umgekehrt ist eine Teilmenge A eines metrischen Raumes kompakt, wenn in ihr jede Folge
eine konvergente Teilfolge besitzt. Der Beweis ist etwas trickreich (Vgl. zum Beispiel Klaus
Janich, Topologie, Springer Hochschultext, 2. Aufl. p.97). Wir verzichten darauf.

Beweis. Falls es ein a € A gibt, so dass # {k |xk € U} = oo fiir jede offene Umgebung U
von a, so ist dieses a Grenzwert einer konvergenten Teilfolge: Wihle namlich ng € N beliebig
und zu jedem k € N\ {0} ein n; € N fiir das

Tn,, € Ui (a) und
ng > Ngk—1.
Unter den gemachten Voraussetzungen ist das moglich und liefert die gesuchte Teilfolge.

Gibt es kein solches a, so besitzt andererseits jedes a eine offene Umgebung U, fiir die
#{k |xk GUa} < 00.

Die Familie (U,)qca ist eine offene Uberdeckung des kompakten A, also gibt es ein n € N
und ag,...,a, € A, so dass
ACUzU...UU,,.

Dann ist aber # {k |xk € A} < oo im Widerspruch dazu, dass die Folge (x,)nen eine
unendliche Folge ist. Dieser Fall kann also nicht auftreten. O

Korollar 57. Jeder kompakte metrische Raum ist vollstindig.

Beweis. Ist (X, d) kompakt und (zj)r eine Cauchyfolge in X, so hat diese nach Bolzano-
Weierstrafl eine gegen z* € X konvergente Teilfolge (z1,);jen. Beweisen Sie mit der Drei-
ecksungleichung, dass dann die ganze Folge (zy)r gegen x* konvergiert. O

Korollar 58 (Lebesguesche Zahl). Seien (X,d) ein metrischer Raum, A C X kompakt
und (U;);er eine offene Uberdeckung von A. Dann gibt es eine positive Zahl &, so dass gilt:

Fiir alle a € A gibt es ein i € I mit Us(a) C Uj.

Jedes solche § nennt man eine Lebesquesche Zahl der Uberdeckung (Ui)ier von A.

Beweis. Andernfalls gibt es zu jedem 6 > 0 ein a € A, so dass Us(a) in keinem einzelnen der
U; enthalten ist. Wir wihlen eine Nullfolge (0x )reny und zu jedem dj, ein solches aj, € A. Weil
A kompakt ist, gibt es nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine konvergente Teilfolge der
(ar) mit Limes a* € A. Wir kénnen o.E. annehmen, dass limy_,o, ax = a*. Dann gibt es ein
ig € I mit a* € Uig~

Weil U, offen ist, gibt es ein € > 0 mit Uc(a*) C U;,. Wihle k& € N so groB, dass dx < §
und d(ag,a*) < 5. Dann ist nach der Dreiecksungleichung Us, (ax) C U;, im Widerspruch
zur Wahl von ay.
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Beispiel 59 (Cantorsches Diskontinuum). Fiir ein kompaktes Intervall [a, b] definieren

elfo,b) = fo, 222 (212

Die Menge c([a,b]) erhédlt man also aus [a,b], indem man das mittlere Drittel aus dem
Intervall herausnimmt.

b

2a+b a+2b
3 3

Sie besteht aus zwei kompakten Intervallen der Lénge b_?“. Fiir die Vereinigung endlich

vieler disjunkter kompakter Intervalle I; U . ..U I,, definieren wir
c(lU...Ul,) =c(l1)U...Uc(ly).

Dann ist also ¢(I3 U ... U I,) wieder die Vereinigung disjunkter kompakter Intervalle. Ist
L := maxj<i<n( Linge von I), so ist das langste Teilintervall aus ¢(I; U... U I,) von der
Lange L/3. Wir beginnen nun mit Cy := [0, 1] und definieren induktiv

Ck+1 = C(Ck).

Die Menge C := (), Cy, heifit das Cantorsche Diskontinuum. Als Durchschnitt abgeschlosse-
ner Mengen ist C' abgeschlossen und offenbar beschrénkt, also kompakt und offenbar nicht
leer (0 € C).

Sind x und y zwei Punkte von C' mit Abstand d > 0, so liegen sie in jedem CY, insbesondere
in einem CY, dessen Intervall alle kiirzer als d sind. Zwischen je zwei verschiedenen Punkten
x, y € C gibt es also einen Punkt aus R\ C. Daher riihrt der Name Diskontinuum.

O

Beispiel 60 (von Kochsche Kurve).

Wir beginnen mit einem gleich-
seitigen Dreieck K, das in der
Figur getont ist. Auf das mitt-
lere Drittel jeder Seite setzen wir
ein (gefiilltes) gleichseitiges Drei-
eck und erhalten einen ,Stern“

K. Offenbar liegt K7 in der ab-
geschlossenen Umkreisscheibe U
von Kj.

Auf das mittlere Drittel jeder Seitenkante von K setzen wir wieder ein gleichseitiges Dreieck
und erhalten K. Weil jede Seitenkante auch Seitenkante eines gleichseitigen Dreiecks in
U ist, liegen die angesetzten Dreiecke in U. Fortsetzung des Verfahrens liefert eine Folge
(K;)jen von Teilmengen von U. In der obigen Abbildung ist diese Konstruktion nur lokal
durchgefiihrt. Wir setzen

K=|JK;.

jeN
Den Rand 0K nennt man die von Kochsche Kurve oder die von Kochsche Schneeflocke. Als

Rand einer Menge ist sie abgeschlossen, und weil sie in der kompakten Menge U liegt, ist
sie kompakt.
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Weil die Lénge von 0Kj41 das %—fache der Linge von 0K, ist, ist es plausibel, der von
Kochschen Kurve eine unendliche Lénge zuzusprechen. Die von ihr eingeschlossene Fliche
K ist hingegen offensichtlich von endlichem Flidcheninhalt. Allerdings fehlen uns einstweilen
exakte Definitionen fiir Linge (von was?) und Flicheninhalt.

O

Beispiel 61 (Hausdorffmetrik). Sei FX die Menge der nicht-leeren kompakten Teilmen-
gen eines vollstindigen (kompakten) metrischen Raumes (X, d). Definiere fir A, B € FX

(i) d(x, B) :=inf{d(x,y) |y € B} fiir x € A,

(ii) d(A, B) :=sup{d(x, B) |z € A}, (wohldefiniert, weil d(., B) stetig auf der kompakten
Menge A),

(ii) 7(A, B) := sup{d(A, B),d(B, A)}.

Dann ist (FX,h) ein vollstdndiger (kompakter) metrischer Raum, der Raum der Fraktale.
h heiBt die Hausdorffmetrik. Vgl. [M. Barnsley, Fractals everywhere, Academic Press 1988].

Die nebenstehende Abbildung d(AB)
zeigt, dass d(A, B) nicht symme- .
trisch ist.

BCA = d(BA)=0

Nachweis der Metrik-FEigenschaften.
Die Symmetrie ist klar.
Es gilt
h(A,B) =0 < d(A,B) =0 und d(B, A) = 0.

Weiter ist

d(A,B)=0 < d(z,B)=0firallezre A <— AC B.
Also h(A, B) =0 genau dann, wenn A = B.
Dreiecksungleichung. Seien a € A,b € B,c € C.

d(a,c) <d(a,b) +d(b,¢c) = d(a,C) < d(a,b)+d(b,C)
= d(a,C) < d(a,b) +d(B,C)
= d(a,C) <d(a,B)+d(B,C)
= d(A,C) <d(A,B)+d(B,C)
— d(A,C) < h(A, B) + h(B,C)

Die rechte Seite ist in A und C' symmetrisch, und deshalb folgt auch
d(C,A) < h(A,B) + h(B,C),

also h(A,C) < h(A, B) + h(B,C).
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Beispiel 62 (Noch einmal die von Kochsche Kurve). Seien A = 0Ky und B = 0K,
die beiden ersten Randkurven der von Kochschen Konstruktion:

Sei a die Seitenléinge des Dreiecks A. Dann ist (vgl. Abbildung) beziiglich der Standardmetrik
des R?

(A, B) < %
d(B, A) = %Jﬁ
h(A, B) = %\/3

Allgemeiner ist fiir die Randfolge (0K;) der von Kochschen Konstruktion h(0Ky, 0Kjy1) =
(v/3/6)F+1a. Also ist (OK})ren eine Cauchyfolge in FR? und man kann zeigen, dass die von
Kochsche Kurve ihr Grenzwert ist.

O

Bemerkung. In Dugundji, Topology findet man fiir kompaktes X dazu noch folgende
Ubungsaufgaben:

(i) Fiir beliebiges E C X ist
{Ae FX|ECA}

abgeschlossen.
(ii) Setze fur beliebiges E C X
I(E)={Ae FX|ACE}
J(E)={Ae FX|ANE #0}.
Dann sind I(E) und J(F) mit E offen bzw. abgeschlossen.
(iii) Die Abbildung FX — R, A — diam(A) ist stetig.
(iv) Die Abbildung FX x FX — R, (4, B) — d(A, B) ist stetig.
(v) FX ist kompakt.
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1.4 Zusammenhang

e Die Rolle der Intervalle in R wird in metrischen Rdumen iibernommen von den soge-
nannten zusammenhdngenden Mengen, die wir jetzt kennenlernen.

Jede Menge X mit mindestens zwei Elementen 148t sich trivialerweise schreiben als Vereini-
gung zweier nicht-leerer disjunkter Teilmengen. Aber nicht jeder metrische Raum 148t sich
schreiben als Vereinigung zweier nicht-leerer disjunkter offener Mengen.

Definition 63 (Zusammenhang). Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(i) X heiBit zusammenhdngend, wenn es nicht die Vereinigung zweier nicht-leerer disjunk-
ter offener Mengen ist:

Fiir alle offenen U,V C X mit

UNV=0 und UUV =X

gilt
U=0 oder V =40.

Das ist dquivalent zur Forderung, dass () und X die einzigen zugleich offen und abge-
schlossen Teilmengen sind.

(ii) Eine Teilmenge A C X heifit zusammenhdngend, wenn (A, d4) zusammenhéngend ist.

(iii) X heifit wegzusammenhingend, falls es zu je zwei Punkten p,q € X einen Weg von p
nach ¢, d.h. eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — X mit ¢(0) = p und ¢(1) = ¢ gith|

Satz 64 (Zusammenhiingende Teilmengen). Seien (X,d) ein metrischer Raum und
A C X. Dann ist A genau dann zusammenhdngend, wenn gilt:
Fiir alle offenen U, VC X mit

UNV=0 und UUV DA

gilt
UNA=0 oder VNA=J(.

Beweis. Zu (= ). Sei (A,d4) zusammenhingend und seien U,V C X wie im Satz. Dann
sind U N A und V N A offene Teilmengen von (A, d ) mit leerem Durchschnitt, deren Verei-
nigung A ist. Alsoist UN A =0 oder VN A=.

Zu («<=). Wir wollen zeigen, dass (A,d4) zusammenhéngend ist. Seien also U,V C A
offen in A mit UNV =0 und U UV = A. Dann gibt es offene Mengen U,V von X mit

UNA=U, VNA=V.

Aber um die Vorausetzungen anwenden zu kénnen, miissen U und V disjunkt sein. Deshalb
miissen wir die Erweiterungen U und V von U und V sorgfiiltig konstruieren.

Wir wéhlen zu jedem x € U ein e(z) > 0 mit U,y (2) N A C U. Das geht, weil U offen ist
in A. Wir definieren ~

zeU

3 Allerdings haben wir noch gar nicht definiert, was stetige Abbildungen sind. Das ist also eine Definition
»auf Vorrat®.
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Entsprechend definieren wir f/~ Natiirlich sind das offene Teilmengen von (X,d), und sie
sind auch disjunkt: Wére z € UNV, so gdbe es z € U und y € V mit

z € Uée(w)(ﬂf) n U%e(y) (¥)-

Sei etwa €(y) < e(x). Dann ist aber

A(w,y) < d(w, )+ d(z,9) < 3e(w) + 5ely) < e(2)

Dann wiire aber y € U im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist U NV = 0.

Jetzt konnen wir die Voraussetzungen auf U und V anwenden und erhalten UNA =U = ()
oder VNA=V=10. O

Zeigen Sie (spéter) entsprechend: Fiir A C X ist (A4, d ) wegzusammenhéingend genau dann,
wenn es zu allen p,q € A eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — X mit ¢(0) = p und ¢(1) = ¢
mit ¢([a,b]) C A gibt.

Bemerkung zur Verallgemeinerung auf topologische Riume. Die obige Definition des Begriffs
zusammenhdngend benutzt nur offene Mengen, nicht explizit die Metrik. Daher 148t sich die Definition
ohne Modifikation auf topologische Rdume erweitern. Die schwierige Richtung von Satz @ gilt allerdings
nicht fiir topologische Rdume. Ein Gegenbeispiel findet man so: Man nimmt eine Menge X, die wenigstens
drei verschiedene Punkte O, P, Q enthalt. Man definiert

T={0tu{y CcX|OeY}

als System der offenen Menge. 7 ist abgeschlossen gegeniiber Durchschnitt und Vereinigung, definiert also
wirklich eine Topologie auf X . Die Teilmenge A = {P, Q} enthilt die in A offenen disjunkten Teilmengen
U = {P} und V = {Q}. Aber diese lassen sich nicht zu disjunkten in X offenen Teilmengen erweitern,
weil jede solche den Punkt O enthilt.

Satz 65. Sei AC BC AC X und sei A zusammenhdngend. Dann ist auch B zusam-
menhdngend. Insbesondere ist auch A zusammenhdingend.

Beweis. Seien U,V C X offen und disjunkt mit B C U U V. Wir miissen zeigen, dass
UNB=0oder VNB=(. Weil A zusammenhingend ist, gilt UN A =0 oder VN A=0.
Sei etwa UN A = 0. Wire U N B # (), so giibe es also ein b € U N B und, weil U offen ist,
dazu ein € > 0 mit U(b) C U. Natiirlich ist b € A. Also liegen in U.(b) auch Punkte von A.
Die liegen dann aber in U. Widerspruch zur Annahme U N A = (! O

Satz 66. Die zusammenhdngenden Teilmengen von R sind genau die Intervalle.

Beweis. Sei J ein Intervall. Seien U,V C R offen mit UNV =0 und J CU U V.
Annahme: p € UNJ, r € VN J und o.E. p < r. Wir miissen zeigen, dass dies zum
Widerspruch fiihrt. Sei

q :=sup{t|[p,t] CU}.

Dann gilt nach Voraussetzung ¢ < r < co. Offenbar ist ¢ ¢ U, denn andernfalls wiire wegen
der Offenheit von U auch [p,q+ €] C U fiir kleines € > 0 im Widerspruch zur Wahl von gq.

Andrerseits ist ¢ ¢ V', weil sonst wegen der Offenheit von V' auch ¢ —e € V fiir kleines € > 0
im Widerspruch zur Wahl von q.

Damit ist ¢ ¢ U U V. Widerspruch zu g€ J CUUV.
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Sei J C R zusammenhéngend. Seien p < ¢ < r mit p,r € J. Wire q ¢ J, so wiire

J C] —oo,q[U]q,oo[,

also J C ] —o00,q[ oder J C ]g,o00[ im Widerspruch dazu, dass p in der einen, ¢ in der
anderen dieser Mengen liegt. O
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1.5 Stetige Abbildungen

e Nachdem der Konvergenzbegriff in metrischen Rdumen erklért ist, ist es leicht, auch
die Stetigkeit von Abbildungen solcher Rdume zu erkléren.

e Wir machen uns mit der Bedeutung dieses Begriffes in verschiedenen einfachen Situa-
tionen vertraut und formulieren Rechenregeln fiir stetige Abbildungen.

e Etwas abstrakter ist die Charakterisierung der Stetigkeit mittels offener oder abge-
schlossener Mengen.

Definition 67 (Stetigkeit). Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Réiume, G C X eine
Teilmenge und f: X D G — Y eine Abbildung.

(i) f heiBt stetig in p € G, wenn lim,_,, f(z) = f(p) ist, d.h. wenn fiir jede gegen p
konvergente Folge (zy)ren in G auch limg_,o f(zr) = f(p) ist.

(ii) f heiBt stetig in oder auf G, wenn es stetig in jedem Punkt p € G ist.

(iii) Offenbar ist f : X D G — Y im Sinne dieser Definition stetig (in p € G), genau dann,
wenn es (in p) stetig ist als Abbildung des metrischen Raumes (G, dg) nach Y.

Beispiel 68 (Komponentenweise Stetigkeit). Ist (X, dx) beliebig und (Y, dy) = R™, so
ist f = (f1,--.,fm) genau dann stetig in p, wenn alle Komponentenfunktionen f; : X — R
in p stetig sind. Das folgt unmittelbar aus der Definition und Satz [31]

O

Partielle Stetigkeit. Bei einer Abbildung f : X — R™ kann man also die Stetigkeit
einfach an den (reellwertigen) Komponentenfunktionen untersuchen. R™ oder R auf der
rechten Seite macht also ,,keinen groflen Unterschied®. Jetzt betrachten wir umgekehrt eine
Funktion f : R® D G — Y. Dann kénnen wir f(z) = f(z1,...,2,) als Funktion jeder
einzelnen Variablen betrachten, indem wir uns vorstellen, dass die anderen festbleiben. Es
stellt sich die naheliegende Frage, ob f in p stetig ist, wenn alle die Funktionen

Zy— f(xlap%pfia"'?pn)
€T — f(p1’w23p33"'apn)
xr3 — f(p17p27x3a"'apn)

Ty f(p1»P2»P3»~-axn)

stetig sind. Man nennt das partielle Stetigkeit, weil man immer nur einen Teil der Variablen
- némlich eine - als variabel betrachtet. Folgt aus partieller Stetigkeit die Stetigkeit? Das ist
nicht so:

Partielle Stetigkeit impliziert NICHT Stetigkeit.
Beispiel 69. Sei f:R? — R gegeben durch f(0,0) := 0 und

flay) = 5 i (@.9) # (0,0).

Fiir A € R geht namlich die Folge (4, %) gegen (0,0), aber es ist

1A A A

f<%’%):k2($+ﬁ) BEESE
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Fiir A # 0 und k¥ — oo geht das also nicht gegen 0 = f(0,0). Andererseits ist f in (0,0)
wegen f(z,0) =0 = f(0,y) aber partiell stetig.

Dieses Beispiel zeigt genauer, warum partielle Stetigkeit viel schwécher ist als , totale“ Ste-
tigkeit: Die Variable x muf} sich der Stelle p auf beliebige Weise nidhern diirfen. Bei der
partiellen Stetigkeit schrinkt man sich aber auf achsenparallele Annéherung ein.

NS

In unserem Beispiel ist die Funktion auf allen Geraden durch den Nullpunkt jeweils kon-
stant (Wert A/(1+ A?)), nur im Nullpunkt hat sie definitionsgemif den Wert 0. Der kommt
heraus, wenn man auf der z-Achse (A = 0) oder auf der y-Achse (A = o0) an den Nullpunkt
heranlauft, aber eben nur dann.

Selbst wenn f(z) — f(p) bei Anndherung auf allen

Geraden durch p gilt, folgt daraus nicht die Stetigkeit \ /
in p. Ein Gegenbeispiel liefert die Funktion g mit
g(z,y) = 1, falls y = 22 # 0, und g(z,y) = 0 sonst. /[\

Wie sieht der Graph dieser Funktion aus?

Beispiel 70. Die Abbildungen

a:R? SR, (z1,22) — 1 + 22
p:R?Z SR, (z1,22) — T2
€

n:R2D {(x1,22) |22 # 0} = R, (x1,22) — o

sind stetig.
Wir zeigen das fiir a. Seien p = (p1,p2) € R? und (2 = (Th1, Tr2)) ey €ine Folge mit
lim x; = p. Dann ist

d(a(zr), a(p)) = [(zr1 + Tr2) — (1 4+ p2)| < TRt — p1| + |2R2 — P2l

Aber nach Satz [31] folgt aus lim xj, = p, dass limxy; = p; fiir i = 1, 2. Daher geht die rechte
Seite gegen Null und lim a(zx) = a(p).

Beweis flir g und 7 selbst. Fiir den letzteren Fall benutzt man die Abschétzung

TP

x2 b2

T1p2 — T2p1
Z2p2

|1 — pil[p2| + [p1llp2 — 22

<
|$2P2|

33



Beispiel 71. Dieselben Argumente wie im vorstehenden Beispiel zeigen die Stetigkeit der
Determinante

det : M(n, R) — R, (J?ij) — Z Sign 0Z15(1) - - - Tno(n)>
wenn man den Raum M (nR) der quadratischen n-reihigen Matrizen auf die offensichtliche

Weise mit dem R™ identifiziert und eine der IP-Metriken verwendet. Auch die mit der
Transponierten (z;;)7 gebildete Abbildung

M(n,R) — M(n,R), (xi;) — (xi;)(2i;)"

gebildete Abbildung ist stetig.

O
Beispiel 72. Seien (X, d) metrischer Raum und ¢ € X. Dann ist
d(.,a): X - Rz —d(z,a)
stetig.
O
Beispiel 73. Sei (X,d) = (C°([a,b],R),d**?). Dann ist die Abbildung
b b
/ :X—>R,f»—>/ f(z)dz
stetig, denn es gilt
b b b
[ t@ie = [ gwyis| = | [ (@) - gl
b
< [ 17 - gla)ido
b
< [ sw |f@) - g(w)lds
a a<z<b
= [b—ald*(f,9).
O

Satz 74. Seien (X;,d;), i = 1,2,3 metrische Riume und f; : X; D G; — X; 41 firi=1,2
Abbildungen mit f1(G1) C Ga. Es sei fi stetig in p1 € G1 und fa stetig in pa := f1(p1).
Dann ist foo f1: X1 D Gy — X3 stetig in p;.

Kurz: Die Komposition stetiger Abbildungen ist stetig.

Beweis. Leicht. O

Korollar 75. Ist (X,d) ein metrischer Raum, und sind f,g: X D G — R stetig in p € G,
ist ferner X € R, so sind auch die Abbildungen
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in p stetig. Insbesondere ist also der Vektorraum
COUX,R):={f: X = R|f stetig}

ein reeller Vektorraum.

Ist g(p) # 0, so ist%:XD{xeG ‘g(m)#O}HRmp stetig.

Beweis. Die Abbildungen sind vom Typ

v (f(@),9(2) = (@) +g(x),

wobei die erste stetige Komponentenfunktionen besitzt. O

Satz 76 (e-0-Kriterium fiir Stetigkeit). Seien (X,dx),(Y,dy) metrische Riume und
f:XDG—-Y. SeipeG. Dann ist f in p genau dann stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein
0 > 0 gibt, so dass

dy (f(p), f(x)) <€ fiir allex € G mit dx(p,x) < 4.

Die letzte Bedingung ist dquivalent zu

fUs(p) NG) C Uc(f(p))-

Beweis. Zu (= ). Sei € > 0. Gébe es kein § wie angegeben, so giibe es insbesondere zu
jedem k € N ein z € G mit

dx(p,xr) < aber dy (f(p), f(zr)) > €.

1
k+1’
Dann wiire aber lim zy = p und lim f(zy) # f(p). Widerspruch!

Zu (<=). Sei (z1)ren eine gegen p konvergente Folge. Wir miissen zeigen, dass lim f(zg) =
f(p). Sei also € > 0 beliebig. Sei 6 > 0 dazu gewihlt wie im Satz. Dann gibt es ein ky € N
mit dx (xg,p) < 6 fiir alle k > ko. Dann ist aber dy (f(xg), f(p)) < € fiir alle k > ko. O

Satz 77. (i) Seien (X,dx),(Y,dy) metrische Riume und f : X — Y. Dann ist [ stetig
genau dann, wenn fir jede offene Teilmenge V C'Y das Urbild f~1(V) C X offen ist.
D.h. fist genau dann stetig, wenn das Urbild aller offenen Mengen offen ist.

(i) Die Aussage bleibt richtig, wenn man iberall ,offen durch ,abgeschlossen® ersetzt.

(iii) Ist f nicht auf ganz X definiert, sondern nur
[ XDG—=Y

stetig, so sind die Urbilder offener Mengen offen in (G,dg), aber nicht unbedingt in
X.

Oft wird dieser Satz etwas grofziigig zitiert als:

Stetige Urbilder(?) offener Mengen sind offen.
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Finden Sie Beispiele, die zeigen, dass die Bilder offener Mengen unter stetigen Abbildungen
im allgemeinen nicht offen sind.

Beweis. Zu (i = ). Seien also f stetig und V C Y offen. Wir wollen zeigen, dass f~*(V)
offen ist. Sei dazu x € f~1(V). Zu f(z) € V gibt es dann ein € > 0 mit
Ue(f(z)) C V.
Dazu gibt es dann ein § > 0 mit
f(Us(x)) C Ue(f(z)) C V.
Das bedeutet aber Us(x) C f=1(V).
Zu (i <=). Sei das Urbild jeder offenen Menge offen und sei p € X.

Sei weiter € > 0. Dann ist U.(f(p)) offen, also ist f~1(U.(f(p))) offen und damit eine
Umgebung von p. Daher gibt es ein § > 0 mit Us(p) C £~ (U(f(p))), d.h. mit

f(Us(p)) CU(f(p))-

Das war aber zu zeigen.

Zu (ii). Die Aussage iiber abgeschlossene Mengen folgt, weil A C Y genau dann abgeschlos-
sen ist, wenn Y \ A offen ist, und weil andrerseits

FHYNA) =X\ f7H(A).
Zu (iii). Die Offenheit in (G, dg) ist klar nach (i). O
ml 78. Die Einheitssphére
S = {x e R" | sz =1}
ist das Urbild von {1} € R unter der stetigen Abbildung

T E 3.

Also ist S™ abgeschlossen und, weil beschrinkt, auch kompakt.

Beispiel 79 (Matrizengruppen). Wir erinnern an Beispiel Daraus folgt:

(i) Die allgemeine linearer Gruppe GL(n,R), gebildet aus den invertierbaren Matrizen,
ist offen in M (n,R):
GL(n,R) = det *(R\ {0}).

(ii) Die spezielle lineare Gruppe SL(n,R), gebildet aus allen Matrizen der Determinanten
= 1, ist abgeschlossen in M (nR):

SL(n,R) = det ™" ({1}).
(iii) Die Gruppe der orthogonalen Matrizen O(n), gebildet aus allen Matrizen mit
(z:;)(z:;)" = E(= Einheitsmatrix)
ist abgeschlossen in M (n,R). Weil alle ihre Komponenten z;; maximal vom Betrag 1

sind, ist sie auch beschréinkt und damit kompakt in M (n,R) = R"".

Die angegebenen Teilmengen von M (n,R) sind tatséchlich Gruppen beziiglich der Matrix-
multiplikation. Sie haben auflerdem eine von M (n,R) geerbte Metrik, in der die Gruppen-
operationen stetig sind. Damit sind sie (die wichtigsten) Beispiele sogenannter Liegruppen.

O
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1.6 Fiinf wichtige Sitze iiber stetige Abbildungen

e Die Sdtze und Definitionen in diesem Abschnitt verallgemeinern Sétze und Definitio-
nen, die wir (mit Ausnahme des letzten Satzes) aus der Analysis I fiir reelle Funktionen
schon kennen.

e Die Beweise sind sehr einfach, weil die Definitionen bereits die wesentlichen Eigen-
schaften erfassen.

Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume.

Satz 80 (vom Zusammenhang). Seien A C X zusammenhingend und f : A —'Y stetig.
Dann ist auch f(A) CY zusammenhdngend.

Bemerkung. Das verallgemeinert den Zwischenwertsatz!

Beweis. Seien U,V C Y offen und disjunkt mit f(A) C UUV. Zu zeigen: UN f(A) = 0 oder
VN f(A) =0.

Nach Satz [77]sind f~*(U) und f=1(V) offen in (A4,d4). Sie sind weiter disjunkt mit
A= O UV,
Weil A zusammenhéingend ist, folgt
fHU) =0 oder f~H(V) =0,
und entsprechend ist U N f(A) = 0 oder V N f(A) = 0.
O

Satz 81 (Kompaktheitssatz). Seien A C X kompakt und f : A — Y stetig. Dann ist
auch f(A) CY kompakt.

Beweis. Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von f(A). Dann ist (f~'(U;))ier eine offene
Uberdeckung von A. Also gibt es eine endliche Teilmenge J C I, so dass

A= .
ieJ
Aber dann ist
fA) c o

icJ

Beispiel 82. Untersuchen Sie die Funktion

Inx

— 0, 00[— R
x

um zu zeigen, dass stetige Abbildungen im allgemeinen weder beschrinkte Mengen in be-
schrinkte Mengen noch abgeschlossene Mengen in abgeschlossene Mengen abbilden.

O
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Satz 83 (vom Maximum). Seien A C X kompakt # 0 und f : A — R stetig. Dann nimmt
f sein Mazimum und Minimum an.

Beweis. Nach dem Kompaktheitssatz ist f(A) C R kompakt, also insbesondere beschriinkt.
Daher ist die Funktion f : A — R beschriinkt. Dann gibt es eine Folge (xg)geny in A mit
lim f(zx) = sup f. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$ hat (x)) in dem metrischen Raum
(A,d4) eine konvergente Teilfolge (zx;) en. Ist 2* := limxy; € A, so folgt

f(x®) = lim f(xy,) = lim f(2) = sup f.
Also wird das Supremum angenommen und ist das Maximum von f.

Analog fiir das Minimum. O

Definition 84. Sei f: X D G — Y. f heifit gleichmdf$ig stetig auf G, wenn gilt

Ves03s5>0Veea f(Us(x) NG) C Uc(f(2)).

f ist genau dann gleichméfig stetig auf der Teilmenge G C X in diesem Sinne, wenn es auf
(G, dg) gleichmiBig stetig ist.

Offenbar impliziert gleichméfige Stetigkeit die gewthnliche Stetigkeit. Die Umkehrung ist
nicht richtig:

Beispiel 85. Die Funktion f = 22 ist auf [0, 2] gleichm#Big stetig. Auf R ist sie stetig, aber
nicht gleichm#fig stetig.

O

Satz 86 (von der gleichmifligen Stetigkeit). Seien f : X D A — Y stetig und A
kompakt. Dann ist f gleichmdfig stetig.

Beweis. Sei € > 0. Dann gibt es zu jedem x € A ein §, > 0 mit

J(Us, () N A) C Uy, (f(2)).

Wir setzen
U, :=Us, (2).

Dann ist (U, )zea eine offene Uberdeckung von A. Sei § > 0 eine Lebesgue-Zahl dazu. Dann
gilt fiir alle 2 € A: Es gibt ein y € A mit Us(z) C U,. Also ist

[(Us() N A) € (U, N A) € Uy (F(1)
Insbesondere ist dann f(z) € Uy (f(y)) und deshalb
fUs(z) N A) CUL(f(y) € Ue(f(2)).

O

Beispiel 87. Sei f : [a,b] — R stetig auf dem kompakten Intervall. Dann ist f gleichméflig
stetig, und es gibt zu € > 0 ein § > 0 mit |f(z) — f(y)| < e fur alle z,y € [a,b] mit
|x —y| < 6. Wéhle eine Zerlegung a = ¢ < 21 < ... < &, = b mit |x; —x;_1| < 6 und wiihle
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& € [wi—1,x;] beliebig. Setze dann ¢(x) := f(&) fiir alle x € [z;_1,2;[ und ¢(b) = f(b).
Dann ist ¢ also eine Treppenfunktion, und es gilt fiir alle « € [z;_1, z;[

[f(x) = ()] = | f(z) — f(&)] <e

und
F(b) = é(b)] = 0 < e.

Die Treppenfunktion approximiert die stetige Funktion f also besser als e.

Auch andere Approximationsresultate fiir stetige Abbildungen benutzen die gleichméfige
Stetigkeit, vgl. Ubungen und den Weierstraischen Approximationssatz z.B. in S. Hilde-
brandt, Analysis I

O

Der in der Definition [34] eingefiihrte Begriff der gleichméBigen Konvergenz einer Funktio-
nenfolge hat mit der gleichméfBigen Stetigkeit nichts zu tun. Im Raum der beschrankten
Funktionen bedeutete gleichméfiige Konvergenz einfach die Konvergenz beziiglich der Su-
premumsmetrik, und in dem Zusammenhang haben wir einen Spezialfall des folgenden Satzes
schon kennengelernt,vgl. Satz

Satz 88 (von der gleichmifligen Konvergenz). Sei die Folge (f; : G — Y);en auf
G C X gleichmajig konvergent gegen [ : G — Y. Sind alle f; stetig, so ist auch f stetig.

Beweis. Wir zeigen die Stetigkeit in p € G. Sei () ;en eine Folge in G mit Grenzwert p. Zu
zeigen:

lim f(z;) = f(p)-
Sei dazu € > 0. Dann gibt es ein ky € N, so dass fiir alle k > kg und alle z € G
dy (fr(x), f(x)) <€/3.
Weil fi, in p stetig ist, gibt es ein jp mit
dy (fro(5)s fro(P)) < €/3

fiir alle j > jo. Dann ist aber fiir j > jg

dy(f($]>,f(p)) < dY(f($j)7fk0(xj)> + dY(fko(‘rj>7fk0(p)) + dY(fko(p)7f(p)) <e
O

Beispiel 89 (von der konstanten Majorante, Weierstrafl). Sei (fj : G — R)jen eine
Folge von Funktionen. Sei (¢x)gen eine Folge reeller Zahlen, so dass

oo

| fx(x)| < ¢ fiir alle undz ¢; konvergent.
=0

Dann ist die Partialsummenfolge
n
Sp = Z In
n=0

auf G gleichméfig konvergent. Zum Beweis setzen wir
n o0
Tn ::cha '73:ZCI<~
k=0 k=0
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Zu € > 0 gibt es dann ein N mit |y — ;| < € fiir alle m > N. Dann ist aber fiir alle z und
m,n mit N <m <n

n

< 3 @)

|sn (@) = sm(z)] =

> filw)

k=m+1 k=m+1
<) G=mom <Y m<e (7)
k=m+1

Also ist (sk(x))ren fiir jedes z € G eine Cauchyfolge in R und deshalb konvergent. Der
Grenzwert sei s(z) = > ;- fi(z). Bildet man in (7)) den Grenzwert fiir n — oo, so folgt

|s(z) — sm(x)| < € fiir alle z € G und m > N,

also die gleichméflige Konvergenz. Nach dem letzten Satz ist s : G — R stetig, wenn alle f
stetig sind.

Insbesondere kann man das anwenden auf Potenzreihen Y.~ ax(z — zo)". Ist R > 0 der
Konvergenzradius dieser Reihe, und 0 < r < R, so ist

o0
ai|r* konvergent
|a| g
k=0

und
lax(x — x0)*| < |ag|r® fir alle z € [zg — 7,20 + 7).

Also ist die Potenzreihe auf [xg — r, 2o + r] gleichméBig konvergent und ihre Grenzfunktion
auf jedem solchen Intervall stetig. Also ist sie auf |xg — R, 2o+ R] stetig, aber das wussten wir
schon. Man sagt auch, Potenzreihen seien gleichméfig konvergent auf jedem Kompaktum
im Inneren ihres Konvergenzbereichs.

O
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1.7 Normierte Vektorriume

e Wir lernen normierte Vektorrdume kennen, die in der mehrdimensionalen Analysis als
Definitions- und Zielbereiche der Funktionen dienen.

e Endlich-dimensionale normierte Vektorrdume sind insbesondere vollstindige metrische
Raume, und auf ihnen ist jede lineare Abbildung stetig.

Differentialrechnung beschéftigt sich mit der linearen Approximation von Funktionen. In
einem allgemeinen metrischen Raum macht das keinen Sinn, weil man keine lineare Struktur
hat. Zum Beispiel kann man die U-Bahnstationen aus Beispiel [6|nicht addieren. Den richtigen
Rahmen fiir Linearitdt bieten Vektorrdume. Und wenn man auflerdem iiber Konvergenz
reden will, braucht man in den Vektorrdumen eine Metrik, die sich mit der linearen Struktur
vertrigt. Das fiihrt zur Klasse der normierten Vektorrdume, mit denen wir uns jetzt befassen
wollen.

Ausblick: Man kann nicht nur in normierten Vektorrdumen Differentialrechnung betreiben,
sondern auch in Raumen, die sich selber durch lineare Rdume approximieren lassen: wie
Flachen durch ihre Tangentialrdume. Das fiihrt zur Analysis auf sogenannten differenzier-
baren Mannigfaltigkeiten.

’,,Vektorraum“ heifit hier immer reeller Vektorraum. ‘

Definition 90. Sei V ein Vektorraum. Eine Norm fiir V ist eine Abbildung
[V =R, v = o],

so dass fiir alle u,v € V und A € R gilt:

(i) [lvll = 0 und (fjof| =0 <= v =0),
(i) [|Aoll = [A[oll,

(iii) Jlu+ vl < |lul| + ||v].

Ein normierter Vektorraum (V, ||.||) ist ein Vektorraum V' zusammen mit einer Norm ||.|| auf
V. Durch die Definition
d(u,v) = Jlu =] (8)

wird daraus ein metrischer Raum, und alle Begriffe, die wir fiir metrische Réume erkléirt
haben, sind auch fiir normierte Vektorrraume erklart. Wenn wir in normierten Vektorrdumen
von Konvergenz, Stetigkeit, offenen Mengen etc. sprechen, beziehen wir uns immer auf die
Metrik . Normierte Vektorrdume sind also spezielle metrische Raume.

Beispiel 91 (Der R™ mit der Standardnorm). Der Vektorraum V = R™ besitzt eine

Norm |jz|| = /> 2%, die wir als die Standardnorm oder Euklidische Norm des R™ be-
zeichnen wollen. Die Axiome (i) und (ii) sind klar, die Dreiecksungleichung folgt, wenn wir
beachten, dass

Z(xk —yr)? = d(z,y)

k=1

[ —yll =

die Standardmetrik aus Beispiel [3] ist. Damit folgt

o +yll = d(z, —y) < d(x,0) +d(=y,0) = |z = Ol + || =y = Ol = [[=[| + [[y]-
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Wenn wir vom R” als normiertem Vektorraum sprechen, beziehen wir uns immer auf die
vorstehende Norm, obwohl es sehr viele andere gibt. Die Metriken dP aus Beispiel 4| wie die
Metrik d*° kommen alle von einer Norm

”x”p = dp(mao)a
der sogenannten [P-Norm.
O

Beispiel 92. Der Vektorraum der beschrinkten Funktionen V' = B(X,R) gestattet die
Norm || f|| = || f|lsup = sup{|f(z)| |z € X}, die zur Supremumsmetrik fithrt.

O

Beispiel 93. Nicht jede Metrik kommt von einer Norm, schon weil metrische Rdume im all-
gemeinen eben keine Vektorrdume sind: Beliebige Teilmengen von normierten Vektorrdumen
sind als Teilmengen von metrischen Rdumen wieder metrische Rdume, im allgemeinen aber
keine normierten Vektorrdume.

Aber auch auf ,kompletten“ Vektorrdumen gibt es Metriken, die nicht von einer Norm
kommen. Zum Beispiel kommt die diskrete Metrik auf dem R™ nicht von einer Norm. Warum
nicht?

O

Bemerkung. In der linearen Algebra haben Sie die Norm in einem Euklidischen Vektorraum
kennengelernt. Jedes positiv definite Skalarprodukt (.,.) induziert eine Norm vermoge

]| == v/ (2, z).

Aber nicht jede Norm auf einem reellen Vektorraum kommt von einem Skalarprodukt. Not-
wendig und hinreichend ist die sogenannte Parallelogrammgleichung

2(ll” + lyl*) = llz + yl1* + |z — yl*.

Das die Bedingung notwendig ist, rechnen Sie leicht nach. Dass sie auch hinreichend ist, ist
schwieriger zu zeigen. Man definiert

1
(@) = 7l +ul* =l = yl*)

und muss dann vor allem die Bilinearitét zeigen. Einen Beweis finden Sie zum Beispiel in
W. Klingenberg, Lineare Algebra und Analytische Geometrie, Springer 1984, p. 117.

Lemma 94. In einem normierten Vektorraum (V. ||..||) gilt fir alle u,v € V

Hlwll = floll | < flw— |-

Beweis. Es gilt nach der Dreiecksungleichung

[ull = l[(u —v) + ol < flu— vl + v,
und daher
l[ull = vl < flu = vl].
Aus Symmetriegriinden ist dann aber auch ||v]| — |jul| < ||u — v||, und daraus folgt die
Behauptung. O

Als Folgerung ergibt sich, dass die Funktion
[:V >R,z |z
stetig ist.
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Definition 95. Mit L(V, W) bezeichnen wir den Vektorraum der linearen Abbildungen
F:V-W

vom Vektorraum V in den Vektorraum W.

Satz 96. Seien (V,||..|lv) und (W, ||..|lw) normierte Vektorriume, und sei F : V. — W
linear. Dann ist F' genau dann stetig, wenn es ein C € R gibt, so dass fir allev eV

I1E@)llw < Clloflv.

Beweis. Zu (= ). Wenn F stetig ist, ist es insbesondere in 0 stetig. Also gibt es zu e = 1
ein 0 > 0 mit
F(Us(0)) C Uc(F(0)) = Up(0).

Mit anderen Worten:
[vllv <6 = |F()|w <1

Dann gilt aber fiir alle v # 0

0

1)
1> [[F(5—v)llw = W

ST 1)
Das impliziert

1P < 2ol
auch fiir v = 0. Also kénnen wir C' = % wiéhlen.

Zu (<=). Gibt es ein C wie im Satz, so ist fiir alle v1,v3 € V

[1F(v1) = F(v2)llw = [|F(v1 = v2)[w < Cllor = wvallv-
Daraus folgt die (gleichméBige) Stetigkeit von F. O
Wir verzichten im weiteren auf den Index am Normsymbol.

Definition 97. Sie n € N. Ein (reeller) Vektorraum V heiit n-dimensional, wenn es einen
Isomorphismus

P:R" -V
gibt. Dabei ist ein Isomorphismus eine bijektive Abbildung ®, so dass ® und ® ! linear sind.
Ein Vektorraum heifit endlich-dimensional, wenn er n-dimensional fiir ein n € N ist.

Satz 98. Seien V,W normierte Vektorrdume und V endlich-dimensional. Dann ist jede
lineare Abbildung F: V — W stetig.

Beweis. 1. Fall: V.= R™. Zunéchst gilt fir z € R™:
n
x=(x1,...,2,) = ijej,
i=1

wobei e; = (0,...,0,1,0,...,0) den j-ten Vektor der sogenannten Standardbasis des R"
bezeichnet, der in der j-ten Komponente eine 1 und sonst lauter 0 hat. Daher ist

IF@ = IFasenl = I3 aFenll < 3 lasl IF (el < M 3
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mit M := max; ||[F(e;)||. Wegen [z;| < /xF + ...+ a2 folgt Y7, |;] < ny/af + ... + a2,

also
[1F(z)]| < Mnllz|,
und F' ist stetig.

2. Fall: V beliebig, endlich-dimensional. Sei & : R” — V ein Isomorphismus. Dann ist &
nach dem 1. Fall stetig, und es gibt ein C' € R mit ||®(x)| < C|z| fiir alle . Wir zeigen,
dass es auch ein B > 0 gibt, so dass

B|lz|| < ||®(x)]] < C||z|| fur alle z € R™. (9)

Die Funktion ||®] : R™ — R ist als Komposition stetiger Funktionen stetig und nimmt
deshalb auf der kompakten Menge

Sli={x e R"|||z| = 1}
ihr Minimum B in einem Punkt 2* € S"~! an. Weil 2* # 0 und ® ein Isomorphismus ist,
ist
B :=||®(z")|| > 0.
Fiir alle x # 0 gilt

o = el 20| = et |22 = Bl

und die Ungleichung ||®(z)|| > B||z|| gilt offenbar auch fiir z = 0. Damit ist (9)) bewiesen.
Es folgt

@ ()| < %Hv” fiir alle v € V.
Schliellich ist nach dem 1. Fall die lineare Abbildung F o ® : R™ — W stetig mit
|Fo®(z)| < A|x| fir alle z € R™.
Damit erhalten wir
IF (@)l = [[Fo @@ ()] < A2~ (v)]| < AB|lv]l.

O

Korollar 99 (Die Operatornorm auf L(V,W)). Seien V und W normierte Vektorrdume
und V' # {0} endlich-dimensional. Dann definiert

F(v
IE|| = 81;1618 L ||7(1||)” fir F e L(V,W)

eine Norm auf dem Vektorraum L(V,W).

Beweis. Nach dem Satz gibt es ein C' € R, so dass fiir alle v # 0

o]

Daher ist | F'|| € R. Die Norm-Eigenschaften sind leicht zu verifizieren. O

Korollar 100. Sei V' ein endlich-dimensionaler normierter Vektorraum mit zwei Normen
-1, |--ll2- Dann g
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(i) Es gibt ¢,C > 0, so dass fiir allev € V gilt
cllvlly < flvll2 < Clvlh-

Man sagt: Je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum sind dquiva-
lent.

(#i) Eine Menge G C 'V ist genau dann beziglich ||..||1 offen, wenn sie beziiglich ||..||2 offen
ist. Daher sind auch Begriffe wie Konvergenz, Kompaktheit, Stetigkeit usw. unabhdingig
von der in V verwendeten Norm.

(iii) ||..||1-Cauchyfolgen sind auch ||..||2-Cauchyfolgen. Also ist auch der Begriff Cauchyfolge
unabhdngig von der in V verwendeten Norm.

Beweis. Zu (i). Weil die Identitét id : (V,].||2) — (V; ||.]l1) linear, also stetig ist, gibt es ein
M > 0 mit

ol < M [[o]a,
also

Lol < ol

M 1 > 2

fiir alle v. Die Stetigkeit von id in der anderen Richtung liefert die zweite Ungleichung.

Zu (ii). Ist G offen beziiglich ||.||; und betrachtet man wieder id als stetige Abbildung von

(V,]].]l2) nach (V,]].]]1), so ist auch
G =id (G)
offen. Die umgekehrte Richtung folgt aus Symmetriegriinden.
Zu (iii). Folgt leicht aus (). O

Beispiel 101. Fiir die /P-Normen auf R™ aus Beispiel 0] gilt: Ist 1 < p < ¢ < +o00 und
x € R”, so ist
11
zllg < [lzllp < ne™allzl, (10)

s 1
wobel T = 0.

Beweis: Sei zuniichst ¢ < +00. Die linke Abschétzung ist leicht: Man kann o.E. annehmen,
dass
1= (llell)? = 3 failo.
i

Insbesondere sind dann alle |z;| < 1 und daher |z;|P > |2;|?. Damit ist ), [2;|? > 1 und

1/p
lzllp = (Z |$i|p> > 1= ||zl

Die rechte Ungleichung beweisen wir spéter im Beispiel
Fiir den Fall ¢ = +o00 vergleiche .

Definition 102. Ein vollstédndiger normierter Vektorraum heiflt ein Banachraum.

Satz 103. Jeder endlich-dimensionale normierte Vektorraum (V,||.||) ist ein Banachraum.

45



Beweis. 1. Fall: V.= R™ mit der Standardnorm. Das haben wir bereits im Beispiel 0] ge-
zeigt.

2. Fall: V beliebiger endlich-dimensionaler R-Vektorraum. Sie (vg)ren eine Cauchyfolge in
V. Nach unserer Definition (oder nach Linearer Algebra) gibt es einen Isomorphismus @ :
R™ — V. Dann ist auch ®~! : V — R" linear, also stetig, und es gibt ein C' € R mit

1@~ (v;) — @ (ve) | = |97 (v — vl < Cllvy — vkl

fiir alle j, k € N. Also ist auch (2 = ®!(vx))ren eine Cauchyfolge in R™. Sie ist nach dem
1. Fall konvergent gegen ein x* € R™. Wegen der Stetigkeit von ® ist deshalb

klim vE = klim O(xg) = O(z™).
O

Beispiel 104. Vergleiche Beispiele [71]und[79] Sei (V, ||.||) ein n-dimensionaler Banachraum.
Die Wahl einer Basis von V liefert nach linearer Algebra einen Isomorphismus

o L(V,V)— M(n,R)

zwischen dem Raum der linearen Abbildungen von V in sich und dem Raum der (n x n)-
Matrizen. Wenn wir L(V, V) mit der Operatornorm und M (n,R) zum Beispiel mit dem
R(™*) identifizieren und mit der entsprechenden Norm ausstatten, ist ® nach Satz ein
Homoomorphismus. Die Determinanten ist nach Beispiel stetig auf M(n,R), und weil
die Determinante der linearen Abbildung F € L(V,V) nach linearer Algebra gerade die
Determinante der Matrix ®(F') ist, ist auch die Determinantenfunktion auf L(V, V) stetig.
Damit ist das Urbild von R\ {0}, also die invertierbaren Endomorphismen von V', eine
offene Teilmenge GL(V'), die unter ® der Menge der invertierbaren Matrizen GL(n,R)
entspricht. Fiir invertierbare Matrizen sind die Komponenten der Inversen durch gebrochen-
rationale Funktionen der originalen Komponenten gegeben, also insbesondere stetig. Daher
ist die Inversenbildung auf GL(n, R) und wegen der ®-Invarianz auch auf GL(V) eine stetige
Abbildung.

O

Wir halten noch einmal das Ergebnis aus dem Korollar fest:

Ein (abstrakter) endlich-dimensionaler R-Vektorraum hat unendlich viele Basen, aber keine
von diesen ist besonders ausgezeichnet. Ebenso besitzt er unendlich viele Normen, aber
keine von diesen ist besonders ausgezeichnet. Allerdings sind sie alle dquivalent: Die durch
sie definierten Metriken liefern alle dieselben offenen Mengen, dieselben konvergenten Folgen,
dieselben stetigen Abbildungen. Um iiber Offenheit, Konvergenz oder Stetigkeit in endlich-
dimensionalen R-Vektorrdumen zu sprechen, kann man eine beliebige Norm wihlen. Weil es
aber egal ist, welche man wahlt, kann man eben unabhéngig von einer solchen Wahl iiber
Offenheit, Konvergenz oder Stetigkeit reden.

Der R” besitzt eine Standardbasis und eine Standardnorm, die die Standardmetrik d? liefert.
Natiirlich kann man davon Gebrauch machen, oft muss man aber nicht ...

Mehr zu diesem Thema gleich in der Vorbemerkung zum néchsten Abschnitt und im Ab-
schnitt iiber die klassische Vektoranalysis.
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2 Grundlagen der mehrdimensionalen Differentiation

Wir werden die Differentialrechnung in endlich-dimensionalen Banachridumen entwickeln.
Nach dem vorangehenden Abschnitt sind diese isomorph zu einem R™, und man koénnte sich
auch auf die letzteren beschréinken.

Der Vorteil wire, dass man im R”™ eine ausgezeichnete Basis und damit ausgezeichnete
Koordinaten hat. Dadurch wird die Theorie konkreter. Man kénnte die Differentialrechung
auf dem Begriff der partiellen Ableitung, also der Ableitung nach einer einzelnen Variablen,
aufbauen.

Der Nachteil wire, dass man im R" eine ausgezeichnete Basis und damit ausgezeichnete
Koordinaten hat. Diese verschleiern die Tatsache, dass die Konzepte der Differentialrechung
geometrischer Natur sind und mit speziellen Koordinaten nichts zu tun haben, vielleicht
aber sehr viel mit anderen Strukturen, die auf dem R"™ auch noch so selbstverstindlich
vorkommen, dass wir sie gar nicht bemerken.

Zum Beispiel ist V := {(z,9,2) € R*|z + y + 2 = 0} ein zweidimensionaler Untervektor-
raum des R?. Hat man darauf eine differenzierbare Funktion f : V' — R gegeben, so ist
es zunédchst unklar, was ihre partiellen Ableitungen sein sollen. Erst wenn man in V eine
Basis gewihlt hat und damit eine Isomorphie von V' auf R?, macht der Begriff der partiellen
Ableitungen von f einen Sinn. Allerdings fiir jede Basiswahl einen anderen. Und es gibt
keine , kanonische“ Weise, eine Basis zu wéhlen. Hingegen kann man den viel wichtigeren
Begriff des Gradienten ohne partielle Ableitungen definieren, braucht dafiir aber ein Ska-
larprodukt. Und das Skalarprodukt des R? liefert auf ganz kanonische Weise eines fiir den
Untervektorraum V. (Vgl. Abschnitt 2.7.1] )

2.1 Die Ableitung
e Wir lernen die Ableitung als lineare Approximation einer Abbildung in der Nihe eines
Punktes kennen.
e Wir berechne die Ableitung in einfachsten Féllen.

Im folgenden seien V, W endlich-dimensionale Banachréiumeﬁ und G eine offene Teilmenge
von V.

Definition 105. Sei f: V D G — W eine Abbildung der offenen Menge G.

(i) f heiBt differenzierbar in p € G, wenn es eine lineare Abbildung F': V — W gibt, so
dass fiir die durch

f(x) = f(p) + F(z —p) + R(z) (11)
definierte ,,Restfunktion* R : G — W gilt
lim ) (12)

v |z —p|
F ist dann eindeutig bestimmt, vgl. Lemma[106] und wir nennen es die Ableitung oder
das Differential von f in p.
Notation:

F=D,f=d,f.

(ii) f heiBt differenzierbar (auf G), falls f in allen p € G differenzierbar ist.

4Im folgenden geniigt es, wenn V endlich-dimensional ist. Aber da wir keine konkreten Anwendungen fiir
unendlich-dimensionales W im Sinn haben, sei der Einfachheit halber auch W endlich-dimensional.
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Bemerkungen.

o Analytisch gesprochen ist D, f die lineare Approximation von f in der Néhe von p.
Schreibt man « statt p und Ax fiir x — p, so erhdlt man

Af:= f(z+ Az) — f(z) = D, f(Ax).

e Die Notation f’(p) fiir die Ableitung finde ich weniger empfehlenswert, weil die Ab-
leitung eine lineare Abbildung ist, so dass man dann f’(p)(v) schreiben miiite. Wir
heben uns diese Schreibweise daher auf fiir den Fall, wo D, f auf kanonische Weise
durch eine Matriz gegeben ist, vgl. Beispiel

Lemma 106. Ist f in p differenzierbar und F wie in der Definition, so gilt fir alle v in V:

t—0 t

Beachten Sie: Weil der Definitionsbereich G von f offen ist, liegt fiir jedes v € V und hin-
reichend kleines |t| der Punkt p+ tv in G. Deshalb ist der Limes sinnvoll. Die Definition der
Differenzierbarkeit kann man auch fiir Abbildungen von nicht-offenen Teilmengen hinschrei-
ben, aber die Ableitung ist dann im allgemeinen nicht mehr eindeutig.

Beweis. Ist F' wie in der Definition, so folgt

fptt0) = fp) _ flp) + F(tv) + Rip+to) = f(0) _ pyy, Blp 1)
¢ t :
Aber
Rlp+tv)  Rlp+tv) [t ||v||.
t lp+ tvo—pll \:;\TJ

O

Differenzierbarkeit und das Differential hingen wegen Korollar [T00] nicht ab von den gewéhl-
ten Normen auf V' und W. Wir werden deshalb die Norm oft auch nicht spezifizieren. Wenn
man eine braucht, nimmt man eine.

Beispiel 107 (Der Fall R — R). Wie hiingt die neue Ableitungsdefinition mit der aus
dem letzten Semester zusammen?

Die einzigen linearen Abbildungen von R nach R sind die Abbildungen x — az mit einem
festen a € R. Eine Abbildung f : R D G — R ist deshalb differenzierbar im Sinne der
Analysis I genau dann, wenn sie auch nach der neuen Definition differenzierbar ist. Dann
gilt firpe Gund v € R

Dpf(v) = f'(p)v,
d.h.

/() = Dy f (V)] (13)

oder verbal:

Neue Ableitung = Multiplikation mit der alten Ableitung.
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Beispiel 108. Sei f : R? — R, (z,y) — 1+3z+4y+5xy?. Dann ist f in (0, 0) differenzierbar
mit
D,0)f(u,v) = 3u + 4v.

Es ist ndmlich
f(x,y) =1+3(x —0) +4(y — 0) + bay?,

und weil 5252 in (z — 0) und (y — 0) ,kubisch ist“, geht der Rest fiir (z,y) — (0,0) gegen

null:
2

< 5y%

— 2

Durch Nachrechnen kénnen Sie bestétigen, dass

‘ dxy ‘ T

flz,y) =32+23(x — 1) +24(y — 2) +20(x — 1)(y — 2) +5(y — 2)* +5(x — 1)(y — 2)%.

=:R(z,y)

Der Rest dividiert durch /(z — 1)2 + (y — 2)2 geht fiir (z,y) — (1,2) wieder gegen null.
Damit ist f auch in (x,y) = (1,2) differenzierbar und

D(Lg)f(u, U) = 23u + 24’[}

(Die Umrechnung von f auf den Punkt (z,y) = (1,2) geschieht erst fiir x und dann fir y
mit der Taylorformel aus Analysis I. Vgl. auch Satz [148)).

O

Geometrische Interpretation.

Die geometrische Interpretation ist am ein-
fachsten im Fall f : R2 5 G — R. Dann ist
der Graph von

z— f(p)+ Dpf(z —p) 06,%)

eine Ebene im R3, die Tangentialebene an den y
Graphen von f.

Beispiel 109. Die (offene) obere Einheits-Halbkugel ist gegeben durch den Graphen von

fley) =v1-a?—y?
iiber der offenen Menge {(z,y) |22 +y? < 1}.

Die Tangentialebene im Punkt (zq,yo, /1 — 23 — y3) ist gegeben durch den Graphen der
linearen Abbildung
D(fro’yo)f :R? — R,

falls f differenzierbar ist. Aber das wissen wir noch nicht, und wir wissen auch noch nicht,
wie wir D4, 40)f berechnen sollen.

O
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Berechnung von Ableitungen. Das ist offenbar ein wichtiges Problem, dem wir
noch ldnger nachgehen werden. Wir beginnen mit zwei ganz trivialen Fallen:

Beispiel 110 (Konstante Abbildungen). Sei f : V O G — W konstant. Dann ist
D,f =0 fiir alle p € G.

O
Beispiel 111 (Lineare Abbildungen). Sei f : V — W linear. Dann ist
f(@) = f(p) + f(z—p) +0.

Also ist f in jedem Punkt p € V differenzierbar und D, f = f. Zum Beispiel ist die Additi-
onsabbildung
Qi VXV oV, (2,y) — alz,y) =z +y

vom Vektorraum V x V der Paare in den Vektorraum V linear:

a(A (w1, y1) + A2(T2,92)) = a((Mz1 + Aaw2, Miy1 + Aaye))
= M1+ A2Z2 + Ay1 + Aoy
= Az, Y1) + Aoz, y2).

Also ist « differenzierbar, und fiir alle (z,y) und (u,v) in V x V ist

Dy ypya(u,v) = u+v.

Nun ein etwas anspruchsvolleres Beispiel.

Beispiel 112 (Skalarmultiplikation). Die Abbildung der Skalarmultiplikation
pRxV =V, (\zx)— Az
ist differenzierbar in jedem (Mg, o) € R x V. Es ist némlich

whz)=Ax = XNzo + (A — Ao)zo + Moz — x0) + (A — Xo)(x — z0) .

#(Xosz0) =:F(A=Xo,z—x0) =:R(\z)

Diese Gleichung rechnet man leicht nach. Es bleibt zu zeigen, dass

) R(\ x)
lim =
(A2)=(o.m0) [[(A, ) = (Ao, zo) |

Dazu braucht man eine Norm auf R x V. Wir nehmen an, dass auf V' eine Norm ||.|| gegeben
ist, und definieren
1A @) = [A] + [

Rechnen Sie nach, dass das wirklich eine Norm definiert. Damit gilt dann:

RO A= ol — o
[0ne) — Gavao)l Aol + [z — o]

|§||(E—1'0H—>0

fiir (A, ) — (Ao, o). Daraus folgt die Behauptung. Wir halten fest:

’ D520y 1A, ) = Aoz + Azo. ‘

Das ist eine Art Produktregel, auf die wir noch zuriickkommen.
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Die beiden folgenden Beispiele sind iiberaus wichtig! Sie stellen einen ersten Schritt zur
expliziten praktischen Berechnung von Ableitungen dar.

Beispiel 113 (Komponentenweise Differentiation). Sei
f=0U1, s fm): VDOG—-R™

mit Komponentenfunktionen f; : G — R. Dann ist f genau dann in p differenzierbar, wenn
alle f; in p differenzierbar sind. In diesem Fall gilt

D,f(v) = (Dpfi(v),...,Dpfm(v)) fir alle v € V. (14)

Beweis. In Komponenten sieht die Gleichung SO aus:

fi(x) = fi(p) + Fi(x — p) + Ri(x).

Nun ist F' linear genau dann, wenn alle Komponenten F; linear sind. Und weil Konvergenz

im R” einfach komponentenweise Konvergenz ist, folgt die Behauptung durch Betrachtung
Ri(z) R(x)
llz—pll lz—pll -

der Komponenten von

Dieses Beispiel gestattet eine Verallgemeinerung auf folgende Situation:
Seien V und Wy, ..., W,, endlich-dimensionale Banachrdume, G C V offen und seien

fi VoG —- W
fiir ¢ € {1,...,m} Abbildungen. Wir definieren

VDG =Wy x...x W,
X H(fl(x),,fm(x))

Dann ist f genau dann differenzierbar in p, wenn alle f; in p differenzierbar sind, und es gilt
wieder die Gleichung (14)).

O
Beispiel 114 (Funktionalmatrix). f : R” D G — R™ sei differenzierbar in p € G.

Dann ist Dpf : R® — R™ eine lineare Abbildung, und eine solche wird nach Linearer Alge-
bra dargestellt durch eine Matrix, die wir mit f/(p) bezeichnen und die Jacobimatriz oder
Funktionalmatriz von f in p nennen. Die Spalten sind gerade die Bilder der Basisvektoren
€1,...,En:

Dpfl(el) . Dpfl (en)

f'(p) = (Dpfler)...Dpflen)) = (Dypfilej)) =

Dypfm(er) ... Dpfm(en)

Die Formel im Lemma liefert eine Moglichkeit, die D), fi, (e;) zu berechnen. Wir kommen
im Abschnitt darauf zuriick.

O

Beispiel 115 (Kurven). Eine Abbildung f : R Dla,b[— W nennt man eine Kurve in W.
Ist f in ¢ €]a, b[ differenzierbar, so ist fiir alle A € R

Dif(X) = AD¢ f(1),

Also ist D, f : R — W durch den Tangentialvektor f(t) := D, f(1) eindeutig bestimmt.
Ist W=R™und f = (f1,..., fm), so ist

i&) = (AW, Ju(®).
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Dabei ist nach Lemma

filt) = Difi(1) = lim M

fi (t) ist also die gewShnliche Ableitung der Analysis I. Ins-
besondere kénnen wir die Definition von f auch auf den
Fall kompakter Intervalle [a,b] ausdehnen.

.

Konkret: Die Kurve f : R — R3, t ~ (cost,sint,t) ist
eine Spiralkurve. Sie hat den Geschwindigkeitsvektor

f(t) = (—sint, cost, 1).

14

Und es gilt zum Beispiel

Dy f(—5) = (5sin2, —5cos 2, —5).
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2.2 Rechenregeln fiir differenzierbare Abbildungen

Differenzierbare Abbildungen sind stetig.

Die wichtigsten Hilfsmittel zur Berechnung von Ableitungen sind wie in der Analysis I
die Kettenregel und die Produktregel, die wir hier kennenlernen.

Wir betrachten viele Beispiele fiir multilineare Abbildungen (Produkte) und sehr wich-
tige Beispiele von Ableitungen.

Es lohnt sich, die Formeln , , und auswendig zu wissen.

Satz 116. Seien V.W endlich-dimensionale Banachrdiume. Ist f : V D G — W inp € G
differenzierbar, so ist es dort auch stetig.

Beweis. Die Behauptung folgt aus

f(@) = f(p) + Dpf(x —p) + R(x),

weil fiir £ — p das Restglied gegen 0 geht, und weil die lineare Abbildung D, f auf einem
endlich-dimensionalen Banachraum stetig ist. O

Satz 117 (Kettenregel). Seien U, V,W endlich-dimensionale Banachriume, G C U und
HCV offen, g: G =V und f : H— W Abbildungen mit g(G) C H. Sei g differenzierbar
in p € G und f differenzierbar in ¢ = g(p) € H. Dann ist die Abbildung fog: G — W
differenzierbar in p, und es gilt:

Dp(fog) :Dg(p)fong-

Beweis. Die definierenden Gleichungen

g9(z) = g(p) + Dpg(z — p) + R(z)
fy)=f(@)+Dyf(y—q) + Sy)

implizieren

f(g(z)) = f(g(p)) + Dy f(9(z) — g(p)) + S(g(x))
= f(9(p)) + Dy f(Dpg(x —p)) + Do f(R(z)) + S(g(x)) -

=:T(x)

Es bleibt zu zeigen, dass

T
lim (z) = (15)
v=p ||z —p]|
Im folgenden benutzen wir die im Korollar [99] definierte Operatornorm.
Zunéchst gilt
|1Dq f (R())] |2l
T < IDofll5— 1 = (16)
[ = pll [z = pli

fir z — p.
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Schwieriger ist der zweite Summand von T'(z). Die Behauptung
S
lim 7@) =
v=a [ly —ql
ist dquivalent zur Behauptung:
Veso3s>o(lly —all <6 = (IS < elly —ql)-

Sei € > 0 und sei § > 0 dazu wie vorstehend gew#hlt. Weil g stetig ist in p, gibt es ein > 0,
so dass

[z =pll <n = llg(z) = g()|| < 0.
Fiir [ — p|| < n ist dann also

15(g(2))| < ellg(x) = 9(P)|| = €l Dpg(z — p) + R(@)[| < e([|Dpgll |z — pll + [[R()]])-

Weil lim,,_, Bl@) = 0, kann man annehmen, dass > 0 so klein ist, dass
P flz—pll —
R
| E()Il <1 fir0o<|z—p|<n.
|z — pll

Dann folgt

15(g(@)l < ([ Dpgll lz = pll + |z = pll) = e([|Dpgll + [l = pl-

Wir haben also zu jedem e > 0 ein 1 > 0 gefunden, so dass

IS5 (g (=)l ( DIl

0<|llz—pll<n = Te—pl < e([[Dpgll +1).
Das bedeutet aber g
o ISG@)l _ n
w=p ||z —pl|
Aus und folgt und damit die Behauptung. O

Die Skalarmultiplikation R x V' — V, (A, v) — Av eines Vektorraums ist in jedem der beiden
Argument linear, man nennt das bilinear. Eine Verallgemeinerung sind die multilinearen oder
k-linearen Abbildungen, zum Beispiel die Determinante. Der folgende Satz verallgemeinert
das Beispiel auf multilineare Abbildungen.

Satz 118 (Produktregel). Seien Vi,..., Vi, W endlich-dimensionale Banachriume und
pVix. .. xVey—-W

eine k-lineare Abbildung, d.h. p ist in jedem seiner k Argumente linear. Dann ist p diffe-
renzierbar und es gilt

k
Dpy,.ppyp(vrs .o vg) = Zu(ph s Pim 15 Vi Di s - -5 DE)-
i=1
Bemerkung: Der erste Summand ist zu interpretieren als (v, pa,...,px), der letzte ent-

sprechend.

Beweis. A. Wir zeigen zunichst die Stetigkeit von p, genauer: Es gibt C' mit
(e, xp)|| < Cllza|| - - - ||z fiie alle z; € V. (18)
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Ist e1,..., e, eine Basis von V, so sind die Koordinatenabbildungen
Xr = E Tj€5 — X
J

linear, also stetig, und es gibt zu jedem i eine Konstante C; mit |x;| < C;||z|| fiir alle .

Wir wéhlen nun Basen e;1,...,e;,, fiir V; und schreiben z; = Zj xijei; € Vi Aus der
Multilinearitét folgt dann

[z, ..z = | Z L1jy ""xkjkﬂ(elj17"'vek»jk)||
J1se-sdk
< > Cuylal - Cugllaell - lletersys - ers)|
J1yeesdke
= Y Cui-Crjllntenss el | lzall - .
J1se-Jk
=:C

B. Nun zum eigentlichen Beweis. Dazu miissen wir den Restterm

k
R(x17"”mk) :u(xl""7xk) _M(pl""7pk) _Zu(p17"'7pi717xi _pi7p7;+1""7pk)
i=1
berechnen. Dann miissen wir eine Norm ||.|| auf V3 x ... x V}, wihlen und zeigen, dass
R(z1,. ..,
lim (1'17 xk) = 0.
@)= (1) [[(@1, - 2k) = (P1o - pi) |

Eigentlich miissen wir den Restterm natiirlich gar nicht berechnen, sondern wir miissen ihn
in einer Form schreiben, die es ermoglicht, den Grenzwert zu berechnen. Dazu fithren wir
folgende Schreibweise ein:

Z /’l/jl-uj'm(p?l‘) = Z /’(‘(p17""$j1_p.jl""7xj'm _pjm,""’pk)7 (19)
1<j1<...<jm <k 1<1 <. <gm <k
wobei iiber alle Produkte summiert wird, die aus pu(p1, ..., px) entstehen, indem man die py,

ersetzt durch z;, — p;,. Der Restterm ist dann also

R(xla"'»xk):N(xlw'ka)_M(plv"'vpk)_ Z /“Lj1(pax)'
1<5:1<k

Wir zeigen gleich in einem Lemma, dass dann
k
R(I’17~-.,$k) = Z Z Hj1jm(p7‘r> (20)
m=21<j1<...<jm<k

Jeder Summand der rechten Seite enthélt also mindestens zwei “Faktoren” der Form (z;—p;)
und geht deshalb fur (z1,...,z%) — (p1,...,pr) mindestens quadratisch gegen 0.

Genauer: Ist ||.||; eine Norm auf V;, so definiert

Gz, = flafl 4+ s
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eine Norm auf V3 x ... x Vi, und weil nach

lee(p, - Tjy —Djyse s Tjy — Pigs - P8)||
(@1, k) = (P1, - i)
5, — Pl
el 4+l =i+ ol

< Cllpafl - Nz = pgol[ - Ikl
—_———

—0

<1

geht das Restglied gegen 0. O
Die Restgliedformel folgt aus

Lemma 119. Fir jede k-lineare Abbildung p: Vi x ... x Vi, — W und alle (z1,...,zx) und
(p1,.--pk) € VI X ... XV}, gilt unter der Verwendung von

k
:u’(xlu"'?xk) :/i(ph»pk) + Z Z Mj1...jm(pax)

m=11<j;<...<jm<k

Die p-Terme auf der rechten Seite heben sich also weg.

Beweis. Wir zeigen das durch vollstandige Induktion iiber k.
k =1. Die Formel
() = p(pr) + plxs — p1)

folgt aus der 1-Linearitét.
k—k+1. Seialso p:Vy x...x Vi — W eine k-lineare Abbildung. Dann ist

k+1

(#) ==p(p1, - PR1) + Y >, Mg .gim (P> T)

m=11<j;<...<jm <k+1
k+1

:M(p17-‘-7pk+1)+ Z Z /'L.jl-“jnL(p’m)

m=11<j1 <...<jm <k
k+1

+ Z Z /”'le---jWL(p"r)'

m=11<j;1<...<jm=k+1
Im mittleren Term kann m = k + 1 nicht vorkommen. Deshalb konnen wir fortfahren

k
(*) = M(p1,...,pk+1)+ Z Z /"le~»~jm(p7x)

m=11<j1<...<jm <k
k+1
+ u(P1s -+, Phs Thg1 — Prot1) + Z Z Mg .. (P> )
M=21<j1 <...<jm=h+1
Wir definieren nun zwei k-lineare Abbildungen auf V; x ... x Vi durch
/LO([L'l,..., ) = N(xla"'axkvpk+1)v
= U

Tp
@1,y ) = (@, T )

o6



Wir erhalten

(*) :/J’ pla"'apk + Z Z M?ljm(pyx)

m=11<j1<...<jm <k

+M1(p17"'7pk) _Mo(pla"' apk:)

k+1 k+1
E E 0
+ Z Z ’ujl Jm p’ /”LJljm(er)
m=21<j1<...<jm-1<k m=21<j1<...<jm-1<k

k
= Z Z p’?l---jm(x’p)+/1‘1(p17”~7pk)

m=11<j; <...<jm<k

k
+ Z Z ”Jl g (D5 Z Z U?l...jm(pax)

m=11<j1<...<jm <k m=11<j;1<...<jm <k

k
=@ o) FEY Y L, (0)

m=11<j1<...<jm<k

Ind?/or, 'ul(zla cee ,l’k) - ‘u(l'l, AR Ik""l)'

O

Die Produktregel aus der Analysis I ist eine Kombination aus der vorstehenden Produktregel
mit der Kettenregel. Das erkldren wir genauer:

Beispiel 120 (Alte Produktregel). Seien J C R ein offenes Intervall, p € J und seien
f,9: J — R differenzierbare Funktionen. Sei weiter y : R x R — R die Multiplikationsab-
bildung (z,y) — zy und sei

(f:9): J = RxR, ¢ (f(t),9(t))-

Wir betrachten die Komposition

h:=po(f,g):tm f(t)g(t).
Dann gilt

W) = Dyh()

D(tp),9m)H© Dp(f,9)(1)

Kettenregel

g umawnie (Dpf(L), Dpg(1))

D(f(p),g(p)),u o(f'(p).d' (»))

= u(f'(p),gp) +ul(f(p),d ()

Produktregel

=f'(p)g(p) + f(p)g' ().

O

Beispiel 121. Hier sind wichtige multilineare Produkte. Uberlegen Sie, was in jedem ein-
zelnen Fall die Produktregel besagt.

(i) Das normale Produkt reeller Zahlen hatten wir gerade

RxR =R, (z,y) — ay.
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(ii) Matrix mal Vektor: Sei M(m x n,R) der Vektorraum der reellen (m x n)-Matrizen.

M(m x n,R) x R" - R™, (A, z) — Azx.

(iii) Allgemeiner
LV, W) xV — W, (f,v) — f(v)

(iv) Das kanonische Skalarprodukt im R”
R" x R" — Ra (‘T7y) = <‘Tay> = leyz
i=1

(v) Allgemeiner jedes Skalarprodukt
VXV =R, (2,y) = (2,9)
auf einem Euklidischen Vektorraum V, oder noch allgemeiner jede Bilinearform.

(vi) Das Kreuzprodukt
R?® x R® — R3 (2,9) — 2 xy

auf dem R3.

(vii) Die Determinante als Funktion der Spalten:
R X ...xR" >R, (1,...,2,) — det(x1,...,2,).

Dieses fithren wir in einem Beispiel weiter unten aus.

O

Beispiel 122. Wir betrachten einen Euklidischen Vektorraum (V,(.,.)) und dazu:
die Produktabbildung
p:VxVoR (z,9)— (2,9,

die lineare “Diagonal-Abbildung”
0:V-VXV, ze (z,x),
und die “Norm-Abbildung”
r:V-R, x|z =+(z,z)

Dann ist

r=+ opuod.

Seien z,p € V und p # 0. Wir wollen zeigen, dass r in p differenzierbar ist und das Differential
ausrechnen.

e J ist als lineare Abbildung differenzierbar und

Dyé(z) = 6(z) = (z, z).
e 4 ist nach der Produktregel differenzierbar und

Dy, x) = p(z, p) + p(p, x) = 2u(z, p).
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e Die Wurzel va ist nach Analysis I differenzierbar und

Das bedeutet )
DV (t) = —=t.

Nimmt man die vorstehenden Ergebnisse zusammen, so sieht man, dass r in p nach der
Kettenregel differenzierbar ist und

1 (z,p)
Dyr(x) = 2p(x, p) = (21)
' 2/ 1u(p, p) r(p)
O
Beispiel 123. Fiir Vektoren zq,...,z, € R™ schreiben wir
X = (x1,...,2n)
fiir die Matrix mit den Spalten z;. Ist (e1,...,e,) die kanonische Basis des R”, so ist also

E:=(e1,...,en)

die n-reihige Einheitsmatrix. So identifizieren wir den Raum R™ x ... x R™ mit dem Raum
M(n x n,R) der quadratischen n-reihigen Matrizen. Die Determinante — nehmen Sie das
als Definition, wenn Sie in der Linearen Algebra noch nicht so weit sind — ist mit dieser
Identifikation eine n-lineare Abbildung

det : R" x ...R" = R, (x1,...,2,) — det(x1,...,2,)
mit folgenden zusétzlichen Eigenschaften:
det(z1,...,x,) = 0,falls zwei der z; gleich sind,

det(ey,...,e,) = 1.

(22)
Damit gilt fir A = (a1,...,a,) € M(n xn,R) und entsprechendes B nach der Produktregel

Dadet(B) = det(as,...,a;-1,bj,a;41,. .., an)
j=1

n n
= E det(a1,...,a;_1, g brjCk, Gjt1,-- -, 0n)
=1

k=1
n n
= E E bkjdet(al,...,aj_l,ek,aj+1,...,an)
k=1j=1 -
n n
— E § v
— bk;]a/jk.
k=1 j—1

Definiert man also die Adjungte adj(A) der Matrix A durch

adJ(A) = (a}’k)j’kzlwﬁn = (det(al, ey aj,l, €k, a]‘+1, ey an))j’k:L“"n,

so ist D4 det(B) gerade die Summe der Diagonalelemente der Matrix Badj(A), die soge-
nannte Spur dieser Matrix:

D 4 det(B) = Spur(Badj(A)).

Wir merken noch an:
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1. Ist A = E, so ist nach (22)
e}’k =det(er,...,€j_1,€k,€j41,...,€n) = Ok,

also adj(F) = E und

| Dip det(B) = Spur(B). |

2. Allgemein gilt nach

n

n
v
E ajar; = det(ar,...,a;-1, g AkjChy Git1s - - - On,)
k=1 k=1

= det(al, ey A1,y Qi 1y - ey (ln) = 5ij det(A),
also adj(A)A = det(A)E. Ist det A # 0, so ist A also invertierbar und
adj(A) = det(A)A™.

In diesem Fall ist

| Dy det(B) = det(A) Spur(BA™).

Beispiel 124. Sei V ein endlich-dimensionaler Banachraum. Wir wollen zeigen

o GL(V):={A € L(V,V) | A invertierbar } ist offen in L(V,V),

e die Abbildung
inv: GL(V) — L(V,V), A~ A?

ist differenzierbar und

e ihre Ableitung ist

\DA inv(B) = —A‘lBA‘l.‘

Beachten Sie: Fiir V =R ist
Mz™H = Dp(z7H(N\) = —z a7t = A(—27?)
genau die aus der Schule bekannte Formel fiir die Ableitung von %
Wir benutzen auf L(V, V') die Operatornorm und die Ungleichung
IAB| < [|A[l]|B]
fiir die Norm der Komposition von A und B (Beweis?).

Sei A € GL(V) und B € L(V,V) mit

1
|A— Bl < ——73-
A=l

Aus folgt dann also
|A(A-B)| < 1.

Nun benutzen wir

B=A—(A—B)=AE—-A"'(A-B)),
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wobei E die identische Abbildung von V ist, und denken an die geometrische Reihe. Wir

definieren
Sy 1= (Z (AH(A - B))k> A1
k=0
Aus
n+m K n+m
10 sm — Sull = H( (A1 (A-B)) )A1 < ( S [aia-B)| >||A1||
k= n+1 k=n-+1

folgt mit (28), dass die S, eine Cauchyfolge bilden. Weil L(V, V) endlich-dimensional, also
ein Banachraum ist, existiert S :=lim S,,. Aus
SyA=E+A Y A-B)+...+ (A {(A-DB))"
S, A(A™Y (A - B)) = A A-B)+...+ (A (A-B)"+ (A YA - B)"!
folgt durch Subtraktion:
S,B=F— (AY(A—- B))"".
Der letzte Term geht fiir n — oo gegen Null, also ist SB = E, d.h. S = B~!. Verschérft

man zu
1
A= Bl < 57— (29)
2 A=H|

so folgt mit der Dreiecksungleichung und

1S ||<Z||A (A-B)|*A™" < A= = 2]l A7H).

1
1*5

Aus folgt also [|[B~|| < 2||A7!|| und damit
B~ = A7Y| = |BTHA-B)AT < | BTH|A - Bll|A7Y| < 2] A7Y* A - BI|.
Das impliziert die Stetigkeit von inv. Schlieffilich untersuchen wir den Restterm

R(B) =inv(B) —inv(A) + A (B-A)A ' =B 1 - A 4+ A Y(B-A4)A"!
=AY B-AB '+ A B-A)ATT=A"Y(B-A)(A-B).

Dann ist nach

IRB _ oyt gt
TE—Ap < 147 A= =57,

Wegen der Stetigkeit von inv geht das fiir B — A gegen 0 und inv ist differenzierbar mit
der angegebenen Ableitung.

O

Im vorstehenden Beispiel haben wir eigentlich nur benutzt, dass L(V, V') ein Banachraum
mit einer “Multiplikation” AB ist, fiir die gilt, eine sogenannte Banachalgebra. Dass
es sich bei den Elementen um lineare Abbildungen handelt, spielte keine Rolle: Wir haben
einen Satz aus der Theorie der Banachalgebren bewiesen.
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2.3 Richtungsableitungen, partielle Ableitungen

e Nun endlich die Differentiation fiir bescheidenere Anspriiche!

e Richtungs- und insbesondere partielle Ableitungen kann man mit Methoden der Ana-
lysis I ausrechnen.

e Aber der Zusammenhang mit der (totalen) Differenzierbarkeit ist nicht ganz trivial.

Seien V, W endlich-dimensionale Banachrdume, G C V offen, p € Gund f:V DG —- W
eine Abbildung.

Definition 125. (i) Fiir v € V definiere die Richtungsableitung von f in p in Richtung

v durch .
9y F(p) = lim fo+tv) - fp)
t—0 t
falls dieser Limes existiert.
(ii) Ist V = R"™ mit der kanonischen Basis ey, ..., e,, so nennt man die Richtungsableitun-

gen O, (p) die partiellen Ableitungen von f in p.
Notation:

L) =0.00) = 0..50)

Statt x; auch andere Variablennamen.

Es gilt also
f(pl,"'api+ta"'7pn)7f(pla"'apn)
t—0 t
Das ist (fir W = R) die Ableitung von f nach der i-ten Variablen im Sinne der
Analysis 1.

Beispiel 126. Ist f in p differenzierbar, so existieren dort alle Richtungsableitungen und
es gilt

9uf(p) = DyJ (v).

Speziell gilt also im Fall V = R"

0:f (p) = Dy (e

Beispiel 127 (Funktionalmatrix zu Fufl). Ist weiter
fR"D>G—R™,

differenzierbar, so ist nach Beispiel [[T4] die Darstellungsmatrix von D, f, also die Funktio-
nalmatrix, mit Methoden der Analysis I zu berechnen:

F0) = @50, -y = (50)
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Beispiel 128. Vgl. Beispiel [69}

Existieren in p alle Richtungsableitungen, so mufl f
in p nicht differenzierbar, ja nicht einmal stetig sein,
wie man an

1 fallsy=22>0
0 sonst.

sieht.

Satz 129 (Differenzierbarkeit und partielle Differenzierbarkeit). Existieren auf ganz
G alle Richtungsableitungen (oder im FallV = R™ auch nur alle partiellen Ableitungen) und
sind diese stetig, so ist f in G differenzierbar.

Dieser Satz ist ein {iberaus niitzliches Kriterium, weil oft die Berechnung von partiellen
Ableitungen nach Analysis I sehr einfach und die Stetigkeit der Ableitungen offensichtlich
ist.

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir V= R"™ W = R. Mittels komponentenweiser Diffe-
rentiation bzw. partieller Differentiation folgt daraus der Satz fiir V = R", W = R™. Sind
schliefllich @ : R™ — V und ¥ : R™ — W Isomorphismen und setzt man f =Vofod !,
so ist f genau dann differenzierbar bzw. partiell differenzierbar, wenn das entsprechende fiir

f gilt. Daraus folgt der Satz dann fiir beliebige V, W.
Seien also V = R™, W = R. Fiir p € GG definiere

Fp(x1,...,2p) := ijﬁjf(p).
j=0

Dann ist F}, : R™ — R linear und der offensichtliche Kandidat fiir die Ableitung an der Stelle
p. Wir betrachten eine offene e-Kugel U = U.(p), die ganz in der offenen Menge G liegt,
und beschrinken uns im folgenden auf z € U. Beachten Sie, dass dann auch die Punkte
(P1s---,PjsTjt1,- .-, Zy) in U und damit im Definitionsbereich von f liegen. Fiir z € U gilt
daher

f(@) = f(p) = f(@1,....20) — f(p1,-- - Pn)
= f(x1,.. . 2n) — fp1, 22, .. 20)
+f(p1,$2,~-~,xn) 7f(p17p27x3,"'7xn)

+f(p1a-~'apn—1;xn) - f(p17- --apn)-

Wir wenden auf jede Zeile den Mittelwertsatz an.

f(iﬂ) - f(p) = alf(flvx% .. .,xn)($1 _pl)
+ 0o f(p1,&2,- .., xn) (T2 — D2)

+ anf(pla e 7pn71>£n)(xn _pn>
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mit & zwischen x; und p;. Daraus folgt

fl@) - fp
( ) () Z Zf(pla"'7§i7"'axn)_aif(p))
o — pll |
—0
strhrankt
und mit der Stetigkeit der partiellen Ableitungen die Behauptung. O

Beispiel 130. Die Abbildung f : R? — R? mit
f(x,y) = (sinz cosy, sin x siny, cos y)

hat die folgende Matrix partieller Ableitungen:

cosrcosy —sinzsiny
(0 fi(x,y)) = | coszxsiny sinzcosy
0 —siny

Die partiellen Ableitungen sind offensichtlich stetig. Daher ist die Funktion differenzierbar
und das Differential D, ) f : R? — R? wird durch die obige Matrix f’(z,y) reprisentiert.

O
Beispiel 131 (Das ,,totale Differential®). Die Koordinaten-Abbildungen
i :R" 5 R (v1,...,0,) — v
sind linear. Deshalb ist fiir alle p in R™
Dyzi = ;.
Jedes v € R™ 1483t sich schreiben als
v = in(v)ei = ZDpxi(v)e
Ist f in p € G C R™ differenzierbar, so folgt
prDxl v)e;) prl VD, f(e;) = Zaf )Dpi(v).
Das schreibt man auch so:
Df = Z 9ifDx; (30)

oder - gebrauchlicher -

af = gi dz;.

Man nennt diesen Ausdruck das ,totale Differential“ von f im Gegensatz zu den einzelnen
partiellen Differentialen %. Bei Lichte besehen ist das totale Differential an der Stelle p
aber einfach nur die Ableitung D, f.

O

Beispiel 132 (Kettenregel in partiellen Ableitungen). Fiir differenzierbare Abbildun-
gen zwischen den Standardriaumen sieht die Kettenregel in partiellen Ableitungen folgen-
dermaflen aus:

Aus D, (f 0 g) = Dy(p) f o Dpg folgt nach linearer Algebra

(fog)(p) = f(9(p)d (»),
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wobei rechts das Produkt der Matrizen steht. Also, wenn wir die Variablen im Definitions-
raum von f mit y; und im Definitionsraum von g mit ) bezeichnen,

(E)(g;f)i(p)) = (g; (9(29))) (ggi(p))

oder

Abgekiirzte Notation:

Ofi _~—~ 0fi 0y;
drr ; dy; Oy,
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2.4 Hohere Ableitungen

e Die Ableitung einer Funktion von mehreren Variablen ist nicht eine Zahl, sondern eine
Lineare Abbildung. Entsprechend werden erst recht die hoheren Ableitungen solcher
Funktionen kompliziertere Gebilde, ndmlich multilineare Abbildungen.

e Wir lernen, wie man sie “trotzdem” effektiv berechnen kann.

e Wir lernen den Satz von Schwarz {iber die Symmetrie hoherer Ableitungen, der manche
Rechnung vereinfacht, aber auch wichtige Anwendungen auf Differentialgleichungen
hat.

Vorbemerkung. Wir erinnern daran, dass L(V, W) den Vektorraum aller linearen Abbil-
dungen von V nach W bezeichnet. Sind V' und W endlich-dimensional, so ist auch L(V, W)
endlich-dimensional und es gilt dim L(V, W) = (dim V')(dim W), vgl. Lineare Algebra.

Definition 133 (Zweite Ableitung). Sei f: V C G — W auf G differenzierbar. Dann ist
Df:G— L(V,W), p— Dpf.

Ist diese Abbildung differenzierbar in p € G, so heifit f in p zweimal differenzierbar und
Dyf == Dp(Df): V — L(V,W)

die zweite Ableitung von f in p.

Wir haben also fiir vi,v9 € V

Dy f(v1) € L(V,W),
Df)f(vl)(vg) e Ww.

Beispiel 134. Sei (V,(.,.)) ein Euklidischer Vektorraum und sei r : V'\ {0} — R gegeben
durch r(z) = /< z,z >. Wir haben im Beispiel ausgerechnet, dass

1
D,r(v) = — < p,v >,

7(p)

also

1
Dr:xw— Dyr = — <uz,. > L(V,R).
r(z)

Das ist das Produkt der Abbildung % : V'\ {0} — R mit der Abbildung
g:V — L(V,R)
= (z,)
1. Faktor: Weil r differenzierbar ist, ist nach der Kettenregel auch % differenzierbar, und es
ist

Dp%(”) = *T%(MDH‘(U) = *r%(m <p,v>.

2. Faktor: Die Abbildung g : V' — L(V,R) ist linear, also auch differenzierbar und

Dpg(v) = g(v) = (v,.) -
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Produktregel: Daher ist Dr nach der Produktregel differenzierbar, und es gilt

1 1
Dyp(Dr)(v) = ———~ <p,v><p,. > +— <v,.>
p(Dr)(v) ) o
1
- 3(p) (7‘2(27) <v,.>—<pv><p,. >)
1
:r3(p) (Kp,p><wv,.>—<puv><p,.>),
also .
Dir(v)(w) = g )(<p,p><v,w>7<p71;><p’w>).
P

O

Es ist klar, wie man hohere als 2. Ableitungen definiert. Dabei entsteht allerdings ein
kleines Problem: Wir erhalten D3 f € L(V, L(V, L(V,W))), und den Zielraum der 7. Ablei-
tung mag man nicht mehr hinschreiben. Dieses Problem vermeiden wir folgendermaflen:

Wir definieren
2 2
Dpf(v,w) = Dp(v)(w).

Dann ist
2.
Dpf.VXVHW

eine bilineare Abbildung von V nach W. Im obigen Beispiel ist also

1
Df)r(v,w) = 5 0) (Kp,p><v,w>—<p,v>Ipw>). (31)

Bezeichnen wir mit L*(V, W) den Vektorraum der k-linearen Abbildungen von V nach W,
so haben wir allgemeiner einen kanonischen Isomorphismus

je : LV, L1V, W) — LE(V, W)
mit
Je(@)(v1, .. vg) = P(v1) (v, ..., V).

(Beweisen Sie das! Es folgt, dass dim L*¥(V, W) = (dim V)*(dim W) < oo, wenn V und W
endlich-dimensional sind.)

Damit definieren wir induktiv die k-Ableitung D’; f einer Funktion an der Stelle p wir folgt:

Definition 135 (Hohere Ableitungen). Ist f : V D G — W bereits (k — 1) mal diffe-
renzierbar und ist die (k — 1)-te Ableitung

DM G — LNV, W), DY f

in p € G differenzierbar, so heifit f in p k-mal differenzierbar und die k-te Ableitung in p ist
gegeben durch

D]Iff(vl, cey V) = jk(Dp(Dkflf))(vl, Ce V) = Dp(Dkflf)(vl)(vg, Cey Vk)-

Die k-te Ableitung einer k-mal differenzierbaren Abbildung f: V O G — W an einer Stelle
p ist also eine k-lineare Abbildung

k k
DEf e LRV, W).
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Lemma 136. Ist f in p k-mal differenzierbar so gilt fir vy, ...,y € V

DY f(v1,...,vk) = Oy ... 0u, f(D).

Insbesondere existiert die rechie Seite.

Beweis. Durch Induktion iiber k.
k=1. D,f(v) = 0, f(p) wissen wir schon.
(k— 1) — k. Die Abbildung
g: IFYVW) - w
i — (v, ..., V).
ist linear. Nach Kettenregel und Voraussetzung ist daher g o D*~1 f differenzierbar mit
Dy(go D71 f)(v1) = g (Dp(D*1f)(01)) = Dyp(D* 1 f)(v1) (w2, -, vk)
= DX (v, o).
Andrerseits ist nach Induktionsvoraussetzung
goDk_lf = Dk_lf(v% cee ,Uk) = 81)2 . aka
und deshalb nach dem Fall £ =1

D,(go D* 1 f)(v1) = By, ... Oy, f-
O

Dieses Lemma impliziert insbesondere folgende Vereinfachung: Um DIQ) f(v1,v9) zu berech-
nen, muf} ich nicht die schwerer vorzustellende Abbildung Df : G — L(V, W) differenzieren,
sondern ich kann Df(ve) : G — W in Richtung v; differenzieren: Ich darf vor der zweiten
Ableitung den Vektor vy einsetzen.

D} f(v1,v2) = 8y, 80, £ (p) = Dp(D f(v2))(v1).

Dabei mufl man auf die Reihenfolge der Vektoren achten — bis wir gleich gezeigt haben, dass
sie keine Rolle spielt!

Beispiel 137 (H6here Ableitungen auf dem R"). Ist f: R®" D G — W in p € G k-mal
differenzierbar, und hat man k& Vektoren

vj = (V1j,...,vn5) €R", je{l,...,k},

gegeben, so gilt

D[ljf(’l)l,...,vk) = Z 8i1 &kf(p)vhl U?,kk (32)

i1, in=1

Also 1488t sich die k-te Ableitung von f mittels k-facher partieller Ableitungen ausrechnen.
Konkret betrachen wir die Normfunktion r(z) = /> _;_, #7 auf R"\ {0}. Wir finden

x; oy — ;21
J J Jr 2
6jr = 7, 8i8j7‘ = 77'2 = 7‘73 (T (Sij - xixj)
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und damit

1 n n n
Dir(v,w) = () ?(p) sz’wz‘ - (me) ijwj
i=1 i=1 j=1

Vergleichen Sie das mit .

Fiir spitere Verwendung zeigen wir hier noch das folgende

Lemma 138. Fiir k-mal differenzierbares f : V O G —- W, p € G und vy,...,vx € V gilt

Dl;f(vl, NI D;;*l(Df)(vg, ey ) (v1).

Beweis. Ich beweise das fiir V' = R™ mit den Koordinatenprojektionen z; : R® — R. Der
allgemeine Fall geht nach Wahl einer Basis genauso, nur treten an die Stelle der z; dann die
dualen Basisvektoren. Es ist

n

Dy (Df) vz, . o) (v1) = DETH QY0 ) 25) (02, - ve) (01)

Jj=1

= Z 81'2 ...aikajf(p)viﬂ...vikkx]—(vl)

= Z &-2 e 6“ ajf(p)”t}jl’l}i22 e ’Uikk.

Jrizyeenip=1
Vergleich mit liefert die Behauptung. O
Fiir die Frage, ob f zweimal differenzierbar ist, gibt es ebenfalls ein gutes Kriterium
mittels partieller Ableitungen: Sei f differenzierbar (z.B. weil es iiberall stetige partielle
Ableitungen besitzt). Nach ist D f wegen der Konstanz der Abbildungen p — Dpx; = x;
genau dann differenzierbar, wenn die partiellen Ableitungen 9; f alle differenzierbar sind. Das

148t sich wieder mittels partieller Ableitungen testen, und man erhélt: Existieren alle zweiten
partiellen Ableitungen von f auf G und sind sie dort stetig, so ist f zweimal differenzierbar.

Entsprechendes gilt fiir hohere Ableitungen.

Definition 139 (C*-Funktionen). Ist f : V O G — W k-mal differenzierbar und die
Abbildung
D*f:G— L*(V,W), p— Dyf

stetig, so heiflt f k-mal stetig differenzierbar. Nach der vorstehenden Bemerkung ist das fiir
V = R" dquivalent dazu, dass alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung von f existieren
und stetig sind. Wir schreiben dafiir

f e C*(G,W) oder kurz f € C*.

SchlieBlich soll f € C'*° bedeuten, dass f beliebig oft differenzierbar ist — die Stetigkeit der
Ableitungen folgt dann natiirlich von selbst.

Ist f in p zweimal differenzierbar und sind wu, v ,,hinreichend kleine* Vektoren, so gilt

flo+u+v)—flp+u) = f(p+v) + f(p) = Dpyuf(v) — Dpf(v) = D3 f (u,v).

Die linke Seite ist also eine Approximation fiir die 2. Ableitung, die zum Beispiel in der
diskreten Mathematik wichtig ist. Wir berechnen damit die 2. Ableitung:
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Lemma 140. Sei f : V O G — W differenzierbar und in p € G zweimal differenzierbar.
Dann gilt fir alle u,v €'V

D2f(u,v) = lim flp+tu+tv)— f(p +t2tu) " fp+to) + f(p)

WEeil der Zshler rechts in v und v symmetrisch ist, folgt daraus der wichtige

Satz 141 (H.A. Schwarz). Sei f : V D G — W in G 2-mal differenzierbar. Dann gilt fiir
alleu,v eV undp € G
2 _ 2
Dpf(u7v) - Dpf(vvu)'

Beweis des Lemmas[1f0 1. Schritt. Es geniigt der Beweis fiir den Fall W = R, weil f =
> fiei, wo die e; eine Basis von W und die f; reellwertige Funktionen sind.

2. Schritt. In Anlehnung an die heuristische Betrachtung oben definieren wir eine Funktion
F(t):= f(p+u+tv) — f(p+tv).

Dabei seien ||u|| und ||v|| hinreichend klein, so dass p+u+tv und p+tv fir 0 <t <1in G
liegen. Dann ist nach dem Mittelwertsatz fiir ein 7 €]0,1

fo+u+v)—flp+u)— flp+v)+ f(p)=F(1) - F(0)
- F'(7)
= Dptutrof(v) = Dpirof(v)
= (Dp+u+rvf - Dpf)(v) - (Dp+7'vf - Dpf)(v)
— (4)

Wir wenden jetzt auf die Funktion D f die Definition der Differenzierbarkeit an der Stelle p
an, und erhalten fir x = p+u+ 7v bazw. £ = p + TV

(¥) = = Dy f(u+70)(v) + R(p +u + 70)(v)
= Dy f(rv)(v) = R(p + 7v)(v)
= D2 f(u,v) + (R(p+ u+ 7v) = R(p+ 7v)) (v).

Zu gegebenem € > 0 gibt es ein § > 0, so dass
[R(z)|| < ellz —pll, falls ||z — p|| <. (33)

Beachten Sie, dass R(z) € L(V, W). Fiir die Norm von R(z) verwenden wir daher wie {iblich
die Operatornorm auf L(V,W).

Fiir [Ju|l + ||v]] < ¢ ist dann

[1B(p +u+ )| < ellu+ 7o]| < e[lull + [|v]]),
17(p + To)|| < ellroll < e(llull + o],

also

1G) = DR f(w,0)ll = [(R(p + w+ 70) = R(p+ 70) (v)[| < 2e([full + [[o[)]v]l-
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Nun seien u,v € V beliebig und ¢y > 0 bei vorgegebenem e > 0 so klein gewéhlt, dass
[toull + [[tov]| < 6 ist, vgl. (33). Dann folgt fiir alle ¢ mit [t| < to

Hf(p+tu+tv) —flp J;Ztu) —flp+tv)+flp) D2f(u,v)
B | Fp+tu+tv) — f(p+tu) — f(p+tv) + f(p) — D2f(tu, tv)
_ 5
< 2 A TODIN _ o+ oy o
Daraus folgt die Behauptung. O

Korollar 142 (zum Satz von Schwarz). Ist f : R" D G — W in G 2-mal differenzierbar
(oder 2-mal partiell differenzierbar mit stetigen zweiten partiellen Ableitungen), so gilt fiir
alle i, j

0:0; f = 0;0,f.

Beispiel 143 (Wichtige Anwendung: Integrabilititskriterium). Seien fi,...,f, :
R™ O G — R. Die elementarste Frage der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist
die, ob es eine Funktion y : G — R gibt, so dass fiir alle 7 gilt:

Oy = fi- (34)

Haben die f; stetige partielle Ableitungen, so hat ein solches y, falls es existiert, stetige par-
tielle Ableitungen bis zur Ordnung 2. Also ist eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit

von , dass
9;fi = 0;0y = 0i0;y = 0; f;,

d.h.
0;fi = 0;f; fiir alle i, j.
O

Aus dem Satz von Schwarz in Verbindung mit dem Lemma [136] ergibt sich unmittelbar die
folgende Verallgemeinerung;:

Korollar 144 (zum Satz von Schwarz). Ist f : V D G — W k-mal differenzierbar in G,
so gilt fiir jede Permutation (i1, ...,4x) von (1,...,k) und fir allep € G und vy,..., 0 €V

D];f(vl,...,vk) = D’;f(vil,...,vik)

bzw.

Doy -+ 00 f (D) = o, .- Dy, (D).

Bemerkungen. In der Literatur (z.B. im Buch von Rudin) findet man den Satz von Schwarz
hiufig in folgender Form: Ezistieren alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung von f und sind
sie stetig, so gilt

0:0;f = 0;0:f.

Aus dem Vergleich mit unserer Version ergeben sich zwei Fragen:
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1. Gibt es Funktionen, die zweimal differenzierbar, aber nicht zweimal stetig differenzier-
bar sind? Dann ist die Version des Satzes starker als die oben zitierte.

Antwort: Ja. Die Funktion
a1
g:R—R, z x"sin—
T

ist auf R zweimal differenzierbar, aber die 2. Ableitung ist in 0 nicht stetig. Entspre-
chendes gilt dann auch fiir die durch f(z,y) := g(z) definierte Funktion auf R2.

2. Gibt es Funktionen mit (nicht stetigen) partiellen Ableitungen 2. Ordnung, fiir die der
Satz von Schwarz nicht gilt?

Antwort: Ja. Die Funktion f : R? — R mit

0 fire=y=0
flz,y) = 22—y?
TY T sonst

besitzt iiberall stetige 1. partielle Ableitungen und (in 0 unstetige) 2. partielle Ablei-
tungen. Fiir sie gilt

0102£(0,0) = 1 # —1 = 8,01 £(0,0).

Beweise als Ubung.
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2.5 Schrankensatz, Satz von Taylor

e Schrankensatz und Satz von Taylor kann man auch fiir Funktionen mehrerer Variablen
formulieren.

In hoherdimensionalen Rdumen wird die naive Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes
F(b) = f(a) = Def(b — a) fiir geeignetes ¢ zwischen(?) a und b
falsch. Zum Beispiel gilt fiir die Funktion f : [0,27] — R3 mit f(t) = (cost,sint,t), dass
f(2m) = £(0) = (0,0,2m).

Aber fiir alle € €]0,2n[ ist D¢ f(2m — 0) = 2w(—sint, cost, 1) # (0,0, 2m).

Der Schrankensatz, den wir jetzt beweisen, liefert einen Ersatz fiir den Mittelwertsatz.

Satz 145 (Schrankensatz). Seien V,W endlich-dimensionale Banachriume und sei
f:VoG—-W
eine differenzierbare Abbildung. Seien a,b € G, so dass die Strecke
ab:={a+tlb—a)|0<t <1}
in G enthalten ist. Dann gilt
1£5) = F@)]l < sup [ID.F] b= all.

rE€ab

Zusatz. Wenn f in den Endpunkten von ab nicht differenzierbar, aber stetig ist, gilt dieselbe
Behauptung, wobei das Supremum iber alle Punkte von ab\ {a,b} zu nehmen ist.

Beweis. Sei K := sup, ;|| Dy f]| und sei € > 0. Sei 0.E. K < oo, sonst ist nichts zu zeigen.
Wir definieren

As={t € [0,1][[If(a+t(b—a)) = fla)] < UK +€)|[b - all}.

Weil beide Seiten der Ungleichung in der Definition von A in ¢ € [0, 1] stetig sind, ist A
abgeschlossen. Wegen 0 € A ist A # (. Insbesondere gilt

supA=:s€ AC|[0,1].

Wir zeigen s = 1, d.h.
1£() = F@) < (K + O)llb— all.
Weil das fiir alle € > 0 gilt, folgt daraus die Behauptung.

Annahme: s < 1. Die Funktion f ist in p = a + s(b — a) differenzierbar, und wir haben

fla+tlb—a))=fla+s(b—a))+D,f((t—s)(b—a))+ R(a+1t(b—a))

R(z) _
Ta—pl

R(a+t(b—a)) —0.

0, alSO limt_)s m

mit limg_,,

(Beachten Sie [|(a + t(b — a)) — (a+ s(b— a))|| = [[(t = s)(b — a)l| = |¢ — s|[}b - al].)
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Dabher gibt es § > 0, so dass fiir s <t < s+ 9§ gilt
[R(a+t(b—a))| <e(t—s)-[Ib—al.
Aus der Dreiecksungleichung folgt fiir s <t < s+ 4
o+ 10— a) = Fa+ 56— a)l| < Dy (¢ =) b~ all + et = 5) - b —al
<(t—=s)(K+¢€)|b—all
und weiter
[f(a+t(b—a)) = fla)| <lfla+tb—a)) - flat+sb—a))|+]flatsb—a))—fla)ll

< (t—s)(K+e)|b—al +s(K+e€)b—a
=t(K +¢)|b—aqa]l.

Das ist ein Widerspruch zur Definition von s. Also ist s = 1 und (%) bewiesen.

Zum Zusatz. Ist f nur im ,Inneren® der Strecke ab differenzierbar, so gilt nach dem Bewei-
senen fir alle 0 < t1 <ty < b

If(@+t2(b—a) = flattilb—a)ll < sup [IDarsp-alllll@+t2(b—a)) = (a+t(b—a)

= sup |[Dasi(p—all (b2 = 12)[|b = a].
0<t<1

Durch Grenziibergang t1 \, 0 und to ' 1 folgt mit der Stetigkeit von f die Behauptung.

O

Berechnung der Operatornorm. Bisher hatte die Operatornorm nur eine Hilfsfunktion.
Der Schrankensatz macht es wiinschenswert, sie explizit zu berechnen. Das ist ein Problem
der linearen Algebra. Wir geben die Resultate fiir zwei einfache Fiille.

1. F: R™ — R sei beziiglich der Standardbasen gegeben durch die m x 1-Matrix A =
(a1,...,ay). Dann ist die Operatornorm beziiglich der Euklidischen Norm von R™ und
dem Betrag |.| auf R gegeben durch

1Al =

n

E 2
a;'.

i=1

Im Falle des Schrankensatzes, ist F' = D f gegeben durch die Matrix
fl = (alfvvanf)

und

IDfI =

> (@)%

i=1

2. f:R™ — R™ sei beziiglich der Standardbasen gegeben durch die m x n-Matrix A. Die
Normen auf R” und R™ seien die iiblichen Euklidischen Normen. Mit A” bezeichnen
wir die transponierte Matrix. Dann ist AT A eine symmetrische (=selbstadjungierte)
n x n-Matrix und || A4]| ist die Wurzel aus dem Maximum der Eigenwerte von AT A.

Korollar 146. Sei G C V offen und zusammenhdngend und sei f : G — R differenzierbar
mit Dpf =0 fiir alle p € G. Dann ist f konstant.
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Beweis. Sei p € G und

U={zeG|f(z)=fp)}
Ist a € U, so gibt es r > 0 mit U.(a) C G. Aus dem Schrankensatz folgt dann fiir alle
beU(a)

1£(6) — f)l = [1f(B) = f(a)]| <O [|b—al,
also b € U. Deshalb ist U offen. Andrerseits ist
G\U = 'R\ {f(p)})

ebenfalls offen. Weil G zusammenhéngend ist, folgt dass entweder U = () oder G\ U = 0.
Wegen p € U folgt U = G. O

Fiir spdtere Verwendung “verfeinern” wir dieses Korollar noch etwas:

Korollar 147. Seien G C Vi x V; offen und f : G — W differenzierbar. Es gelte fiir alle
(plap2) € G; dass
0= D(P1,P2)f(07 ) : V2 — W.

Offenbar gibt es zu jedem (p1,p2) € G ein € > 0 mit
Ue(p1) x Ue(p2) C G.
Dafiir gilt dann
fla1,q2) = f(q1,r2) fir alle @ € Uc(p1) und q2,7r2 € Uc(p2).

Mit andern Worten: Ist die Vo-Ableitung von f Null, so hingt f lokal nicht von der Vs-
Variablen ab.

Beweis. Betrachte die Funktion
g:Va D Uclpz) = Wit — f(q1,).
Fiir diese gilt nach der Kettenregel angewendet auf t — (q1,t) — f(q1,t)
Dig(v2) = Dig, 1) f(0,v2) =0,
und aus dem Schrankensatz angewendet auf g folgt g(g2) = g(r2) und damit die Behauptung.

O
Satz 148 (Taylorformel). Sei f:V D G — W n-mal differenzierbar.
Dann laft sich f darstellen als
1
fl@)=| > 5D f@—p o —p) | + Rlx), (35)
k=0

k—mal

wobei fir die dadurch definierte Restfunktion R gilt
lim 7R($) =

a—p [z —p|"

Zusatz: Ist f sogar (n+ 1)-mal differenzierbar und reellwertig(!) und ist px C G, so gibt es
q € px, so dass

1
(n+1)!

R(zx) =

n+1
Dq f(x_p77x_p)

(n+1)—mal
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Beweis. Der Zusatz folgt direkt aus dem 1-dimensionalen Fall: Wir setzen v := z — p und
9:[0,1] = Rt g(t) := f(p+tv).

Dann gibt es 7 € [0, 1], so dass

Il
N N
NE

=
{9

1 1
_ (n+1)
AT >+(n+1)!g (7)

1 1
il Dy f(p) er Oy...0p f(p+TV)
k—mal (n+1)—mal

1 1
_ +1
= Dpf(x ...,w—p)+(n+1)!D2 flx=p,...,z—p)

k—mal (n+1)—mal

mit ¢ = p+ Tv.

Nun zum Beweis der ersten Taylorformel. Die kann man nicht einfach auf den eindimen-
sionalen Fall zuriickfithren. Die Mehrdimensionalitdt von W ist dabei sekundér. Aber ein

Ansatz wie oben fiithrt nur zu Informationen {iber lim;_.q RH(Z T”i”), und das ist eine deutlich

eingeschriankte Aussage.
Beweis durch vollstdndige Induktion iiber n.
n = 1. Das ist einfach die Definition der Differenzierbarkeit.

(n — 1) — n. Die Induktionsvoraussetzung angewendet auf die (n — 1)-mal differenzierbare
Funktion D f liefert

;= (Z DS = py. p)) + R(a) (30)
k=0 "

mit -
R(x)

— = 0. 37
w0 = pl o] BT

Nun berechnen wir die Ableitung von

Zkl (x —p,...,x— D).

Der erste Term unter dem Summenzeichen ist f(p), fillt bei der Differentiation also weg.
Unter Benutzung der Produktregel, des Satzes von Schwarz und des Lemmas [138

1
k!

M=

D,R(w)=D,f(v) — kDSf(x—p,...w—p,v)

k

1

= D, f(v) -

NE

(k _1 1)!D’;71(Df)(x =Py —p)(v).
1

E
I

Also ist
n—1

D$R:Dwf—Z%D’;(Df)(x—p,...,m—p) = R(x).
k=0 "



Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0 mit Us(p) C G, so dass fiir alle x € Us(p)

IR@)] < ellz = pl"~*

Wegen R(p) = 0 folgt aus dem Schrankensatz dann fiir alle 2 € Us(p)

[R(@)]| = [R(x) = R(p)| < sup [|DyR| |z —pl < ellz—p",

y€Us(p)

also R
lim 7@) =
v=p [lz — p[|”

"

(38)



2.6 Lokale Extrema

e Wir wenden die Taylorformel auf Extremalprobleme an.

Definition 149. Seil € L*(V,R) eine k-lineare Abbildung. Wenn der Zielraum R ist, nennt
man solche Abbildungen auch k-Linearformen, insbesondere fiir k = 2 Bilinearformen.

[ heifit

(i) positiv definit, wenn I(v,...,v) > 0 fiir alle v # 0.
(ii) positiv-semidefinit, wenn (v, ..., v) > 0 fiir alle v.
(iii) negativ definit, wenn (v, ... ,v) < 0 fiir alle v # 0.
(iv) negativ-semidefinit, wenn (v, ...,v) < 0 fiir alle v.
)

(v

indefinit, wenn v — [(v,...,v) das Vorzeichen wechselt.

Lemma 150. Seil € L*(V,R) eine symmetrische k-Linearform, d.h. es gelte

l(vl,...,vk) = l(vi17"'7vik)

fiir jede Permutation (iy,...,i%) von (1,...,k). Dann gilt:

(i) Ist l(v,...,v) =0 fir allev eV, soistl=0.

(i) Ist k ungerade, so ist | = 0 oder | indefinit.

Beweis. Zu (i). Vollstdndige Induktion iiber k.
k =1. Trivial.
(k—1) — k. Dann gilt

k
E\
= (,)tll(v,...,v,w,...
im0 \' v

i—mal

,W).

Ein Polynom verschwindet aber nur dann identisch, wenn alle Koeffizienten=0 sind. Daher

ist insbesondere [(v,...,v,w) = 0 fiir alle v, w. Bei festem w ist I(.,...,.,w) symmetrisch
und (k — 1)-linear. Deshalb ist nach Induktionsvoraussetzung I(v1,. .., vg—1,w) = 0 fiir alle
Vi, W.

Zu (11). Gibt es ein v mit I(v,...,v) # 0, etwa > 0, so ist [(—v, ..., —v) < 0 und [ indefinit.

Andernfalls ist { = 0 nach (i).

O

Definition 151. Die Funktion f : V' O G — R hat in p ein strenges lokales Mazimum,

wenn es ein € > 0 gibt, so dass

Voeq (0 <z —pll <e = f(z) < f(p)).
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Analog erkliart man strenge lokale Minima.

Satz 152 (Lokale Extrema). Sei f : V O G — R k-mal differenzierbar, k > 1, p € G und
Dyf =0,...,Dp ' f =0,
Dif #0.
Dann gilt:
(i) Ist D;ff negativ definit, so hat f in p ein strenges lokales Maximum.
(ii) Ist D’;f positiv definit, so hat f in p ein strenges lokales Minimum.

(iii) Ist D’[ff indefinit, insbesondere k ungerade, so hat f in p kein lokales Extremum, son-
dern einen sogenannten Sattelpunkt.

Im semidefiniten Fall wird keine Aussage gemacht.

Aus (i) folgt insbesondere die wichtige notwendige Bedingung:

’Hat f in p ein lokales Extremum, so ist D, f = 0. ‘

Beweis des Satzes. Die Idee des Beweises ergibt sich aus der Taylorformel. Es gilt

£(&) = £0) = 1 DAf (e =, o = D) + R(@), (39)
mit
lim ) g (40)

z—p ||z — p||*

Also haben f(z) — f(p) und D]’,ff(a: —p,...,x — p) dasselbe Vorzeichen, vorausgesetzt, man
kann das Restglied vernachléssigen. Letzteres zu zeigen, ist das technisches Problem des
Beweises.

Die Einheitssphiire S := {v € V | ||v|| = 1} ist abgeschlossen und beschréinkt, nach dem Satz
von Heine-Borel (der in endlich-dimensionalen Banachrdumen ebenso gilt wie im Standard-
R™. Warum?) also kompakt. Daher existieren

JU k o k
m = %gDpf(v7...,v) und M := ng{Dpf(v,...7v).

Fiir beliebiges v € V folgt daraus

mlol|* < Dy f(v,....v) < Mljv||*.
Ist D% f positiv definit, negativ definit oder indefinit, so ist € := 5 min(|m/,[M]) > 0.
Wegen gibt es ein 6 > 0 mit Us(p) C G und

|R(z)| < €|l — p||* fiir alle 2 € Us(p).

Zu (i). Tst D’;f negativ definit, also M < 0, so folgt fiir = € Us(p)

M
2k

M
lz = pl* = S5 lle —pl* <0

1 . M L
G Dpf(@ =iz —p) + R(z) < 7 llz = pll" — =50

kP
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mit Gleichheit nur fiir z = p. Aus folgt die Behauptung (7).
Zu (ii). Analog.
Zu (i11). Im indefiniten Fall ist m < 0 < M, und es gibt vy, ve € S mit

D];f(vl,...,vl) =1m, D];f(vg,...,vg) =M.

Dann ist z; :=p + gvj € Us(p) und es gilt

3

k k k k
HD Fler =iy~ )+ Rlw) < ey~ plf — 2 — pl = 2,{,nacl ol <0,
M M
k k k_ k
LDk f(es — ... a2 — )+ R(2) 2 bl — pllC — A — pllF = o[l — I > 0
Aus (39) folgt die Behauptung (iii). O

Bemerkung. Die Frage, wann eine symmetrische k-Linearform zum Beispiel positiv definit
ist, ist eine Frage an die (multi)lineare Algebra. Ein hiufiger Spezialfall ist k = 2. Wir wollen
iiberdies annehmen, dass V' = R" ist. Dann ist

= Z ai(')jf(p)uivj.

i,j=1
Die (symmetrische) Matrix
0of(p) ... 010.f(p)
H-| z
3n31f(P) ce ananf(p)

der zweiten partiellen Ableitungen heifit auch die Hessesche Matriz von f. Fiir sie gilt also
2 _
Dy, f(u,v) = (Hu,v)

mit dem kanonischen Skalarprodukt (u,v) = > ; u;v;. Es ist also eine interessante Frage,
wann die durch eine symmetrische Matrix A gegebene Bilinearform (Au,v) positiv definit
ist. In der Linearen Algebra lernt man (z.B. im Zusammenhang mit der Hauptachsentrans-
formation), dass dies genau dann gilt, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind. Dann nennt
man auch A positiv definit. In der linearen Algebra lernt man auch, wie man die Eigenwerte
bestimmt, und hat damit eine Methode, um im Fall k£ = 2 positive Definitheit nachzupriifen.

FEin anderes Kriterium ist das folgende:

Lemma 153 (Hauptminorenkriterium). Eine symmetrische (n x n)-Matriz

ist genau dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren positiv sind. Dabei sind Hauptmi-
noren oder Hauptabschnittsdeterminanten die Determinanten der Matrizen

Ag = (@ig)ij=1,...k

A ist genau dann negativ definit, wenn die Hauptminoren wechselndes Vorzeichen beginnend
mit a11 < 0 haben.

Man findet dieses Kriterium oft in der Literatur zitiert (als Kriterium von Sylvester oder
Hurwitz), aber selten bewiesen. Wir geben deshalb einen Beweis im Anhang.
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Im Falle n = 2 ist die Hessematrix gegeben durch

O2f  0,0.f
0,0,f O2f

und wir erhalten folgendes Kriterium fiir lokale Extremas:

Satz 154. Sei f : R2 D G — R zweimal differenzierbar auf der offenen Menge G und sei
p € G. Dann gilt:

(i) Hat f in p ein lokales Extremum, so ist D, f = 0.

(i1) Ist Dpf =0 und gilt
93f ()9, f(p) — (920, f(p))* > 0,
so hat f in p ein strenges lokales Extremum, und zwar
e cin Mazimum, falls 9% f(p) <0,
e cin Minimum, falls 02 f(p) > 0.
(iii) Ist
93f ()9, f(p) — (920, f(p))* <0,
so hat f in p kein lokales Extremum. (Sattelpunkt)

Wir geben dafiir noch einen direkten Beweis ohne weiteren Bezug auf die lineare Algebra:

Beweis. Wir bezeichnen die Funktionalmatrix kurz mit
a b
=5 2)

) ; @)) = ax® + 2bxy + cy® =: P(x,y).

Dann ist
T

D2
(;
Wahlt man y = 0, so sieht man, dass a > 0 bzw. a < 0 notwendig fiir die positive bzw.
negative Definitheit ist. Die ist in diesem Fall dann aber dquivalent dazu, dass

b c b \? ¢ b2 b \? ac—b?
<t v ieys b= (e ) w0 Gt = (e o) 4G

Wihlt man nun y # 0 und « = ,g% so ergibt sich ac—b? als weitere notwendige Bedingung.
Diese ist aber auch hinreichend: Die rechte Seite ist dann > 0, und verschwindet nur fiir
y=0und z = 0. O
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2.7 Differentialoperatoren der klassischen Vektoranalysis

e Wir interpretieren Abbildungen - wie in der Physik - als Vektor- oder Skalarenfelder.

e Gradient, Divergenz, Rotation und Laplaceableitung sind Felder, die mit Hilfe von
Differentiationsprozessen aus anderen Feldern entstehen. Diese Operationen haben sich
in der Physik als wichtig erwiesen.

e Wir lernen elementare Definitionen dieser Operationen im R™, bemiihen uns aber
auch um Definitionen in abstrakten Vektorrdumen um zu kldren, welche zusétzlichen
Strukturen ggf. noch erforderlich sind.

Definition 155. Sei G C V eine offene Teilmenge des endlich-dimensionalen Banachraums
V. Fiir diese Vorlesung vereinbaren wir folgende Sprechweisen:

e Fin Vektorfeld auf G ist eine Abbildung X : G — V.

o Ein skalares Feld auf G ist eine reellwertige Funktion f: G — R.

Wir wollen im folgenden eine kurze Einfithrung der klassischen Differentialoperatoren geben.
Wir geben jeweils zwei Definitionen, eine elementare im R™ und eine abstrakte, die etwas
mehr lineare Algebra voraussetzt und die aufzeigt, welche , Hintergrundstrukturen® in die
Definition einflielen.

2.7.1 Gradient

e Naiv. Mit (z,y) = D1, z;y; bezeichnen wir das kanonische Skalarprodukt auf R™.
Der Gradient eines differenzierbaren skalaren Feldes f : R™ D G — R ist das folgende
Vektorfeld:

grad f : G — R",p > grad, f := (01f(p), .., 9nf(p)).

Fundamentale Eigenschaften:

(i) (grad, f,v) = Dpf(v) fiir alle v e V.

(ii) Der Gradient steht senkrecht auf den Niveaus von f. Genauer gilt fiir eine diffe-
renzierbare Kurve ¢ :]a, b[— G

fockonstant <= <gradc(t) fs é(t)> = 0 fiir alle ¢. (41)

Das folgt aus der Kettenregel, weil <gradc(t) 7 c'(t)> = Dy f(&(t)) = %(f o).

(iii) Der Gradient ist ein linearer Differentialoperator:
Fir o, € Rund f,g: G — R ist

grad(af + Bg) = agrad f + Seradg.

(iv) Der Gradient gibt die Richtung und Gréfie des stérksten Wachstums der Funktion
f an:

Ist ||v|| =1 und ¢ der Winkel zwischen dem Gradienten und der Richtung v, so
ist

9y f(p) = | grad,, f]| cos ¢.
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e Fiir Fortgeschrittene. Ist [ : V x V — R eine (nicht notwendig symmetrische)
Bilinearform, so liefert

Ji1:V—=V*=LIV,R),v—I(v,.)

eine lineare Abbildung von V in V*. Ist diese Abbildung ein Isomorphismus, so heifit
l nicht-degeneriert. Ist | nicht-degeneriert, so kann man den [-Gradienten eines diffe-
renzierbaren skalaren Feldes f : G — R definieren durch

grad,, f == ji ! (Dyf),
d.h. durch die Gleichung

I(grad), f,v) = Dpf(v) firalleve V.

Er ist ebenfalls ein linearer Differentialoperator und die obigen Eigenschaften (i), (ii)
gelten mit [ statt (.,.).

Beispiel 156 (Euklidischer Gradient). Seien V = R" und I(z,y) = (x,y) = > x;y; das
iibliche Skalarprodukt. Das liefert den ,naiven“ Gradienten wie oben. Allgemeiner gibt es
in jedem Fuklidischen Vektorraum einen kanonischen Gradienten.

O
Beispiel 157 (Vierergradient). Sei V = R* und
L(z,y) = z1y1 + 2292 + T3y3 — Taya

das sogenannte Lorentzprodukt. Der zugehorigen Gradient, der sogenannte Vierergradient ist
gegeben durch

grad” f = (01 f,daf, D f, —0asf).

Er spielt — wie das Lorentzprodukt — eine grofie Rolle in der Relativitédtstheorie.

Beispiel 158 (Symplektischer Gradient). Sei V = R?" und

U(J},y) =Tp41¥Y1 + .-+ TopYn — T1Yn+1 — -+ — TnlY2n

das sogenannte symplektische Skalarprodukt. Der entsprechende symplektische Gradient ist
gegeben durch

grad” f = (78n+1f, ey 762"]07 61f, ey 87lf).

Er spielt eine wichtige Rolle in der Hamilton-Jacobi-Theorie der klassischen Mechanik, vgl.

Beispiel
O

2.7.2 Divergenz

e Naiv. Sei V =R" und X = (Xy,...,X,) : G — R" ein differenzierbares Vektorfeld.
Dann ist die Divergenz von X das folgende skalare Feld:

divX : G — R,p div, X := Y _ 9, Xi(p).
i=1
Beachte: div X ist gerade die Summe der Diagonalelemente der Jacobimatrix (9;X;)

von X.
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e Fir Fortgeschrittene. Ist V ein beliebiger endlich-dimensionaler Vektorraum und
X : G — V ein differenzierbares Vektorfeld, so ist fiir p in G das Differential D, X ein
Endomorphismus von V. Man definiert

’divX = Spur(D, X). \

Der Satz von Gauf} (Spezialfall des in der Analysis III zu beweisenden Stokesschen
Integralsatzes) gibt eine Interpretation des Divergenz als ”Quellstirke'“ des Feldes
X. Das hat damit zu tun, dass die Spur die Ableitung der Determinante ist und die
Determinante Volumina misst.

2.7.3 Rotation

e Naiv. Sei V =R3 und X : G — R? ein differenzierbares Vektorfeld. Die Rotation von
X ist das folgende Vektorfeld:
rot X : G — R3
mit
92 X5(p) — 03 X2(p)
rot, X := | 05 X1(p) — 01 X3(p)
A Xa(p) — 02X1(p)

e Fiir Fortgeschrittene. Fiir zwei Vektoren a,b € R? ist das Vektorprodukt a x b
charakterisiert durch die Bedingungen
(i) a x b =0, falls a,b linear abhiingig,
und andernfalls
(i) [la > bl = [lallllb]| sin £(a, b),
(iii) (a x b,a) = (a x b,b) = 0 und (a, b, a x b) ist eine positiv orientierte Basis des R3.

Durch diese Bedingungen lédsst sich ein Vektorprodukt in jedem orientierten 3-dimensionalen
Euklidischen Vektorraum definieren.

Wir erkldren nun zwei Methoden, um Achsrotatio- u
nen in einem orientierten 3-dimensionalen Euklidi-
sche Vektorraum V zu beschreiben. Die Achse sei ge- < ouxx
geben durch einen Einheitsvektor u. Das Geschwin-

digkeitsfeld der Drehung in einem Punkt € V' muss

dann senkrecht zu z und u stehen und mit dem Ab-
stand von der Achse linear anwachsen.

Das wird geleistet

1. durch ein Feld
T — wu X T,
wo w € R die sogenannte Winkelgeschwindigkeit bezeichnet, oder
2. durch ein Feld

T — Ax,

wobei A ein schiefadjungierter (=schiefsymmetrischer) Endomorphismus von V
mit Kern(A) = Ru ist. (Jeder schiefadjungierte Endomorphismus # 0 eines drei-
dimensionalen Raumes hat einen 1-dimensionalen Kern. Warum?)
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Der Zusammenhang zwischen diesen beiden Methoden ist einfach: Fiir a € V ist
A : x — a X x schiefadjungiert, weil

<a><x,y>=—<x,a><y>,

und die Abbildung

ar—aXxX...

liefert eine Isomorphismus(!) von V auf den Vektorraum der schiefadjungierten Endo-
morphismen von V.

Das Differential D, X eines differenzierbaren Vektorfeldes an der Stelle p ist im allge-
meinen weder schiefsymmetrisch noch symmetrisch, aber man kann es in einen schief-
symmetrischen Anteil (= Rotationsanteil) und in einen symmetrischen Anteil zerlegen:

1 sy, L .
D,X = §(DPX - D, X")+ §(DPX + D, X").
(Der * bezeichnet die Adjungierte oder transponierte Matrix.) Dann gilt (Nachrech-
nen!)

[rot, X x ... = D,X — D,X".

In diesem Sinne ist die Rotation rot X der doppelte Rotationsanteil von DX.

Es gibt eine Verallgemeinerung der Rotation auf Vektorrdume beliebiger Dimension, aber nicht mehr
fiir Vektorfelder, sondern fiir kompliziertere Objekte, die sogenannten Differentialformen vgl. (Analysis
I11).

Satz 159. Fiir zweimal differenzierbare Felder gilt

rot grad f =0,
divrot X =0.

Das gibt also notwendige Bedingungen dafiir, dass sich ein differenzierbares Vektorfeld als
Gradient (eines Potentials) oder Rotation (eines Vektorpotentials) schreiben lifit: die Ro-
tation bzw. Divergenz mufl verschwinden. Lokal, nicht aber global, sind diese Bedingungen
auch hinreichend, vgl. Analysis I11.

Beweis. Stures Nachrechnen unter Benutzung des Satzes von Schwarz tiber die Vertausch-
barkeit der zweiten partiellen Ableitungen. O

2.7.4 Laplaceoperator

Fiir zweimal differenzierbare skalare Felder auf G C R™ (oder in einem Euklidischen Vek-
torraum) ist der Laplaceoperator definiert durch

’Af = divgradf.‘

In Koordinaten bedeutet das

Apf =)0 f(p)
=1

Funktionen mit Af = 0 heiflen harmonische Funktionen.
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Der Laplaceoperator spielt eine fundamentale Rolle fiir die Beschreibung sehr vieler physika-
lischer Phénomene (Wéirmeleitungsgleichung, Wellengleichung, Schrodingergleichung). Zum
Beispiel ist die Amplitude f einer Welle in einem homogenen 3-dimensionalen Medium eine
Funktion der Raumkoordinaten z; und der Zeit ¢t und geniigt der Gleichung

3
32f 1 62
Mf=2 52~ zap
=1 ?

Normiert man die Ausbreitungsgeschwindigkeit auf ¢ = 1 und verwendet im R* den Vierer-
gradienten, so schreibt man den entsprechenden Laplaceoperator auch als Of := div grad f,
und die Wellengleichung wird einfach

Of = 0.
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2.8 Ein Kapitel Newtonsche Mechanik

Die Differentialrechnung verdankt ihre Entstehung ganz wesentlich den Bemiihungen um das
Verstédndnis der Gesetze der Mechanik. Daher ist es (auch fiir angehende Finanzmathema-
tikerinnen) nicht unangemessen, ein wenig iiber die mathematischen Modelle der Mechanik
zu lernen.

e Wir lernen die Newtonschen Bewegungsgleichungen und zeigen die Erhaltungssétze
fiir Energie und Drehimpluls.
e Wir leiten die Keplerschen Planetengesetze aus Newtons Graviatitonsgesetz und Be-

wegungsgesetz her.

Die Bewegung eines Massenpunktes der Masse m im 3-dimensionalen Euklidischen Raum
wird beschrieben durch eine Kurve

z:RDJ— Rt x(t),

wobei wir die in der Physik iibliche Bezeichnungsweise verwenden. Die Geschwindigkeit der
Punktes ist

d
j:zdff:Dac(l):J—ﬂRg
und seine Beschleunigung gegeben durch
d?z 3

Das Newtonsche Bewegungsgesetzt besagt nun, dass diese Bewegung bestimmt wird durch
die Kraft, die auf den Massenpunkt wirkt, und zwar durch die Formel “Kraft = Masse mal
Beschleunigung”:

mi = F(z).

Dabei ist die Kraft gegeben durch ein Vektorfeld F : R? — R3, wenn wir uns auf den Fall
beschrianken, dass die Kraft nur vom Ort und nicht auch von der Zeit abhéngt (auf autonome
Systeme wiirde der Physiker sagen). In der Physik ist es iiblich, den Impuls p := ma als
“dummy-Variable” einzufithren und die Bewegung des Massenpunktes als eine Kurve im
6-dimensionalen sogenannten Phasenraum zu verstehen. Ein Vorteil dieser Beschreibung ist,
dass bei bekannter Kraft F' die Bewegung des Punktes bekannt ist, wenn man weif}, wo im
Phasenraum er sich zu einem Zeitpunkt ¢y befindet. Die Newtonsche Bewegungsgleichung
im Phasenraum ist dann das folgende Differentialgleichungssystem:

T = m_lp7

p = F(z).

(42)

Losungen t — (x(t), p(t)) heiflen auch Phasenkurven. Thre ersten 3 Komponenten liefern also
die Bahn des Massenpunktes im Ortsraum, die zweiten 3 dagegen den Impuls.

Beispiel 160 (Energieerhaltungssatz). Wir nehmen an, dass die Kraft F' ein Potential
U : R?® — R besitzt, d.h. dass
F(z) = —grad, U.

Wir definieren dann eine Funktion H : R3 x R3 — R auf dem Phasenraum durch

1

H(z,p) =U(z) + 5~ (p,p) -
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H ist die Summe aus potentieller und kinetischer Energie und heifit auch die Hamiltonfunk-
tion. Die Bewegungsgleichungen lauten dann

OH . OH

_6p17 pl__axl7

T
oder, unter Verwendung des symplektischen Gradienten aus Beispiel

(ZL’,p) = - grad‘(fm,p) H.

Weil fiir die symplektische Bilinearform aber o (v,v) = 0 fiir alle v € R?", folgt daraus

o(gradfy (o) p(ey H(#(t), 5(1))) = 0.

Nach ist also H auf den Phasenkurven (z(t), y(t)) konstant. Wir haben den Energieer-
haltungssatz bewiesen.

O

Beispiel 161 (Drehimpulserhaltung). Wir nehmen nun an, dass F ein zentrales Feld
ist, d.h. dass fiir alle z # 0

Wir definieren eine Funktion
J:R¥x R = R3 z(z,p)— z xp,

die der Drehimpuls heifit. Fiir eine Phasenkurve ¢ — (x(t), p(t)) erhalten wir
d . . -1
aJ(m,p):xxp—i—xxp:—m pxp— f(z)xr xaz=0.

Also ist der Drehimpuls J auf jeder Phasenkurve konstant. Wegen J 1 z liegt die zugehorige
Ortskurve in einer Ebene senkrecht zum konstanten .J.

O

Das letzte Beispiel dieses Abschnitts dokumentiert eine der ganz grofien Leistungen in der
Geschichte der Naturwissenschaften und einen phantastischen frithen Erfolg der neu ent-
deckten Differentiallrechnung.

Beispiel 162 (Keplersche Gesetze als Konsequenz der Newtonschen Bewegungs-
gleichung und des Gravitationsgesetzes). Die Keplerschen Gesetze fiir die Bewegung
der Planeten in einem Zentralfeld besagen:

1. Die Planetenbahnen sind Ellipsen mit der Sonne im Brennpunkt.
2. Der Fahrstrahl tiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flichen.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten verhalten sich wie die Kuben der groflen Halbachsen.

Kepler (1571-1630) hatte diese Gesetze aus umfassenden astronomischen Beobachtungen
(von Tycho Brahe und ihm selbst) errechnet. Das ist eine staunenswerte Leistung experi-
menteller Naturwissenschaft, vor allem, wenn man bedenkt, dass Kepler eines der ersten
Fernrohre konstruierte. Eine Generation spéter fithrten sie Newton zur Entdeckung seines
Gravitationsgesetzes

x
F(z) = —'ymMr—37 r= |z, (43)
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aus dem sich in Verbindung mit den Bewegungsgleichungen die Keplerschen Gesetze herlei-
ten, wie wir nun zeigen wollen.

Die Bewegungsgleichung sieht so aus:

t=mp (44)
. i
p= —'ymMr—S. (45)

Weil das Gravitationsfeld zentralsymmetrisch ist, ist der Drehimpuls J = x x p ldngs jeder
Losungskurve (x, p) konstant, und die Bewegung verlduft in einer Ebene senkrecht zu J.

Zwischenrechnung. Wir betrachten eine Losung t — (z(t), p(t)) der Bewegungsgleichungen
und erhalten

%(J xp)=Jxp=(zxp) xp=(,p)p— (p,p)x = —ym*M <f - <i7:3z>x> :

Wenn man Erfahrung im Differenzieren von Vektorfeldern hat, kommt einem der Klammer-
ausdruck bekannt vor, vgl. auch Beispiel Nach ist namlich

dz & 1dr @ (x,) dr
dt r  r r2dt r r3 dt’

Wir definieren deshalb

Dann ist auch der sogenannte Lenzsche Vektor A eine Erhaltungsgrofe, d.h. ¢ — A(x(¢),p(t))
ist ldngs jeder Phasenkurve konstant.

Wir nehmen jetzt an, dass J in Richtung der z-Achse zeigt. Dann liegen J X p und z in der
zy-Ebene. Also liegt auch A in der zy-Ebene, und wir nehmen an, dass das konstante(!) A
in Richtung der positiven z-Achse zeigt. Wir schreiben = = r(cos ¢, sin ¢, 0) in Zylinderko-
ordinaten. Mit || A|| =: € ist dann

(A, x) = ercos .
Andrerseits ist

_Uxpo) Wrxp) o )
(A,) = ym2M tr= ym2M tr= 'ym2M+r

———

=:n

Aus den beiden Gleichungen folgt
r(l —ecos¢p) =. (46)

Das ist die Polarkoordinaten-Gleichung eines Kegelschnitts mit Brennpunkt im Ursprung
und fiir € < 1 eine Ellipse mit den Halbachsen

CL:L27 b=ay1— €. (47)
—€

1

Das findet man in jeder besseren Formeltafel. Wir geben eine kurze Herleitung:

Hier sollen z = r cos ¢ und y = rsin ¢ die kartesischen Koordinaten des Punktes z(t) bezeich-

nen. Aus folgt
r=exr+mn,
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und nach Quadrieren
z? + y2 =2z 4+ 2enx + 772

22(1 — ) — 2enz + y? = n?
2

n Y n
227251762x+1762 =172 =na=(1-¢e*)a?
N——
=:a
y2
(z —ea)? + T =(1—ea? +2a? =a?
—¢

Nach Division mit a? folgt schlieBlich — falls ¢ < 1 — die Gleichung fiir eine in Richtung der
x-Achse verschobene Ellipse mit den Halbachsen a und b = av/1 — €2:

(z —ea)® y?

=1.
a? a?(1 — €2)

Damit ist das 1. Keplersche Gesetz bewiesen.

Der Flicheninhalt des Dreieck zwischen x(¢) und & (t) o

[T
ist gegeben durch ’

1 1 1
Sl x @) = — = — |7l
sllz x &l = 5z x pll = 5[]

In einem kleinen Zeitintervall At tiberstreicht der Fahrstrahl in erster Naherung die Fliache
L@ x Ati||, zwischen ¢, und ¢; also die Fliche

tq ) t1 —tg
/ gl x dlldt = == J].
to m

Das ist das 2. Keplersche Gesetz.

Ist T' die Umlaufzeit, so ist die Fliche der Ellipse F =T % Andrerseits gilt fiir Ellipsen,
dass F' = mab. Daher erhalten wir

T2 112
W”JW =72a*(1-€) =ra’n = 7r2a3'me”]W-
Also 2
2_ A 3
yM

Das ist das 3. Keplersche Gesetz.
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3 Mehrdimensionale Differentialrechnung: Die groflen
Satze

3.1 Der Umkehrsatz

e Weil die Ableitung einer differenzierbaren Abbildung diese lokal sehr gut approximiert,
gibt sie zum Beispiel Auskunft auf die Frage nach der lokalen Umkehrbarkeit der
Funktion.

Lemma 163. Fliir endlich-dimensionale Banachriume V, W gleicher Dimension sei

Iso(V,W):= {A € L(V,W) | A invertierbar} .
Dann gilt:

(i) Iso(V, W) ist offen in L(V,W).
(#i) Die Inversenabbildung
inv: Iso(V,W) — L(W,V),Ars A™*

ist differenzierbar mit

Djyinv(B) = —A"'BA™!
(i1i) Fir A € Iso(V,W) undv €V gilt

4@ = =yl (45)

wobei ||A7Y|| die Operatornorm bezeichnet.

Beweis. Die Behauptungen (i), (ii) folgen aus dem Beispiel [124] mit Hilfe eines Isomorphimus
eV -W.

Zu (iii). Es ist
o] = A7 (A < A7 - A@)]-
Daraus folgt . O

Satz 164 (Umkehrsatz). Seien G CV offen und f : V O G — W stetig differenzierbar,
d.h. Df ezistiert und ist stetig. Sei p € G und sei

Dyf:V—= W invertierbar.

Dann ist f bei p lokal invertierbar mit stetig differenzierbarem Inversen.
Genauer: Es gibt eine offene Umgebung U von p in G, so dass gilt

(i) flu ist injektiv,
(i) f(U) ist offen in W,
(iii) (flu)~t: f(U) — V ist stetig differenzierbar und fiir alle x € U gilt

Dy (flo) ™ = (Do f) "
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Bemerkung. Aus der letzten Formel folgt: Ist f sogar k-mal stetig differenzierbar, so ist
auch die lokale Umkehrung k-mal stetig differenzierbar.

Definition 165. Eine k-mal stetig differenzierbare Abbildung mit einem k-mal stetig dif-
ferenzierbaren Inversen heifit ein C*-Diffeomeorphismus.

Eine stetig differenzierbare Abbildung mit invertierbarem Differential ist also lokal ein C'!-
Diffeomorphismus.

Beweis des Umkehrsatzes. Zu (i). Lokale Injektivitdt von f bei p.

Wir setzen F':= D, f und § := ﬁ

Idee: Seien z,y nah bei p. Dann ist
1f () = f@) = I(f(y) = f(p) = (f (=) = F(p)

~ || Dpf(y —p) = Dpf(z =)l = |F(y —2)|| > Blly —=|.

(49)

Aus y # x ,folgt“ dann also f(y) # f(x).

Um das zu prézisieren, miissen wir das =-Zeichen quantitativ kontrollieren. Der Approxi-
mationsfehler ist

1f(y) = f(z) = Fly — )| = [[(f(y) = F(y)) = (f(z) = F(2))]| = llo(y) — o(2)]l
mit
¢(z) == f(z) — F(z).
Offenbar ist ¢ stetig differenzierbar und D,¢ = D, f — F = 0. Also gibt es ein § > 0, so dass

U=Us(p) CcG

und
| Deoll < g fiir alle £ € U.

(Hier geniigte im Augenblick auch ||D¢o|| < [, aber im Hinblick auf den Beweis von (ii)
fordern wir die schérfere Abschiitzung.) Dann ist nach dem Schrankensatz

p
1¢(y) = ¢(@)]| < sup [|Def — Fllly — 2]l < Slly — =l
teU
Der Approximationsfehler in (49)) ist also maximal % der rechten Seite. Also ist

2
1£ () = f@)ll = 5 Blly —=ll (50)
und f|y injektiv. Nach dem Lemma ist weiter

D, f invertierbar fiir x € U. (51)

Zu (ii). Offenheit von f(U).

Seien U wie oben und x € U. Wir miissen zeigen, dass es ein € > 0 gibt, so dass

Uc(f(z)) C f(U).
Wihle zunéchst » > 0 mit

K={yeV]||ly—z| <r}cU.

92



Nach gilt

ly—all =r = 17) ~ F(@)] > 6r (52)

d.h. die Randpunkte von K werden durch f auf Punkte abgebildet, die mindestens den
Abstand % OBr von f(x) haben. Wir wollen zeigen, dass

U (f(2)) C f(K) C f(U). (53)

Sei also z € Uém(f(x)). Sei y* € K ein Punkt, in dem die stetige Funktion || f(y) — z|| auf
dem kompakten K ihr Minimum annimmt. Wir wollen zeigen, dass f(y*) = z; dann ist
bewiesen.

Zunéchst ist
ly* =z <. (54)

Sonst wire nach Definition von K némlich |ly* — z|| = r, und nach folgte mit der
Dreiecksungleichung

197) ~ 21 = 5B

Aber das steht wegen ||z — f(z)|| < §6r im Widerspruch zur Wahl von y*.

Wir nehmen nun an, dass

fy*) # 2. (55)

Wegen der Invertierbarkeit von Dy« f gibt es dann
ein v # 0 mit

Dy f(v) =z = f(y") #0.

Geht man von y* in Richtung v, so bleibt man fiir
eine Weile in K, und das f-Bild bewegt sich in Rich-
tung z— f(y*), also in Richtung auf z zu. Daher liegt
fiir kleine positive ¢ der Punkt f(y* + tv) niher an
z als f(y*), und wir erhalten einen Widerspruch zur
Wahl von y*.

Wir prézisieren das:
Wihle 07 > 0 so klein, dass y* + tv € K fiir alle ¢ € [0,01]. Dann ist
fy"+tv) —z=f(y") — 2+ 1Dy f(v) + R(y" + tv)
= (f(y") = 2)(1 = 1) + R(y" + tv).
Es gibt ein ¢ €]0, 61[, so dass

Iz = F&l

I t
< [tvll = 5 Iz = fyOIl,
2o 2

[R(y™ + to)]| <

also

1f(y" +tv) =zl < (L =D)[[f(y") — =] + % Iz = FI)I < I1f(y") = 2|

93



im Widerspruch zur Wahl von y*. Damit war die Annahme falsch, und es gilt f(y*) = z,
also Ui, (f(2)) CU.

Zu (#i). Stetige Differenzierbarkeit der lokalen Umkehrabbildung.

Sei g == (fly)~': f(U) — V. Seien z,w € f(U) und x := g(z). Dann haben wir

flg(w)) = f(9(2)) +Da f(g(w) = g(2)) + R(g(w))
—— N——

=w =z

oder
D f(g(w) = 9(2)) = (w = 2) = = R(g(w)).
mit lim,_,, ”yR(_iym)H = 0. Wegen ist D, f invertierbar. Es folgt

g(w) = g(2) + (Do /)~ (w = 2) =(Da f) "' (R(g(w))).

=:R(w)

Wir wollen zeigen, dass

Insbesondere ist g stetig, und aus

Rw) | R | e - gl
fwo—21 = PN | gtw) —e@N |~ w2l
—0 fiir w—z S%

folgt die Behauptung . Also ist g differenzierbar und

Df(z)g =D.g= (D:vf)_l'

SchlieBlich ist z — g(z) — Dy f — (Dg)f)~" als Komposition stetiger Abbildungen
wieder stetig. Damit haben wir die stetige Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung gezeigt.
O

Bemerkung. Die Formel fiir die Ableitung folgt auch aus
(flo) ™o flv =id

mit der Kettenregel:
Dy (flv) ™" © Da(flv) = Dyid = id.

Beispiel 166. Die Abbildung f : R?\ {0} — R? mit f(x,y) = (2% — y?,22y) hat die
Funktionalmatrix
/ 2z -2y
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Sie ist deshalb stetig differenzierbar und Dy, f ist fiir alle (z,y) € R?\ {0} invertierbar.
Also besitzt f um jeden Punkt lokal ein stetig differenzierbares Inverses. Aber f ist nicht
global invertierbar, weil z.B. f(1,1) = f(—1,—1). Es ist

fH(@,y) [z >0und y > 0}) = {(z,y) |y > 0}

und

1
g(w,y)—ﬂ<\/ x2+y2+x,\/vw2+y27x>, y>0

ist das Inverse von f{(z,y)|2>0 und y>0}- Die Formel fiir die Ableitung der Inversen liefert

) |

g'(f(x,y»:(f’(x,y))-l:l( vy )

224+ y2) \ —y =

(A1)

Beispiel 167 (Stetige Polarkoordinaten). Die Polarkoordinaten in der Ebene sind nicht
eindeutig, die Winkelkoordinate ist nur bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27 bestimmt.
Und wenn man die Eindeutigkeit mit “Gewalt” erzwingt, indem man zum Beispielverlangt,
dass ¢ € [—m, 7|, so wird die Winkelkoordinate auf der negativen x-Achse unstetig.

Zum Beispiel ergibt sich firz =y =1

91(171) =

RNy

O

Wir wollen aber iiberlegen: Eine stetige Kurve ¢ : [a,b] — R?\ {0} kann man auch in
Polarkoordinaten mit stetiger Winkelfunktion beschreiben: Ist ¢(a) = ||c(a)]|(cos ¢g, sin ¢g),
so gibt es genau eine stetige Funktion ® : [a,b] — R mit ®(a) = ¢p und

c(t) = ||e(t)]| (cos @(t), sin ®(t)) (57)

= |le(t)]|€'*™® in komplexer Notation.

Wir betrachten die Abbildung

fRPDG:={(r¢) |r>0} > R*\{0}
(r,¢) — (r cos ¢, rsin @)

Dann ist
/ __[cos¢ —rsing
Fi(r¢) = (sin¢ T COS ¢ ) ’

Rechnen Sie nach, dass das fiir alle (r, ¢) € G invertierbar ist. Also ist f nach dem Umkehr-
satz lokal invertierbar. Wir wissen natiirlich mehr: Die Abbildung f ist surjektiv auf R?\ {0},
und mittels Arcus-Funktionen lassen sich lokale Umkehrabbildungen explizit hinschreiben. Weil
das wegen der erforderlichen Fallunterscheidungen miihsam ist, wihlen wir nun zu jedem
p = (r,¢) € G eine offene Umgebung U, die von f diffecomorph auf eine offene Menge
V, := f(Up) C R?\ {0} abgebildet wird. Dann ist (V})peq eine offene Ubderdeckung von
R?\ {0}, und wegen der Stetigkeit von cist (¢! (V,)) eine offene Uberdeckung von [a, b].

Nach dem Lebesgue-Lemma gibt es eine Zerlegung

peG

a=tg<ti <...<t,=b,

so dass jedes [t;_1,t;] in einem der ¢! (V},) enthalten ist. Wir wihlen zu jedem j ein solches
p, und schreiben f; := f|y, .
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Wir definieren nun rekursiv

®(a) := do
O(t) := (f; 1 (e(1))), = (f5 H(eltj—1))), + ®(tj—1) fiir ¢ €)t;—1,t].

Dabei bedeutet der untere Index (.)2 die 2. Komponente (eben die ¢-Komponente). Offenbar
ist dann @[, ; j stetig, und weil auBerdem

(i P(t) = ®(tj-1),

ist ® : [a,b] — R stetig. Wir zeigen, dass gilt. Nehmen wir an, dass das bereits fiir
t <t;_; erfullt ist. Dann folgt fiir t;_; <t <t;:

le@e™® = Jlete)llexp (i (5 (e(6)), = (7 Helt1), + @(t51) ) )

_ (1 le(tj—1) | exp (i@ (t;-1))
- et (Z U (C(t))Q) lle(tj—1)ll exp (Z (f7 (e(tj—1)) )

c(tj—1)
c(tj-1)

Zur Eindeutigkeit von ®. Wir nehmen an, dass

=c(t) = ¢(t).

le@®))|e*® = e(t) = |je(t) || fiir alle ¢ € [a, b].

Dann folgt i
e ®O=2M) — 1 fiir alle ¢ € [a, D],

also
D(t) — O(t) € {2kn |k € Z} fiir alle t € [a,b)].

Wenn ® und @ stetig sind mit ®(a) = ¢o = ®(a), so folgt daraus & = ®.
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3.2 Implizite Funktionen

e Ist F linear, so ist F'(x,y) = F((x,0)+(0,y)) = F(z,0)+ F(0,y) und die Frage, ob sich
die Gleichung F(z,y) = 0 nach y = y(z) auflésen ldsst, ist einfach die Frage nach der
Umkehbarkeit von F(0,.). Wir lernen im Satz iiber implizite Funktionen die Antwort
auf die entsprechende Frage fiir differenzierbares F'.

Problem: Seien V, V1, W endlich-dimensionale Banachrdume und f: Vy x V3 — W. Unter
welchen Voraussetzungen hat die Gleichung

fla,y) =0 (58)
fiir jedes x € Vi genau eine Lésungy € V17

Unter diesen Umsténden gibt es dann eine eindeutig bestimmte Funktion g : Vo — Vi, fiir
die fiir alle x € V; gilt

fz,g9(x)) = 0. (59)

Man sagt dann auch, dass sich nach einer Funktion y = g(x) eindeutig auflosen 148t
oder dass g durch implizit definiert wird.

Geometrisch bedeutet das, dass man das Niveau Vo x Y
f =0 als Graphen {(z,g(z)) |z € V) } einer Funkti- v
on g : Vo — Vi beschreibt, also durch Vy parametri-

siert: Jeder Punkt auf dem 0-Niveau liegt {iber genau

einem Punkt von V.

{1=0 } = Graph

@ %> V)

Im Fall W = R™ hat f die Komponentenfunktionen f1, ..., f,,. Man hat also m Gleichungen,
die Dimension von W ist die Anzahl der gegebenen Gleichungen. Ebenso kann man die
Dimension von V; als die Anzahl der gesuchten Unbekannten y; ansehen. Es ist also wohl
verniinftig, dim V; = dim W zu wéhlen.

Beispiel 168. Sei f = F : V) x V; — W linear und sei dim V; = dim W. Dann hat man
F(z,y) = F((2,0) + (0,y)) = F(z,0) + F(0,y),
d.h. F liefert zwei lineare Abbildungen

F(.,0): Vo — W,
F0,): Vi — W.

Dann ist genau dann fiir jedes x € V; eindeutig l6sbar, wenn die lineare Abbildung
F(0,.) : Vi — W invertierbar ist. Die Gleichung

0= F(z,y) = F(z,0) + F(0,y)

ist ndmlich dquivalent zu
F(an) = 7F(:L',O)

Das ist hochstens dann eindeutig 16sbar, wenn F'(0,.) injektiv ist. Nach der Dimensionsvor-
aussetzung ist in diesem Fall aber F'(0,.) bijektiv und die Gleichung tatséichlich fiir jedes x
eindeutig l6sbar. Man findet

g(x) = =F(0,.)" (F(,0)).
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Im Fall Vo = R” und V; = W = R™ ist F' gegeben durch eine m x (n + m)—Matrix der
Form
( U | F(2))
~ =~
und F(0,.) wird repriisentiert durch die quadratische m x m—Matrix F®) die also inver-
tierbar sein muf.

O

Wenn wir dieses Ergebnis von linearen Abbildungen auf differenzierbare Abbildungen ver-
allgemeinern wollen, ist es plausibel, dass wir nur ein lokales Ergebnis erhalten. Experimen-
tieren Sie ein bifichen mit dem Fall V5 =V, = W = R und

flay) =z -y~

Satz 169 (iiber implizite Funktionen). Seien Vy, V1, W endlich-dimensionale Banach-
riume, G C Vo x V1 offen und f : Vo x Vi D G — W stetig differenzierbar.
Sei (p,q) € G mit

f(p,q) =0, (60)
Doy f(0,.) : Vi — W invertierbar. (61)
Beachte, dass damit dim V) = dim W.
Dann laft sich
f(z,y) =0 (62)

in einer Umgebung von (p, q) eindeutig nach einer stetig differenzierbaren Abbildungy = g(x)
aufldsen.

Genauer:
Es gibt offene Umgebungen Uy von p in Vi und Uy von q in Vi mit folgenden Figenschaften:

(i) Uy x Uy C G, und zu jedem x € Uy gibt es genau ein y € Uy mit
f(x,y) = 0.
(i) Die nach (i) eindeutig bestimmte Funktion g : Uy — Uy mit
fz,9(x)) =0

ist stetig differenzierbar.

(iii) Fir alle x € Uy ist Dz g())f(0,.) : Vi — W invertierbar und fiir v € Vy ist

Dmg(v) = - (D(m,g(m))f(07 )) ! © D(w,g(w))f(va O) (63)

Bemerkung. Im Fall 1 = R", V; = W = R™ werden die linearen Abbildungen
Dy f(0,.) : R™ = R™ bzw D, f(.,0) : R" — R™

repréasentiert durch die Matrizen
ofi Ofi
(, y)> bzw. < (2,y)
<ay.7 i,j=1,....m ax] i=1,...,m;j=1,....n
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Beweis zum Satz iiber implizite Funktionen.

Die Idee. Die Gleichung f(x,y) = 0 ist genau dann eindeutig nach y auflésbar, wenn dasselbe
fiir die Gleichung
h(z,y) := (z, f(z,y)) = (x,0)
gilt. h erweist sich nach dem Umkehrsatz als lokal invertierbar, und die gesuchte Losungsfunktion
g ist dann gegeben durch
(z,9(x)) =h

~H,0),
also durch die zweite Komponente von h~1(.,0).

A. Vorbemerkung. Da V) x V; endlich-dimensional
ist, sind alle Normen &dquivalent, und wir verwenden

der Einfachheit halber die Norm ug:;
[[(v, w)| = sup([|v[], [[w]])- e
Das hat den Vorteil, dass
Ue((p,q)) = Ue(p)xUc(q) fiir (p,q) € Vo x V1 und € > 0. R

Analog verfahren wir gleich mit dem Raum V5 x W.

B. Reduktion auf den Umkehrsatz. Wir setzen die obige Beweisidee um und definieren die
Abbildung

h: VO X ‘/1 2G — VO X M/,(ﬂf,y) = ('r7f(m7y))

zwischen gleich-dimensionalen Vektorrdumen. Es gilt

Dz yyh(v,w) = (v, D(z ) f(v,w)), (64)
und deshalb ist mit f auch h stetig differenzierbar. Weiter ist

Dy gy h invertierbar, (65)
denn
0=Dpph <~ v=0und D =0
(p.y (v, w) v und Dy, q) f (v, w)
<= v=0und D, ,f(0,w) =0 <= v=0und w=0

nach Voraussetzung.

C. Anwendung des Umkehrsatzes. Nach dem Umkehrsatz gibt es € > 0, so dass

U:=Up) x Uc(q) C G,
h|U injektiv,
h(U) offen,
(h|U)™! stetig differenzierbar.

Da h(U) offen und

(.0) = (p, f(p, @) = h(p,q) € R(U) C Vo x W,
gibt es 6 > 0 mit § < € und

Us(p) x Us(0) = Us((p,0)) C h(U) C Vo x W.
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Wir setzen nun U,
q — w
Up = Us(p), Uy :="U.(q), e .
Uo .

und behaupten, dass diese das .y 0 ]
Gewtlinschte leisten. ’

Us

P v
Zu (i). Zunichst ist

Uy x Uy CUc(p) xUcq) =U CG. (66)

Ist z € Up, so ist (z,0) € Us((p,0)) C h(U). Darum gibt es nach dem Umkehrsatz genau ein
(Z,y) € U mit h(Z,y) = (,0).

Offenbar ist

e I =uz,
e y € Uy nach Definition von U und Uy, und

e f(x,y) = 0 nach Definition von h.

Also gibt es zu jedem x € Uj ein y € Uy mit f(z,y) = 0. Wir bezeichnen dieses y mit g(z).

Sind y1,y2 € Uy mit f(z,y1) = 0 = f(x,y2), so folgt h(x,y1) = (£,0) = h(z,y2), also
Y1 = Y2.

Damit ist (i) bewiesen.
M Fiir z € Uy haben wir eben gezeigt, dass
Bz, g(@)) = (&, £z, 9(x))) = (,0).
Bezeichnen wir also mit 7 : Vo x Vi — Vi, (v, w) — w die Projektion, so ist
g(x) =mo (hU)"!(z,0).
Dabher ist g stetig differenzierbar.
Zu (#i). Nach ist Dy 4)h fiir (z,y) € U invertierbar. Nach haben wir dann
Dz h(0,w) = (0, D(g ) f(0,w)) =0 <= w =0.

Daraus folgt, dass fiir (z,y) € U auch D, f(0,.) injektiv und damit invertierbar ist.
Insbesondere ist also fiir alle x € Uy

D (z,4(2))f(0,.) invertierbar. (67)

Nun differenzieren wir

¢:Up 3z (2,9(x)) = f(z, g(x))
nach der Kettenregel. Wir erhalten

Dz(b(v) = D(m,g(a:))f(Daca(U))

= D(m,g(m))f(va ng(’l)»

= D(m,g(m))f(vv 0) + D(x,g(x))f(ov ng(’l))) (68)
Andererseit ist ¢ = 0, also D¢ = 0. Damit folgt aus (67) und die Formel in (iii). O
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Beispiel 170. Seien Vo =Vi =W =Rund f: Vo x Vi1 =G — R, (x,y9) — = — 3% Dann
ist
Do) f(v,w) = v —2quw.

In (p, q) = (0,0) ist die Voraussetzung iiber die Inver- D ey
tierbarkeit der Ableitung also nicht erfiillt, wohl aber [ ‘ ‘

in allen Punkten (¢2, ¢) mit ¢ # 0. In der Nihe dieser :
Punkte 148t sich f=*({0}) = {(z,y) |z —y?* = 0} also M‘LL
lokal als Graph schreiben. o
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3.3 Der Rangsatz

e Der Rangsatz beinhaltet in gewisser Weise die Quintessenz der linearen Approximation
differenzierbarer Abbildungen.

In der Linearen Algebra betrachtet man folgendes Problem: Eine lineare Abbildung
F:V-W

zwischen zwei R-Vektorrdumen der Dimensionen n und m kann man durch eine (m x n)-
Matrix darstellen, nachdem man in V und W Basen gewdhlt hat. Die Darstellungsmatrix
héngt wesentlich von den gewihlten Basen ab, und man kann fragen, ob man sie durch
geschickte Wahl der Basen besonders einfach gestalten kann. Tatséchlich kann man immer
die folgende Form erreichen

1 0 0 0
0 10 0
0 0 0 0
O ... 00 ... ... 0

Die Zahl der Einsen ist dabei der Rang r der linearen Abbildung, d.h. die Dimension von
F (V). Dieses Resultat kann man auch so formulieren:

Ist F: V — W wie oben, so gibt es Isomorphismen ® : V' — R™ und ¥ : W — R™, so dass
VoFod ' :R" - R™

gegeben ist durch
VoFod Yay,...,x,) = (21,...,2,,0...,0).

Die Isomorphismen ® und ¥ nennt man auch Koordinaten. In geeigneten Koordinaten sieht
also jede lineare Abbildung vom Rang r aus wie

(T1,.-yxn) — (21, -, 2,0...,0).

Wir iibertragen das nun lokal auf C*-Abbildungen, vgl. Definition An die Stelle der
linearen Koordinatenabbildung ® : V' — R™ tritt jetzt ein C*-Diffeomorphismus

®:VoU—-UCR"

(also eine bijektive C*-Abbildung mit C*-Inversem) zwischen offenen Umgebungen und U
von p € G und U von ®(p) = 0 in R™ und analog fiir ¥. Diese Diffeomorphismen nennt man
ebenfalls (krummlinige) Koordinaten.
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Satz 171 (Rangsatz). Seien V,W Banachriume der Dimensionen n und m, G C 'V offen,
und
f:VDOG—->W k-mal stetig differenzierbar, 1 < k < +o00.

f sei von konstantem Rang r, d.h. der Rang von D,f : V — W sei = r unabhingig von
x € G. Dann gilt: Zu jedem p € G gibt es C*-Diffeomorphismen

(I):V:)Ul—>U1CRn

und ~
. W>U; — Uy CR™

offener Umgebungen von p bzw. f(p) auf offene Umgebungen von 0 = ®(p) in R™ bzw. von
U(f(p) =0€R™, so dass
f(Ul) C Uy

und ~
Vofod Yxy,...,2,) = (21,...,2,,0,...,0) fir alle x € U;.

C*-Abbildungen von konstantem Rang r sind also in geeigneten C*-Koordinaten von der
Form

(1., zn) — (z1,...,2-,0...,0).

]
. o i
Vv
f

W

n
<«
T
3

Y

o ¢

q g
Konvention. Um die Notation iibersichtlich zu halten, schreiben wir zum Beispiel:

Sei g: V. — W ein lokaler Diffeomorphismus bei p,

wenn g auf einer offenen Umgebung von p € V' (nicht notwendig aber auf ganz V') definiert
und C*-differenzierbar ist, und eine (eventuell kleinere) offene Umgebung von p diffeomorph
auf eine offene Umgebung von ¢(p) in W abbildet.

Wegen des zu Beginn dieses Abschnittes angefiihrten Satzes aus der linearen Algebra geniigt
es, folgende Version des Rangsatzes zu beweisen:
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Satz 172 (Rangsatz, 2. Version). Seien V,W endlich-dimensionale Banachriume, sei
G CV offen, p € G und sei

f:V>G—=WeC* undvon konstantem Rang r.
Dann gibt es lokale C*-Diffeomorphismen

¢V —V bei p mit ¢(p) = p,
W — W bei f(p) mit (f(p)) = f(p),

fir die auf einer offenen Umgebung von 0 € V
pofop !t =Dyf

gilt. In geeigneten lokalen Koordinaten um p und f(p) sieht f also aus wie seine Ableitung,
d.h. wie eine lineare Abbildung vom Rang r.

Beweis. Vorbereitung. Durch Translationen (also C'*°-Diffeomorphismen) in V' und W
kénnen wir erreichen, dass p = 0 und f(p)=0. Das setzen wir im folgenden voraus. Um
den Beweis iibersichtlich zu halten, benutzen wir die obige Konvention und verzichten auf
die explizite Kontrolle der Definitionsbereiche.

Wir definieren
Va :=Kemn Dof, Wy :=BildDyf = Dof(V),

und wahlen zu Vo und W; komplementire Unterrdume, so dass also
V=VieoV, W=W oW,

Das Differential Dy f bildet dann also den r-dimensionalen Raum V; isomorph auf Wi ab.
Entsprechend der Zerlegung bezeichnen wir fiir x € V' die Komponenten in Vi bzw. V5 mit
1 bzw. x9 und entsprechend fiir y € W. Insbesondere ist f = f1 + fo mit f; : G — W;.

1. Schritt: Konstruktion von ¢. Die Komponentenabbildungen sind linear, und deshalb ist

F = Do(filv,) = (Doflvi)r: Vi — W,
ein Isomorphismus. Daher ist nach dem Umkehrsatz
filvi : Vi — W

ein lokaler Diffeomorphismusﬂ Dann ist auch F~!o f; : Vi — V; ein lokaler Diffeomorphis-
mus. Wir definieren ¢ : V' — V durch

é(x) := F7Y(f1(x)) + 2o fiir 2 = 21 + 2.

Dann ist
D0¢(U1 + Ug) = Fﬁl(Dofl (Ul + UQ)) + vy = v1 + Vg,

also
Do = idy, (69)

und deshalb ist ¢ ein lokaler Diffeomorphismus.

5 Genauer: “.. ein lokaler C*-Diffeomorphismus bei 0.”, aber das unterdriicken wir in Zukunft: Alle
unsere lokalen Diffeomorphismen und Abbildungen sind “bei 0” und k-mal stetig differenzierbar.
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Aus der Definition folgt fiir die V;3-Komponente ¢1(x) = F~!o fi(z), also ¢1(¢p~1(z)) =
F~1lo fi(¢~(x)) und
A7 (@) = Flaw). (70)

2. Schritt: Konstruktion von . Nun definieren wir ¢ : W — W durch

Yy +y2) =y1+y2— faod o F N (y1).

Dafiir gilt
Dol/)(u)l + U)Q) = w1 + wo — Do(fg o ¢_1 o F_l)(wl) =0 <~ wy; =0 und wy = 0.

EWs
Also Dyt injektiv und damit bijektiv, und ) ist ein lokaler Diffeomorphismus. Wir erhalten
Yo fog Ha)=v(foo T (2))
Y(F (1) + fao ¢~ (2))

=F(z1)+ f200 ' (z) = fao ¢ o FT1(F(21))
= F(z1)+ fao g ' (x) = fao ¢~ (z1)

Wir sind also fertig, wenn wir zeigen kénnen, dass fiir x € V' nah bei 0

faod ™ Ha) = fao d™ (an). (71)

Bl

3. Schritt: Nachweis von . Das ist das eigentliche Herzstiick des Beweises. Aus folgt

Dy f (Dya)d ™" (01 +v2)) = Dy(ay(f 0 ¢~ 1) (01 +v2)
=Dy (frod™ + f2007 ) (v1 +v2)
= F(v1) 4+ Dg(a) f2(v1 + v2). (72)

Wir betrachten nun die Projektion m : W — Wi,y +— y1. Aus der letzten Gleichung folgt
m1 (Do f(V)) D w1 (Do f(Dgyd™ (V1)) = F(V1) = Wy,
Damit ist Rang(D, f) > dim W; = r fiir alle Punkte « nah bei p = 0.

Gibe es vy € Vo mit Dy (f2 0 ¢ ) (vg) = wa # 0, so wiire

Y2 & Dy f(Dyey¢™ (v2)) € Do f(V)  und 71 (w2) = Dyay(m1 0 f20 67 (v2) = 0.

Also wire wo € Kernmy|p, s(v) und nach Linearer Algebra
dim D, f(V) = dimKern(m ) + dimBild(7y) > r + 1

im Widerspruch zur Rangvoraussetzung iiber f, die wir hier zu ersten Mal benutzen. Es
folgt
Da(f20¢™ v, =0,
d.h. fo 0 ¢~ ist nach Korollar lokal unabhéngig von der Vo-Komponenten und
fao ¢~ (@) = fa0 ¢! (an).
O

Wir halten noch ein Ergebnis aus diesem Beweis fest: Im letzten Schritt haben wir — ohne
Benutzung der Konstanz des Ranges — gezeigt, dass fiir alle Punkte « nah bei p

D,f(V) =W Cm(D.f(V)),

Also ist der Rang von D f in Nachbarpunkten von p mindestens so grofl wie in p. Man sagt,
er ist unterhalb-stetig. Damit erhalten wir:

105



Lemma 173. Fir jede stetig differenzierbare Funktion ist der Rang unterhalb-stetig.

Beispiel 174. Auf der Menge der reellen invertierbaren n x n Matrizen betrachten wir die
Abbildung
f:M(nxn,R) D GL(n,R) - M(n x n,R)

mit f(A) = AAT, wobei AT die transponierte Matrix bezeichnet. Dafiir gilt
Daf(B) = BAT + AB”,

und diese Matrix ist symmetrisch(=selbstadjungiert)! Ist andererseits C € M(n x n,R)
symmetrisch, so folgt

Daf (;C(AI)T) = JC(A)TAT AT =

Also ist fiir alle A € GL(n,R) das Bild von D, f der @—dimensionale Raum aller

symmetrischen Matrizen und f ist von konstantem Rang %

O

Korollar 175. Sei f : V C G — W stetig differenzierbar.

(1) Ist f eine Immersion, d.h. D, f fir alle p injektiv, so ist f lokal injektiv.

(i1) Ist f eine Submersion, d.h. D,f fir alle p surjektiv, so ist f eine offene Abbildung,
d.h. f bildet offene Mengen in offene Mengen ab.

Beweis. Selbst. O
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4 Mannigfaltigkeiten

e Wir lernen mit den Mannigfaltigkeiten eine Verallgemeinerung des Flichenbegriffs auf
beliebige Dimension (und Kodimension) kennen.

e Beispiele sind vor allem die “Niveaus” von Abbildungen, wie die hoherdimensionalen
Sphéren, aber auch viel abstraktere Rdume, wie etwa die orthogonalen Matrizen.

e Der Tangentialraum ist eine lineare Approximation der Mannigfaltigkeit und erméglicht,
auch fiir Funktionen auf Mannigfaltigkeiten die Ableitung als lineare Abbildung zu de-
finieren.

e Als Anwendung behandeln wir Extrema unter Nebenbedingungen.

Eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit im Banachraums V ist eine Teilmenge M C V, die
in geeigneten krummlinigen Koordinaten (fir V'!) lokal so aussieht wie ein m-dimensionaler
Untervektorraum:

Definition 176. Seien m,k € N, k > 0. Eine Teilmenge M C V eines n-dimensionalen Ba-
nachraums heifit eine m-dimensionale C*-(Unter)mannigfaltigkeit, wenn es zu jedem Punkt
p € M eine offene Umgebung U von p in V und einen C*-Diffeomorphismus ¢ : U — ¢(U)
auf eine offene Teilmenge ¢(U) C R™ gibt, so dass gilt:

MU =¢  R™N(U)),

d.h.
MNU={z€U |pmt1(z) =...=¢n(x)=0}. (73)

Dabei betrachten wir also R™ C R™ als den Unterraum aller Punkte, deren letzte n — m
Koordinaten verschwinden.

Eine grofle Klasse von Beispielen liefert der folgende

Satz 177 (Gleichungsdefinierte Untermannigfaltigkeiten). Seien V' und W Ba-
nachriume endlicher Dimension. Seien G C V offen und g : G — W € C*, k > 0,
vom konstanten Rang r, 0 <r <n:=dimV und q € g(G). Dann ist

M =g '({q})

eine n — r-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit.
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Im Fall g : R? — R bzw. g : R® — R ist M also eine Niveaukurve bzw. -fliche. Glei-
chungsdefinierte Untermannigfaltigkeiten kann man also auch als Niveaumannigfaltigkeiten
bezeichnen.

Beweis. Sei p € M. Nach dem Rangsatz gibt es C*-Diffeomorphismen
®:VoU — U cR"
und ~
UV:W>oU; - U CR™ (m=dimW)

offener Umgebungen von p bzw. ¢ = g(p) auf offene Umgebungen von ®(p) = 0 in R™ bzw.
von ¥(g) =0 in R™, so dass
g(Ul) c Uy

und R
Vogod Yay,...,z,) = (x1,...,2,,0,...,0) fiir alle z € U;. (74)

Dann gilt fiir p’ €e U := U3

peM = g(p)=q
= Y(g(p') =0
<= \I/ogo(b_lofl)(p/)zo

Di(p)=...=d.(p)

0.
Bis auf die Nummerierung der Koordinatenfunktionen ist das die Definitionsgleichung (73]).
O
Beispiel 178. Die Abbildung
n+1

g:Rn+l_)Rv (wl,"'axn+1)H(Zx?)_l
i=1

hat die Funktionalmatrix

g (@1, Tpr1) = 2(21, .., Tng),

und weil R eindimensional ist, ist D, g surjektiv fiir alle  # 0. Daher ist die Einheitssphére

S"={x|gz)=0} = {($17...7xn+1) ‘ Zx?:l}

eine n-dimensionale C°°-Untermannigfaltigkeit des R™*1.

O

Beispiel 179. Wir betrachten im n?-dimensionalen Vektorraum der quadratischen n-reihigen
Matrizen die Menge
O(n)={Ac M(nxn)|AA' = E}

der orthogonalen Matrizen. Nach Beispiel [[74] ist das eine C'°°-Untermannigfaltigkeit der
Dimension n? — w = @ Die orthogonalen Matrizen bilden auflerdem beziiglich der
Matrixmultiplikation eine Gruppe. Die Gruppenoperationen sind offenbar differenzierbar
und O(n) ist eine sogenannte Liegruppe.

O
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Definition 180 (Tangentialraum). Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit im n-
dimensionalen Banachraum V', sei p € M und ¢ : U — R” ein Koordinatensystem dazu wie
in der Definition [[76l Dann ist also

MU =¢ R™N(U)),

und wir definieren den Tangentialraum 7, M an M in p durch

T,M = Dy,¢~ " (R™).

Das ist also ein m-dimensionaler Vektorraum und eine lineare Approximation fiir M in der
Nahe von p.

Auf dem nebenstehenden Bild ist ei-
gentlich nicht T,M dargestellt, son-
dern der nach p verschobene Tangenti-
alraum, weil das unserer anschaulichen
Vorstellung eher entspricht. Zum Rech-
nen ist natiirlich der Vektorunterraum o R"
T,M angenehmer als der parallele affi-

ne Unterrraum. \

Damit der Tangentialraum wohldefiniert ist, miissen wir zeigen, dass er nicht vom gewéhlten
Koordinatensystem abhéngt. Sei also ¢ : U — R™ ein weiteres Koordinatensystem um p
wie in der Definition m Wir kénnen o.E. annehmen, dass U = U. Weil ¢ und ¢ lokale
Diffeomorphismen sind, folgt aus ¢~ *(R™ N@(U)) = M NU = ¢~ L (R™ N ¢(U)), dass

$po¢ ' (R™Ne(U)) CR™
und deshalb ~

Dy o Dygpyd™ (R™) C R™,
also

D¢~ (R™) C (ng?s) TR = Dy (@~ HR™).

Durch Vertauschen von ¢ und q~5 ergibt sich die umgekehrte Inklusion, also Gleichheit der
Réume.

Beispiel 181. Ist M = g~ !({g}) C V eine gleichungsdefinierte Untermannnigfaltigkeit
wie im Satz [I77] so gilt fiir p € M und ein Koordinatensystem ¢ : U — R™ um p, dass
MNU=¢ Y R™N¢(U)), also go ¢ H(R™ N¢(U)) = {q} und daher

ng(T:DM) = ng(qu(p)(bil(Rm)) =0.

Weil der Rang von g aber gerade dim V' — dim M ist, folgt

T,M = Kern D,g = (D,g)~*({0}).

Das ist die linearisierte Version von

M =g"'({q}).
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Auf Mannigfaltigkeiten kann man “Analysis treiben”, insbesondere die Differenzierbarkeit-
von Funktionen erkldren. Das Differential an einer Stelle p € M ist dann eine lineare Abbil-
dung auf dem Tangentialraum T, M.

Wir betrachten dazu nur ein

Beispiel 182 (Extrema auf Mannigfaltigkeiten). Seien G C V offen und M C G ein
Mannigfaltigkeit. Sei f : G — R eine differenzierbare Funktion. Wir suchen lokale Extrema
der Funktion f|a; : M — R. Sei p € M und ¢ : U — R" ein Koordinatensystem um p wie
in der Mannigfaltigkeitsdefinition, ¢(p) = 0. Dann ist M N U = ¢~ (R™). Hat also f|ys in
p ein lokales Extremum, so hat f o ¢! rmnpv) i 0 ein lokales Extremum. Deshalb ist

Do(f ¢~ ")(R™) = D, f(T,M) = 0. (75)

Notwendig fiir lokale Extrema der Einschrinkung f|p von f ist also das Verschwinden der
Einschrinkung der Ableitung auf den Tangentialraum an M.

Ist M = g~ 1({q}) gleichungsdefiniert, so bedeutet , dass
Kern D, g C Kern D, f. (76)

O

Die im Beispiel zuletzt betrachtete Situation ist unter dem Namen FExtremwerte unter Ne-
benbedingungen berithmt. Sei g : V O G — W stetig differenzierbar und sei ¢ € g(G). Sei
weiter f : G — R differenzierbar. Wir suchen lokale Extrema der Funktion f unter der
Nebenbedingung g = ¢, d.h. lokale Extrema von f|;-1({4}). Die Menge

G := {p ed ‘ng ist surjektiv}

ist nach Lemma eine offene Teilmenge und ¢~ ({¢}) N G eine Mannigfaltigkeit M der
Dimension dim V' — dim W. Hat f|,-1(14}) ein lokales Extremum in p € M, so gilt dort
also die notwendige Bedingung . Typischerweise ist in den Anwendungen die Menge
g *({q}) \ M der sogenannten singuliren Punkte eine endliche Punktmenge, die man dann
noch gesondert untersuchen muss.

Wir geben noch eine Variante von (76)), die fiir die explizite Berechnung lokaler Extrema
unter Nebenbedingungen hilfreich ist:

Es ist ein Standardproblem der lineare Algebra, den Kern einer linearen Abbildung zu be-
stimmen, also zu priifen, ob gilt. Aber meistens kennt man p gar nicht, sondern will
die Extremalstellen erst finden. Das fithrt in der Regel auf nicht-lineare Gleichungssysteme,
die schwer zu 16sen sind. Bei der Bestimmung der Punkte vom zweiten Typ ist aber das
folgende Lemma hilfreich:

Lemma 183 (Lagrange-Multiplikatoren). Sei G offen in V = R" und seien f : G — R
und g = (g1,.--,9m) : G — R™ differenzierbar bzw. stetig differenzierbar.

Dann ist dquivalent dazu, dass es reelle Zahlen A1,..., Ay € R gibt (sog. Lagrange-
Multiplikatoren), so dass fir alle j € {1,...,n}

9;f(p) = Z Ai0;gi(p)- (77)

Beweis. Bezeichnen wir die Funktionalmatrizen mit f'(p) bzw. ¢'(p), die Transposition mit
(..)T und setzen wir A := (Ay,...,\,), so ist (77) dquivalent zu

() =g (p) oder f(p)" =g'(p)"A".
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Dieses lineare Gleichungssystem ist genau dann 1sbar, wenn die erweiterte Matrix (¢'(p)T, f/(p)T)

!/
denselben Rang wie ¢/(p)” hat, wenn also die Matrix (ch,((g %) denselben Rang wie die Ma-
trix ¢’(p) hat. Weil beide dieselbe Anzahl von Spalten haben, ist das genau dann der Fall,
wenn die Kerne dieser beiden Matrizen gleiche Dimension haben. Weil aber

Kerng'(p) > Kern (?Eg) = Kerng'(p) N Kern f'(p),

ist das genau dann der Fall, wenn Kern D, g C Kern D, f. O

Rezept. Zur Bestimmung der Kandidaten p fiir Stellen lokaler Extrema von
fR"DG—-R
unter der Nebenbedingungen g = 0 mit g : G — R™ sucht man
1. alle Punkte p mit g(p) = 0, in denen D,g(R™) # R™ (singuldre Punkte),
2. alle Losungen p, A von
91(p) =0,...,9m(p) =0,
m
0;f(p) =>_ Xidjgi(p), j=1,...,m.
i=1

Das sind m + n Gleichungen fiir die n + m Variablen py,...,pn, A1, .., Am.

Die N’s kann man wieder vergessen.

In typischen Problemen ist m < n, und die so gefundene Kandidatenmenge diskret oder
sogar endlich.

Beispiel 184. Wir betrachten das Problem,

f(x,y,2) = zyz

unter der Nebenbedingung

4y +22 <1
zu maximieren, also das grofite achsenparallele Quader in der Einheitskugel B zu finden.
(Dessen Volumen ist dann 8|zyz|, vgl. Abbildung.)

Beachten Sie, dass hier die Nebenbedingung durch
eine Ungleichung gegeben ist. Die Kugel B ist kom-
pakt, und weil f stetig ist, nimmt es auf B sein Ma-
ximum an. Das kann nicht in einem inneren Punkt
geschehen, weil wir sonst alle Seiten des Quaders ein
wenig vergroflern konnen und immer noch in der Ku-
gel B bleiben:

Wenn 22 + % + 22 < 1, ist auch |z|? + |y|? + |2|*> < 1 und es gibt € > 0 mit
(2] + €)%+ (lyl + €)* + (2] + )* < 1.
Dafiir ist aber

flzl + eyl + 6 |z[ + €) = (lz| + )|y + )(|2] + €) > [ayz| = zyz = f(2,y, 2).
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Ein anderes Argument liefert dasselbe Ergebnis: Lige das Maximum in einem inneren Punkt
(z,y,z) so wire
fl(@,y,2) = (yz vz 2y) = (000).

Dann wiire aber f(z,y,z) = 0 das Maximum. Jedoch nimmt f offenbar auch positive Werte
an.

Also wird das Maximum auf dem Rand angenommen, ist also ein Maximum unter der
Nebenbedingung
glx,y,2) =+ +22-1=0.
Die Funktionalmatrix
9'(z,y,2) = (22 2y 22)

ist # (0 0 0) fiir alle Punkte, die die Nebenbedingung erfiillen. Daher gibt es keine singuléiren
Punkte.

Wir 16sen nach dem Rezept:
Py 422 -1=0,

und
yz = A2z,
Tz = A2y,
Yy = A\2z.

Multipliziert man diese letzteren Gleichungen mit z,y, z, addiert und verwendet die Neben-
bedingung, so hat man
3xyz = 2.

FEinsetzen von A in die obigen Gleichungen liefert

1
2= ==

oder zwei Koordinaten sind 0, die dritte dann wegen der Nebenbedingung +1. Die letzteren
Punkte liefern aber f = 0 und scheiden daher fiir ein Extremum aus. Mogliche Extrema

liegen also in den Punkten
1 1 1

e
( V3T V3T VB )
mit voneinander unabhéngigen Vorzeichen. Die entsprechenden Funktionswerte sind
i 1
3v3

Die positiven sind die Maxima, die negativen die Minima.

f=

O

Als eine weiteres Anwendung fiir die Methode der Lagrange-Multiplikatoren beweisen wir
im néchsten Beispiel die frither behauptete Abschitzung der [P-Normen gegeneinander, vgl.

Beispiel

Beispiel 185. Wir erinnern an die Definition der {P-Norm auf R™:

n %
el = (z mv’)
=1
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Wir zeigen: Fiir 1 < p < q und alle x € R™ gilt

1_1
lzllq < llzll, <™z, (78)

Wir zeigen das durch vollsténdige Induktion iiber n.
n = 1. Trivial.

n—1 = n. Es geniigt zu zeigen: Fiir alle x = (1, ...,2,) gilt

1 1

n
Slnlt=1 = 1< |all, <nt i
i=1

Die Voraussetzung impliziert |z;| < 1 und deshalb |z;|? < |x;|P fiir alle 4. Also folgt die linke
Ungleichung, wir miissen nur noch die rechte beweisen. Offenbar kénnen wir uns dabei auf
die kompakte Menge

{x: (1,0 2n)

Zw?:lmit xz; > 0 fiir allei}
i=1

beschrinken. Ist wenigstens ein x; = 0, so liegt = in einem R™~!. Nach Induktionsvoraus-
setzung gilt fiir solche = also

=
Q=

|zll, < (n—1)7"7 <n

Daher geniigt es zu zeigen, dass die differenzierbare Funktion f(z) := Z?:l z¥ auf der Menge
{x = (z1,...,2Tpn) | x; > O} unter der Nebenbedingung

p
das Maximum (n%7%> besitzt. Die notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist die Exi-

stenz eines A mit

af p—1 ag —1
8xj px] 85Ej QZ‘J
oder q
a7 ==
p
fiir alle j. Daraus folgt x1 = ... = x,, nach der Nebenbedingung also ;1 = ... =z, = ﬁ
Der Funktionswert an dieser Stelle ist
1 1—2 1_1\P
f(x):nm:n q:(nzz q)
und damit das (eindeutig bestimmte) Maximum von f.
O
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5 Differentialgleichungen

5.1 Existenz- und Eindeutigkeit

e Was ist eine Differentialgleichung? Was ist eine Losung einer Differentialgleichung?

e Die Differentialgleichung ¢’ = f hat fiir stetiges f auf einem Intervall viele Losungen,
némlich die Stammfunktionen von f. Durch Vorgabe des Funktionswertes y(a) an einer
Stelle wird daraus eine eindeutige Losung ausgewéhlt. Der Satz von Picard-Lindelof
verallgemeinert das zu einem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir eine grofle Klasse
von Differentialgleichungen.

Definition 186. Seien V ein endlich-dimensionaler Banachraum, G C R x V offen, und

eine Abbildung.
(i) Die Gleichung

= f(t,x), (79)

heifit eine gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung in expliziter Form, (kurz
eine Differentialgleichung) oder ein dynamisches System. In physikalischen Anwendun-
gen ist t oft eine Zeitvariable, daher die Namenswahl und die Verwendung des Punktes’
anstelle des Strichs ’.

(ii) Ist f in der ersten Variablen konstant, so kann man f auffassen als eine Abbildung
f:V D> G — V. In diesem Fall nennt man

i = f(z) (80)
eine autonome Differentialgleichung oder ein autonomes System.

(iii) Eine auf einem Intervall J C R mit nicht-leerem Inneren 3 # () definierte differenzier-
bare Funktion = : J — V heift eine Ldsung von , wenn fir alle t € J

(t,x(t)) € G und @(t) = f(¢t,z(t)).
(iv) Sei (tg, o) € G. Das Gleichungssystem
t=f(t,x), =z(to) =m0 (81)

heifit ein Anfangswertproblem.

(v) Eine Losung = : J — V von heiit eine Losung des Anfangswertproblems ,
wenn auflerdem ¢y € J und x(tg) = zo ist.

(vi) Das Anfangswertproblem heifit eindeutig ldsbar, wenn es eine Losung gibt, und
wenn je zwei Losungen x7 : J; — V und x5 : Jo — V auf J; N Jy {ibereinstimmen.

Beispiel 187. Die Bahn z(t) eines Punktes der Masse m in einem zeit-, raum- und geschwin-
digkeitsabhingigen Kraftfeld im 3-dimensionalen Raum ist gegeben durch das Newtonsche
Bewegungsgesetz

mi = F(t,z, ).

114



Nach Einfithrung des Impulses p = md als zusétzlicher Variabler nimmt dieses mit V' =
R3 x R? = RS die Form an:

t=m"1p

p= F(t,x, m_lp).
O

Im einfachsten Fall hingt f nicht von x ab, sondern ist nur eine Funktion von ¢. Dann ist
das Problem, die Differentialgleichung

&= f(t)

zu l6sen, einfach(?) das Problem, f zu integrieren. In der Theorie der Differentialgleichungen
betrachtet man dieses Problem als ,trivial®.

Jenseits von diesem einfachsten Fall gibt es aber nur noch in sehr speziellen Fallen Verfahren
zur Losung einer Differentialgleichung im naiven Sinne. Das bedeutet, dass man im Einzel-
fall allenfalls mit speziellen Tricks Losungen finden und/oder mit numerischen Verfahren
berechnen kann. In anderen Féllen kann man sich eventuell wichtige Informationen iiber die
Losungen verschaffen, ohne diese explizit zu kennen. Zum Beispiel sind sicher alle Losungen
von & = 1 4+ 22 + z'* streng monoton wachsend.

Gerade in dieser Situation ist es wichtig zu wissen, ob eine Differentialgleichung Losungen
hat und wieviele sie gegebenenfalls hat: Dann weil man wenigstens, wonach man sucht.
Eine weitere Hilfe konnen Informationen iiber die Struktur der Losungsmenge liefern. Zum
Beispiel kann man bei manchen Differentialgleichungen schon gefundene Losungen benutzen,
um weitere zu finden.

Diese Uberlegungen unterstreichen die Bedeutung des folgenden Satzes:

Satz 188 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Sei f : R xV D G — V stetig auf der
offenen Menge G, und sei (to, o) € G. Dann ist das Anfangswertproblem

z=f(t,x), x(to) =g (82)

losbar. Ist f nach x stetig differenzierbar, so ist die Lisung eindeutig.
Insbesondere gibt es eine Lisung auf einem Intervall der Form J =tg — €,to + €.

Bemerkung. Der Existenzsatz bei stetiger rechter Seite stammt von Peano, der Existenz-
und Eindeutigkeitssatz bei zusétzlicher lokaler Lipschitz-Stetigkeit der rechten Seite beziiglich
2 von Picard und Lindelof. Die hier gemachten Voraussetzungen sind etwas zu scharf, dafiir
bequem zu formulieren. Die Beweisidee werden wir im néchsten Abschnitt fiir den Spezial-
fall linearer Differentialgleichungen kennenlernen, den allgemeinen Fall und andere Details
iiberlassen wir der Vorlesung iiber Gewdchnliche Differentialgleichungen.

(Gegen)beispiele. Die folgenden Beispiele sollen die Voraussetzungen des Satzes von Picard-
Lindel6f illustrieren.

Beispiel 189. Fiir stetiges f besitzt immer Losungen (Satz von Peano), aber die sind
nicht unbedingt eindeutig.
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Das Anfangswertproblem

i= Va2, z(0)=0
hat unendlich viele Losungen, z.B. x = 0 oder, %
fiir b > 0, die Losungen
b X
) 0 fiirt <b
€T =
’ Lt—b® fire>o.

O
Beispiel 190. Fiir unstetige rechte Seite muf3 keine Losung haben. Ist G = R x R und

0firt<o
t, = - ,
f(t,o) {1fﬁrt>0

so hat mit der Anfangsbedingung x(0) = 0 keine Losung, weil die Ableitung einer
differenzierbaren Funktion keine Sprungstellen hat (Satz von Dini).

O

Der Satz macht keine Ausage iiber die maximale Grofle des Definitonsbereichs einer
Losung.

Beispiel 191. Die Funktion f(t,x) := 1 + 2? ist auf ganz R x R definiert. Die Losung von
t=1+2% 2(0)=0
existiert aber auf keinem grofieren Intervall als | — 7, Z[, wo sie durch 2 = tan gegeben ist.

O
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5.2 Lineare Differentialgleichungen.

e Lineare Differentialgleichungen sind einfach lineare Gleichungssysteme, wenn auch auf
Vektorrdumen aus Funktionen. Darum kennen wir die Struktur des Losungsraumes aus
der linearen Algebra: er ist ein affiner Raum, gegeben durch eine konkrete Losung, plus
die Losung des zugehorigen homogenen Systems, also den Kern der linearen Abbildung,
die dem System zugrunde liegt.

e Weil die beteiligten Funktionenrdume aber unendliche Dimension haben, sind die Exi-
stenz von Losungen und die Dimension des Kerns nicht so klar. Wir kldren das im
néchsten Abschnitt.

Definition 192. Eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung auf einem offenen Intervall
J C R ist eine Differentialgleichung der Form
&= F(t)z + g(b), (83)

wobei F': J >t~ F(t) € L(V,V) und g : J — V stetig sind. Jede Losung = ist dann
offenbar stetig differenzierbar. Wir bezeichnen mit C¥(.J,V) den Vektorraum der k-mal
stetig differenzierbaren Abbildungen von J nach V und definieren

L:CYJ, V)= CYJ,V),z+— i — F(t)z.

Dann ist L eine lineare Abbildung. Die auf J definierten Losungen der zugehdrigen homo-
genen linearen Differentialgleichung

&= F(t)z (84)

bilden deshalb einen Vektorraum Kern(L), und alle Losungen von auf J erhilt man,
indem man zu einer Lésung T von alle Losungen der homogenen Gleichung addiert.

Beispiel 193. Wir betrachten das Gleichungssystem

i1 = x+ 3zt 2cos?t
io = 3w+ x4+ 2sin’t

d () _ (1 3\ (1 n 2cos?t
dt \z2) ~\3 1) \a» 2sin’ ¢

Das zugehorige homogene System

d (x1\ _ (1 3\ [(m
dt \za) \3 1) \a2
- it o2t
(z;) =qa (e‘“) + ag (—62t> , a1, a2 € R.

(Nachrechnen! Im Abschnitt wird erklirt, wie man die finden kann.) Wir zeigen gleich,
dass das alle Losungen sind. Fine Losung fiir das inhomogene System werden wir weiter
unten konstruieren, ndmlich

oder

hat Losungen:

1 < sin 2t + cos 2t — 1 )

4 \—sin2t —cos2t — 1

Die ,, allgemeine Losung” der inhomogenen Gleichung ist daher

z1\ 1 [ sin2t+cos2t —1 ett e 2
(a:z) T4 (— sin 2t — cos 2t — 1) Ta <e4t T a2 —e72t ) a1,a2 €R.

117



5.2.1 Der Hauptsatz iiber lineare Differentialgleichungen

e Wir lernen, wie man eine Differentialgleichung in eine Integralgleichung umschreibt
und diese mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes 16st.

Satz 194 (Hauptsatz iiber lineare Differentialgleichungen). Sein := dim V. Mit den
obigen Bezeichnungen gilt fiir tg € J,zg € V:

(i) Das Anfangswertproblem

&= F(t)z + g(t)

85
#(to) = & e
hat genau eine auf ganz J definierte Lisung.
(i) Der Lésungsraum Kern(L) der zugehdrigen homogenen Gleichung
t = F(t
ist n-dimensional.
Funktionen x4, ..., x, € Kern(L) sind genau dann linear unabhdngig, wenn ihre Werte
z1(t),...,zn(t) € V an einer (und dann an jeder) Stelle t € J linear unabhingig sind.

In diesem Full ist jede Lisung der homogenen Gleichung von der Form

n

o(t) = cxit), c€R, (87)

i=1
und fiir jedes n-Tupel (c1,...,cp) reeller Zahlen ist das eine Lisung.

(iii) Ist (x1,...,xy,) eine Basis von von KernL, so ist jede Ldosung von von der Form

n

x(t) = Z ci(t)x;(t), (88)
i=1
mit geeigneten Funktionen cy,...,c, € CY(J,R).

Die Funktion ist genau dann eine Ldsung von , wenn die ¢; die folgende
Differentialgleichung erfillen:

> eit)ai(t) = g(t). (89)

Variation der Konstanten. Ist x1,...,x, eine Basis von Kern(L), so erhdlt man durch
Losen des gewohnlichen linearen Gleichungssystems die ¢;(t). Anschlieflende Integration
liefert die c¢;(t) und damit eine Lésung von in der Form . Diese Methode nennt
man Variation der Konstanten.
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Beweis. Die Idee. Ist x : J — V eine Losung des Anfangswertproblems, so gilt nach Inte-
gration der Differentialgleichung;:

£(t) = o + / (F(r)a(r) + g(r))dr (90)

to

—:®(2)(t)

Die Losung x ist also ein Fixpunkt von ®. Umgekehrt folgt aus © = ®(x) mit stetigem
sofort die (sogar stetige) Differenzierbarkeit von x, die Anfangsbedingung x(tp) = & und
durch Differenzieren
o(t) = F(t)z(t) + g(t).

Wir wollen deshalb ® als Abbildung auf einem metrischen Raum stetiger Funktionen z
auffassen und mit dem Banachschen Fixpunktsatz zeigen, dass ® genau einen Fixpunkt hat.
Dann ist das Anfangswertproblem eindeutig losbar. Uberdies liefert der Fixpunktsatz ein
Tterationsverfahren zur Berechnung der Losung.

Dabei braucht man allerdings offenbar das Integral von Funktionen mit Werten in einem
Banachraum V' mit Norm |||y, das ich hier ebenso wenig erkliren will, wie die Formel

die wir im Beweis benotigen. (Die Absolutstriche auf der rechten Seite braucht man, wenn
man auch t < to zulassen will.) Sie konnen sich einfach vorstellen, dass V' = R™ und kom-
ponentenweise integrieren, oder im Anhang Genaueres dariiber finden.

t F(o)dt

to

<
v

||f<t>||vdt| ,

to

Der Standardbeweis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes von Picard und Lindel6f benutzt
dieselbe Idee.

Zu (i). 1. Schritt: Existenz und Eindeutigkeit fiir kompaktes J. Wir nehmen zunéchst an,
dass J ein kompaktes Intervall ist. Wir wihlen ein a > 0, {iber das wir spéter verfiigen
wollen, und erkliren auf dem Vektorraum C°(J,V) der auf J stetigen Abbildungen nach
(V,].]]) eine Norm durch

2]l = sup ||z (t)]|e~ 1",
teJ

Offenbar ist ||z[|o die normale Supremumsnorm. Uberlegen Sie, dass man auch fiir o > 0
eine Norm erhélt, fiir die

min (=101 oo < flalla < max (=701 oo

Die a-Normen sind also zur Supremumsnorm dquivalent, und (C°(J, V), ||.|l«) ist mit jeder
a-Norm vollstindig. Fiir z € CY(J, V) definieren wir nun ® : C%(J,V) — C°(J, V) durch

t

B@)(t) = o+ [ (F(r)a(r) + g(r)ir
to

Weil F stetig ist, ist C' := sup,c; |F ()| < oo. Damit gilt fiir z,y € C°(J,V), t € J und

positives a

<

/ F(r)(a(r) - y(r)dr

to

18(2)(t) — B(y)(1)] = \

/t V() (a(r) — y(r))]| dr

t
<| [ Cli@) -y eelrtolealr=tolgr
to
t elt—tol
< Cllz — ylla / el =t0ldr| < Cllz — ylla
to
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Die letzte Ungleichung ergibt sich im Fall ¢t < ¢ty wie folgt:

t
/ ealT—t(JldT
to

Den Fall ¢ty <t kénnen Sie selbst machen. Wir erhalten

—ar |to ot e—at _ e—ato ea|t—t0|
= e 0

t

— o [}

t
’ a(to—T) atg €
= e dr=e
t

() (1) — B) ()l < e~y

und damit c
12(z) = 2(W)lla < Zllz = Ylla-

Wiéhlen wir also a > C'. so ist ® kontrahierend und besitzt nach dem Bachnachschen Fix-
punktsatz genau einen Fixpunkt x € C°(J,V). Also besitzt das Anfangswertproblem
genau eine Losung auf J.

2. Schritt: Existenz und Eindeutigkeit fiir nicht-kompaktes J. Ist J nicht kompakt, so gibt
es eine Folge kompakter Intervalle (J;);en mit

toeJgCJi C...
und

=0

Dazu gibt es eine Folge eindeutig bestimmter Losungen z; : J; — V des Anfangswertpro-
blems, fiir die also gilt x;1|s, = x;. Setzt man deshalb x(t) := z;(t), falls ¢ € J;, so definiert
das eine Funktion z : J — V| die das Anfangswertproblem 16st.

Sind schlieBlich @1, z2 : J — V zwei Losungen des Anfangswertproblems und ist ¢t € J \ {to},
so sei I das kompakte Intervall mit Endpunkten ¢y und ¢. Dann sind x1|; und z2|; Lésungen
des Anfangswertproblems, nach dem 1. Schritt ist also 1|; = 22|7 und insbesondere x1(t) =
x2(t). Daraus folgt die Eindeutigkeit.

Zu (ii). Seity € J. Die Abbildung
Kern(L) — Vo — x(t1)

ist linear. Weil das Anfangswertproblem mit der Anfangsbedingung z(¢;) = x; genau eine
Losung hat, ist diese Abbildung also ein Isomorphismus. Daraus folgt die Behauptung.

Zu (iii). Sei z1,...,z, eine Basis von Kern(L) und seien cy,...,c, € C1(J,V). Wir setzen

2(t) = ci(t)zi(t).

Dann gilt

i — F(t)z(t) = % > eait) = Ft) Y ei(t)zi(t)
= Z CZ.”L'Z + Z Ci(t)(j?i — F(t)l‘z(t))

Also ist « genau dann eine Loésung von & = F(t)z + g(t), wenn fiir alle t € J

> éit)ai(t) = g(t).
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Umgekehrt sind fiir jedes ¢ € J die Vektoren z1(t),...,z,(t) € V linear unabhéngig, und
daher gibt es eindeutig bestimmte ¢;, die dieses inhomogene lineare Gleichungssystem l6sen.
Schreibt man das Gleichungssystem in Koordinaten aus, so ist die Losung eine rationa-
le Funktion in den Koeffizienten. Die sind aber stetig, und daher sind auch die ¢; stetige
Funktionen. Durch Integration findet man C!-Funktionen ¢; und damit eine Losung der
inhomogenen Gleichung. Jede andere unterscheidet sich davon nur durch eine Linearkombi-
nation der z; mit konstanten Koeffizienten, ist also auch von der Form xz(t) = > ¢;(¢)x;(t).

O

Bemerkung. Nach dem Hauptsatz ist das Problem, eine lineare Differentialgleichung zu
losen, reduziert auf den homogenen Fall. Wenn F(t) = A € L(V,V) unabhiingig von ¢ ist,
spricht man von einer linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. In diesem
Fall kann man eine Losungsbasis fiir die homogene Gleichung mit Methoden der linearen
Algebra bestimmen, vgl. den nichsten Abschnitt

Beispiel 195. Wir kommen zuriick auf das Beispiel Die Losungen

oA o2t
(c) o (o)

der homogenen Gleichung sind linear unabhéngig, weil sie an der Stelle 0 linear unabhéngig
sind. Sie bilden also eine Losungsbasis fiir die homogene Differentialgleichung.

Variation der Konstanten mit dem Ansatz
xs(t) = c1(t)z1(t) + ca(t)z2(t)
fiihrt auf das Gleichungssystem
et 2 é1 2cos?t
(e 2 () = Gamel):

ér(t) = e éo(t) = (cos? t —sin? wt)e? = cos 2t e,

Losen liefert

und Integration
—4¢ 1 . 2t
c(t)=—-e ™, co(t) = Z(sm 2t + cos 2t)e*".

Damit erhalten wir die frither schon angegebene Losung
1 _ e4t 1, . e—2t
zs(t) = —1¢ 4t (e‘“) + Z(Sln 2t + cos 2t)e*! (_ o
_ 1 sin2t+cos2t —1
4 \—sin2t —cos2t — 1

der inhomogenen Gleichung.
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5.2.2 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

e Homogene lineare Differentialgleichungen mit von ¢ unabhéngiger rechter Seite kann
man explizit 16sen.

e Wir lernen im Voriibergehen die Matrix-Exponential-Losung kennen und betrachten
dann genauer die Eigenwertmethode zur Losung.

e Diese ist besonders einfach fiir diagonalisierbare Endomorphismen, aber wir diskutie-
ren auch, wie man den allgemeinen Fall bewéltigt.

Nach dem vorangehenden Abschnitt gibt es mit der Variation der Konstanten eine Methode
zur Losung inhomogener linearer Differentialgleichungen, wenn man die zugehdrige homogene
Differentialgleichung & = F(t)x vollstindig gelost hat. Fiir das letztere Problem aber gibt
es keine allgemeines Verfahren. Nur im Fall konstanter Funktion F' kann man eine Losung
explizit hinschreiben. Das wollen wir jetzt erlautern.

Im Fall V =R hat die Differentialgleichung
T =ax

die Losungen z(t) = x(0)exp(ta). Ist nun V ein endlich-dimensionaler Banachraum und
F(t) = A eine konstante lineare Abbildung von V in sich, so kann man entsprechend den
Ansatz x(t) = exp(tA) machen. Aber was soll exp(tA) iiberhaupt bedeuten?

Nun, Endomorphismen (quadratische Matrizen) kann man miteinander multiplizieren und
damit sind die Potenzen A* definiert. Dann ist fiir jedes ¢ € R die Folge (Z?:o E.—J,Aj ) .

: ne

wohldefiniert und konvergent im Banachraum L(V,V), eine konvergente Potenzreihe in
L(V,V) gewissermaﬁerﬁ Sie definiert eine differenzierbare Funktion

X :R— L(V,V),t — exp(tA)
mit X = AX. Und fiir jeden Vektor v € V ist dann nach der Produktregel
z:t— X(t)v =exp(tA)v

eine Lsung von
T = Ax. (91)

Mit einer Basis vy, ..., v, von V erhilt man eine Basis
x1(t) = exp(tA)vy, ..., x,(t) = exp(tA)v,
fiir den Losungsraum von 7 weil die Funktionswerte fiir ¢ = 0 linear unabhéngig sind.

Die Berechnung der verallgemeinerten Exponentialfunktion ist natiirlich nicht so leicht ist,
aber die Lineare Algebra bietet Hilfe. Wir bezeichnen mit F : V' — V im folgenden die
Identitét bzw. die Einheitsmatrix. Wenn das charakteristische Polynom det(A — AE) von A
in Linearfaktoren zerfillt, besitzt A eine Jordansche Normalform, was in anderen Worten
bedeutet: Es gibt eine Basis Basis vy,...,v, von V aus Hauptvektoren von A. Zu jedem
1€ {1,...,n} gibt es einen Eigenwert \; und ein k; € N\ {0}, so dass

(A= NE)riy; =0.

Im Idealfall ist k; = 1 fiir alle 4, d.h. A ist diagonalisierbar und die v; bilden eine Basis aus
Eigenvektoren.

6Diese Konstruktion ist nicht ganz ohne: Weil die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist, ist zum
Beispiel meistens exp(A + B) # exp(A) exp(B). Gleichheit gilt allerdings, wenn AB = BA.
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Nun kann man zeigen:

L4 )
exp(tA) = exp(tAE 4 t(A — AE)) = exp(t\E) exp(t(A — AE)) = e Z %(A — A\E)’.
j=0""
Insbesondere ist also

ki—1 j )
z;(t) = exp(tA)v; = eMit Z t—(A — AE) v,

|
j=0 J:

und man bekommt eine Losungsbasis mittels endlicher Summen. Ist A diagonalisierbar und
v1,...,0, eine Basis aus Eigenvektoren mit zugehotrigen Eigenwerten Ay, ..., A, so ist also

x1(t) = e)\lt’l)l’ . ,xn(t) _ e)\"t’vn

eine Losungsbasis fiir £ = Ax.

In den vorstehenden Uberlegungen sind wir mit vektorwertigen Potenzreihen relativ grofziigig
umgegangen. Wir geben nun einen strengen Beweis fiir den folgenden

Satz 196. Seien A € L(V,V) ein Endomorphismus, k € N\ {0} und v € V ein Hauptvektor
der Stufe k von A zum FEigenwert A\ € R, d.h. es gelte

(A= \E)rv = 0.
Dann ist

=l 4
z(t) == eM Z F(A — AE)v
j=0""

eine Losung von & = Ax. Diese Lisung ist also von der Form e

in t mit vektoriellen Koeffizienten ist.

v(t), wobei v(t) ein Polynom

Beweis. Nach Voraussetzung ist

ki
() = MY %(A _\E),

Jj=0

wobei wir jetzt bis & summieren. Das macht ja keinen Unterschied. Wir finden

k .
t v j
i(t) = Ax(t) 4 e ; D (A—\E)v
k .
t ! -1
= Mx(t) +eM(A AE); G- 1)!(A —AEY 1y
k—1 4
=z(t) + (A= AE)eN Y~ = (A= AE)v
j=0""
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Korollar 197. Besitzt V eine Basis v1,...,v, aus Hauptvektoren von A € L(V,V) der

Stufen kq, ..., k, und zugehorigen Eigenwerten Ay, ..., Ay, so liefern die Funktionen
kiml g _
xl(t) = erit Z f(A—/\iE)jUi i iE{l,...,n}
— j!
j:

eine Losungsbasis von & = Ax.

Nach linearer Algebra ist die Voraussetzung dieses Satzes genau dann erfiillt, wenn A eine
Jordansche Normalform besitzt, d.h. wenn das charakteristische Polynom von A in Linear-
faktoren zerfillt.

Beweis. Nach dem Satz sind die z; Losungen, und wegen z;(0) = v; sind sie linear un-
abhéngig. U

Beispiel 198. Vgl. Beispiel Die Matrix der homogenen Differentialgleichung
i r1\ 1 3 T
dt \za) \3 1) \as

hat die Eigenwerte 4 und —2 mit Eigenvektoren <}> bzw. <_11> Deshalb ist

eine Losungsbasis.

O

In diesem Beispiel hat man eine Basis aus Eigenvektoren. Braucht man aber Hauptvektoren
hoherer Stufe, so wird die Sache miithsam, denn man muf} die Matrixpotenzen bis (A — AE)*
bilden. Einfacher geht es bei doppelten Nullstellen des charakteristischen Polynoms, d.h. bei
Eigenwerten der algebraischen Vielfachheit 2 und der geometrischen Vielfachheit 1:

Beispiel 199. Wir betrachten & = Az. Sei A ein Eigenwert von A mit der algebraischen
Vielfachheit 2 und der geometrischen Vielfachheit 1, d.h. A ist eine doppelte Nullstelle des
charakteristischen Polynoms, aber dim Kern(A — AE) = 1. Sei v; einen Eigenvektor zu .
Dann gibt es zu A einen von v linear unabhéingigen Hauptvektor vo. Fiir den gilt

0= (A—\E)*vy = (A= AE)((A = AE)vy) = A(A — AE)vg — M(A — AE)vs.

Das heifit, (A — AE)vs ist ein Eigenvektor zum Eigenwert A. (Beachte (A — AE)vs # 0, sonst
wére vy ja ein von vp linear unabhingiger Eigenvektor.) Damit ist (A — AE)vy = avy mit
a # 0 und

(A — )\E)(é’vg) = V1.

Weil es auf Vielfache # 0 bei Eigen- und Hauptvektoren nicht ankommt, kénnen wir den
Faktor 1/a vergessen.

Fazit: Das Gleichungssystem
(A — )\E)vg =1

ist 16sbar und liefert uns ,den® fehlenden Hauptvektor zum Eigenwert A. Die zugehorige
Losung ist dann
z(t) = eM(vg + tvy).
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Beispiel 200. Wir betrachten

0 1 -1
A=|-2 3 -1
-1 1 1

Diese Matrix hat die Eigenwerte Ay = Ay = 1 und A3 = 2. Die Gleichung

-1 1 -1 T 0
(A-1Epw=[-2 2 -1 y| =10
-1 1 0 z 0
1
liefert einen linear unabhingigen Eigenvektor | 1 | zum Eigenwert 1. Daher liefert
0
-1 1 -1 T 1
-2 2 1] |y]| =11
-1 1 0 z 0
0
einen Hauptvektor | 0 | zum Eigenwert 1, der offenbar von dem Eigenvektor linear un-
-1
abhéngig ist. Das Differentialgleichungssystem
#(t) = Az
hat in diesem Fall eine Losungsbasis aus
1 0 1
r(t)=¢e"[1], zo(t)=e([ 0 | +t[1])
0 -1 0
0

2t 1
1

und einer weiteren Losung x3(t) = e zum Eigenwert 2.

O

Beispiel 201. Die Voraussetzungen des Beispiels [I99]sind nétig: Wir betrachten die Matrix

1 1 1
A=10 2 1
0 -1 0

Das charakteristische Polynom ist
det(A—AE)=| 0 2—-X 1|=-A-1)>3

Also ist A = 1 ein Eigenwert der algebraischen Vielfachheit 3. Die zugehorige Eigenvektor-
gleichung

0 1 1 T
0 1 1 y| =0
0o -1 -1 z
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hat Rang 1. Sie liefert also zwei linear unabhéngige Eigenvektoren, zum Beispiel

1 0
v = 0 s Vo = 1
0 -1
Aber keines der beiden Gleichungssysteme
0 1 1 x 1 0 1 1 x 0
0 1 1 yl =101, 0 1 1 yl =11
0 -1 -1 z 0 0o -1 -1 z -1

ist 1osbar! Um den fehlenden Hauptvektor zu finden muss man also eine von v; und vy
unabhingige Losung vz von (A — 1E)?v = 0 finden. In diesem Fall ist das trivial, weil die
algebraische Vielfachheit 3 ist, die Hauptvektoren also den ganzen R? aufspannen. Man kann
0
deshalb irgendeinen von v; und vy unabhéngigen Vektor vs wahlen, z.B. v3 = | 1
0

Eine Losungsbasis von & = Ax ist in diesem Fall also

1 0 0 1
ri(t)=e" [0, za(t) =€ | 1 |,23(t) =¢ 11+t 1
0 -1 0 -1

O

Komplexe Eigenwerte. Um Probleme mit der abstrakten Komplexifizierung reeller Vek-
torrdume zu vermeiden, beschrianken wir uns im folgenden auf V' = R" und Matrizen A.

Bekanntlich hat nicht jede reelle Matrix eine reelle Jordansche Normalform, d.h. der R"
besitzt moglicherweise keine Basis aus Hauptvektoren. Wie kommt man dann zu einer
Losungsbasis von & = Ax?

Zunichst kann man die obigen Uberlegungen ohne wesentliche Anderung auf komplexwer-
tige Losungen x : R — C™ verallgemeinern. Man stellt fest, dass das Anfangswertproblem
eindeutig 16sbar und der Losungsraum von & = Az ein n-dimensionaler C-Vektorraum ist.
Und weil iiber C jede Matrix eine Jordansche Normalform besitzt, liefert die obige Theo-
rie also eine Methode zur Gewinnung einer Lésungsbasis fiir komplexe homogene lineare
Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten.

Wenn man aber von einem reellen Problem ausgeht, mdche man gern eine reelle Lésungsbasis
haben. Seien also die Matrix A reell und z : R — C" eine komplexe Losung. Wir bezeichnen
mit ~ die komponentenweise komplexe Konjugation als Abbildung von C"™ nach C™. Weil
diese Abbildung reell linear ist, folgt aus @(t) = Ax(t), dass

Z(t) = @(t) = Ax(t) = AZ(t)

ist. Mit jeder komplexen Losung ist also auch die dazu konjugierte Funktion eine Losung.
WEeil Linearkombinationen von Losungen wieder Losungen sind, erhélt man aus jeder kom-
plexen Losung = : R — C™ zwei reelle

Brelt) = () + 20, wnlt) =

= - (a(t) — a(1).

Die komplexen Losungen z(t) und Z(¢) liefern natiirlich dieselben reellen Losungen, deshalb

kann man von jedem konjugiert-komplexen Paar eine Losung ignorieren. Ist schlielich z(t)
eine komplexe Losung mit reellem Anfangswert z(tg) = &, so ist x,. eine reelle Losung
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mit demselben Anfangswert, x;,, eine mit Anfangswert x;,(to) = 0, also x;, = 0. Daher
ist x = z,. iberhaupt reell, und man bekommt auf diese Weise Losungen fiir alle reellen
Anfangswerte, also alle reellen Losungen.

Wir betrachten das noch genauer. Ist uq,...,u, eine Basis des C" und uy = vy + jwy mit
ug, wr € R™ und ist weiter £ € R", so gibt es ai = O + iy, mit Bk, vx € R, so dass
n n n n
€= apup =Y (Brox —yewr) +i Y (Brwi +yeve) = Y (Brow — ywn).
k=1 k=1 k=1 k=1

Die Real- und Imaginérteile der ug bilden also ein Erzeugendensystem von R™. Berechnet
man nun die Eigenwerte des reellen A und dazu mittels Hauptvektoren eine Losungsbasis
Z1,...,T, fir den Raum der komplexen Lésungen von & = Az, so kann man sich bei
konjugiert-komplexen Eigenwerten jeweils auf einen beschrénken und fiir den dazu konjugier-
ten die konjugierten Losungen verwenden. Spaltet man diese in Real- und Imaginérteil und
148t die doppelt auftretenden Losungen fort, so erhilt man n reelle Losungen x,1, ..., Zmm,
deren Werte z,1(0), ..., 2,,(0) nach der vorstehenden Uberlegung den R™ erzeugen und die
deshalb linear unabhéingig sind.

Wir fassen zusammen:

Gesucht eine reelle Losungsbasis fiir £ = Ax mit reeller n x n-Matrix A.

1. Berechne die Eigenwerte von A, also die reellen und komplexen Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms det(A—AF). Von den Paaren konjugiert-komplexer Eigenwerten
lasse jeweils einen weg.

2. Zu jedem der verbleibenden Eigenwerte A der algebraischen Vielfachheit k& berechne &
linear unabhingige Hauptvektoren vy, ...,vx € C™ als Losungen von (A — AE)*v = 0.
Sie liefern k£ Losungen

J .
Taw®) =S L (A= ABY v, ke {1, k).

3. Die entstehenden nicht-reellen Losungen zerlege in Real- und Imaginérteil. Das liefert
insgesamt n linear unabhéngige reelle Losungen und damit eine reelle Losungsbasis.

Wir schlieffen mit einem einfachen
Beispiel 202. Wir betrachten & = Az mit A = (_02 g) .
Das charakteristische Polynom ist

- )

5 9. =A2 =224+ 10 = (A — (1 +30)) (A — (1 — 34)).

Berechnung eines Eigenvektors zu A = 1 + 3i:

(5560 = ()2

Das liefert die komplexe Losung

(1430t 5
z(t) =e (1 + 32')

-, - 5
= e'(cos 3t + isin 3t) <1 43

et 5cos 3t 4 et Hsin 3t
- cos 3t — 3sin 3t 3 cos 3t + sin 3t
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und die reellen Lésungen

5 cos 3t 5sin 3t
_ ot ot
n(t) =e (cos 3t — 3sin 3t) , z2t)=e (3 cos 3t + sin 3t) ’

die offenbar linear unabhéngig sind.
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5.2.3 Skalare lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung.

e Skalare lineare Differentialgleichungen hoéherer Ordnung treten sehr hiufig auf, zum
Beispiel in vielen grundlegenden Problemen der Mechanik oder Elektrotechnik.

e Wir wissen schon, wie man sie umschreiben kann in ein lineares System erster Ordnung,
aber hier lernen wir, wie man diesen Aufwand vermeiden und direkt Losungen finden
kann.

Problem: Sei J C R ein offenes Intervall und seien fi,..., fn,g: J — R stetige Funktionen.
Wir suchen Losungen der linearen Differentialgleichung

2™+ fi0e" Y o far (D + fu(D)T = g(8), (92)
gegebenenfalls mit den Anfangsbedingungen in ¢y € J

(to) = &, -, 2"V (to) = &nr. (93)

Wir haben in der Einleitung zu den gewohnlichen Differentialgleichungen schon am Bei-
spiel der Newtonschen Bewegungsgleichung demonstriert, wie man die Differentialgleichung
hoherer Ordnung auf eine erster Ordnung in einem hoher-dimensionalen Raum {ibersetzt.
Wir wenden das auf das vorstehende Problem an.

Ist x eine Losung von , , und setzt man y, = &, ys = &, ..., yn = 2"V, so folgt mit

Y1
yi=|
Yn
vl ’ 3
2 A D N O R (94)
0 0 1 0
fu —fus o —h a(t) -1

Ist umgekehrt y : J — R™ eine Losung von (94), so ist = := y; eine solche von (92), (93).
Damit folgt aus dem Hauptsatz iiber lineare Differentialgleichungen:

Satz 203. Gegeben sei das Anfangswertproblem

2™ L0 4 i (8)d + fa(D)z = g(0), (95)
x(t()) = 507 ceey (E(n_l)(t()) = gnfl. (96)
mit stetigen Funktionen f1,..., fn,g:J — R auf einem Intervall J um ty und &y,...&n—1 €
R
Dann gilt

(i) Das Anfangswertproblem hat genau eine auf ganz J definierte Lisung.

(i) Der Lisungsraum der zugehdrigen homogenen linearen Differentialgleichung n-ter Ord-
nung
a4 i)z 4+ fani(B)E A+ fu(t)z =0 (97)

ist ein n-dimensionaler Untervektorraum von C™(J,R).
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Satz 203 (Fortsetzung). (iii) Lisungen x1,...,x, von (97) sind genau dann linear un-
abhdngig, wenn die Spaltenvektoren der sogenannten Wronskimatrix

x1(t) Zn (1)
%1(t) Tn(t)

W(t) = )
x(ln_'l)(t) .. x%n._l)

an einer Stelle (und dann an allen Stellen) t € J linear unabhdngig sind.

(iv) (Variation der Konstanten) Hat man eine Lésungsbasis x1,...,x, fir die homogene
Gleichung , so erhdlt man alle Losungen der inhomogenen Gleichung in der Form

n

x(t) = Z ci(t)x(t),

=1

wo die Funktionen ¢; € C1(J,R) bis auf Konstanten bestimmt sind durch ein lineares
Gleichungssystem fiir ihre Ableitungen:

é1(t) 0

Beispiel 204. Lose das Anfangswertproblem
i — 6@ + 8z = 64>
z(0)=5,%(0)=0

mit den geschenkten Losungen z;(t) = €%, x5(t) = e fiir die zugehorige homogene Glei-
chung.

0. Schritt. Die Wronskimatrix der beiden Losungen in t=0 ist

th e4t 1 1
W(O) = <2€2t 4€4t> = <2 4> .
t=0

Offenbar sind die Spalten linear unabhingig und x1,z2 bilden daher eine Basis fiir den
Losungsraum der homogenen Gleichung.

1. Schritt. Losen des linearen Gleichungssystems
e?t et a) (0
2e%t 4ett ) \éo(t)) — \64t2

ér1(t) = =32t%e72t ¢o(t) = 32t%e .

liefert

2. Schritt. Integrieren mit partieller Integration oder http://integrals.wolfram.com/ liefert

c1(t) = 8e 2 (1 + 2t + 2t%), co(t) = —e (1 + 4t + 8t?).

3. Schritt. Die allgemeine Losung der gegebenen Differentialgleichung ist also

x(t) = 8(1 + 2t + 2t3) — (1 4 4t + 8t2) + are® + age = (7 + 12t + 8t2) + are? + age™
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mit beliebigen Konstanten a1, as € R.
4. Schritt. Um die Anfangsbedingungen zu erfiillen, berechnen wir

z(0)=T+a1+a2=5
#(0) = 12 + 2a; + 4ay = 0

und erhalten aus diesem linearen Gleichungssystem a; = 2, a2 = —4. Damit ist die gesuchte
Losung
x(t) = 7+ 12t + 812 + 2" — 4e™.

Bemerkung. Variation der Konstanten ein Algorithmus zur Ermittlung einer Losung fiir die
inhomogene Gleichung. Er erfordert Losen eines linearen Gleichungssystems und Integratio-
nen. Nicht selten kann man durch genaues Hinsehen (oder Erfahrung) auch eine Losung fiir
die inhomogene Gleichung leichter finden, eventuell sogar einfach hinschreiben. Im obigen
Fall liefert die linke Seite der Differentialgleichung, weil die Koeflizienten konstant sind, fiir
jedes eingesetzte Polynom xz(t) wieder ein Polynom, und zwar vom gleichen Grad. Weil aber
auch die rechte Seite ein Polynom von zweiten Grad ist, kann man versuchen, einfach

z(t) = A+ Bt + Ot?

anzusetzen und die Koeffizienten (durch Koeffizientenvergleich) so zu bestimmen, dass t2
herauskommt. Das ist im obigen Fall wesentlich einfacher als die Variation der Konstanten.
Probieren Sie es!

O

Wir wollen nun zeigen, wie man eine Losungsbasis fiir eine lineare homogene Differential-
gleichung finden kann, wenn ihre Koeffizienten konstant sind. Wie im Fall der Systeme ist
es glinstig, dabei auch komplexwertige Losungen = : R — C zuzulassen und sich spéter zu
iiberlegen, wie man daraus wieder reellwertige gewinnen kann.

Satz 205. Wir betrachten also auf J = R die homogene lineare Differentialgleichung
2 faz™ Y 4+ tap1i+ax=0 (98)
mit ay,...,a, € R.

(i) Eine Basis fir den Unterraum aller komplexwertigen Lésungen von in C™"(R,C)
ist gegeben durch die Funktionen

25(t) = t7 e, 1<i<m, 0<j<k —1

Dabei sind M\, ..., A\ € C die verschiedenen Nullstellen des sogenannten charakteri-
stischen Polynoms

xX(A) = A"+ a A" an N+ an,
der Differentialgleichung und k; ist die Vielfachheit der Nullstelle \;.

(i) Sind die a; reell und besitzt x(\) nicht-reelle Nullstellen, so treten diese in konjugierten
Paaren gleicher Multiplizitat auf. Ist A = a £ iw ein solches Paar mit Multiplizitdt k,
so erhdlt man daraus reelle linear unabhdngige Lisungen

9 e cos(wt) und t7 e* sin(wt), 0<j<k—1.

Auf diese Weise erhilt man eine Basis des reellen Ldsungsraumes von .
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Wir brauchen einige Vorbereitungen fiir den Beweis. Wenn der Satz richtig ist, sind alle
Losungen beliebig oft differenzierbar. Wir suchen unsere Losungen deshalb gleich im Raum

C*®:=C*(R,C)
und schreiben DF zur Abkiirzung fiir ;TZ' Fiir ein Polynom
AN = apA" + a N a1 N+ an
mit moglicherweise komplexen Koeffizienten a; definieren wir
d(D) € L(C*™,C*)
durch

é(D)x = apD"x +a D" 'x + ...+ ap_ 1D+ a,x

=apz™ + a1z" Y + ...+ ai + a,z.

Lemma 206. (i) Die “Einsetzung” ¢ — ¢(D) ist ein Algebra-Homomorphismus von der
Algebra der Polynome in die Algebra L(C*°,C*). Insbesondere gilt fiir Polynome

P(A), ®(A) und p(A) = ¢(N)P(X), dass
p(D) = (D)i(D) : O — C.
Daher ist ¢(D)yp(D) = (D)o(D).

(ii) Seien p # 0 ein Polynom, k € N und u,v € C.
Wir setzen D in das Polynom ¢()\) := (A — u)¥ ein. Dann ist

(D — )" (p(t)e") = q(t)e”
mit einem Polynom q, fir das gilt:

u#v = Gradq = Gradp,
uw=v = Gradq = (Gradp) — k,

Dabei soll Grad g < 0 bedeuten, dass g = 0.

Beweis des Lemmas. M Seien ¢(A) = Zai/\i7 P(A) = bj)\j. Dann ist
¢(D)p(D)x = ¢(D) Z bzl = Z b; Z a; 2.

Zu (it). Vollstindige Induktion iiber k. Fiir k = 0 ist nichts zu zeigen.

k — (k 4 1). Nach Induktionsvoraussetzung ist

(D — w)* (p(t)e") = q(t)e”*

mit einem Polynom ¢(t) vom im Satz beschriebenen Grad. Dann gilt aber

(D — ) (p(t)er") = (D — p)q(t)e”t = (4(t) + vq(t) — uq(t))e””.

Ist ;1 = v, so verkleinert sich der Grad des Polynom-Faktors vor e** um 1, andernfalls bleibt
er gleich. 0
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Beweis des Satzes. Zu (i). Ist x(\) das im Satz definierte charakteristische Polynom, so ist
die Differentialgleichung gegeben durch

x(D)z = 0.
Andrerseits ist nach dem Lemma fiir j < k;
X(D)zi(t) = (D — M)™ .. (D = Ap)Fm (HeMit)
= (D= M) .. (D=XN_1)F (D = Xip) (D = Ap)P (D — )R (HeM)
=0.

Daher sind die angegebenen Funktionen n Losungen der Differentialgleichung. Wir zeigen
ihre lineare Unabhéngigkeit. Sei

0= aywy(t) =Y pi(t)eM’
i i

fiir alle t. Dabei sind die p;(t) Polynome vom Grad < k; — 1, und wir miissen zeigen, dass
sie alle 0 sind. Aber nach dem Lemma ist

0=(D—X)*...(D—\,)k* (Zpi(t)ek"’t> = q(t)eM!

mit einem Polynom ¢; vom selben Grad wie p;. Also folgt p; = 0, und entsprechend fiir die
anderen p;(t).

Zu (i1). Nach der Eulerschen Identitit ist
1 + 1 . . 1 . w
Ve coswt = itje((¥+lw)t + §tje(a uu)t7

ti e ginwt = l1&7}3(0““‘“” _ ltje(a—iw)t_
24 2

Daher sind die cos — sin —Losungen als Linearkombination (mit komplexen Koeffizienten)
von Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung auch Losungen. Weil man aus
ihnen die komplexe Losungsbasis linear kombinieren kann, bilden sie ein Erzeugendensystem
fiir den komplexen Losungsraum mit n Elementen. Daher sind sie linear unabhéngig iiber
den komplexen Zahlen, also erst recht iiber den reellen Zahlen. O

Beispiel 207. Die charakteristische Gleichung von
T—6x+ar=0

hat die Losungen A\; 2 = 3 £ /9 — a. Fiir a = 8,9, 10 erhélt man als Losungsbasen also

bzw.

bzw.
xl(t) — e(3+i)t’ Ty = G(S_i)t.

Im letzteren Fall ist eine reelle Losungsbasis gegeben durch

3

z1(t) = e cost, xo = e sint.
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6 Anhang

6.1 Hauptminorenkriterium

Wir geben einen Beweis (von Udo Jeromin) fiir dieses Kriterium. Vgl. auch M. Kdécher,
Lineare Algebra und analytische Geometrie, Springer.

Hauptminorenkriterium. Eine symmetrische (n x n)-Matriz A = (aij)i j=1,...n st genau
dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren positiv sind. Dabei sind Hauptminoren die
Determinanten der Matrizen

Ap = ()i =1,k
A ist genau dann negativ definit, wenn die Hauptminoren wechselndes Vorzeichen beginnend
mit a11 < 0 haben.
Beweis. Die Behauptung iiber negative Definitheit folgt aus der iiber positive Definitheit

durch Betrachtung von —A. Wir beweisen also nur den ersten Teil des Kriteriums.

Mit (., .) bezeichnen wir das kanonische Skalarprodukt der Euklidischen Réume. A ist positiv
definit, wenn gilt
Voern(x #0 = (Az,z) > 0).

Wir benutzen das obige Zitat aus der linearen Algebra
A positiv definit = alle Eigenwerte positiv = det A >0
und kommen zum Beweis des Lemmas:

Beweis von =-.

Z1
Iy :
Firz = | : € RF mit k < n sei 2’ := (g) = xok c R™.
Tk
0

Ist A positiv definit, so gilt fiir alle k € {1,...,n} und = € R¥\ {0}:
0 < (Ax',2")y = (Agz,x) .
Also sind alle Ay ebenfalls positiv definit und haben daher positive Determinante.

Beweis von <. Seien nun umgekehrt alle det Ay positiv. Wir zeigen durch vollstandige
Induktion iiber n, dass A positiv definit ist.

Der Beweis benutzt folgende Idee, um die Determinante der ganzen Matrix mit der eines
Hauptminors in Verbindung zu bringen:

Ist (é g) eine Blockmatrix mit quadratischem A und D, und ist A invertierbar, so
A BY (A 0 E A~'B
C D) \C FE 0 D-CA'B)"

Das kann man im Kopf nachrechnen. Insbesondere ist dann

A B _
det <C D) = det A det(D — CA™'B).
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n = 1. Nichts zu zeigen.

(n —1) — n. Wir nehmen also an, der Satz sei fiir n — 1 bereits bewiesen. Dann ist A,,_;
positiv definit und insbesondere invertierbar.

1. Schritt. Fiir y € R*~1\ {0} ist nach Voraussetzung

(a(8).(3)) = v >0

2. Schritt. Es gentigt zu zeigen, dass

fly) = <A <31/> , (31’>> > 0 fiir alle y € R"1.

Wegen (A(tx),tz) = t? (Ax, z) folgt dann
(Az,z) > 0 fir alle z mit x,, # 0,

und mit dem ersten Schritt ergibt sich daraus die Behauptung. Schreiben wir
An—l a
= )

mit a = : und a = ay,y,, so wird

A1n

Upn—1n

fy) = (An1y,y) +2(a,y) + .

3. Schritt. Ist A > 0 der kleinste Eigenwert von A,,_1, so gilt

<An—1ya y> Z A <ya y> )
also
(An—1y,y) + 2 (a,y) + a2 Alyl* = 2lla] 9]l — ol = [ly(Alyll = lla]l) — ol
Das wird grof, wenn ||y|| grof wird: Auflerhalb einer hinreichend grofien Kugel im R"~1 ist

daher f(y) > f(0). Deshalb nimmt die stetige Funktion f auf R"~! ihr globales Minimum
an. An dieser Stelle verschwindet ihre Ableitung, die wir jetzt berechnen:

Dyf(v) = <An—1ya 'U> + <An—1va y> +2 <a7 v> =2 <An—1y +a, 'U> .
Das Minimum wird also angenommen an der Stelle y, = —A ' a. Sein Wert ist
fly) ={(a, A 1a) —2(a, A}  ja) +a = a— (a, A, 1a).
4. Schritt. Nach der Voriiberlegung ist
det A, = det A,_1 (o — (a, A1 a)).

Mit det A,, und det A,,_; ist also auch f(y*) = a — <a,A;11a> positiv. O
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6.2 Vektorwertige Integrale
Wir definieren das Integral fiir stetige Funktionen g : [a,b] — V mit Werten in einem
endlich-dimensionalen Banachraum V so:

Ist by, ..., b, eine Basis von V, so schreibt sich g als

9=">_9ibi

mit stetigen reellwertigen Funktionen g;. Wir setzen

/abg(t)dt = Z (/abgi(t)dt> b;.

K2

Man zeigt, dass das von der gewéhlten Basis unabhéngig ist. Falls V' = R™, bedeutet das
einfach komponentenweise Integration.

Fiir das so verallgemeinerte Integral gelten die folgenden vom R-wertigen Fall vertrauten
Regeln:

b
< / lg(t)]dt. (101)

b b b b b
/ (g + h)(t)dt = / g(t)dt +/ h(t)dt, / Ag(t)dt = )\/ g(t)dt, (99)
= [ aiar = g (100)
Die beiden ersten Gleichungen folgen trivial aus der Definition. Die dritte beweise ich nur
fiir den Fall V' = R"™ und die Norm zum iiblichen Skalarprodukt (z,y) = > ;y;.

d [* '
a
b
/ g(t)dt
a
Aus folgt fiir v € R

b b b b
/ <w,g(t)>dt = / O vigi(t)dt = Zvi/ gi(t)dt =< v,/ g(t)dt > .
Setzt man .
V= M € R", (102)
I [, a(t)dt|

so wird

|| / g(t)dt]| =< v, / g(t)dt >= / <vglt) > di < / lg(t)llde.
(Cauchy—Schwarz)

Ebenso beweist man den allgemeinen Fall, nachdem man zuvor gezeigt hat, dass es zu jedem
v €V (bei uns v = [ g) ein w € L(V,R) gibt, fiir das ||w|| <1 und w(v) = |jv] ist.)
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