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1 Lineare Gleichungssysteme

Wir beginnen die Vorlesung mit dem Lésen von Gleichungen, genauer von mehreren Glei-
chungen fiir mehrere Unbekannte. Unter ,,Unbekannten“ verstehen wir dabei unbekannnte
Zahlen, und Sie sollten sich einstweilen darunter reelle Zahlen (unendliche Dezimalbriiche)
vorstellen. Spéter werden wir diesen Punkt prézisieren.

Zunichst zum Nachdenken folgendes
Beispiel 1. Wir betrachten das Gleichungssystem

zt 322 4y 4wy 46 =0
422 —3y> —3xy —-10 =0

Eine Lidsung dieses Systems besteht aus zwei Zahlen x und y, die eingesetzt die beiden
Gleichungen erfiillen. Eine Losung ist also ein geordnetes Paar (x,y) von Zahlen.

Nun suchen wir eine Losung.
Wir subtrahieren die zweite Zeile von der ersten, vertauschen die Seiten und erhalten
0=a* — 72% + 49y* + day + 16
=2 — 822 + 16 + 22 + day + 4y°
= (2? —4)* + (z + 2y)°.

Wir sehen dal 22 — 4 = 0 und z + 2y = 0 sein miissen und erhalten

bzw.

Aber keines dieser beiden Paar 16st auch nur eine der Ausgangsgleichungen! Der Grund
dafiir ist, dafl wir im ersten Schritt unseres , Losungsverfahrens® Information verschenkt,
d.h. Bedingungen ignoriert und damit die Losungsmenge vergréfiert haben. In Wirklichkeit
hat das System gar keine reellen Losungen, so wie etwa die Gleichung x2 + 1 = 0 keine
reellen Losungen hat.

O

Die Frage, wie man die Losungen eines Gleichungssystems findet, ist also offenbar nur eine
Frage in diesem Zusammenhang. Andere wichtige Fragen sind,

e ob es iiberhaupt Losungen gibt; andernfalls kann man sich jede Miihe sparen.

e ob es mehrere Losungen gibt; in diesem Fall ist es interessant, zu wissen wieviele, und
wie man sicher sein kann, alle gefunden zu haben.

e ob es vielleicht sogar unendlich viele Losungen gibt, und wie man dann die Gesamtheit

aller Losungen beschreiben kann.

Wir untersuchen hier nicht beliebige Gleichungssysteme, sondern nur sogenannte lineare
Gleichungssysteme. Eine lineare Gleichung ist eine Gleichung der Form

ar1 +asxs +... “+apx, =0. (1)

Dabei sind a;,..., a,, gegebene n Zahlen und z1, ..., z, gesuchte n Zahlen. Das Adjektiv linear
bezieht sich darauf, dafl nicht etwa Quadrate oder Produkte oder gar noch kompliziertere



Funktionen der Unbekannten in der Gleichung vorkommen. Hat man nur wenige Unbekannte,
so bezeichnet man sie auch gern mit z,y, z, ... statt mit z1, xo, x3, .. ..

Wir betrachten nun lineare Gleichungssysteme, also mehrere solche Gleichungen, wie etwa

3r -2y +5z =2 (2)
2z +y +9z =0.

Definition 1. Ein lineares Gleichungssystem ist ein Gleichungssystem der Form

1121 +aiaxs +... Faiprn, =0b1
a21%1 +asory +... Faspr, = by (3)
Am1T1  +amoTs +... FQmnTn = bpy,

Dabei sind die a;; und die b; als bekannt vorausgesetzt, und man hat dann m Gleichungen
fiir die n Unbekannten x1,...,x,. Eine Lisung dieses Systems ist ein geordnetes n-tupel
(z1,...,2y) von Zahlen, das alle m Gleichungen erfiillt.

Fiir die linearen Gleichungssysteme gibt es eine sehr befriedigende Antwort auf alle obigen
Fragen: Es gibt einen Algorithmus, ein allgemeines Verfahren, das

e zur Losung fithrt, wenn es genau eine gibt,
e alle Losungen liefert, falls es mehrere gibt,

o ggf. meldet, da es keine Losung gibt.

Dieses Verfahren ist der Gauf3sche Algorithmus, den wir nun beschreiben. Wir fithren
ihn zunéchst an einem Beispiel vor:

Beispiel 2. Wir betrachten

21’1 +x2 +3£L‘3 =0
41 —x9 Hx3 =10 | —2 X erste Zeile

3x1 +2x9 +xz3 =7 —% X erste Zeile

Wenn man wie angegeben verfahrt, erhélt man das neue System

2r1  +xo +3x3 =0

*3172 *51’3 =10
%1‘2 *%ng =7 +% X zweite Zeile

Im néchsten Schritt erhalt man

2r1  +To +3x3 =0
*3£E2 *5:133 =10

_13 — 26

313 =73

Beachten Sie, dafl man bei diesen Umformungen keine Information verloren hat: Addiert man
zum Beispiel zur 2. Zeile des zweiten Systems das Doppelte der ersten Zeile, so erhélt man
wieder die zweite Zeile des Ausgangssystems. Alle Umformungen sind umkehrbar. Deshalb
andert sich die Menge der Losungen des Systems bei diesen Umformungen nicht, und das
dritte System hat dieselbe Menge von Losungen wie das erste. Aber das dritte System ist
sehr leicht zu 16sen: Aus der letzten Gleichung folgt notwendig x3 = —2. Einsetzen in die
vorletzte Gleichung liefert o = 0, und Einsetzen der gefundenen Werte in die erste Gleichung
des dritten Systems liefert 27 = 3. Also hat unser System die einzige Losung

($1,$2,$3) = (33 Oa _2)



Wir beschreiben nun den vorstehenden Algorithmus, den Gaufalgorithmus fiir lineare Glei-
chungssysteme, im allgemeinen.

Gegeben sei das System (3). Dabei wollen wir annehmen, daf§ 2; wirklich in dem System
vorkommt, dafl also eines der a;; von null verschieden ist. Sonst numerieren wir die Unbe-
kannten um. Nach Vertauschung von zwei Zeilen kénnen wir annehmen, dafl sogar ay; # 0.
Dann subtrahieren wir von den folgenden Zeilen ein Vielfaches der ersten, so dafl jeweils
x1 verschwindet: genauer subtrahieren wir von der i-ten Zeile das lel -fache der ersten. Wir
erhalten ein neues, zum ersten System &quivalentes, in dem x; nur noch in der ersten Zeile
vorkommt.

Noch einmal die vorgenommenen Umformungen:

e Vertauschung von (zwei) Zeilen,

e Subtraktion des Vielfachen einer Zeile von einer anderen.

Beide Operationen sind umkehrbar: Durch nochmaliges Vertauschen bzw. durxh Addition
desselben Vielfachen der einen Zeile zu der anderen erhélt man das Ausgangssystem zuriick.
Bei Rechnungen von Hand ist es gelegentlich praktisch, noch folgende Umformung hinzuzu-
nehmen:

e Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor # 0.

Offenbar fithrt das auch zu einem #Hquivalenten System, und man kann eventuell Briiche
vermeiden.

Bei den weiteren Umformungen des Systems betrachten wir nur noch die Zeilen ab der
zweiten, die erste Zeile fithren wir unverédndert mit. Wir betrachten in den folgenden Zeilen
die Unbekannte mit dem kleinsten noch vorkommenden Index. In der Regel wird das x5
sein, es konnte aber auch unseren schon vorgenommenen Umformungen zum Opfer gefallen
sein. Nehmen wir an, x; wire diese Unbekannte. Nach Zeilenvertauschung kénnen wir wieder
annehmen, dafl z; in der zweiten Zeile wirklich vorkommt. Dann subtrahieren wir wie eben
von den Zeilen 3 bis m geeignete Vielfache der zweiten Zeile, so da x; nur noch in der
zweiten Zeile vorkommt.

Dieses Verfahren setzen wir fort, bis in den nachfolgenden Zeilen gar keine Unbekannten mehr
stehen. Das ist insbesondere dann der Fall, wenn es keine nachfolgenden Zeilen mehr gibt,
sondern wir ,,unten angekommen sind“. Es kann aber auch sein, dafl noch mehr Gleichungen
da sind, die aber auf der linken Seite keine Unbekannten mehr haben, also von der Form

0=b (4)
fiir irgendeine rechte Seite b sind. Unser System ist dann in Zeilen-Stufen-Form:

Definition 2. Ein lineares Gleichungssystem hat Zeilenstufenform, wenn folgendes gilt: Ist
z; die Unbekannte mit kleinstem Index in der i-ten Zeile, so kommt z; in den folgenden
Zeilen nicht mehr vor. Genauer:

Aus j = min{k | a;, # 0} folgt a;; = 0 fiir alle [ > 1.

Ein System in Zeilenstufenform sieht so aus:



0 —br+1
0 =bn

Wenn wir das ausschreiben wollen, gibt es ein Bezeichnungsproblem. Oben haben wir ge-
sagt: ,Ist z; die Unbekannte mit kleinstem Index in der i-ten Zeile ...*. Wenn wir nun
aber iiber die ersten Unbekannnten in mehreren Zeilen gleichzeitig reden wollen, miissen
wir ,,verschiedene Jots“ benutzen. Die mathematische Losung dieses Bezeichnungsproblems
bieten ,gestufte“ Indizes. Wir bezeichnen die Unbekannte mit kleinstem Index in der i-ten
Zeile nicht mit x;, sondern mit x;,. Dabei ist j; eben eine Zahl zwischen 1 und n.

Die i-te der ersten r Zeilen des oben schematisch dargestellten Systems in Zeilenstufenform
sieht dann also so aus:

A5, T, + Qg +1T 5,41 + ...t ainTy, = bi7 Qij, 75 0,

wobei j1 < jo < ... < jr. Wir wollen z;, die Kopfvariable der Zeile i nennen. Beachten Sie:
Ist dieses System das Ergebnis eines Gauflalgorithmus, so sind die a;; und b; im allgemeinen
nicht mehr die Koeffizienten des Ausgangssystems. Wir miifiten sie also eigentlich mit neuen
Buchstaben wie a;; bezeichnen, was wir wegen der einfacheren Notation unterlassen. Im
folgenden meinen wir also insbesondere mit b; die rechte Seite der i-ten Zeile in dem auf
Zeilenstufenform transformierten Gleichungssystem.

Die moglichen Fille fiir die Losungsmenge. Wegen der Umkehrbarkeit der vorgenom-
menen Manipulationen hat das neue System in Zeilenstufenform dieselben Losungen wie das
Ausgangssystem (3). Aber in der Zeilensttufenform kann man die Losungsmenge ziemlich
einfach ablesen:

1. Fall: » < m und mindestens eine der Zahlen b,1,...,by,, ist nicht 0. Dann ist die entspre-
chende Zeile ein Widerspruch, und das Gleichungssystem hat
keine Losung.

2. Fall: b,41 = ... = by, = 0, insbesondere 7 = m. Dann kann man die letzten m — r Glei-
chungen der Form 0 = 0 vergessen, sie enthalten keine Information. Das Gleichungssytem
ist losbar, und zwar wie folgt:

Fall 2.A: r = n. Dann sind alle Stufen von der Breite 1:
Ji = 1.

Die letzte nichttriviale Gleichung lautet a,,x, = b, mit a,, # 0, und wir erhalten daraus
einen eindeutig bestimmten Wert x,,. Diesen setzen wir in die vorausgehenden Gleichungen
ein. Aus

Up—1n—1Tp—1 + Gn_1nTn = bn—la An—1n—1 7é 0

ergibt sich dann x,_; und so weiter. In diesem Fall hat das Gleichungssystem also
eine eindeutig bestimmte Losung (x1,...,Zy,).

Fall 2.B: 7 < n. Dann gibt es wenigstens eine , breitere” Stufe, und es gibt wenigstens
eine Variable, die in keiner Zeile am Zeilenkopf steht. Solche Variablen nennen wir fiir den



Moment ,,freie Variable“. Diese freien Variablen kann man beliebig wihlen und dann wieder
von unten beginnend die Variablen an den Zeilenkopfen eindeutig bestimmen. In diesem Fall
gibt es also

unendlich viele Losungen (z1,...,z,).
Genauer kann man n — 7 Variablen frei wéhlen, die anderen sind dann eindeutig bestimmt.

Wir fassen das noch einmal zusammen. Zunéchst ist klar, dafl
r < min{m,n}.
Weiter gilt:
e Ist das System losbar, so ist die Losungsmenge durch n — r frei wiahlbare ,,Parameter®
zu beschreiben. Dabei bedeutet n — r = 0 die eindeutige Losbarkeit.
e Ist » = m so gibt es (mindestens) eine Losung, ist » < m, so kann das System lésbar

oder unlosbar sein.

Beachten Sie aber: Der Gauflalgorithmus ist nicht eindeutig festgelegt. Zum Beispiel kann
man sich bei den Zeilenvertauschungen einige Freiheit nehmen. Es ist nicht klar, ob die resul-
tierende Zahl r von solcher Willkiir unabhéngig ist, oder ob man ein gegebenes System durch
GauBalgorithmen auf Zeilenstufenformen mit verschiedenem r bringen kann. Die vorstehen-
den Uberlegungen zeigen allerdings, dafl die Losungsmenge des Ausgangssystems gewisse
Bedingungen an r impliziert.

e Wenn das System keine Losung hat, so ist r < m.

e Wenn das System genau eine Losung hat, so isr r = n.
— egal, wie man den Gauflalgorithmus durchfithrt. Wir werden spéter sehen, dafl r in Wahr-
heit nur vom Ausgangssystem abhéngt. Es heifit der Rang des Gleichungssystems.

Wir betrachten nun einen Spezialfall linearer Gleichungssysteme.

Definition 3. 1. Das lineare Gleichungssystem (3) heifit homogen, wenn

2. Setzt man in einem beliebigen linearen Gleichungssystem (3) die rechten Seiten = 0,
so erhélt man eine neues lineares Gleichungssystem, das zugehdrige homogene System.

Homogene lineare Gleichungssysteme haben immer eine Losung, ndmlich die sogenannte
triviale Losung
T =...=x, =0.

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit einem wichtigen Hilfssatz:

Lemma 1. Hat das homogene lineare Gleichungssystem

a1y +a12x2 +... +ainry, = 0
ag211 +ago2x2 +... +aonTy, = 0
Am1T1  +Qmoxs +... Fampx, =0

mehr Unbekannnte als Gleichungen, d.h. ist m < n, so besitzt das System eine nicht-triviale
Lésung

(1, .yzpn) #(0,...,0).



Beweis. Wir bringen das System mit dem GaufBalgorithmus auf Zeilenstufenform mit r
nicht-trivialen Zeilen. Hatte es nur die triviale Losung, also genau eine Losung, so wére nach
unseren obigen Uberlegungen r = n. Aber das steht im Widerspruch zu

r<m<n.

2 Gruppen, Korper, Vektorraume

Bei den Uberlegungen zum GauBalgorithmus hétten wir statt reeller Zahlen ebenso gut
rationale Zahlen oder komplexe Zahlen verwenden kénnen. Die einzigen Rechenoperationen,
die wir benutzt haben, sind Addition und Multiplikation mit ihren Umkehroperationen.
Ganze Zahlen allein sind aber nicht ausreichend, eben weil man keine uneingeschriankte
Division hat. So hat das lineare Mini-Gleichungssystem

20 =3

keine Losung in den ganzen Zahlen, obwohl das System bereits in Zeilenstufenform und
r=m =1 ist.

Wir werden nun genauer die Eigenschaften beschreiben, die wir von ,Zahlen“ erwarten
und bené6tigen. Wir betrachten Mengen mit ,, Rechenoperationen*, welche gewissen Axiomen
geniigen.

Definition 4 (Gruppe). Eine Menge G zusammen mit einer Abbildung (Verkniipfung)
GXG—»G,(a,b)Hab

heifit eine Gruppe, wenn folgende Eigenschaften gelten:

1. a(bc) = (ab)c fiir alle a,b, c € G (Assoziativgesetz).

2. Es gibt ein e € G, so daf
(a) ze = ex = fiir alle z € G, und

(b) zu jedem x € G ein y € G mit xy = yx = e exisitiert.

Man kann zeigen, daf es in diesem Fall nur ein solches e gibt, das man das neutrale Element

der Gruppe nennt, und dafl es dann zu jedem z € G nur ein y mit der vorstehenden

Eigenschaft gibt. Man nennt y das Inverse von x und schreibt dafiir z7!.

Als Beispiel fiir die Konsequenzen der Axiome beweisen wir, daf} fiir alle a,b € G gilt
ab=a = b=e. (5)
Aus ab = a folgt ndmlich
b=eb=(a"ta)b=a""(ab) =ata=e.

Beispiel 3. Die Menge G = R\{0} der von null verschiedenen reellen Zahlen ist mit der
iiblichen Multiplikation eine Gruppe. Das neutrale Element ist e = 1 und das Inverse von z
ist 1.

O



Beispiel 4. Die Menge Z der ganzen Zahlen ist mit der Addition als Verkniipfung eine
Gruppe. Das neutrale Element ist e = 0 und das Inverse von z ist —zx.

O

Beispiel 5. Sei M = {1,2,3} und G := {o : M — M]|o bijektiv} die Menge der eineindeu-
tigen Abbildungen von M auf sich. So ein ¢ € G kann man charakterisieren, indem man
einfach die Bilder (o(1),0(2),0(3)) angibt. Die Verkniipfung

OT:=00T
sei die Hintereinanderausfithrung der beiden Abbildungen. Es ist also

(1,3,2)(2,1,3) = (3,1,2),
) ) ) K = 2? )
Das neutrale Element ist die identische Abbildung e = (1,2, 3) und das Inverse ist eben die

inverse Abbildung, z.B.
(2,3,1)"! = (3,1,2).

Dieses Beispiel kann man auch mit beliebigen Mengen M statt {1,2,3} betrachten, die
Gruppe heifit die Permutationsgruppe der Menge M.

O

Sie sehen, dafl die Verkniipfung in einer Gruppe und die zugrundeliegende Menge von sehr
verschiedener Natur sein konnen.

Definition 5 (Abelsche Gruppe). Eine Gruppe G heifit kommutativ oder abelsch, wenn
fur alle z,y € G

TY = Yx.
Die beiden ersten Beipiele oben sind abelsch, das dritte aber offenbar nicht.

Gruppen sind ein Begriff von fundamentaler Wichtigkeit an sehr vielen Stellen der Mathe-
matik. In der linearen Algebra werden sie uns allerdings erst spéater wieder interessieren, wir
haben es zunichst mit etwas komplizierteren Begriffen zu tun.

Definition 6 (Kérper). Ein Korper ist eine Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungs-
abbildungen

Kx K — K,(xz,y) — x+y,
K x K — K,(z,y) — zy,

die man Addition bzw. Multiplikation nennt, und die folgende Eigenschaften haben:

1. K mit der Addition ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element bezeichnen wir
mit 0 und das additive Inverse von x mit —z.

2. Fiir alle z,y € K\{0} =: K, ist auch zy € K, und K, ist mit der Multiplikation eine
Gruppe. Das neutrale Element bezeichnen wir mit 1, das Inverse von z mit 2~ = %

3. Fir alle z,y € K ist 2y = yz.

4. Addition und Multiplikation erfiillen das folgende sogenannte Distributivgesetz:

z(y+ 2) = xy + xz fir alle x,y, 2z € K.

10



Beispiel 6. Die rationalen Zahlen Q, die reellen Zahlen R und die komplexen Zahlen C
bilden mit der iiblichen Addition und Multiplikation jeweils einen Kérper.

O
Beispiel 7. Die Menge Zs = {0, 1} ist mit den Verkniipfungen
040=0, 0+1=1+0=1, 1+1=0,
0z =20=0, lzx==zxl=zfirallexze {0,1}
ein Korper.
O

Bemerkung: Im vorstehenden Beispiel ist also 1+ 1 = 0, wobei 1 das neutrale Element der
Multiplikation und 0 das neutrale Element der Addition in K bezeichnet. Allgemeiner ist in
einem Korper K die k-fache Summe 1+ ... 4 1 entweder fiir alle k¥ € N von 0 verschieden
- wie etwa bei den rationalen Zahlen -, oder es gibt eine Primzahl p, so dafl die k-fache
Summe 1+ ...4 1 =0, wenn immer k ein Vielfaches von p ist. Im ersten Fall sagt man, K
ist ein Korper der Charakteristik 0, andernfalls einer der Charakteristik p. Die letzteren sind
wichtig in der Zahlentheorie. Wir werden es aber vor allem mit Kérpern der Charakteristik
0 zu tun haben. In einem Korper hat man also die Grundrechenarten mit den geldufigen
Rechenregeln zur Verfiigung. Und mit einem beliebigen Koérper anstelle von R lassen sich
zum Beispiel der Gaufsche Algorithmus und die Theorie linearer Gleichungssysteme wie
oben formulieren.

Die axiomatische Methode. Die vorstehenden Definitionen der Begriffe ,,Gruppe“ und
»Korper* sind Beipiele fiir die sogenannte axiomatische Methode, mathematische Begriffe
einzufiihren. Auf der einen Seite ist das ein sehr abstraktes Verfahren, auch im historischen
Sinne: die Axiome fiir eine Gruppe oder einen Koérper hat man sich nicht einfach ausge-
dacht. Niemand hat gesagt: ,,Schreiben wir mal ein paar Axiome hin und sehen was daraus
folgt.“ Vielmehr ist der Entscheidung fiir ein solches System von Axiomen eine lange (oh-
ne Ubertreibung: jahrhundertelange) Erfahrung im Umgang zum Beipiel mit Gleichungen
verschiedener Art vorausgegangen, begleitet vom AbstraktionsprozeB: ,, Worauf kommt es
wirklich an?¢

Das Ergebnis kann man aber auch sehr pragmatisch sehen: Statt uns auf die diffizile philoso-
phische Frage einzulassen, was Zahlen eigentlich sind, formulieren wir die Rechenregeln, die
wir fiir sie voraussetzen wollen: Eben die Axiome fiir einen Korper. Die Frage, ob es wirk-
lich ,Zahlen“ gibt, die den Regeln fiir einen Korper geniigen, lassen wir im Rahmen dieser
Vorlesung dahingestellt sein. Wir akzeptieren die Existenz zum Beipiel der rationalen oder
reellen Zahlen. Wir werden im folgenden sehr viel mit Kérpern zu tun haben. Einstweilen
verpassen Sie aber nichts, wenn Sie sich dann einfach die reellen Zahlen vorstellen.

Die wichtigsten Objekte der linearen Algebra sind Vektorrdume iiber einem Koérper. Fiir
,» Vektoren® gilt das eben iiber Zahlen Gesagte genauso. Definitionen wie ,,Vektoren sind
gerichtete Strecken im Raum“ oder ,,Gréfen, die eine Lange und eine Richtung haben* sind
problematisch: Was ist denn eine ,,Richtung“? Wir stellen uns wieder auf den pragmatischen
Standpunkt: Wir erkldren zunéichst einmal, wie man mit Vektoren rechnet, indem wir axio-
matisch Vektorrdume definieren. Und dann diskutieren wir verschiedene Modelle, in denen
diese Rechenregeln gelten, Modelle fiir Vektorrdume. Diese Modelle geben ganz verschiedene
Antworten auf die Frage, wie man sich Vektoren vorstellen soll (oder kann), und sie stehen
fiir sehr verschiedene Anwendungsbereiche des Begriffs.

11



Definition 7 (Vektorraum). Sei K ein Korper. Ein Vektorraum dber K oder ein K-
Vektorraum ist eine Menge V' zusammen mit zwei Abbildungen

VXV =V (v,w)—v+w,
KxV =V, (\v)— v,

die man (Vektor-)Addition und Skalarmultiplikation nennt, so daf gilt:

1. V ist zusammen mit der Addition eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element be-
zeichnen wir mit 0 oder, um es vom Nullelement des Korpers K zu unterscheiden, mit
0y . Wir nennen es auch den Nullvektor von V.

2. Mit beliebigen v,w € V und A\, p € K ist
Apv) = (Ap)v,
Ao+ w) = v+ dw, A+ p)v= A+ pv,
lv =w.

Dabei ist 1 das neutrale Element der Multiplikation in K. Die Elemente von K be-
zeichnet man hiufig auch als Skalare, die Elemente von V' als Vektoren.

Jetzt konnen wir die Frage beantworten, was ein Vektor ist: ein Element eines Vektorraumes.

Als Beispiel fiir die Anwendung der Axiome beweisen wir, daf§ fiir alle v € V

Ov = OV
(=1)v = —v.

Es ist ndmlich
O0v = (04 0)v = 0v + Ow.

Aus (5) angewendet auf die abelsche Gruppe V' mit der Addition folgt Ov = 0, und die erste
Gleichung ist bewiesen. weiter ist

v+ (—v=1v+ (-1)v =1+ (-1))v = 0v = Oy,
und aus der Eindeutigkeit des (additiven) Inversen folgt (—1)v = —wv.

Beispiel 8 (Ein geometrisches Modell). Dieses Modell begegnet IThnen fast iiberall,
wo es um geometrische Veranschaulichungen geht. Zum Beispiel bei der Beschreibung von
Kriiften an einer mechanischen Konstruktion (Kriifte-Diagramm), bei der Bewegung von
Teilchen im Raum oder der Beschreibung von Kraftfeldern. Entsprechend appelliert dieses
Modell an die Anschauung und ist mathematisch nicht so ganz exakt definiert. Der Korper
sind die reellen Zahlen R. Wir betrachten Pfeile in der Ebene (oder im Raum), wobei wir
zwischen parallelverschobenen Pfeilen nicht unterscheiden wollen (Pfeilklassen).

Die Addition erkléren wir so:

Die Multiplikation mit A € R ist die Streckung des Pfeils um den Faktor a, wobei negatives
Vorzeichen die Pfeilrichtung umkehrt. Man hat also:

12



13V v

Zur Ubung sollten Sie sich die Axiome anschaulich klar machen. Was bedeutet zum Beispiel
das Gruppenaxiom u + (v + w) = (u + v) + w?

O
Beispiel 9 (Ein algebraisches Modell). Dieses Modell ist das Standardmodell fiir einen
Vektorraum. Sei K ein Korper und n € N eine natiirliche Zahl. Wir betrachten den K™, das
ist die Menge geordneter ,n-tupel® von Elementen aus K:
xq
K'={zx=1| 1| |x €K}
Tn

Fiir n = 0 vereinbaren wir, da8 K° die Menge mit dem einzigen Element 0 € K sein soll.
Die Addition und Multiplikation mit (reellen) Skalaren sind komponentenweise erklért:

1 Y1 1+
=]
Zn n Tn + Yn
T AT
A\ _ .
Ty ATy,

Die oben geforderten Rechenregeln ergeben sich dann einfach aus den entsprechenden Regeln
in K.

Bemerkung zum Fall n = 1: Vektoren im K! sind von der Form (), wobei z € K. Lt man
die Klammer weg, so sind die Addition von Vektoren und die Skalarmultiplikation einfach
die iibliche Addition und Multiplikation. Der Korper K ist also auf natiirliche Weise auch
einen K-Vektorraum.

O

Beispiel 10 (Polynome). Wir betrachten den Kérper K = R und bezeichnen mit V' die
Menge der Polynome auf R, d.h. die Menge der Funktionen R — R, die sich schreiben lassen
in der Form

fix—ap+ a1z + asx® + ...+ apz”

fir ein n € N und Koeffizienten ag,...,a, € R. Summen und skalare Vielfache solcher
Funktionen sind auf die offensichtliche Weise (némlich wertweise) erklért, und die Poly-
nome bilden einen Vektorraum iiber R. Statt R kann man auch einen beliebigen Korper
nehmen. (Anmerkung fiir Kenner: Fiir Kérper der Charakteristik # 0 ist der so definierte
Funktionenraum nicht der in der Algebra iibliche Raum der Polynome.)

O

Das vorstehende Beispiel 148t sich verallgemeinern:

13



Beispiel 11 (Funktionen). Sei K ein Kérper, M eine nichtleere Menge und
V:={f: M — K]|f eine beliebige Abbildung}.

Dann ist V mit der wertweise definierten Addition und Skalarmultiplikation ein K-Vektor-
raum, der Vektorraum der K-wertigen Funktionen auf M. Man schreibt auch V = KM,
Beachten Sie, daB der K" , dasselbe® ist wie K {1--n},

O

Definition 8 (Untervektorraum). Sei V' ein K-Vektorraum und U C V. Dann heiit U
ein Untervektorraum von V|, wenn gilt: Fiir alle z,y € U und A € K sind

r+yeUund \x € U,

und

U 0.

Bemerkung: Weil U # ), gibt es in diesem Fall ein 2 € U. Nach Voraussetzung ist dann
(-Dx=—-z€U

und daher auch
Oy =x+(—z) e U.

Daher kann man die Rechenoperationen von V einfach auf U einschrinken und U wird mit
diesen Operationen selbst ein K-Vektorraum. Daher der Name Untervektorraum.

Beispiel 12. Der Vektorraum K™ der K-wertigen Funktionen auf der Menge M enthilt
den Untervektorraum

KMl .= {f: M — K| f(z) # 0 nur fiir endlich viele z € M}.

O

Beispiel 13 (Homogene lineare Gleichungssysteme). Sei K ein Kérper. Wir betrach-
ten das homogene lineare Gleichungssystem

a11x1  +aexs +... Faiprn, =0
as1T1 +agoxrs +... “aopr, =0 (6)
Q11 +amoxo +... Fampxtn, =0
T
mit a;; € K und gesuchten Losungen | : | € K. Wegen der Rechenregeln in K sind mit
Ty
I Y
zwei Losungen [ |, : | und A € K auch
In Yn
X Y1 r1+ Y1
N N :
Tn Yn Tn + Yn

14



Tn, ALy,

zwei Losungen des Systems. Weiter ist die triviale Losung (0, . . ., 0) eine Losung, die Losungsmenge
also nicht leer. Damit gilt der

Satz 1. Die Lisungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems iiber K mit n > 0
Unbekannten ist ein Untervektorraum des K™.

O

Beispiel 14 (Homogene lineare Differentialgleichungen). Sei V = RR der R-Vektorraum
der reellen Funktionen auf R und sei

U :={y e V]yist 2x differenzierbar und y” + y = 0}.

Zum Beispiel ist y = sin ein Element von U. Wie man leicht sieht, ist U ein Untervektorraum
von V. Allgemeiner ist der Losungsraum einer homogenen linearen Differentialgleichung auf
R eine Untervektorraum von V.

O
Ein wesentliches Ziel fiir uns wird sein, die Beziehungen zwischen den beiden letzten Bei-
spielen zu verstehen.
Zwei Methoden, aus Vektorunterrdumen neue Vektorunterrdume zu basteln:
Definition 9. Seien Uy, Us zwei Untervektorraume des K-Vektorraumes V. Dann sind auch
Uy NU,

und
Ui+ U := {u1 +U2|U1 € Uy und us EUQ}

Vektorunterrdume von V. Man bezeichnet sie als den Durchschnitt und die Summe von U
und Us.

Ist
U, NU; = {0},

so schreibt man statt Uy 4+ Uy auch Uy @ Us und nennt diesen Untervektrorraum die direkte
Summe von Uy und Us. In diesem Fall ist die Darstellung

u=u +uy, u; €U

fiir u € Uy @ Us eindeutig.

Beweis der Findeutigkeit. Aus
up tuz =v1 +v2, u,v €U;

folgt
Uy — V1 = V2 — Ug.

Die linke Seite ist in Uy, die rechte in Us, und weil U; N Uy = {0}, ist
up — vy =0 =03 — ug,

also w1 = v1 und us = vs. O
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3 Linearkombinationen

Definition 10 (Linearkombinationen). Seien V ein K-Vektorraum, k € N, vy,..., v €
V Vektoren und Ay, ..., Ay € K Skalare. Dann kann man Skalarmultiplikation und Addition
mehrfach ausfiihren und den Vektor

V=AU + ...+ ApUg

bilden. Jedes v € V, das sich auf diese Weise schreiben 148t, heifit eine Linearkombination
der Vektoren vy, ..., vg.

Beispiel 15. Im R? betrachten wir die drei Vektoren

1 -1 0
z=|0),y=1| 2 |],z=|2
1 1 2

Dann ist 0 € R? eine Linearkombination von x,y, z, némlich
0 = 0z + 0y + Oz.

Das hat mit z,y, z herzlich wenig zu tun und heifit auch die triviale Linearkombination.
Aber es ist auch
0 =3z 4+ 3y — 3z

Sie sehen: Die Darstellung eines Vektors als Linearkombination gegebener Vektoren vy, . .., vy
ist nicht unbedingt eindeutig.

O

Beispiel 16. Im K" betrachten wir die Vektoren

1 0 0

0 1 0

€1 = 0 , €2 1= 0 ) y En 1=
: 0

0 0 1

Der Vektor e; hat also an der i-ten Stelle eine 1 und sonst lauter Nullen. Dann ist nach der
Definition der Rechenoperationen im K" fiir jedes x = (x1,...,2,)

r=x1€1+ ... +Tpen.

Jeder Vektor des K™ ist also eine Linearkombination von eq,...,e,. In diesem Fall ist
die Darstellung auch eindeutig: Nur e; kann zur ersten Komponente x; von x beitragen,
und darum ist der Koeffizient von e; notwendig x;. Entsprechendes gilt fiir die anderen
Komponenten.

O

Beispiel 17. Die Funktion
3 RR

ist eine Linearkombination der Funktionen

(x -1k k=0,1,2,3.
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Es ist ndmlich (Nachrechnen!)
=1z —-1)"43@ - D' +3(x - 1) +1(z —1)>.
—— —— —— ——
V1 V2 v3 Va

Umgekehrt und allgemeiner ist die Funktion (1 + «)™ eine Linearkombination der Monome
1,z,22,...,2". Die Koeffizienten sind die sogenannten Binomialkoeffizienten (Z)

(1+a)" = (g)1+ <T1L>a:+ (Z)xz o+ <Z>x" - kz_lo <Z>m’f

O

Beispiel 18. Die Funktion sin(t + %) ist eine Linearkombination der Funktionen sin? und
cost:

in(t + ~) = sint cos ~ + cos ¢ sin ~ Laint + Y3 cost
S1n — ) = SIntcos — COSTSIn — = — SsIn — COS 1.
3 3 372 2

O

Definition 11. Ist M C V eine beliebige Teilmenge, so sagt man v € V ist eine Linear-
kombination von Vektoren (oder Elementen) aus M, wenn es in M endlich viele Elemente
v1,...,V; gibt, so dafl v eine Linearkombination von diesen ist. In diesem Fall kann man
iiberdies annehmen, daf} vy, ..., v, paarweise verschieden sind, weil man die Koeffizienten
eines mehrmals auftretenden Vektors ja zusammenfasssen kann.

Bemerkungen. Es ist hilfreich, den Nullvektor Oy als Linearkombination von Elementen
der leeren Menge M = () zu definieren. (Leere Summe= 0.)

Eine Teilmenge U C V ist offenbar genau dann ein Untervektorraum von V', wenn jede Line-
arkombination von Elementen aus U wieder in U liegt, d.h. wenn U abgeschlossen gegeniiber
Linearkombinationen ist.

Definition 12 (Lineare Hiille, Spann). Seien V e¢in K-Vektorraum und M C V eine
Teilmenge. Sei

Spann(M) := ﬂ U,
McU

wobei der Durchschnitt gebildet ist iiber alle Untervektorrdume U C V', die M enthalten.
Spann(M) heifit die lineare Hiille oderder Spann von M. Fiir vy, ..., v, € V schreibt man

Spann(vy, ..., vg) := Spann({vy, ..., v }).

Beispiel 19.
Spann(@) = {0}.

Satz 2. Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen der Definition ist Spann(M) ein
Vektorunterraum von V und es gilt:

Spann(M) = {v € V'|v ist Linearkombination von Vektoren aus M}.
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Beweis. Sind vq,v9,v € Spann(M), so liegen sie in jedem Untervektorraum, der M enthiilt.
Also liegen vy + vo und fiir jedes A € K auch Av in jedem Unterraum, der M enthilt und
damit in Spann(M). Also ist Spann(M) ein Untervektorraum.

Wir setzen
Uy = {v € V| v ist Linearkombination von Vektoren aus M }.

Ist v € Uyps eine Linearkombination der Vektoren wvq,...,vr € M, so liegen diese Vektoren
natiirlich in jedem Untervektorraum von V', der M enthélt. Damit liegt auch v in jedem
Untervektorraum, der M enthélt. Daher ist

Uy C Spann(M) (7)
(8)

Andrerseits ist Ups ein Untervektorraum, weil die Summe von zwei Linearkombinationen
von Vektoren aus M und skalare Vielfache einer solchen Linearkombination wieder Linear-
kombinationen von Vektoren aus M sind. Da offenbar M C Uy, folgt

Spann(M) C Uyy. (9)

Aus (7) und (9) folgt
Spann(M) = Uy.

Weil wir schon gezeigt haben, dafl Uy, ein Untervektorraum von V' ist, gilt das dann auch
fiir Spann(M). O

Beispiel 20. Als Konsequenz aus diesem Satz und Beispiel 16 ergibt sich

K™ = Spann(ey, ..., ey).
O

Die Aufgabe, einen Untervektorraum durch mdéglichst wenige Vektoren zu erzeugen, fithrt
zum fundamentalen Begriff der linearen Unabhingigkeit.

Wir treffen folgende Konvention: Ein ,Dach* iiber einem Glied eines k-tupels soll bedeuten,
daf dieser Term ausgelassen wird:

’(vla'“u’l/)\iv"'avk) = (vla"'7vi717vi+1a'°'7vk)"

Definition 13. Seien V ein K-Vektorraum, M C V und vq,...,v; € V.

1. M hei3t linear unabhingig, wenn fiir alle u € M
Spann(M\{u}) # Spann(M).
2. Das k-tupel (v1,...,v;) oder die Vektoren vy, ..., vy heifien linear unabhdingig, wenn
fir alle i € {1,...,k}

Spann(vy, ..., 0;,...,Vk) # Spann(vy, ..., vk).

Sind M oder vy, ..., v nicht linear unabhéingig, so nennt man sie linear abhdingig.

Beispiel 21. Die Vektoren ey, ...,e, € K" sind linear unabhéngig. Alle Linearkombinatio-
nen der eq,...,e,, die e; nicht enthalten, haben nédmlich an der i-ten Stelle eine 0. Deshalb
ist

Spann({e1,...,e,}\{e;}) # K™ = Spann({ey,...,en}).
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Beispiel 22. Ein einzelner Vektor v ist linear unabhéngig genau dann, wenn
Spann(v) = {Av |\ € K} # Spann(f)) = {0}

ist, d.h. wenn v # 0 ist.

Satz 3 (Kriterien fiir lineare Unabhéngigkeit). Seien V' ein K -Vektorraum, M C V
und vy,...,0 € V.

1. M ist linear unabhdngig genau dann, wenn kein uw € M Linearkombination von ande-
ren Vektoren aus M ist.

2. M st linear unabhdngig, wenn Oy sich nur auf die triviale Weise als Linearkombina-
tion von Vektoren aus M schreiben lGfst, d.h. wenn fir alle paarweise verschiedenen
Upy. .., UL € M

MU+ ...+ up =0y = A =...= X =0.

3. (vi,...,v) ist linear unabhingig genau dann, wenn keiner dieser Vektoren eine Line-
arkombination der anderen ist.

4. (v1,...,v;) ist linear unabhdngig genau dann, wenn sich Oy nur trivial aus vy, ..., vg
linear kombinieren ldfst, d.h. wenn

MU+ .+ A0 =0y = A =...= X, =0

gilt.

Beweis. Zul. u € M ist Linearkombination von anderen Vektoren aus M genau dann,
wenn

u € Spann(M\{u}.
Weil v € M ist dies dquivalent zu
Spann(M) = Spann(M\{u}.

Wir haben damit gezeigt: Es gibt ein u € M, welches Linearkombination von anderen Vekto-
ren aus M ist, genau dann, wenn M linear abhéngig ist. Das ist 4quivalent zur Behauptung.

Zu 2. Ist M linear abhéngig, so gibt es nach 1. ein u € M und paarweise verschiedene
Vektoren uq, ..., ur € M\{u} und weiter Ay,..., \; € K, so daB

U= AU+ ... \gUg,

also
Oy = (—l)u + Aug + . AU,

Gibt es andrerseits eine Linearkombination

0= Auy + ...+ Agug

mit paarweise verschiedenen uy,...,ux € M und A\; # 0, so ist
Aj
wET R
J#i
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eine Linearkombination von Vektoren aus M\{u;}, also M linear abhéngig. Wir haben damit
gezeigt: M ist genau dann linear abhéngig, wenn 0 eine nicht-triviale Linearkombination von
Vektoren aus M ist. Daraus folgt 2.

Zu 3. Folgt direkt aus 1.
Zu 4. Folgt direkt aus 2. O

Beispiel 23. Zwei Vektoren vi,vs € V sind linear unabhéngig, wenn keiner ein Vielfaches
des anderen ist. Geometrisch bedeutet das etwa im R?, daB die beiden Vektoren nicht auf
einer Geraden durch 0 liegen.

Drei Vektoren im R? sind
linear abhingig, wenn sie
in einer Ebene durch 0 lie-
gen.

O

Beispiel 24. Vgl. Beispiel 21. Die Vektoren ey, ..., e, des K™ sind linear unabhéngig. Wire
namlich e; eine Linearkombination der anderen, so wére die i-Komponente von e; namlich
0. Sie ist aber 1.

O

Beispiel 25. Sei n € N. Die Funktionen (Monome)
Lx,a?,... 2" € rR

sind linear unabhéngig. Wir beweisen das durch vollstéandige Induktion iiber n.
n = 0. Die Funktion 1 ist nicht 0, also linear unabhéngig.

n — (n+ 1). Die Behauptung sei fiir n bewiesen und es sei
Mol + Mz +... 4+ dpprz" ™t =0.
(Auf der rechten Seite steht die Nullfunktion 0 : R — R.) Zu zeigen ist
A=...= 41 =0.

Wir setzen x = 0 und finden
Ao =0.

Also ist
l‘(/\l + ...+ /\n+1$n) =0

fiir alle z. Nach Division durch z findet man fiir alle z # 0
)\1+)\21‘+...+)\n+1l‘n =0,

und weil beide Seiten stetig sind, gilt das auch fiir z = 0. Nach Induktionsvoraussetzung
folgt
A1 :~-~:An+1 = 0.
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Beispiel 26 (Unabhiingigkeitstest im K™). Seien

11 L1k

Tnl Tnk

k Vektoren im K". Um diese auf lineare Unabhéingigkeit zu testen betrachten wir
AMx1+ ...+ Az =0
als lineares Gleichungssystem fiir die A;:

$11)\1 +£L’21)\2 —+ ... +x1k>\k =0

TpiA1  +ZopAa 4+ ... FxapAr =0.

Die Vektoren sind linear unabhéngig genau dann, wenn dieses nur die Losung Ay = ... =
Ar = 0 besitzt, d.h. wenn der Rang r = k ist. Wendet man den Gauflalgorithmus an,
so miissen also k nicht-triviale Zeilen iibrigbleiben. Genau dann sind die Vektoren linear
unabhéngig. Zum Beispiel sind mehr als n Vektoren im K™ stets linear abhéngig.

O

Wir kommen zuriick zum Problem, alle Vektoren eines gegebenen Vektor(unter)raums als
Linearkombinationen aus moglichst wenigen vorgegebenen Vektoren darzustellen. Dafiir
miissen wir den Begriff der linearen Unabhéngigkeit noch etwas ergénzen.

Definition 14 (Erzeugendensystem, Basis). Sei M eine Teilmenge des Vektorraums V.

1. M heit ein Erzeugendensystem von V', wenn
Spann(M) = V.
2. M heif}t eine Basis von V', wenn M linear unabhéingig und ein Erzeugendensystem von
V ist.

3. Entsprechend nennt man ein k-tupel (vy,...,v;) ein Erzeugendensystem bzw. eine
Basis von V.

4. V heifit endlich erzeugt, wenn es eine endliche Menge M gibt, die V' erzeugt. V heifit
von n € N-Elementen erzeugt, wenn es ein Erzeugendensystem von V mit < n Ele-
menten gibt. (Eventuell reichen also auch weniger als n Elemente aus.)

Beispiel 27 (Die Standardbasis des K™). Die Vektoren

1 0 0
0 1 0
eri= 0], =0, ... en:= :
: : 0
0 0 1
bzw. das n-tupel (eq, ..., e,) des K™ sind nach Beispiel 20 ein Erzeugendensystem und nach

Beispiel 21 bzw. 24 linear unabhéngig. Man nennt sie die Standardbasis des K™.
O
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Beispiel 28. Die leere Menge ist eine Basis des Nullvektorraums V' = {0}. In diesem Zu-
sammenhang wollen wir einen Ausdruck (b, ..., b,) mit r = 0 als leere Menge interpretieren.

O

Beispiel 29 (Monom-Basis). Die Menge der Monome M := {1,z,22,...} ist linear un-
abhingig. (Wie folgt das aus Beispiel 257) Die Linearkombinationen aus endlich-vielen dieser
Funktionen sind gerade die Polynome. Also ist die Menge M der Monome eine Basis des
Raums

Pol(R) := Spann(M)

der Polynome auf R.

Lemma 2. Sind (by,...,b,) linear unabhingig in V und ist
br+1 € V\ Spann(by, ..., b.),

so sind (by,...,b.,b.11) linear unabhingig.

Beweis. Sei
Abi+ .o+ Nbe + A1l = 0.

Wir wollen zeigen, daf alle A\; = 0. Zunéchst ist A\,11 = 0, denn sonst kénnte man die
Gleichung nach b,11 auflésen, und es wire b,1 € Spann(by,...,b,) im Widerspruch zur
Voraussetzung. Damit folgt

b1+ ...+ Ab =0,

und wegen der linearen Unabhéngigkeit von (by,...,b,) sind auch Ay = ... =\, =0. O

Lemma 3 (Schrankenlemma). Seien V ein K-Vektorraum und n € N. Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

1. V wird von n Elementen erzeugt.

2. Je n+ 1 Elemente von V' sind linear abhdngig.

Beweis. Ist V = {0}, so ist nichts zu zeigen. Wir nehmen also an, da§ V' # {0}.

1 = 2. Seien vy, ...,v,+1 € V. Wir wollen zeigen, dafl es A1,..., A\,41 € K gibt, die nicht
alle = 0 sind, so daf3
n+1
Z )\j’t}j = )\1’[)1 + ...+ >\n+1vn+1 =0 (10)
j=1
ist. Nach Voraussetzung gibt es ein Erzeugendensystem (b1, ...,b,) von V und damit u,;; €

K i=1,...,n,7=1,...,n+1, so da
n
Vj :uljb1+...+,unjbn :Z,uijbi.
i=1

Damit ist

n+1 n+1 n n n+1
SRS B D ST IS of D oo I
j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
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Es gentigt also zu zeigen, dafl es zu beliebig vorgegebenen p;; Werte A; gibt, die nicht alle

= 0 sind, so dafl
n+1

Z,uij)\j =0 firallei=1,...,n.

j=1
Das ist aber ein homogenes lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen fiir n + 1 Unbe-
kannte, und das hat immer eine nicht-triviale Losung, vgl. Lemma 1.

2 = 1. Sei (by,...,b,) ein linear unabhingiges r-tupel mit maximalem r. Das existiert
nach Voraussetzung, und es ist 1 < r < n. Sei

U = Spann(by,...,b,.).

Ist U =V, so sind wir fertig. Andernfalls gibt es ein b,; € V\U. Nach Lemma 2 sind dann
(b1, ...,br4+1) linear unabhéngig im Widerspruch zur Maximalitét von 7. O

Satz 4 (Basissatz). Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann gilt:

1. 'V besitzt eine endliche Basis. Genauer: Ist M ein endliches Erzeugendensystem, so
gibt es eine Basis (by,...,by,) fir V- mit b; € M fir alle i.

2. Je zwei Basen von V' haben dieselbe Anzahl von Elementen.

3. Sind by,...,b. € V linear unabhingig und keine Basis von V, so gibt es Vektoren
bri1,...,bn €V, so daff by,..., b, eine Basis von V ist. (Erginzungssatz)

Bemerkung Jeder Vektorraum (auch wenn er nicht endlich erzeugt ist) besitzt eine Basis.
Wir beweisen das nicht, weil wir es in der linearen Algebra fast ausschlieBlich mit dem
endlich erzeugten Fall zu tun haben.

Beweis des Basissatzes. Ist V' = {0}, so sind die Behauptungen trivial. Wir setzen deshalb
V # {0} voraus.

Zu 1. Sei (by,...,b,) ein n-tupel linear unabhiingiger Elemente von M mit maximalem n.
Setze

U := Spann(by,...,by).
Ist M C U, so folgt V = Spann(M) C Spann(U) = U, also V = Spann(by,...,b,), und wir
sind fertig. Andernfalls gibt es b,+1 € M\U. Dann sind by, ..., b,41 nach Lemma 2 linear
unabhéngig, im Widerspruch zur Maximalitdt von n. Dieser Fall kommt also nicht vor.

Zu 2. Sind By und By zwei Basen mit nq bzw. no Elementen, und ist etwa nq < ng, so ist By
ein Erzeugendensystem von V mit n; Elementen, und weil die no Elemente von Bs linear
unabhéingig sind, ist nach dem Schrankenlemma no < n;. Also folgt n; = nas.

Zu 3. V sei erzeugt von n Elementen. Sind (b1, ...,b,) linear unabhingig aber keine Basis,
so sind sie also kein Erzeugendensystem. D.h.

U := Spann(by,...,b.) # V.

Dann gibt es b1 € V\U und nach Lemma 2 sind (b1, ..., b,.11) linear unabhéingig. Diesen
Prozef3 konnen wir fortsetzen, solange wir nicht bei einem Erzeugendensystem angekommen
sind. Aber nach dem Schrankenlemma geht das allenfalls, solange r < n ist. Also bricht der
Erweiterungsprozefl ab, weil wir bei einem Erzeugendensystem angekommen sind. O

Beispiel 30. Sei V ein K-Vektorraum mit Basis (b1, ...,b,) und n > 2. Dann ist auch

(b1 + b2, ba, ..., by)
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eine Basis, woraus Sie ersehen kénnen, dafl ein Vektorraum im allgemeinen nicht nur eine
Basis besitzt!

O
Ist (b1,...,b,) ein Frzeugendensystem von V, so ldfit sich jedes v € V' schreiben als
U:)\lb1++)\nbn
mit gewissen Koeffizienten \; € K. Ist (by, ..., b,) eine Basis von V, so sind die Koeffizienten

eindeutig bestimmt:

Satz 5 (Eindeutigkeitssatz). Ist (by,...,b,) eine Basis des K-Vektorraums V und sind
)\1,...,)\n,,LL1,...,,LLn € K mit

Aby 4+ o+ Apbn = by + -+ b,

so folgt
A1 :ula"'7)‘n:un-

Beweis. Aus der angenommenen Gleichheit folgt
()\1 — [Ll)bl + ...+ ()\n - ﬂn)bn =0.
WEeil die b; linear unabhéngig sind, folgt die Behauptung. O

Definition 15 (Dimension). Sei V ein K-Vektorraum. Wir definieren die Dimension von V/
dimV €{0,1,2,...} U{co}

wie folgt:

1. Ist V = {0}, so sei
dimV = 0.

2. Ist V # {0} endlich erzeugt mit Basis (b1,...,by,), so sei

dimV = n.

3. Ist V nicht endlich erzeugt, so sei

dimV = oo.

Bemerkung: Ein Vektorraum V ist also genau dann endlich-dimensional, wenn er endlich
erzeugt ist. Mit dem Begriff der Dimension ergibt sich aus dem Basissatz

Satz 6. Ist V ein Vektorraum der Dimension n < oo und sind by,...,b, € V linear un-
abhdngig, so bilden sie eine Basis von V.

Beweis. Wiren sie keine Basis, konnte man sie nach dem Basisergénzungssatz zu einer Basis
ergidnzen, die dann aber mehr als n Elemente enthielte. Widerspruch zu dim V' = n. O

24




Beispiel 31.

dim K™ = n,

dim Pol(R) = oo.

Setzt man Pol,, (R) = {p(z) € Pol(R) | Grad p(x) < n}, so ist
dim Pol,,(R) = n + 1.

Eine Basis ist gegeben durch die Monome 1, z,...,z".
O
Satz 7 (Dimensionssatz). Sei V ein Vektorraum und n € N. Dann gilt
dimV <n <= Jen+1 Vektoren in V sind linear abhdngig. (11)
dimV = o0 <= V enthdlt eine unendliche linear unabhdngige Teilmenge. (12)

Beweis. Zu (11) = . Schrankenlemma.
Zu (11) <. Schrankenlemma und Basissatz.

Zu (12) = . Nach Definition ist V' nicht endlich erzeugt, d.h. es besitzt keine endliches
Erzeugendensystem. Insbesondere ist V' # {0} und es gibt einen linear unabhéingigen Vektor
by € V. Sind by, ..., b, linear unabhéngig, so ist nach Voraussetzung

U := Spann(by,...,b.) #V

und durch Wahl eines b1 € V\U verlidngern wir die Kette der ¥’s linear unabhéingig um ein
weiteres Element. Auf diese Weise erhalten wir eine unendliche linear unabhéangige Menge

M = {b;|i € N}.

Zu (12) <. Enthélt V eine unendliche linear unabhéngige Menge, so enthilt es auch endliche
linear unabhéngige Mengen von beliebiger Michtigkeit. Nach dem Schrankenlemma ist V'
dann nicht endlich erzeugt. O

Korollar 1 (Dimension von Unterrdumen). Sei U C V ein Vektorunterraum des
endlich-dimensionalen Vektorraums V. Dann ist auch U endlich-dimensional und

dimU < dimV.

Gleichheit steht genau dann, wenn U =V ist.
Bemerkung. Man bezeichnet
dimV —dimU
als die Kodimension des Unterraumes U und nennt Unterrdume der Kodimension 1 auch

Hyperebenen.

Beweis. Sei n := dim V. Dann sind je n + 1 Vektoren aus V linear abhéngig. Also sind je
n + 1 Vektoren aus U linear abhéngig. Nach dem Schrankenlemma wird U daher von n

Elementen erzeugt. Eine Basis (b1, ..., b,,) von U ist entweder auch eine Basis von V, dann
sind die Dimensionen gleich und U = V| oder sie 148t sich nach dem Basissatz zu einer Basis
von V erginzen, und dann ist dimU =m <n =dimV. O
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Korollar 2. Seien U,U C V zwei Vektorunterriume des endlich-dimensionalen Vektor-
raums V. Dann gilt

dim(U + U) = dimU + dim U — dim(U N 7).

Beweis. Sei uq, ..., u; eine Basis von U N U. Wir ergénzen sie zu einer Basis
ULy ooy Uy Ukt1y - - -, Uy VvOR U

und zu einer Basis

Uly.en oy Uk, U1, - - -, Ui vOR U

Dann ist
(ul,. s Uk, Uk41y - - - ,un,ﬂk_H, e ,’fbﬁ)

ein Erzeugendensystem von U + U. Wir zeigen noch die lineare Unabhéngigkeit. Dann ist
dim(U +U) =n+i —k=dimU + dimU — dim(U N 0).

Aus

folgt

Die linke Seite liegt in U, die rechte in U, also beide in U N U. Nach Konstruktion der Basis
von U ist dann aber die linke Seite = 0, also alle A\; = 0 und ebenso alls \; = 0. O

Die wesentliche Leistung unserer theoretischen Uberlegungen bisher sind die Begriffe Vektor-
raum und Dimension. Zur , Anwendung* inbesondere unserer Einsichten iiber die Dimension
kommen wir zuriick auf frithere Beispiele.

Beispiel 32 (Homogene lineare Gleichungssysteme). Im Beispiel 13 haben wir fest-
gestellt, dafl die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems ein Untervek-
torraum des K" ist. Im ersten Abschnitt haben wir festgestellt, dal wir ein solches System
durch den GauBalgorithmus vereinfachen kénnen. Danach bleiben (jedenfalls bei homogenen
Systemen) 7 von Null verschiedene Zeilen in Zeilenstufenform {ibrig. Und damit zerfallen die
Komponenten z; der Lésungen (21, . ..,z,) in zwei Klassen: die Kopfvariablen, die am Kopf
einer dieser r Zeilen stehen, und die iibrigen freien Variablen. Die r Kopfvariablen ergeben
sich nach beliebiger Wahl der freien dann aus dem Gaufalgorithmus eindeutig.

Jetzt kommen wir zur Theorie: Wir kénnen jeweils eine der ,freien“ Komponenten = 1
und alle anderen = 0 wéhlen und dann die Kopfvariablen bestimmen. Das gibt n — r ver-
schiedene spezielle Losungen des homogenen Systems, die sogar linear unabhéngig sind. Das
Argument fiir die lineare Unabhéngigkeit ist dasselbe wie fiir die lineare Unabhéngigkeit der
Standardbasis (eq,...,e,).

WEeil der Losungsraum ein Untervektorraum ist, ist jede Linearkombination dieser n — r
Losungen wieder eine Losung. Und mit einer geeigneten Linearkombination konnen wir jede
Wahl der ,freien“ Variablen realisieren, d.h. jede Losung ist eine Linearkombination der
obigen speziellen n — r Losungen.

Wir schreiben das auf fiir den Spezialfall, dafl in der Zeilenstufenform

a; Z0fur 1 <i<r,

26



d.h. daB} z1,...,z, die Kopfvariablen sind. Dann kann man also x,41,...,x, frei wihlen

und wir bezeichnen mit ("% i ¢ {1,...,n —r} die Losung des homogenen Systems mit
(7‘+‘i) _ 1 fiir Jj=1
T+ 0 sonst.

Die speziellen Losungen sehen also so aus

* * *
* * *
e = [1], 20D =|o],...,.s™ = |0
0 1 0
0 0 1

Sie sehen unmittelbar die lineare Unabhéngigkeit. Linearkombinationen dieser Lésungen
sind wieder Losungen, und mit

T = )\T+1I’(T+1) +o o+ Az™ =

erhélt man die eindeutig bestimmte Losung mit .41 = A\py1,...,2, = Ay, Die 2"+ gind
also eine Basis des Losungsraumes, und dieser hat die Dimension n — r.

O

Als Konsequenz aus der Definition der Dimension (insbesondere aus der Tatsache, daf je
zwei Basen dieselbe Michtigkeit haben) ergibt sich damit der

Satz 8 (Rang linearer Gleichungssysteme). Wendet man auf ein lineares Gleichungs-
system den Gaufalgorithmus an, so ist die Zahl r der verbleibenden ,relevanten® Zeilen
unabhdngig von der Durchfihrung des Algorithmus. Es ist

n —r = Dimension des Lisungsraumes des zugehdrigen homogenen Systems.

Man nennt r den Rang des linearen Gleichungssystems.

Ein weiteres Ergebnis ist, dal man alle Losungen eines homogenen linearen Gleichungs-
systems vom Rang r durch Linearkombination aus beliebigen n — r linear unabhingigen
Losungen erhilt, egal, wie man diese letzteren gefunden hat.

Beispiel 33 (Lineare Differentialgleichungen). Im Beispiel 14 haben wir gesehen, dafl
die Menge der Losungen der Differentialgleichung

y' +y=0 (13)

ein Vektorunterraum des Funktionenraumes RX aller Abbildungen von R nach R ist. In der
Theorie der Differentialgleichungen zeigt man, daB es zu einem gegebenen Paar (A, A2) € R?
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genau eine Losung y(x) der Differentialgleichung mit
y(0) = A1 und '(0) = Ay
gibt. Bezeichnet man mit y; (z) bzw. mit y(z) die Lésungen mit

y(0) =1,5/(0) =0

bzw. mit

so ist
y(x) = Mya(2) + Aaya(z)
gerade die Losung mit den Anfangswerten y(0) = A1,y (0) = A2. Aber

(@) = cosz, ya(x) = sina,

und diese beiden Funktionen sind linear unabhéngig. Der Losungsraum von (13) ist also ein

zweidimensionaler Untervektorraum des (unendlich-dimensionalen) Vektorraums RR,

Dies ist ein Spezialfall folgender allgemeinen Situation: Die homogene lineare Differential-
gleichung n-ter Ordnung

y™ +ar @)y 4+ an(@)y = 0 (14)

mit stetigen Funktionen a;(x) auf einem Intervall I hat genau eine Losung y(x) mit vorge-
gebenen Anfangswerten

y(@*) = A, ..y (@) = A,
Dabei ist * € I ein fester Punkt. Dies ist ein schwierigeres Resultat aus der Theorie der Dif-

ferentialgleichungen. Die Menge der Losungen bildet einen Vektorunterraum des Raums aller
reellen Funktionen auf I. Das ist leicht nachzuweisen. Wihlt man nun spezielle Losungen

Yi, 1 <4 < n mit
G-1) 1 fiir i = j,
. xTr) =
v @) {O sonst,

so sind das n linear unabhdngige Losungen (Beweis?), aus denen man wieder jede (Anfangs-
bedingung, also jede) Losung linear kombinieren kann. Der Losungsraum von (14) ist also
ein n-dimensionaler Vektorraum. Man erhélt alle Losungen durch Linearkombination, wenn
man (irgendwie) n linear unabhéngige gefunden hat.

Dieses Ergebnis unserer Theorie erhélt fiir die Differentialgleichungen deshalb eine besondere
Bedeutung, weil es keinen Algorithmus gibt, der einem Loésungen produziert. Man muf
vielmehr fiir jede solche homogene lineare Differentialgleichung, z.B. fiir

2z 20
1 / —
1Y —’—1—1321/_07

mit irgendwelchen Tricks mithevoll nach Losungen suchen. Natiirlich ist es dann von funda-
mentaler Bedeutung zu wissen, wann man genug gefunden hat!

Y

O

4 Quotientenvektorridume

Wir schieben hier einen kurzen Abschnitt {iber die Konstruktion von Quotientenvektor-
rdumen ein. Seien V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann definieren
wir eine Aquivalenzrelation auf V' durch

v~ew <= v—we U
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Das ist eine Aquivalenzrelation, denn es gelten die dafiir nétigen drei Axiome:

v~ ,
V~wW o= W,

vewund w e~z = v~ 2.
Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse von v mit [v]. Es ist also

pl=v+U={v+ulueU}
der affine Unterraum durch v mit Richtungsvektorraum U.

Definition 16. Seien V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann defi-
nieren wir den Quotientenvektorraum V/U als die Menge der Restklassen

V/U :={[v]|v eV}

mit den durch

gegebenen Verkniipfungen.

Beweis. 1. miissen wir zeigen, dafl die Rechenoperationen wohldefiniert sind.

Wir miissen zeigen, daf} fiir vy, ve, wy,we € V gilt
[v1] = [ve] und [w1] = [wo] = [v1 + w1] = [v2 + w2
und Entsprechendes fiir die Skalarmultiplikation. Aber aus
v —vg € U und wy —wy € U
folgt offensichtlich
(v1 +w1) — (V2 +w2) = (v1 — v2) + (w1 —ws) € U.

Ebenso schliefit man fiir die Skalarmultiplikation.

2. sind noch die Vektorraumaxiome nachzupriifen. Aber das unterschlagen wir hier, weil es
so langweilig ist. Wir stellen nur fest, dafl

Oy =[0] =1,

also
v]=0 <= vel.

O

Beispiel 34. Sei V := {f : [0,1] — R f stetig} der Vektorraum der stetigen Funktionen
auf dem Intervall [0, 1]. Zum Beispiel ist die Funktion 1 :[0,1] — R,z +— 1 in V. Die Menge

U::{f6V|/O F@)de = 0}

ist ein Untervektorraum von V' (Beweis?), und wir behaupten

([1]) ist eine Basis von V/U.
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Weil fol 1de =1 #£0,ist 1 ¢ U, also [1] # 0. Also ist ([1]) linear unabhéngig. Bleibt zu
zeigen, das ([1]) ein Erzeugendensystem ist, d.h. daf} es zu jedem f € V ein A € R gibt, fiir
das

Das ist aber dquivalent zu
f—A1eU

0:/Ol(f(x)—)\)dx:/Olf(x)da:—)\/oldarz/Olf(x)dx—/\.

Also kénnen (und miissen) wir A = fol f(x)dx wihlen.

oder

Satz 9 (Quotientenvektorraum). Seien V ein endlich-dimensionaler K - Vektorraum und
U C V ein Untervektorraum. Dann gilt

dimV/U = dimV — dim U.
Ist 1 <7 <n und (vi,...,v,) eine Basis von V, so daff v,41,...,v, eine Basis von U ist,

s0 1st
([oa], - [or])

eine Basis von V/U.

Beweis. Wir zeigen zunichst die zweite Behauptung. Dazu geniigt zu zeigen, dafl ([v1],. .., [v,])
linear unabhingig sind und V/U aufspannen. Nun bedeutet aber

)\1[1)1} + ...+ )\T[’UT} = Ov/U7

einfach
AU+ .+ Ay EU,

d.h. es gibt Ary1,... A, so daf
)\1’01 + ...+ )\TUT = )\r+11}7«+1 + ...+ )\nvn-

Aus der Basiseigenschaft von (vq,...,v,) folgt, da alle \; = 0.

Ist weiter v € V', etwa

n
v = g A,
i=1

so ist " .
o] =D Nilo] = Y Aluil,
i=1 i=1
weil v.4; € U, also [vp44] = 0. Also ist ([v1],...,[v,]) ein Erzeugendensystem von V/U.
Die erste Behauptung folgt aus der zweiten: Man wihle eine Basis (vy41,...,v,) fir U und
ergénze sie zu einer Basis (vy,...,v,) von V (Basisergdnzungssatz).

O
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5 Lineare Abbildungen

Wir betrachten nun Abbildungen zwischen Vektorrdumen, welche die Struktur der Vek-
torrdume erhalten:

Definition 17. Seien V, W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung
f:V-w
heifit linear, wenn fiir alle v,v1,v3 € V und A € K folgende Bedingungen gelten:

flor +v2) = f(v1) + f(v2) (Additivitit),
fOw) = Af(v) (Homogenitét).

Beispiel 35. Wir betrachten V =W = K' = K und a,b € K. Die Abbildung
g K—Kv—av+b

ist genau dann linear, wenn b = 0.

O
Beispiel 36. Die Identitét
Id:V->Vouv—o
und die Nullabbildung
N:V—->Wuov—0
sind lineare Abbildungen.
O
Beispiel 37. Die Abbildung
f:R®— R?
mit
T
20 —y — 3z
[y )= ( >
z Tty
ist linear, denn es ist
+
£ zi 4 ;22 < x1 + CEQ (y1 +y2) —3(z1 + Zz))
2+ 29 (w1 + 332) + (Y1 + v2)
_ (2x1 —y1 — 321 " 2x2 — Y2 — 322
1+ Y1 T + Y2
X1 i)
=f(lw )+ f(yv2])
Z1 z9
und entsprechend
x x
f{y ) =A({y])
z z
O
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Beispiel 38. Seien J C R ein Interval und k£ € N eine positive natiirliche Zahl. Die Mengen
COJ) :={f:J — R| f ist stetig},
CF(J):=={f:J — R|f ist k-mal differenzierbar und f*) e C°(.J)}
sind Untervektorriume von R”. Die Abbildungen
D:CW(J) = (), f e f
und, fiir a,b € J,
I:0%J) =R, f— /bf(x)dx

sind lineare Abbildungen. Das besagt gerade, dal man Summen gliedweise differenzieren
bzw. integrieren kann, und dafl konstante Faktoren erhalten bleiben.

O

Beispiel 39. Seien V ein K-Vektorraum und U C V ein Vektorunterraum. Dann ist die
sogenannte kanonische Projektion

7V —=V/Uwv— 7m(v) =[v]
eine lineare Abbildung.
Bewets. Es ist
m(v +w) = [v+w] = [v] + [w] = 7 (v) + 7(w)
nach Definition der Addition in V/U. Entsprechendes gilt fiir die Skalarmultiplikation. ]
O

Beispiel 40 (Komposition linearer Abbildungen). Seien U, V, W drei K-Vektorriume
und

g U=V, f: VoW
lineare Abbildungen. Dann ist auch die Komposition
fog:U—Wu fog(u) = f(g(u))

eine lineare Abbildung.

Lemma 4. Sei f:V — W linear. Dann gilt:
f(0)=0

Weiter sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

1. f ist injektiv

2. FiralleveV gilt
f(v) =0 <= v=0.

Beweis. Zunichst ist
f(Ov) = f(0xO0v) = 0k f(Ov) = Ow.

Daraus folgt die erste Behauptung. Ist weiter f injektiv, so folgt aus f(v) = 0 = f(0), dal
v = 0. Ist umgekehrt f(v) = 0 nur fiir v=0, so folgt aus

f(v1) = f(v2),
daB3 0 = f(?]l) — f(’Ug) = f(’U1 — Uz), also V1 — Vg = 0. O
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Definition 18 (Endomorphismen, Isomorphismen). Seien V, W zwei K-Vektorrdume.

1. Eine lineare Abbildung f : V — V von V in sich nennt man auch einen Endomorphis-
mus.

2. Eine bijektive lineare Abbildung f : V — W heifit ein Isomorphismus (von Vek-
torrdumen).

3. Einen Isomorphismus f : V' — V nennt man auch einen Automorphismus.
4. V heifit isomorph zu W, falls es einen Isomorphismus f : V — W gibt. Notation:
V=w.
Bemerkung. Ist f: V — W ein Isomorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung
LW v

eine lineare Abbildung. Daher ist Isomorphie eine Aquivalenzrelation.

Satz 10 (Existenz und Einzigkeit linearer Abbildungen). Seien V,W zwei K-
Vektorriume, (v1,...,v,) eine Basis von V und wy,...,w, € W beliebige Vektoren. Dann
gibt es genau eine lineare Abbildung f:V — W mit

fv) =w; firalleie{l,...,n} (15)

Beweis. Beweis der Einzigkeit. Jedes v € V besitzt eine eindeutige Darstellung

v =AU+ ...+ AUp.

Wenn es eine lineare Abbildung f mit der angegebenen Eigenschaft iiberhaupt gibt, so muf}
also

J) = fvr + .o+ Aqvn) = A f(vry + oo A f(on) = Miws + ...+ Aqwy
sein. Daher gibt es hdchstens eine solche lineare Abbildung f.

Beweis der Existenz. Dazu definieren wir fiir v = A\jv1 + ... + A\ vp

f) = w4+ ...+ Aw, (16)

Das ist die einzige Chance, die wir haben, ein solches f zu finden! Wir miissen zeigen, daf3
(16) tatsdchlich eine lineare Abbildung liefert. Die Eigenschaft (15) ist dann klar. Nun ist
aber

AU = A\vr + .+ A\,

und daher
FOW) = w1 + ...+ AMw, = A(Awy + ...+ Apwy) = Af(v)

Das beweist die Homogenitit von f. Die Additivitit zeigt man &hnlich. O

Satz 11 (Fundamentalsatz iiber endlich-dimensionale Vektorriume). Seien V und
W zwei endlich-dimensionale K -Vektorrdaume. Dann gilt

dmV =dimW <« V=W.
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Beweis. Zu = . Sein :=dimV =dimW.
Ist n =0, so ist V = {0} = W und es ist nichts zu zeigen.

Sei also n > 0. Seien (v1,...,v,) und (w1, ..., w,) Basen von V bzw. W. Dann gibt es genau
eine lineare Abbildung f: V — W mit

f(v;) = w; fir alle 4
und genau eine lineare Abbildung g : W — V mit
g(w;) = v; fiir alle .
Dann ist go f: V — V eine lineare Abbildung mit
go f(v;) = v; fir alle i.

Aber Id : V' — V ist ebenfalls eine lineare Abbildung mit dieser Eigenschaft. Aus der
Eindeutigkeitsaussage von Satz 10 folgt daher

gof=Id:V —=V.

Genauso folgt fog=1d: W — W. Daher ist f bijektiv, also ein Isomorphismus.

Zu <. Seien f: V — W ein Isomorphismus, (v1,...,v,) eine Basis von V und
w; = f(’l}i), i€ {1,...,71}.
Es geniigt zu zeigen, dafl (wy,...,w,) eine Basis von W ist. Zunichst folgt aus

0=MNwy +...+\w, = /\1f(’U1) + ...+ )\nf(l)n) = f()\lvl + ...+ )\nvn)
durch Anwendung der linearen Abbildung f~1:
0=f"10) = v + ...+ \pvn.

Aus der Basiseigenschaft der v; folgt A; = 0 fiir alle ¢, und die w; sind linear unabhéngig.

Sei weiter w € W. Dann gibt es v € V mit f(v) = w. Sei
v =AU+ ...+ AU,

Dann ist
w = f()\lvl + ...+ /\nvn) = \wy + ...+ A\ Wy,

Daher ist W = Spann(wy, ..., w,) und die w; bilden eine Basis von W. O

Bemerkung. Da ein endlich-dimensionaler Vektorraum im allgemeinen viele Basen hat, von
denen keine besonders ausgezeichnet ist, gibt es zwischen zwei (endlich) gleich-dimensionalen
Vektorrdumen V, W im allgemeinen viele Isomorphismen, von denen aber keiner besonders
ausgezeichnet ist. Man sagt, V' und W sind isomorph, aber nicht kanonisch isomorph.

Andrerseits hat der Vektorraum K™ eine ausgezeichnete (kanonische) Basis (eq,...,e,),
vgl. Beispiel 16. Ist dann (v1,...,v,) eine Basis des (abstrakten) Vektorraumes V', so gibt
es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus f : K™ — V, unter dem sich diese Basen
entsprechen, ndmlich

T

[l )Zzl‘ivi-

Ln
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Definition 19 (Koordinatensystem). Seiv = (vy,...,v,) eine Basis des K-Vektorraums V.
Dann heifit der Isomorphismus

1 n
o (| 2 )= s,
T, i=1
Ty
das zur Basis v gehdrige Koordinatensystem und man nennt | : | den Koordinatenvektor
Tn

von .
v = Z Z;U;
i=1
beziiglich der Basis v. Der Koordinatenvektor von v ist also ®;!(v), und es gilt
Dy (e5) = vj. (17)

Definition 20 (Kern und Bild). Sei f : V — W eine lineare Abbildung von K-
Vektorrdumen.

Kern f:={ve V| f(v) =0}
heifit der Kern von f.

Bild f:= f(V):={f(v) e W|v eV}
heifit das Bild von f.

Lemma 5. Sei f : V — W eine lineare Abbildung von K -Vektorrdumen. Dann sind Kern f
und Bild f Untervektorrdiume von V bzw. W. Ist V' oder W endlich-dimensional, so ist auch
Bild f endlich-dimensional.

Beweis. Die Unterraum-Eigenschaft ist leicht zu zeigen. Ist dim W < oo, so auch der Unter-

raum Bild f C W. Ist schliefllich dim V' < oo und vy, ..., v, eine Basis von V, so ist
Bild f = Spann(f(v1),..., f(va)),
also endlich erzeugt und deshalb endlich-dimensional. O

Satz 12 (Homomorphiesatz fiir Vektorrdume). Sei f : V — W linear. Dann definiert

f(W]) = f(v), veV

eine lineare Abbildung f : V/Kern f — Bild f. Diese ist ein Isomorphismus.

Beweis. Zuniéchst zeigen wir, daf f wohl-definiert ist.
Ist ndmlich [v1] = [vg], so ist v1 — v2 € Kern f und deshalb

f([v2]) = f(v2) = f(v1 + (v2 —v1)) = fv1) = f([v1])-

Durch Nachrechnen zeigt man, daf f linear ist. Die Surjektivitit folgt aus der Definition
von Bild f, und schliellich ist

f(1]) = f([va]) = f(v1) = f(v2) <= v1 —v2 €Kern f <= [v1] = [v2].
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Definition 21 (Rang einer linearen Abbildung). Ist f : V — W linear und Bild f
endlich-dimensional, so heifit
Rang f := dim Bild f

der Rang der linearen Abbildung f.

Satz 13 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen). Sei f : V — W eine lineare
Abbildung von endlich-dimensionalen K -Vektorrdumen. Dann gilt:

dim V = dim Kern f 4+ dim Bild f = dim Kern f + Rang f. (18)

Beweis. Die Formel folgt aus Satz 12 in Verbindung mit Satz 9:
dim Bild f = dim V/Kern f = dim V' — dim Kern f.
O

Korollar 3. Seien V,W zwei K-Vektorraume gleicher endlicher Dimension. Sei f : V — W
linear. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist ein Isomorphismus,
2. f ist injektiv,
3. Kern f = {0},

4. f ist surjektiv.

Beweis. 1. =— 2. Trivial.
2. = 3. Trivial.

3. = 4.Ist Kern f = {0}, so ist dim Kern f = 0, also nach der Dimensionsformel dim Bild f =
dim V = dim W und daher nach Korollar 1 Bild f = W.

4. = 1. Ist f surjektiv, so ist Rang f = dimW = dimV, also dimKern f = 0, d.h.
Kern f = {0}. Aus Lemma 4 folgt, daf f auch injektiv, also ein Isomorphismus ist. O

6 Matrizen als lineare Abbildungen, lineare Gleichungs-
systeme

In diesem Abschnitt konkretisieren wir den Begriff linearer Abbildungen, um die Theorie
linearer Gleichungssysteme oder linearer Differentialgleichungssysteme einfacher zu formu-
lieren.

Definition 22 (Matrix). Seien m,n € N positive natiirliche Zahlen, K ein Koérper und sei
a;; € K fir allei € {1,...,m} und j € {1,...,n}. Dann heifit das ,rechteckige Schema“

air a2 A1n

a21 a22 a2n
A= .

Aml  Am2 Amn



eine (m, n)-Matriz iber K. Man schreibt dafiir auch

A= (aij)i=1,..mj=1,..n
oder kurz A = (a;;), wenn die Laufbereiche der Indizes klar sind.

Bemerkung. Die Definition ersetzt den Begriff , Matrix“ durch den mathematisch nicht sehr
exakten Begriff ,rechteckiges Schema®. Formal exakt ist eine (m,n)-Matrix eine Abbildung

A:{1,...om} x{1,...,n} = K, (i,7) — a;;.

Desungeachtet ist die Notation der Werte dieser Abbildung in der angegebenen Form sehr
iibersichtlich und niitzlich.

Beispiel 41 (Matrizen als lineare Abbildungen). Eine Matrix A liefert eine lineare
Abbildung
fa K" — K™
T
wie folgt: Firz = | : [ € K" sei

Tn

1121 + @12%2 + ... + A1p Ty
fa(z) = : . (19)
Am1T1 + Gm2T2 + ..« + AGmnTn
Statt fa(z) schreibt man oft auch einfach Az und nennt das aus spéter néher zu erlduternden

Griinden das Produkt von A mit x.

Beachten Sie:

’ Die Spalten von A sind gerade die Bilder fa(e;) der Basisvektoren e; € K™. ‘

Ist f: K™ — K™ irgendeine lineare Abbildung und schreibt man die Bilder f(e;) in die
Spalten einer Matrix A, so bildet f4 die e; also auf dieselben Vektoren ab wie f. Nach
Satz 10 folgt also f = fa. Das bedeutet, dafl nicht nur jede (m,n)-Matrix eine lineare
Abbildung fa : K™ — K™ induziert, sondern dafl man auf diese Weise auch wirklich jede
lineare Abbildung K™ — K™ erhélt:

O

Satz 14. Die linearen Abbildungen von K™ in K™ sind genau die fa4 mit beliebiger (m,n)-
Matriz A.

Beispiel 42 (Matrizen und lineare Gleichungssysteme). Ein lineares Gleichungssy-
stem (3) definiert eine Matrix A = (a;;), die man auch seine Systemmatrix nennt. Damit
konnen wir das System in Matrizschreibweise so schreiben:

Z1

ai1 ai2 e A1n bl
a1 a2 . a2n :

bm
Aml Am2 ... Q(mn Ty,
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by
Mit b := wird das kurz

b
Az =b.

Beim Gauflalgorithmus interessiert uns eigentlich nur die Systemmatrix, die man um eine
Spalte, ndmlich die rechte Seite, den sogenannten Zielvektor, erweitert hat. Also kann man
sich die z; sparen und den GauBalgorithmus auf die erweiterte Systemmatrix anwenden.
Wichtiger als die Schreibweise und schreibtechnische Vereinfachungen ist aber die inhaltliche
Interpretation. Das lineare Gleichungssystem (3) definiert eine lineare Abbildung

fa: K" — K™,
und einen Vektor b € K™. Gesucht sind alle € K", die durch f4 auf b abgebildet werden.

Der mit dem Gaufalgorithmus ermittelte Rang eines linearen Gleichungssystems war n—
die Dimension des Losungsraumes der homogenen Gleichung, also gleich dem Rang von f4.
Man nennt das auch den Rang der Matrix A, vgl. auch Satz 19. Den Rang einer Matrix kann
man also ermitteln, indem man sie mit dem Gaufalgorithmus auf Zeilenstufenform bringt.
Die Zahl der wesentlichen Zeilen ist der Rang der Matrix. Merken Sie sich:

Rang A := Rang f4 = Zahl der wesentlichen Zeilen ,,nach* Gauflalgorithmus. ‘

O
Eine bis auf die Rangiiberlegungen &hnliche Situation hat man bei linearen Differenti-
algleichungen:
Beispiel 43. Sei I C R ein Intervall, seien b, aq,...,a, : I — R stetig und bezeichne
C™(I):={f:I— R]| [ ist n-mal stetig differenzierbar}

Dann ist
L:CYI)— ),y —y"™ +ay™ Y+ ... +any

eine lineare Abbildung und
Ly)=b

ist eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Ist b = 0 so nennt man diese homogen.

O

Wir nehmen das zum Anlaf} fiir einen kurzen Einschub:

7 Intermezzo: Losungsstruktur linearer Gleichungen.

Lineare Gleichungssysteme wie lineare Differentialgleichungen sind spezielle Fille von ,ab-
strakten“ linearen Gleichungen der Form:

f(z) =w,
wobei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen ist. Die Gleichung
f(z) =0,

nennt man die zugehdrige homogene Gleichung. Aus der Linearitét allein ergeben sich Struk-
turaussagen iiber die Losungsmenge.
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Homogene lineare Gleichungen f(z) = 0. Homogene lineare Gleichungen haben
immer eine Losung, ndmlich die sogenannte triviale Losung @ = 0, weil lineare Abbil-
dungen 0 auf 0 abbilden. Genauer ist die Losungsmenge

F71({0}) = Kern f

ein Vektorunterraum von V. Linearkombinationen von Losungen sind also wieder
Losungen. Ist V' endlich-dimensional, so auch der Lésungsraum und

dim Kern f = dim V' — Rang f.

Auch im Falle dim V' = oo kann der Losungsraum endlich-dimensional sein, wie das
Beispiel homogenener linearer Differentialgleichungen zeigt.

Inhomogene lineare Gleichungen f(z) = w. In diesem Fall kann die Lésungsmenge
I ({w}) leer sein, niimlich dann, wenn Bild f # W und w eben nicht im Bild f liegt.
Ist allerdings

Rang f = dim W < oo,

so folgt Bild f = W, und die Gleichung ist fiir jedes w € W losbar.

Falls f(z) = w losbar ist und z.B. zg eine Losung ist, man nennt das oft eine spezielle
oder partikuldre Losung, so ist der gesamte Losungsraum gegeben durch

' {w}) = x5 + Kern f = {zg + x|z € Kern f}. (20)

Man sagt

Der Losungsraum der inhomogenen Gleichung ist entweder leer oder die Summe aus einer
speziellen Losung und dem Losungsraum der homogenen Gleichung.

Beweis. Fiir z € Kern f ist offenbar
flos+2) = flas) + f@) =w+0 = w.

Also ist zg + « eine Losung. Aber in dieser Form erhélt man jede Losung. Ist ndmlich
f(z1) = w, soist & = x5 + (21 — x5) und

flxr —xg) = f(z1) — f(zs) =w—w = 0.
O

Definition 23. Sei V' ein Vektorraum und A C V. Dann heifit A ein affiner Unterrraum
von V, wenn es einen Vektorunterraum U C V und ein v € V gibt, so dafl

A=v+U={v+u|luecU}.
U ist in diesem Fall eindeutig bestimmt und heif3t der Richtungsvektorraum zu A. Man setzt

dim A :=dimU

Die Losungsmenge einer inhomogenen linearen Gleichung f(z) = w ist also entweder leer,
oder ein affiner Unterraum mit Richtungsvektorraum Kern f.
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8 Lineare Abbildungen und Matrizen

Wir haben gesehen, dafl (m,n)-Matrizen iiber K lineare Abbildungen K™ — K" induzie-
ren. Wir wollen nun Matrizen zur Beschreibung linearer Abbildungen zwischen allgemeinen
endlich erzeugten Vektorrdumen benutzen.

Definition 24 (Darstellungsmatrix). Seien V' und W Vektorrdume mit Basen
v =(v1,...,0,) bzw. w = (w, ..., wpy).

Sei f : V. — W linear. Dann ist f(v;) fir jedes j € {1,...,n} eine eindeutig bestimmte
Linearkombination

m
flo) =" aguw,
i=1
deren Koeffizienten a,; natiirlich auch von j abhéngen! Damit erhélt man eine (m, n)-Matrix
AL (f) = (aij),

die Darstellungsmatriz oder Koeffizientenmatriz von f beziiglich der Basen v und w.

Die j-te Spalte von AY,(f) ist also gerade der Koordinatenvektor von f(v;) beziiglich der
Basis w.

Lemma 6. Seien V und W Vektorriume mit Basen v = (v1,...,v,) bzw. w = (w, ..., wpn).
Mit @, Py, bezeichnen wir die entsprechenden Koordinatensysteme, vgl. Definition 19. Sei
f:V — W linear und sei A die Darstellungsmatix von f beziiglich der Basen v,w. Dann
ist das folgende Diagramm kommutativ:

\%4 7 W
o, 1 T Oy
K" — K™
fa

Das heifit, es gilt
f © (I)v = (pw © fA~

Beweis. fo ®, und Py o f4 sind lineare Abbildungen von K™ nach W. Wir miissen also

nur zeigen, daf sie auf der kanonischen Basis (ey,...,e,) von K™ iibereinstimmen. Aber es
ist
(I)v i) = i)
fo (ej) () f(v))
aij m
Oy o fale;) =Pw(| 1 [) = aywi = f(v)).
, i=1
A
O

Die Bedeutung dieses Lemmas ist die folgende: Die Theorie linearer Abbildungen fiir die
Standardraume K™ ist einfach die Matrixtheorie. Die Theorie fiir endlich-dimensionale Vek-
torrdume entspricht der ,, K™-Theorie* eineindeutig, wenn man Basen wahlt. Das macht das
Lemma auf sehr anschauliche Weise deutlich. Wegen der Basisabhéngigkeit ist die Entspre-
chung aber nicht kanonisch.
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Beispiel 44. Im Vektorraum V' = Pol3(R) der Polynome vom Grad < 3 betrachten wir die
Basis
v =(1,z,2% 23).

Im Vektorraum W = Pols(R) betrachten wir die beiden Basen
wy = (1,7, 2%)

und
wo = (1,z — 1, (z — 1)?).

Wir bestimmen die Darstellungsmatrizen von
D:V =W, f(z)— f'(z)
beziiglich der Basen v, wy und beziiglich der Basen v, wa.

Wir erinnern: Die j-te Spalte von AY,(f) ist gerade der Koordinatenvektor von f(v;) beziiglich
der Basis w.

Wegen Dz’ = jxi—! ist
01 00
Ay, (D)=10 0 2 0
0 0 0 3

Benutzt man im Zielraum nun die Basis wg, so erhdlt man wegen
Da? =22 =2+2(x—1), Da*=32>=3+6(x—1)+3(x—1)?
die Darstellungsmatrix
01 2 3
AL, (D)=(0 0 2 6
0 0 0 3
SchlieBlich betrachten wir noch die beiden Basen
(z,2? 23, 1) fiir V
und
(1,2z,32?) fiir W.
Dann ergibt sich
(o0 ®) 10 00
A(lfzw,’gxé) (D)=10 1 0 0
0 01 0

In diesem Fall sind die Basen etwas ,kraus“, dafiir ist die Darstellungsmatrix denkbar ein-
fach.

O

Das vorstehende Beispiel demonstriert die Abhingigkeit der Darstellungsmatrix von den
gewihlten Basen. Daraus ergeben sich folgende Fragen: Gegeben f : V' — W linear. Wel-
che Matrizen konnen als Darstellungsmatrix von f auftreten? Gibt es darunter besonders
einfache? Wie sehen die aus? Wir kommen auf diese Fragen spéter zuriick.

Jetzt untersuchen wir die Frage, wie die Darstellungmatrix der Komposition von zwei linea-
ren Abbildungen aussieht.
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Satz 15. Gegeben seien endlich-dimensionale K -Vektorrdume U, V, W mit Basen
u=(ug,...,up) bzw. v=(v1,...,0,) bzw. w = (wr,...,Wwn).

Weiter seien
g:U—-V, f: VW

lineare Abbildungen, die beziiglich der obigen Basen die Darstellungsmatrizen
AL (f) = (aij)

und
AS(g) = (bjr)

haben. Dann ist die Darstellungsmatriz der Komposition fog: U — W

AR (fog) = (cir)

gegeben durch

Cik :Zaijbjka ie{l,....mhke{l,...;p} (21)
j=1
Bewets.
Foglur) = f (D bwvs | = bf(s) =D by aywi=» aijbjk | wi.
j=1 =1 j=1 i=1 i=1 \j=1
O

Dieser Satz motiviert die folgende Definition:

Definition 25 (Matrixprodukt). Seien A = (a;;) eine (p, n)-Matrix und B = (b,) eine
(n, m)-Matrix. Wir definieren die (p,m)-Matrix C = (¢;;) durch (21) und nennen C das
Produkt der Matrizen A und B:

AB :=C.

Beachten Sie: Die Spaltenzahl der linken Matrix muf gleich der Zeilenzahl der rechten Matrix
sein.

Damit kann man das Ergebnis des letzten Satzes auch so formulieren:

Satz 16. Der Komposition linearer Abbildungen entspricht das Produkt ihrer Darstellungs-
matrizen:

Ay (fog) = AL(NAV(9)-

Beispiel 45. Seien A eine (m, n)-Matrix und B eine (n, p)-Matrix. Diese induzieren lineare
Abbildungen

fa: K" > K™  fg:KP— K",

deren Darstellungsmatrizen beziiglich der kanonischen Basen eben gerade A und B sind.
Also findet man

’onfB:fAB-‘
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Beispiel 46. Die Vektoren des K™ kann man als (n, 1)-Matrizen verstehen. Fiir eine (m, n)-
Matrix A ist die Abbildung f4 : K™ — K™ dann einfach gegeben durch die Matrixmulti-
plikation

fa(z) = Az,

vel. (19).
O

Beispiel 47 (Koordinatenwechsel). Gegeben seien K-Vektorrdume V, W mit jeweils zwei
Basen
v =(v1,...,0,) bzw. V= (01,...,0p)

und
W= (w1,...,Wy) bzw. W = (W1, ..., Wn).

Weiter sei f : V. — W linear. Wie unterscheiden sich die Darstellungsmatrizen von f
beziiglich der Basen v, w bzw. v, w? Es gilt

f=TIdw of oldy

und deshalb

A% (f) = AY(1d) AT, (f) ATV (1d)

Die Matrix AY(Id) =: (c;;) heiBt auch die Basistransformationsmatrix von der Basis v auf
die Basis v. Sie ist gegeben durch
U = Z C,‘jf}i.
J

Die Darstellungsmatizen von f beziiglich zweier Basispaare unterscheiden sich also durch
Links- und Rechtsmultiplikation mit Basistransformationsmatrizen.

O

9 Automorphismen und die allgemeine lineare Gruppe

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Definition 26. Die Isomorphismen von V auf sich bilden beziiglich der Komposition eine
Gruppe, die sogenannte Automorphismengruppe

Aut(V).
Das neutrale Element ist die identische Abbildung
Id:V —-Vv—wv,

und das inverse Element ist die Unkehrabbildung f=!:V — V.

Bemerkung. Die Gruppe Aut(V) ist im allgemeinen nicht kommutativ. Dennoch folgt aus
fog =1d oder go f = Id jeweils die andere Gleichung und es ist ¢ = f~!. Das kann
man ganz allgemein aus den Gruppenaxiomen folgern. In unserem konkreten Fall ergibt es
sich aber auch so: Aus f o g = Id folgt, dal f surjektiv ist. (Wie denn?) Dann ist es aber
nach der Dimensionsformel auch injektiv, also besitzt es eine Umkehrabbildung f~!, und
aus f og = Id folgt durch Anwendung von f~!, dal ¢ = f~!. Dann ist aber auch go f = Id.
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Beispiel 48. Wir betrachten den Fall V' = K™. Wir bezeichnen mit E oder gelegentlich
auch E, die (n,n)-Einheitsmatrix:

1 0 0

0 1 0
FE =

0 0 1

Mit dem sogenannten Kronecker-Symbol

5y {1 fiir 4 = j

0 sonst
ist also E = (d;5). Dann liefert
A fA

eine Bijektion zwischen den (n,n)-Matrizen und den linearen Abbildungen von V in sich.
Es gilt fr = 1d. Also folgt aus fa4 o fg = fap, daBl

faofp=1d < AB=FE.
Nach der obigen Bemerkung ist das auch dquivalent zu fg o f4 = Id, also zu
BA=FE.
Den Automorphismen von K™ entsprechen also eineindeutig die (n,n)-Matrizen A, zu denen
es ein B mit AB = E gibt.
O

Definition 27 (Invertierbare Matrizen). Man nennt eine (n,n)-Matrix A invertierbar,
wenn es eine (n,n)-Matrix B gibt, so dal AB = BA = E. man schreibt dann B = A~!. Die
invertierbaren (n,n)-Matrizen bilden beziiglich der Matrixmultiplikation eine Gruppe mit
E als neutralem Element, die sogenannte Allgemeine Lineare Gruppe GL(n).

Die Gruppeneigenschaften von GL(n) folgen unmittelbar aus denen von Aut(K™), weil A —
fa die Multiplikation erhélt: Man nennt die beiden Gruppen auch isomorph; aber das ist
der Isomorphie-Begriff fiir Gruppen, nicht der fiir Vektorrdume.

Bemerkung. Sind f : V — W und g : W — V Abbildungen zwischen Mengen und gilt
fog=Idw, so folgt, dafl f surjektiv und g injektiv ist. Ist aber V' = W endlich-dimensional
und sind f und g linear, so folgt, dal f bijektiv und ¢ = f~! ist. Entsprechend folgt fiir
quadratische Matrizen aus einer der beiden Gleichungen AB = E oder BA = E die jeweils
andere, und A und B sind invers zueinander. Dies kann man auch aus den Gruppenaxiomen
beweisen.

Lemma 7. Die (n,n)-Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn

Rang A = n.

Beweis. Die Matrix A genau dann invertierbar, wenn fu : K™ — K™ ein Isomorphismus
ist. Das ist genau dann der Fall, wenn f4 surjektiv, d.h. wenn Rang f4 = n ist. Aber
Rang f4 = Rang A. O

Beispiel 49 (Berechnung der Inversen Matrix). Um die Inverse der (n,n)-Matrix A
zu finden, mufl man die Gleichung

AX =F
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16sen. Das ist nur moglich, wenn A invertierbar, d.h. wenn Rang A = n In diesem Fall
liefert der GaufBlalgorithmus aus A eine Dreiecksmatrix mit lauter von Null verschiedenen
Diagonalelementen:

/! /
ay ... ay,

0 an.
Wendet man darauf noch einmal den Gauflalgorithmus von unten und hinten beginnend an,
so ergibt sich eine Diagonalmatrix mit denselben Diagonalelementen:

i
ajy 0

0 an.
Wenden wir dieselben Operationen (Gaufl runter und rauf) auf die rechts um den i-ten
Einheitsvektor e; = (0,...,1,...,0)T erweiterte Matrix (Ale;) an und teilen schlieBlich die
i-te Zeile noch durch af;, so steht in der rechten Spalte die Losung der Gleichung Az = e;.
Wir bezeichnen sie mit z;. Man kann diese Prozedur auch gleichzeitig fiir alle e; durchfiihren:
Man erweitert die Matrix A rechts um die Einheitsmatrix F, deren Spalten ja gerade die
Vektoren e; sind, und wendet dann dieselben Operationen auf die so erweiterte Matrix (A|E)
an. In der j-ten Spalte rechts steht dann x;. Bezeichnet man die sich rechts ergebende Matrix
mit X = (z1,...,2,), so ist nach Definition der Matrixmultiplikation AX = E.

Also ist bei Rang A = n die Gleichung lésbar, sogar eindeutig l6sbar, und wir haben einen
Algorithmus fiir ihre Losung angegeben. Ist die Gleichung nicht 16sbar, so ergibt sich das
auch bei dem Algorithmus: die Zeilenstufenform von A hat dann Nullzeilen.

O
Beispiel 50. Sei A = (;} i) Das oben beschriebene Verfahren liefert:
12|10H12\10H10|—21H10|—21
34101 0 -2 | =31 0 -2 | =31 01| 3 —3
Also ist A7 = (32 11) .
2 T2
O

Beispiel 51. Sei A = und sei A := ad—bc # 0. Wir nehmen der Einfachheit halber

b
d )
noch an, dafl a # 0; das Ergebnis ist davon allerdings unabhingig. Das oben beschriebene
Verfahren liefert:

ab

A

)

ab|10Hab|10HaO|
c d | 01 0 d—<b | —<£ 1 0 2 |
d b
—><1O|AC_GA>.
01 [ -x &

. _ d —b
A1501stA1:i< )

PR

—C a
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10 Vektorrdume von linearen Abbildungen und Matri-
zen

Die Menge der Abbildungen W™ von einer beliebigen Menge M # {) in einen K-Vektorraum
W bildet mit wertweiser Addition und Skalarmultiplikation wieder einen K-Vektorraum. Das
ist insbesondere der Fall, wenn M = V selbst ein K-Vektorraum ist. Die Menge der linearen
Abbildungen von V nach W bildet dann einen Vektorunterraum.

Definition 28. Seien V, W zwei K-Vektorraume. Wir bezeichen mit
Hom(V,W) :={f:V — W | f linear}
den K-Vektorraum der linearen Abbildungen von V nach W. Wir setzen
End(V) := Hom(V, V).
Definition 29. Fiir positive natiirliche Zahlen m,n € N bezeichnen wir mit
M(m,n; K)

die Menge der (m, n)-Matrizen mit Koeffizienten in K. Mit der koeffizientenweisen Addition
und Skalarmultiplikation

(aiz) + (big) :== (aij + biz),
Aaij) = (Aaij)

wird M (m,n; K) ein K-Vektorraum. Wir verallgemeinern nun den Satz 14:

Satz 17. Seien VW zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume mit Basen
v=(V1,. V), W=(W1,...,Wn).

Dann ist die Abbildung
Ay, : Hom(V, W) — M(m,n; K)

ein Isomorphismus.

Beweis. Zu zeigen wire, dafl die Abbildung linear ist. Das ist sehr einfach, ich mache es nicht
vor. Die Abbildung ist bijektiv, weil es nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare
Abbildungen zu einer gegebenen Matrix (a;;) genau eine lineare Abbildung f : V' — W gibt,

fir die
F) =" aijw;
ist. O

Offenbar bilden die Matrizen F;;, die in der j-ten Spalte der i-ten Zeile eine 1 und sonst
lauter Nullen enthalten, eine Basis von M (m,n; K), und deshalb ist

’dimM(m,n;K) :mn.‘

Korollar 4. Seien V,W zwei K-Vektorriume endlicher Dimension. Dann gilt

| dim Hom(V, W) = dim V dim V. |
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Bemerkung: Die Algebra der Endomorphismen/quadratischen Matrizen. Die Ad-
dition von Hom(V, W) ist mit der Komposition ,vertriiglich*: Es gilt

(f+g)oh=foh+goh, fo(g+h)=fog+foh,

wenn immer diese Operationen sinnvoll sind, insbesondere, wenn f,g,h € End(V) sind.
Damit hat man in End(V') also eine Addition und eine damit vertrigliche Multiplikation.
Man sagt End(V) ist ein Ring mit Id als Einselement. Weil (wenigstens fiir V' # K) nicht
alle f € End(V)\{0} invertierbar sind, ist End(V') kein Kérper.

Andrerseits gibt es zusitzlich eine Skalarmultiplikation, die End(V) zum K-Vektorraum
macht und die mit der obigen Multiplikation vertriglich ist:

(Af)og=fo(Ag) =A(fog),

Einen Ring, der gleichzeitig ein K-Vektorraum ist und dessen beide ,,Multiplikationen® sich
auf diese Weise vertragen, nennt man eine K-Algebra.

Wihlt man V = K* W = K™ so iibertragen sich diese Bemerkungen unmittelbar auf
M(n,n; K).

Einen besonders einfachen Vektorraum linearer Abbildungen erhélt man, wenn W = K1 =
K ist.

Definition 30 (Dualraum). Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann nennt
man

V* := Hom(V, K)

den Dualraum von V. Die Elemente von V* nennt man auch Linearformen auf V. Ist

v = (0.0 00)
eine Basis von V, so gibt es zu jedem i € {1,...,n} genau eine lineare Abbildung v} : V — K
mit
y 1 firi=j
v (v;) = R
0 fird#j.
Dann ist v* = (v],...,v}) eine Basis von V*, die sogenannnte duale Basis zur Basis v.

Beweis der Basiseigenschaft. Wir wissen schon, daf3

dimV*=n-1=n.

Daher geniigt der Nachweis, dafl (vf,...,v}) linear unabhéngig ist. Aus
n
> Awp =0
i=1

Bemerkung. Ist V ein Vektorraum mit Basis v = (v1, ..., v,) und dualer Basis (v],...,v}),
so gilt fiir alle v € V

n
v = Z v} (v)v;.
i=1
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Die duale Basis liefert also gerade die Koeffizienten von v in der Entwicklung nach der
Basis v.

Definition 31 (Duale Abbildung). Sei f : V — W eine lineare Abbildung endlich-
dimensionaler Vektorrdume. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

f* . W* s V*
mit
fr(w)(v) = w(f(v)) (22)
fiir alle v € V und w € W*. Diese Abbildung heifit die duale Abbildung zu f.
Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar, weil f*(w) durch (22) vollsténdig beschrieben ist.

Wir zeigen die Existenz: Sei w € W*. Dann ist

v w(f(v)

als Komposition von zwei linearen Abbildungen linear, also ein Element von V*. Damit
definiert (22) also eine Abbildung

Wt = v,
Wir miissen noch zeigen, dafl f* linear ist. Aber
frwr + w2)(v) = (w1 +w2)(f(v)) = wi(f(v)) + wa2(f(v))
= [ (w)(v) + [ (w2)(v).
Ebenso folgt f*(A\w) = Af*(w). O
Fiir den folgenden Satz brauchen wir eine

Definition 32 (Transponierte Matrix). Sei

A= (aij)izl,...,m-jzl,...,n

by

eine (m,n)-Matrix. Durch Vertauschen von Zeilen und Spalten erhélt man daraus eine
(n, m)-Matrix
AT = (aiTj)i:L...,n;j:1,...,m-

Diese heif3it die Transponierte von A. Es ist also

al; =az, i€{l,...,n}je{l,....m}.

Satz 18 (Duale Abbildung). Seien V,W zwei endlich-dimensionale K - Vektorriume mit
Basen v bzw. w. Seien f : V. — W eine lineare Abbildung und f* : W* — V* die duale
Abbildung. Dann gilt:

Rang f = Rang f*. (23)
Sind weiter v* und w* die dualen Basen, so gilt

AV () = (AN ()" (24)
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Beweis. Zu (23). Sei n := dimV und r = Rang f. Wie im Beweis der Dimensionsformel

findet man eine Basis vy,...,v, von V, so dal v,41,...,v, eine Basis von Kern f und
wy = f(v1),...,w, = f(v,) eine Basis von Bild f ist. Die letztere erginzen wir durch
Wyi1, - .., W zU einer Basis von W. Wir bezeichnen mit v* und w* die dualen Basen. Dann
gilt

. wif(vy))=0 fir j > r

Frwi)v)=q 00 L
wi(w;) = o7 (v;)  fiir j <.
Daher ist
fr(w}) =0 fur allei > r

und

fr(w}) =] fur alle i <r.
Daraus folgt Rang f* = r = Rang f.

Zu (24). Seien jetzt v, w beliebige Basen und v* und w* die dualen Base dazu. Dann ist
£ (i) (we) = wi(fue)) = wi (Y agrwy) = Y agrw (wj) = aie
j=1 j=1

n
_ T _ T, *
=ap; = E ajivj(vk).
i=1
Also ist

n
T
[r(w)) = Z%iv;-
j=1

Als Korollar ergibt sich der folgende Satz iiber Matrizen

Satz 19 (Zeilenrang=Spaltenrang). Sei A = (a;;) eine (m,n)-Matriz. Dann sind die
Spalten von A Vektoren im K™. Die Dimension des von diesen aufgespannten Unterraums
des K™ heifit der Spaltenrang von A. Er ist nach dem Basissatz gleich der Maximalzahl
linear unabhdngiger Spalten von A.

Entsprechend kann man die Zeilen (senkrecht geschrieben) als Vektoren im K™ interpretie-
ren. Die Dimension des von ihnen aufgespannten Unterraums des K™ heif$t der Zeilenrang
von A. Er ist nach dem Basissatz gleich der Maximalzahl linear unabhdngiger Zeilen von A.
Es gilt

Zeilenrang von A = Spaltenrang von A = Rang fa.

Diese Zahl nennt man auch den Rang der Matrix A und bezeichnet sie mit

Rang A.

Fiir den Beweis ben6tigen wir noch ein kleines Lemma. Wir hatten den Rang einer Matrix A
definiert als den Rang von f4. Allgemeiner folgt aus dem Lemma 6 sofort:

Lemma 8. Ist f : V — W linear und haben V,W endliche Basen v bzw. w, so ist

Rang A}, (f) = Rang f.
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Beweis des Korollars. Die Spaltenvektoren von A sind gerade die Bilder der Basisvektoren
e; unter der linearen Abbildung f4 : K™ — K™. Daher ist

Spaltenrang von A = Rang f4.

Der Zeilenrang von A ist gerade der Spaltenrang der transponierten Matrix A7, und die ist
die Darstellungsmatrix der dualen Abbildung (fa)* : (K™)* — (K™)*. Also ist nach dem
Lemma

Zeilenrang von A = Rang(fa)*.

Nach dem letzten Satz ist aber Rang(f4)* = Rang f4. O

Alternative Beweisidee. Der Rang eines linearen Gleichungssystems mit Systemmatrix A
war n — Dimension des Losungsraumes, also

n — dim Kern f4 = Rang f4 = Rang A.

Also kann man den Rang einer Matrix A mit dem GauBalgorithmus bestimmen: Die Anzahl
der verbleibenden nicht-trivialen Zeilen ist Rang A. Man kann nun leicht {iberlegen, dafl die
Zeilenoperationen des auf eine Matrix angewendeten Gauflalgorithmus den Spann der Zeilen
und damit die Dimension des Zeilenraums nicht veréindern. In Zeilenstufenform ist aber die

lineare Unabhéngigkeit der nicht-trivialen Zeilen und damit der Zeilenrang offensichtlich.
O

Bemerkung (Unabhiingigkeitstest im K™). Um die lineare Unabhingigkeit von k Vek-
toren des K™ zu testen, schreibt man diese Vektoren als Zeilen oder Spalten in eine Matrix
und bestimmt deren Rang mit dem Gaufalgorithmus.
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11 Euklidische Vektorraume

Wir betrachten nun Vektorrdume, in denen wir eine Lingen- und Winkelmessung gegeben
haben. Dazu braucht man eine zusétzliche Struktur, ein sogenanntes Skalarprodukt. Der
Korper ist in diesem Abschnitt stets der Korper R der reellen Zahlen:

Definition 33 (Skalarprodukt). Sei V ein R-Vektorraum.

1. Eine Bilinearform auf V ist eine Abbildung
() VXV =R, (v,w) — {(v,w)
mit folgenden Eigenschaften:
(a) Fiir alle v1,v9,w € V und A1, A2 € R gilt
(A1v1 + Agua, w) = Ai(v1,y) + A2 (v, w).
(b) Fir alle v,w1,ws € V und A1, A2 € R gilt
(v, w1 + Agwa) = A1 (v, w1) + Ao (v, wa).
2. Eine Bilinearform {(.,.) auf V heifit symmetrisch, wenn fiir alle v,w € V

<”U, ’LU> - <w7 U>'

3. Eine symmetrische Bilinearform (.,.) auf V heifit ein Skalarprodukt, wenn sie iiberdies
positiv definit ist, d.h. wenn fiir alle v € V\{0}

(v,v)y > 0.

4. Ein Paar (V,(.,.)) aus einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum V mit einem Ska-
larprodukt (.,.) heifit ein euklidischer Vektorraum.

5. Ist (.,.) ein Skalarprodukt auf V, so definieren wir die dadurch induzierte Norm durch

[lo]l := v/ (v,v) fir alle v € V.

Wir nennen ||v|| auch die Lange des Vektors ||v]|.

Beispiel 52 (Standardprodukt auf dem R"). Fiir z = (x1,...,2,),y = (Y1,..-,Yn) €

R" definiere .
(@,y) =Y iy
i=0

Das ist ein Skalarprodukt, das sogenannte kanonische Skalarprodukt auf R". Die zugehérige
Norm ist
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Beispiel 53. Auf C°([0,1]) definiert

(f.g) = / f(2)g(x)de

ein Skalarprodukt.

Definition 34 (Norm). Eine Norm auf einem R-Vektorraum V ist eine Abbildung

IN: V=R
mit folgenden Eigenschaften:
1. Fiir alle z € V ist
ol =0
und Gleichheit steht nur fiir v = 0.
2. Fir alle A\ e Rund v € V gilt
Aol = [Al{[o]]-

3. Fiir alle v,w € V gilt die ,,Dreiecksungleichung®

[v+wll = flv + [wl].

Bemerkung: Die von einem Skalarprodukt induzierte Norm erfiillt offenbar die beiden ersten
Axiome, die Dreiecksungleichung zeigen wir im tibernéchsten Satz. Damit wir dann klar, daf
die von einem Skalarprodukt induzierte Norm wirklich eine Norm im Sinne obiger Definition
ist. Zunéchst brauchen wir aber den folgenden

Satz 20 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei(.,.) ein Skalarprodukt auf den reellen
Vektorraum V. Dann gilt fir alle v,w € V' die sogenannte Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

[{v, w)| < o] [Jw]]

Beweis. Zunéchst ist fiir jede relle Zahl A
0 < (v+Adw, v+ w) = (v,v) + A (w,w) + 2\ (v, w).

Wenn man A\ so wihlt, daf3 die rechte Seite moglichst klein wird, ist diese Aussage am
starksten. Das Minimum der rechten Seite in Abhéingigkeit von A kénnen Sie aber einfach

durch Differenzieren bestimmen (Ableitung = 0 setzen!) und erhalten A\ = — é;’)%

Wir konnen dabei ruhig voraussetzen, dafl w # 0, denn sonst ist die Behauptung sowieso
klar.

Setzen wir das so gefundene A\ oben ein, so folgt

(v, w)”

B (v, w)?
<w’w>2<w7w> 2

(w, w)~

(v, w)?

(w, w)

0< (v,v)+ = (v,v) —

Daraus folgt nach Multiplikation mit (w,w), dafl 0 < (v, v)(w,w) — (v, w)?, und das war die
Behauptung. O
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Satz 21 (Dreiecksungleichung). Ist ||.| die vom Skalarprodukt (.,.) auf V induzierte
Norm, so gilt fir alle v,w €V

o+ wl < vl + [lwl.

Beweis. Es ist fiir v,w € V
(ol + llwl? = flol* + 2[lo]l fw]l + [[w]* > [[o]* + 2(v, w) + [[w]* =< v + w,v +w >

Also folgt
[oll + llwll = {lv + wl].

O

Damit kénnen wir nun unter Verwendung von Eigenschaften der Cosinusfunktion den Winkel
definieren:

Definition 35 (Winkel). Der Winkel zwischen den Vektoren v,w € V\{0} eines R-
Vektorraumes V' mit Skalarprodukt ist die eindeutig bestimmte Zahl ¢ € [0, 7] mit

(v, w)

cos ¢

vl el

Beachten Sie, dafl die rechte Seite nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung zwischen —1
und 1 liegt.

Satz 22 (Polarisation). In einem euklidischen Vektorraum gilt fiir alle v,w
1 2 2
(v,w) = 7 (o +wl® = o —w[?).

Das Skalarprodukt ist also durch die zugehiorige Norm eindeutig bestimmdt.

Beweis. Es gilt

v +w|* = v —w|* =<v+wv+w>—<v—wv—w>
= <’U,U> + <’U),’LU> +2<U7w> - (<U7U> + <w7w> _2<an>)
= 4(v, w).

O

Satz 23 (Parallelogrammgleichung). In einem euklidischen Vektorraum gilt fiir alle v, w
2([[ol* + [[w]|*) = [l +w][* + [lv — w]*.

Die Quadratsumme der vier Seiten eines Parallelogramms ist gleich der Quadratsumme der
beiden Diagonalen.

Beweis. Analog zum vorstehenden Satz. O

Definition 36 (Orthogonalitét). Sei (V,(.,.)) ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt.
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1. v1,...,v, € V heilen orthogonal, wenn
(v, v;) = 0 fiir alle 7 # j.

2. v1,...,v, € V heiflen orthonormal oder ein Orthonormalsystem, wenn sie orthogonal
sind und auflerdem
[lv;]] =1 fiir alle i € {1,...,n}.

Vektoren v mit ||v|| = 1 heiflen auch Einheitsvektoren. Die Orthonormalitéts-Bedingung
kann man auch schreiben als

(vi, vj) = 04
mit dem sogenannten Kronecker-Delta
1 firi=j
5ij =
0 sonst.

Lemma 9 (Fourierkoeffizienten). Sind vy,...,v; € V orthonormal, und ist

k
v = E A,
i=1

so folgt fiir alle j € {1,...,k}
Aj = <v7vj>'

Insbesondere folgt (mit v =10) die lineare Unabhdingigkeit von (vy,...,vL).

Beweis. Aus
k
v = E )\ivi
i=1

folgt durch Skalarmultiplikation mit v;

k k
<’U,'Uj> = <Z )‘ivi7vj> = Z)\1<U¢,Uj> = A]
i=1 i=1
O
Beispiel 54 (Trigonometrische Fourierkoeffizienten). Auf C°([0,27]) definiert
1 2
(fr9) == [ [fl@)g(z)dz

T Jo

ein Skalarprodukt. In der Analysis zeigt man, dal beziiglich dieses Skalarproduktes die
Funktionen
1/\/5, sin x, cos x, sin 2z, cos 2x, sin 3x, cos 3x, . . .

orthonormal sind. Fiir f € C°([0,2n]) heifien dann

1 2
ay := (f,coskzx) = — f(x) cos kxdzx,
™ Jo
2m

1
by = (f,sinkx) = — (z) sin kadx
T™Jo
die Fourierkoeffizienten von f. In der Fourieranalyse stellt man f dann dar als (unendliche)
Linearkombination der Sinus/Cosinus-Funktionen. Die Koeffizienten dieser Darstellung sind
gerade die a; und bg:

a’ .
fx) ~ ?O + zk:(ak cos kx + by sin kx).
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Satz 24 (Orthonormalisierungsverfahren von Gram/Schmidt). Seien (V,{(.,.)) ein
Vektorraum mit Skalarprodukt und w1, . .., w, € V linear unabhingig. Dann gibt es eindeutig
bestimmte

Aij €R, 1<i<j<k,

mit folgenden Figenschaften:
1. Xii >0 fir allei € {1,...,k}.

2. Die durch A
J
’Uj = Z )\ijwi
i=1
definierten Vektoren vy, ...,vx sind orthonormal.
Insbesondere ist Spann(vy,...,v;) C Spann(ws, ..., w;), und aus Dimensionsgrinden folgt

Spann(vi, ...,v;) = Spann(ws, ...,w;) firalle j € {1,...,k}.

Die vy, ...,vr kann man durch ein rekursives Verfahren aus den w; gewinnen, das soge-
nannte Orthonormalisierungsverfahren von Gram und Schmidt, siehe die Gleichungen (27)
und (28) im nachstehenden Beweis.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion iiber k.

k =1. Dann haben \{; = m und v; = Ajjw; die gewiinschten Eigenschaften. Aqq ist
offensichtlich eindeutig bestimmt.

k = k+ 1. Seien wy, ..., wgy1 linear unabhingig. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
eindeutig bestimmt A;;,1 < ¢ < j < k mit A;; > 0, so da3 die damit bestimmten vy, ..., vy
orthonormal sind.

Wir zeigen zunéchst die Einzigkeit der A; x41. Sei also

k+1 k
Vg1 = Z Ai k1Wi = Ajg1 kb1 Wha1 + Z i k+1W;
i=1 i=1
€Spann(vy,...,vg)
orthogonal zu v, ..., v, von der Lange 1 und mit Agy1 541 > 0. Dann gibt es p; 41 mit

k
V1 = A1 b+ 1Wht1 + Z i k105 (25)

i=1

Multiplikation mit v;,1 < j < k liefert
0 = (Vkt1,V5) = Met1k+1{Wht1,05) + [ k41

oder
ki1 = =AMt 1 kot 1 (Whpt, V). (26)

Also sind die p; g+1 und damit die A; g1 fiir j < &k durch Ag41 41 eindeutig bestimmt, d.h.
die

ALkdly o Abtlhtl
sind bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt. Die Forderung |lvg4+1]| = 1 be-
stimmt diesen Faktor eindeutig bis aufs Vorzeichen, und die Forderung Ax41x4+1 > 0 legt
auch noch das Vorzeichen fest.
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Nun zeigen wir die Existenz. Inspiriert von (25) und (26) definieren wir zunéchst

k

k1 = Wit — Y _(Whi1, )0 (27)
=1

und erhalten
(Op41,v5) =0 furalle je{1,...,k}.

Weil
wei1 ¢ Spann(wy, . ., wy) = Spann(vy, ..., vy),

ist ¥g41 # 0. Setzen wir

1
Ve+1 = Hﬁi

Vg1, (28)
k1l

so ist das also ein auf vy, ..., v, orthogonaler Einheitsvektor und Agy1p+1 = > 0.

1
llTk+1ll

Die beiden Gleichungen (27) und (28) beschreiben induktiv das Orthonormalisierungsver-
fahren.

Korollar 5. Jeder euklidische Vektorraum besitzt eine orthonormale Basis.

Beachten Sie, dafl wegen Lemma 9 die Darstellung eines Vektors beziiglich einer Orthonor-
malbasis besonders einfach zu finden ist:

n

v = Z(v,viﬂ}i.

i=0
Definition 37 (Orthogonalprojektion). Seien (V) (.,.)) ein euklidischer Vektorraum und

U C V ein Untervektorraum. Sei (uq,. .., u,) eine Orthonormalbasis von U. Dann definiert

T

Py(v) := Z(u Uj YUy

i=1
eine lineare Abbildung Py : V — U, die unabhéngig von der gewahlten Orthonormalbasis

ist. Sie heifit die Orthogonalprojektion auf U.

Beweis der Unabhdingigkeit. Sei (Uy,...,4,) eine weitere Orthonormalbasis von U. Dann
gilt fiir alle i € {1,...,r}

T r
u; = Z<uiaﬂj>’&ja Uy = Z@ja“ﬁur
j=1 =1
Dabher ist
T T T
Z</Uauz>uz = Z<U7ul> Z<U"“uj>u]
i=1 i=1 j=1
r r
= ZZ v uz ’U,“Uj J ZZ<U ’LL,L<’U,“’LLJ>>UJ
i=1 j=1 =1 j=1
Z Zuz ’U/“’U/j = Z(U’a1>’&ﬂ
Jj=1 j=1



Mit der Definiton von Py folgt daraus die Unabhéngigkeit von der Wahl der ON-Basis in U.

O

Dann gilt
Py|U = Id.
P2 :=PyoPy=Py.
Bild Py = U,

Kern Py = {v € V| (v,u) =0 fiir alle w € U}.

Py =1d—-Py
und
(UhHt =u.
Weiter ist
V=UaU".

Satz 25. Seien (V,(.,.)) ein euklidischer Vektorraum und U C V ein Untervektorraum.

Man schreibt UL := Kern Py und nennt das das orthogonale Komplement von U. Es gilt

(33)

(34)

(35)

Beweis. Sei (uy,...,u,) eine ON-Basis von U. Zu (29). Fiir u € U ist

r

u= Z(u,m)uz = Py(u).
Zu (30). Nach (29) ist
Pi(v) = Py(Py(v)) = Pu(v).
——

€U
Zu (31). Offenbar ist Bild Py C U, und aus (29) folgt U C Bild Py.
Zu (32). Weil (uq,...,u,) eine ON-Basis von U ist, ist

T

Py(v) = Z@’ uiyu; =0,

i=1
dquivalent zu

(v,u;) =0 firalleie{1,...,r}.
Dann ist aber fiir alle u € U

s T

(v,u) = (v, Z(u,uﬁm) Z(u, ui Y (v, u;) = 0.

i=1 i=1
Also

Py(v) =0 = (v,u) =0 fiir alleu € U.
Die Umkehrung ist klar.

Zu (33). Nach der Dimensionsformel und (31), (32) ist

dimU+ =dimKern Py =n —dimU =n — r.
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Sei (ur41,--.,u,) eine ON-Basis von U~L. Dann ist (uy,...,u,) eine ON-Basis von V und
es gilt fiir v € V:

Pyi(v) = Z (v, u)u; = Z(v,uﬁui - Z(U,ui>ui =Id(v) — Py (v).
i=r+1 i=1 i=1

Zu (34). Es gilt
(UH)* = Kern Pyy = Kern(Id —Py) = {v|v = Py(v)} = U.

Fiir die letzte Gleichung beachte, dafl u = Py (u) fiir alle u € U nach (31), dafi aber andrer-
seits aus v = Py (v) natiirlich folgt, dafi v € Bild Py = U.

Zu (35). Ist v € UN U™, so ist (v,u) = 0 fiir alle u € U, also auch fiir u = v. Also ist
(u,u) = 0 und daher u=0. Es bleibt also zu zeigen, da§ V = U + U=L. Aber es ist

v = PU(U) +(Id—PU)(’U).
N—~— —
€U nach (31) €U+ nach (33)
O
Satz 26 (Dualitét). Ist (V,(.,.)) ein euklidischer Vektorraum, so ist
J:V =V (L)
ein Isomorphismus. Im euklidischen Fall sind also V und V* kanonisch isomorph.
Beweis. Weil (.,.) im ersten Argument linear ist, ist (.,v) € V*.
Weil (.,.) im zweiten Argument linear ist, ist j linear.
Und weil j(v)(v) = (v,v) > 0 fiir v # 0, ist j injektiv, also ein Isomorphismus.
O
Korollar 6. Seien (V{.,.)) ein euklidischer Vektorraum und wy,ws € V. Aus
(v,wr) = (v,wa) fir allev eV
folgt
w1 = Wa.
Bemerkung: Es gendigt, wenn (v, w1) = (v,ws) fiir alle v einer Basis von V.
Beweis. Nach Voraussetzung ist j(wi) = j(ws). Aber j ist ein Isomorphismus. O
Korollar 7. Mit den Bezeichnungen des Satzes gilt: Ist (v1,...,vy) eine Orthonormalbasis
von V und (vi,...,vs) die duale Basis, so gilt
Jv;) =} fir allei e {1,...,n}.
Beweis.
3 (i) (v) = (3, v:) = 055 = vy (v;).
O
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12 Endomorphismen in euklidischen Vektorrdumen

In diesem Abschnitt bezeichne (V,(.,.)) einen n-dimensionalen euklidischen Vektorraum.

Definition 38. Ist f € End(V) und f* : V* — V* die duale Abbildung, so heifit
fFo=joffoj: VoV
die Adjungierte von f. Sie ist charakterisiert durch

(f(v),w) = (v, f#(w)) fiir alle v,w € V. (36)

Beweis.

(v, fF(w)) = j(f#(w)(v) = j(i7" o f* 0 j(w))(v)

O

Wenn man vermoge j : V. — V* die beiden Ridume identifiziert, so entsprechen sich die
adjungierte und die duale Abbildung.

Vv — V=
f*
J 1= =1
vV - Vv
f#

Es ist deshalb iiblich, auch die Adjungierte von f € End(V) mit f* statt f# zu bezeichnen,
der Definitionsbereich entscheidet dann, um welche der beiden Abbildungen es sich handelt.
Wir folgen im weiteren dieser Konvention:

’ f*:V =V bezeichne die Adjungierte von f. ‘

Satz 27. Seien v = (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis von V und f € End(V). Dann gilt
fiir die Darstellungsmatriz

AV(F) = ((vi, f(v)))ig=1,....n-

Beweis. Sei (a;;) die Darstellungsmatrix, also

flvg) = Zakjvk~
i=1

Durch Skalarmultiplikation mit v; folgt die Behauptung. O

Korollar 8. Beziiglich einer Orthonormalbasis v haben f € End(V) und die Adjungierte
f* transponierte Darstellungsmatrizen:

AY(f) = (Av())"-
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Beweis.
(i, [7(v5)) = (f (i), v5) = (v, f(vi))-
O

Definition 39 (Orthogonale Abbildungen). Ein Endomorphismus f : V — V heifit
orthogonal oder eine orthogonale Abbildung, falls

(f(v), f(w)) = (v,w) fiir alle v, w € V.

Die Menge der orthogonalen Abbildungen von V' wird mit O(V') bezeichnet.

Bemerkung. Orthogonale Endomorphismen erhalten das Skalarprodukt und damit auch
die daraus abgeleiteten Grofien: Die Léange von Vektoren und der Winkel zwischen Vektoren
bleiben bei orthogonalen Abbildungen erhalten. Insbesondere sind sie injektiv, also

O(V) C Aut(V).

Satz 28 (Lingentreue Endomorphismen). Sei f € End(V) mit
| )|l = vl fir alle v e V.

Dann ist f € O(V).

Beweis. Aus ||f(v+w)|* = |Jv + w]||? folgt

£+ 1 F @)1 + 2(f (v), f(w)) = [Jo]|* + [Jw]|* + 2(v, w),
also

(f(v), f(w)) = (v, w).

Bemerkung. Ist allgemeiner f : V' — V eine beliebige lingentreue Abbildung, also
IIf(v) = f(w)| = |lv—w]| fiir alle v,w € V,

und gilt iiberdies

so ist f linear. Nach dem vorangehenden Satz ist es also ein orthogonaler Endomorphismus.

Beweis. Zunichst folgt mit w = 0, dafl

1 ()| = [l

fiir alle v. Weiter ist

1F () = F@)I* = IF@)II° + [1f (w)* = 2(f (v), f(w))
I

lv = wl* = [lv]l* + [[w]|* = 2(v, w),

also

(f (), f(w)) = (v, w)
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fiir alle v, w. Dann ist aber

1f (0 + pw) = Af(0) = pf ()| = | + pw) || + N[ F ()P + w2 ]| f (w)]]

= 2X(f(Av + p, f(v)) = 2pu(f (Mo + pw), f(w))
+2(f(v), f(w))

= (1M + pw| + A2 [v]|* + p®[lw]|
— 2X\(Mv + pw,v) — 2p( v + pw, w)
+2(f(v), f(w))

— [+ ) — Ao — pu?

=0.

O

Satz 29 (Die orthogonale Gruppe). Die Menge O(V) ist beziiglich der Komposition
eine Gruppe, die orthogonale Gruppe von (V, (., .)) mit Id als neutralem Element. Man nennt

O(V) die orthogonale Gruppe von (V,(.,.)).

Beweis. Wir miissen zeigen, dafl die Komposition von orthogonalen Abbildungen und die
Inverse einer orthogonalen Abbildung wieder orthogonal sind. Beides ist trivial. Das Asso-
ziativgesetz gilt allgemein fiir die Komposition von Abbildungen. O

Satz 30. Sei f* die Adjungierte von f € End(V). Dann gilt

FEOW) = ff" =ff=1d.

Beweis.
feOV) <= Yy ulfv),f
= Vou(v, f[F(f(w))) = (v,w
= Yy, [f(f(w)) —w) =0

<

Einsetzen von v = f*(f(w)) — w zeigt, dal dies genau dann der Fall ist, wenn
f (f(w)) —w=0 firallew €V,
d.h. wenn f* = f~1 O

Korollar 9. Seien f € End(V) und A = (a;;) = AY(f) seine Darstellungsmatriz beziglich
einer Orthonormalbasis. Dann sind dquivalent:

1. feO(V)
2. Fir alle i,k € {1,...,n} ist

n
E Aij0k; = Ok,
=1

d.h. die Zeilen von A sind orthonormal im R™ beziiglich des kanonischen Skalarpro-
duktes.
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3. Fir alle i,k € {1,...,n} ist
> ajiaz, = i,
j=1

d.h. die Spalten von A sind orthonormal im R™ beziiglich des kanonischen Skalarpro-
duktes.

Beweis. Es gilt

n n
ATA = Z aijakj s AAT = Z ajiajk
j=1 j=1
Weil aber A7 die Darstellungsmatrix von f* ist, folgt daraus die Behauptung. O

Definition 40. Eine reelle (n,n)-Matrix A heifit orthogonal, wenn ihre Zeilen (oder Spalten)
orthonormal sind, d.h. wenn

ATA = AAT = E. E = (6;;) = Einheitsmatrix

Die Menge der orthogonalen (n,n)-Matrizen bildet eine Gruppe, die orthogonale Gruppe
O(n) der Ordnung n.

(Der Begriff Ordnung weicht in diesem Zusammenhang ab von dem, was man in der Gruppentheorie darunter

versteht: n ist nicht etwa die Anzahl der Elemente von O(n).)

Beispiel 55 (Orthogonale Abbildungen im R?). Fiir ¢ € R sind

__[cos¢p Fsing
Az 1= (sin¢ icosqS) €0

Als lineare Abbildung des R? in sich beschreibt A, gerade die Drehung um den Ursprung
um den Winkel ¢, wihrend A_ eine Spiegelung an der x-Achse mit nachfolgender Drehung

um ¢ ist:
__(cos¢p —sing) (1 0\ A 1 0
T \sing cos¢ 0 —-1) "t o -1

Ist umgekehrt A € O(2), so ist der erste Spaltenvektor ein Einheitsvektor. Nach Analysis
1&8t der sich schreiben als (Z?S ¢) und ein dazu senkrechter Einheitsvektor ist eindeutig bis

in ¢
(:F sin (;5)
+cosgp /)’

Also ist jedes A € O(2) von obiger Form.

aufs Vorzeichen

O

Beispiel 56 (Orthogonale Abbildungen des R?). Sei f € O(R®). Wir werden spiiter
zeigen, daB es dann einen Einheitsvektor v; € R® gibt, so daf

flvr) =%,

ist. Wir ergéinzen v; zu einer ON-Basis v(vy, ve, v3) des R3. Dann hat die zugehorige Dar-
stellungsmatrix von f die Gestalt

+£1 00
A =10
o B
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Dabei muf} die (2, 2)-Matrix B wieder orthogonal sein, also von der Form im letzten Beispiel.
Daher ist eine orthogonale Abbildung des R® eine Drehung um eine Achse Ry, eventuell
noch komponiert mit Spiegelungen:

+1 0 0 +1 0 0 1 0 0 1 0 O
AV(f) =1 0 cos¢ Fsing| =0 1 0 0 cos¢p —sing 01 0
0 sin¢g Zcos¢ 0 0 1 0 sing cos¢ 0 0 +£1

Definition 41. Seien (V(.,.)) ein euklidischer Vektorraum und f € End(V).

1. f heiit selbstadjungiert oder symmetrisch, falls
=1

2. f heiit schiefadjungiert oder schiefsymmetrisch, falls
=1

3. f heifit normal, falls
[ r=rr

Satz 31. Seien (V{.,.)) ein euklidischer Vektorraum und f € End(V) und A die Darstel-
lungsmatriz von f beziiglich einer Orthonormalbasis von V. Dann gilt
fselbstadjungiert <= AT = A <= Y, wev (f(v),w) = (v, f(w)),
fschiefadjungiert <= AT = —A <= VY, wev (f(v),w) = —(v, f(w)),
frnormal < ATA = AAT.

Beweis. Triviale Folge der Definiton und des Korollars 8. O

Beispiel 57 (Orthogonalprojektionen). Ist Py die Orthogonalprojektion auf einen Un-
terraum U C V, so ist Py selbstadjungiert, denn

k k

(Py(v),w) = > (v, uihus,w) = (v,u;) (u;, w)

i=1 i=1

ist offensichtlich symmetrisch in v und w. Umgekehrt sind Orthogonalprojektionen durch
die Selbstadjungiertheit in Verbindung mit f? = f charakterisiert:

O

Satz 32 (Orthogonalprojektionen). Sei f € End(V) mit
fr=r5 =1
Dann ist f eine Orthogonalprojektion, ndamlich

f = Ppiay-
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Beweis. Zunichst ist
Kern f 1 Bild f.

Ist ndmlich v € Kern f, also f(v) =0, und v € Bild f, also u = f(w) fiir irgend ein w € V,
so folgt

(v,u) = (v, f(w)) = (f*(v), w) = (f(v), w) = (0,w) = 0.

Nach dem Dimensionssatz ist daher
Kern f = (Bild f)*. (37)
Weiter gilt fiir u = f(w) € Bild f
flw) = f(f(w)) = f2(w) = f(w) = u,

also fly = Id. Sei nun wq,...,u; eine ON-Basis von Bild f, die wir zu einer ON-Basis

Ui, ..., U, von V erginzen. Nach (37) ist dann ugy1, ..., u, eine ON-Basis von Kern f. Wir
finden fiir v € V:

O

Zur Bedeutung von selbstadjungierten, schiefadjungierten und normalen Endo-
morphismen.

Zunéchst sind selbstadjungierte, schiefadjungierte und orthonormale Endomorphismen sdmtlich
normal, und ,,Normalitéit* ist im wesentlichen ein technischer Begriff, der es erlaubt, insbe-
sondere allen diesen Klassen gemeinsame Eigenschaften zu behandeln. Wir kommen bei der
Normalformtheorie darauf zuriick.

Schief- und Selbstadjungiertheit sind aus mehreren Griinden wichtige Phéanomene. Ich gebe
fiir jede der beiden Eigenschaften eine wichtige Bedeutung aus physikalischen Modellen.

Wenn wir eine Drehung eines euklidischen Raums V' um 0 als einen zeitabh#ingigen Prozef3
beschreiben wollen, konnen wir eine Abbildung R — O(V),t — f; betrachten. Wir nehmen
an dafl fo = Id, d.h. zur Zeit ¢ ist alles an seinem Platz, und zur Zeit ¢ ist der Vektor v in
die Position f:(v) gedreht. Die Geschwindigkeit dieser Bewegung ist gegeben durch

% filv) = frv

Aus (fi(v), frw) = (v, w) fiir alle ¢ folgt aber durch Differentiation nach der Produktregel
(vgl. Analysis) ) )
(fo(v), fo(w)) + (fo(v), fo(w)) =0,
also _ _
< fov),w > +{v, fo(w)) = 0.
Das heif3t fo € End(V) ist schiefadjungiert. Physikalisch gesprochen bedeutet das:

’ Infinitesimale Drehungen werden durch schiefadjungierte Endomorphismen beschrieben.

Die Selbstadjungiertheit von f € End(V) bedeutet, dafl durch
a(v,w) = (f(v),w)

eine symmetrische Bilinearform definiert wird. Solche Bilinearformen spielen zum Beispiel
als Tragheitstensoren oder Spannungstensoren in der Mechanik eine wichtig Rolle.
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13

Unitiare Vektorraume

In diesem Abschnitt betrachten wir Vektorrdume iiber dem Korper C der komplexen Zahlen.
Wir bezeichnen mit einem Querstrich die komplexe Konjugation: Fiir x,y € R ist

T +iy =x —1y.

Definition 42 (Hermitesche Formen). Sei V ein C-Vektorraum.

1.

Eine Abbildung
() VXV —=C, (v,w)— {(v,w)

heifit Sesquilinearform (sesquilinearzl%—linear), wenn gilt:
Fiir alle v, w, vy, vo, w1, we € V und A € C ist
(v1 +v2,w) = (v, w) + (v2, W)
<Ua wy + UJ2> = <Ua w1> + <’U,U12>
v, w) = Mo, w), (v, \w) = Mo, w).

. Eine Sesquilinearform (.,.) auf V heifit eine hermitesche Form, wenn fiir alle v,w € V

(v, 0) = (w,v).

Eine hermitesche Form (.,.) auf V heifit ein hermitesches Skalarprodukt, wenn sie
iiberdies positiv definit ist, d.h. wenn fiir alle v € V\{0}

(v,v) > 0.

Beachten Sie, da§ (v,v) nach Punkt 2 reell ist.

. Ein Paar (V, (.,.)) aus einem C-Vektorraum V mit einem hermiteschen Skalarprodukt

(.,.) heiBt ein unitdrer (Vektor)raum.
Ist (.,.) ein hermitesches Skalarprodukt auf V', so definieren wir die dadurch induzierte

Norm durch
[lv]] :== v/ (v, v) fiir alle v € V.

Wir nennen ||v|| auch die Lange des Vektors ||v]|.

Beispiel 58. Im C" definiert

n
<’U, w> = Z V; Wy
k=1

das kanonische hermitesche Skalarprodukt.

Bemerkungen. Wie im euklidischen Fall beweist oder definiert man

die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung,
die Dreiecksungleichung,
die Begriffe orthogonal, orthonormal,

das E. Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren und die Existenz von Orthonor-
malbasen in endlich-dimensionalen unitidren Riumen,
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e die Existenz und Eigenschaften von Orthogonalprojektionen.
(Beachte: Py(v) = Zfﬂ(v,ui)ui ist in v linear!)

FEin hermitesches Skalarprodukt ist durch die Norm eindeutig bestimmt: Wie im euklidischen
Fall zeigt man

lv +wll* = oll* + [lwll* + (v, w) + {w,v) = [Jv]|* + [[w]* + 2Re{v, w).

Aber das reicht aus. Wenn man fiir alle v, w den Realteil von (v, w) kennt, kennt man auch
den Imaginérteil:
Im (v, w) = — Re(i{v,w)) = Re(v, iw).

Darstellungsmatrix. Aufpassen mufl man bei der Darstellungsmatrix beziiglich einer or-
thonormalen Basis (vy,...,v,): Aus

F) =" agv; (38)
i=1
folgt durch Rechtsmultiplikation mit v;

’ (f(vj),vi) = agy, ‘

und das ist (v;, f(v;)). Am besten merkt man sich (38) und leitet sich die Formel fiir die a;;
daraus her.

Dualitédt und Adjungierte. Ein fundamentaler Unterschied zum euklidischen Fall ist die
Tatsache, daf3
V=V we (Lw)

zwar eine Bijektion, aber nicht linear ist:
J(w) = Aj(w).
7 ist ein sogenannter antilinearer Isomorphismus.

Die Adjungierte f* eines Endomorphismus ist auch im unitdren Fall charakterisiert durch

(f(v),w) = (v, f*(w)).

Sie entspricht der dualen Abbildung unter j : V — V* (Beachten Sie, das j 1o f*oj wieder C-
linear ist.) Daher ist die Bezeichnung mit demselben Symbol f* einigermaflen entschuldbar.

Fiir die Darstellungsmatrix A* = (af;) von f* beziiglich einer Orthonormalbasis gilt

* —a
aij — aj“

Von euklidischen Fall unterscheidet sich das durch die Konjugation.

also

Beweis.
a;; = (f*(vj),vi) = (v, f(vi)) = (f(vi),v5) = @i
O

Selbstadjungierte und schiefadjungierte Endomorphismen werden definiert wie im euklidi-
schen Fall.

Unitire Endomorphismen. Wir kommen nun zum Analogon orthogonaler Endomorphis-
men im unitdren Fall.
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Definition 43. Seien (V,{(.,.)) ein unitidrer Vektorraum und f € End(V). f hei8t unitdr,
falls

(f(v), f(w)) = (v,w) fiir alle v,w € V.

Wie im euklidischen beweist man:

Satz 33. Seien (V,(.,.)) ein n-dimensionaler unitirer Vektorraum und f € End(V). Sei A
die Darstellungsmatriz von f beziiglich einer Orthonormalbasis. Wir bezeichnen mit f* die
Adjungierte und setzen A* = AT . Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist unitdr
lf ()| = ||v]| fir alle v e V.
ffe=ff=I1d.

Die Zeile von A bilden ein Orthonormalsystem im C".

S S e e

Die Spalten von A bilden ein Orthonormalsystem im C".

Satz 34 (Die unitire Gruppe). Die Menge U(V) der unitiren Endomorphismen eines
unitiren Vektorraumes (V,{.,.)) bildet eine Gruppe, die unitire Gruppe von V.

Die Menge U(n) = {A| A ist (n,n)-Matriz mit A*A = A*A = E} bildet eine Gruppe die
unitidre Gruppe der Ordnung n.
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14 Die Determinante

Wir beginnen mit einer geometrischen Motivation und setzen dafiir voraus, dafl wir die
Flachenberechnung von Parallelelogrammen in der Ebene kennen: Die Fléche ist das Produkt
aus der Grundseite und der Hohe. Geben wir zwei benachbarte Seiten des Parallelogramms
durch Vektoren a,b € R?, so ist die Fliche

F(a,b) = lal [[b]| sin ¢.

Dabei bezeichnet ||a|| die Linge des Vektors oder der Seite a, entsprechend |b||, und ¢
den Winkel zwischen den beiden Vektoren. Ist dieser Winkel > 7, so ist der Flécheninhalt
negativ, und so wollen wir ihn auch lassen: Fldcheninhalt soll signierten Fldcheninhalt, also
Flacheninhalt mit Vorzeichen bedeuten. Das wird deutlich an diesem Bild:

b a

“’ 4
a b

Wir erhalten damit

F(a,b) = —F(b,a).

Offenbar ist fiir A € R
F(\a,b) = AF(a,b).

Machen Sie sich anhand der nebenstehenden %

Figur klar, dafl weiter b

F(a+a,b) = F(a,b) + F(a,b).

fobl)

a

Ahnliche Eigenschaften hat das Volumen V(a,b,c) des von drei Vektoren a, b, ¢ im R? auf-
gespannte Parallelotop. Es gilt zum Beispiel:

V(a,b,¢) =V(c,a,b) = =V (b,a,c)
V(a+ a,b,c) =V(a,b,c) +V(a,b,c)
V(Xa,b,c) = AV (a,b,c)
Wir wollen nun solche ,, Volumenfunktionen* verallgemeinern.

Definition 44 (Multilinearformen). Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und
k € N\{0}. Eine k-Linearform, kurz eine k-Form, auf V ist eine Abbildung

w:VF=Vx...xV =K
—_——
k Faktoren
mit folgenden Eigenschaften:
Fiir alle i € {1,...,k}, v1,...,0,0; € V und A € K gelten

W1y ey + Ty ey 0k) = w01,y Ve Ug) FW(UL, e Dy, V),

W1, A Uk) = A (U1 Uy UR)-
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Die Abbildung w ist also in jedem Argument linear. Wir kennen schon 2-Linearformen,
némlich Bilinearformen, und 1-Linearformen, ndmlich Linearformen. Wenn man k nicht
spezifizieren will, spricht man von Multilinearformen.

Eine k-Linearform w heift symmetrisch, wenn ihr Wert sich bei der Vertauschung zweier
beliebiger Argumente nicht dndert. Sie heifit alternierend oder schiefsymmetrisch, falls

w(v,...,vx) =0,

wenn immer zwei Argumente gleich sind: v; = v; fiir ein Paar ¢ # j. Zur Rechtfertigung
dieser etwas iiberraschenden Definition beweisen wir

Lemma 10. Der Wert einer alternierenden k-Linearform w dndert sein Vorzeichen, wenn
man zwei Argumente vertauscht.

Daher kommt der Name alternierend. In Kérpern der Charakteristik # 2 gilt auch die
Umkehrung: Andert w bei Vertauschung zweier Argumente sein Vorzeichen, so ist es im
Sinne der obigen Definition alternierend.

Beweis des Lemmas. Seien i < j und vy, ...,v; € V. Dann ist
WV, 0 F V5,V Ve, V)
=wW(V1, 3 Vig ey Uiy ooy V) F WU, 0o, Uiy e, Uy e, VK)
+w(V1, .Uy Uiy U) FW(UL, Vg, Uy, U

Alle Terme mit zwei gleichen Argumenten sind nach Voraussetzung = 0. Also folgt
0=w(v1,. sV ey Uy, V) F W01, Vs, Uiy oo, Vg
O
Beispiel 59. Sei (V,(.,.)) ein euklidischer Vektorraum und f € End(V). Dann definiert

w(v,w) = (f(v), w)

eine Bilinearform, die symmetrisch ist, wenn f selbstadjungiert ist, und die alternierend ist,
wenn f schiefadjungiert ist. Zum Beispiel erhélt man fiir den R?" und f = fa mit

die alternierende Bilinearform
n
w(z,y) = Z TiYn+i = Tn+ilYis
i=1
die in der Hamiltonschen Mechanik eine wichtige Rolle spielt.
O

Lemma 11. Ist w eine alternierende k-Form auf V und sind vy, ...,v; € V linear abhingig,
S0 15t
w(vy,...,vx) =0.
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Beweis. Eines der v; ist eine Linearkombination der anderen. Sei der Einfachheit halber
v1 = Y55 Ajuj. Dann ist

n n
w(vy,y...,v5) = w(z AjUj, V2, ..., V) = Z)\j w(vj, v, ..., VL)
- - —_————
Jj=2 Jj=2 -0
O
Satz 35. Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis (by,...,b,) und w eine

alternierende k-Form auf V. Dann gilt
1. Ist k > n, so ist w = 0.

2. Ist k =n, so ist w durch den Wert

eindeutig bestimmdt.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus den Lemma. Wir zeigen sie hier aber noch einmal.

Sei
n
vj = § :xijjbij'

ij=1

Beachten Sie, dal man den Summationsindex natiirlich auch einfach ¢ statt i; nennen kénnte.
Aber jetzt brauchen wir alle v's gleichzeitig: Es ist ndmlich

w(vl, e ,’Uk) = w(inllbil, . 7Zx7kkblk) = Z . 'inll .. .l’ikkw(bil,. . ,b,k)
71 i),; i1 ik

i« >0 ) zwel der b's gleich sind. Ist k > n,

Hier verschwinden alle Terme, bei denen in (b;,,
so ist das stets der Fall und w(vy,...,vg) = 0 fiir alle (vy,...,v;). Damit ist 1. bewiesen.
Ist k = n, so bleiben genau die Terme, bei denen (b;,, ..., b;, ) eine Umordnung von (b1, ..., by,)

ist. Also gilt
w(bil,. .. ;bin) = fil...inw(blv e ,bn),

wobei €;, . ;, = 1 abhéingig davon, wieviele Vertauschungen man braucht, um (b;,,...,b;,)
in die richtige Reihenfolge zu bringen. Daraus folgt 2. O

Korollar 10. Zwei alternierende n-Formen auf einem n-dimensionalen Vektorraum unter-
scheiden sich nur um einen konstanten Faktor.

Definition 45 (Determinantenform). Eine Determinantenform auf einem n-dimensionalen
Vektorraum ist eine nicht-triviale alternierende n-Linearform auf V.

Das vorstehende Korollar zeigt, dal es bis auf konstante Faktoren hochstens eine solche
Determinantenform auf V' geben kann. Wir zeigen jetzt die Existenz.

Satz 36. Ist V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, n > 0, so existiert auf V eine Deter-
minantenform.

Beweis. Durch vollstéandige Induktion iiber n.
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n = 1. Dann ist dim V* = 1 und jedes w € V*\{0} ist eine Determinantenform.

n — n+ 1. Sei also der Satz bereits fiir alle n-dimensionalen K-Vektorrdume bewiesen. Sei
V ein (n + 1)-dimensionaler K-Vektorraum. Dann gibt es in V zwei Untervektorrdume V
und W, so dafl dim V' = n und

V=vEpw.

Man kann zum Beispiel eine Basis (by, ..., b,) von V nehmen und definieren
W = Spann(by), V = Spann(by, ..., by).

Dann ist dim W = 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Determinantenformen ¢ und ¢
auf V und W. Jeder Vektor v € V 1488t sich eindeutig schreiben als

v=v4+wmitveVund we W,

und mit dieser Notation definieren wir nun eine (n + 1)-Form w auf V durch

n

W(vo +wo, .+, Un +wn) = 3 (1) G(vo, ., By V) (w5). (39)

i=0
Die Linearitdt im j-ten Argument folgt so:

Ersetzt man v; +w; durch v; +w; +vj +w; =

rechts (bis aufs Vorzeichen) von der Form

(vj+v7)+ (wj+w5), so sind die Summanden

(V0,5 Uy - U)Y(w5 +w)) = P(vo, -+ Uy ey v )Y(w5) + V0, -, Ty - O ) (W])
oder, fiir ¢ # j, von der Form
A(vo, - iy, 05+ VS0P (Wi) = B0, Vi Uy, U ) (w5)
+¢(U03"'a{}\i7"'31};7-"avn)d}(wi)'

Man kann die Summe rechts in (39) also in zwei Summen auseinanderziehen und findet die
Additivitdt im j-ten Argument. Die Homogenitéit zeigt man ebenso.

Nachweis der Schiefsymmetrie. Ist v; +w; = v; + w; mit ¢ < j, so folgt aus der Direkte
Summe- Eigenschaft v; = v; und w; = w;. In der Summe (39) verschwinden also alle Terme,
bei denen v; und v; beide in ¢ als Argument stehen. Ubrig bleibt

(—l)i(b(vg, e iy U U (wy) (—l)jqﬁ(vo, e Uy, Uy U )0 (wy)
= (71)Z (d)(vo,. . .,1/}\1'7. ces Vg, ,’Un) + (71)i+j¢(7)0, ey Ugyenn ,’l/)}, ‘e ,Un)) w(wl)

Beachten Sie, dafl v; = v;. Vertauscht man im zweiten Summanden rechts das v; der Reihe
nach mit v;41,...,v;-1, so landet es auf dem Platz von v; und man erbt von den j —¢ —1
Vertauschungen ein Vorzeichen (—1)7=t! = (—1)(—1)"*J. Also verschwindet auch (40).

Schlieflich ist w # 0. Wihlt man n#mlich eine Basis (bg, ..., b,) von V, so daB (b1, ...,bn)
eine Basis von V' und by eine solche von W ist, so ist

w(b()v s ;bn) = ¢(b17 SRR) bn)d)(bo) 7é 0.

Zusammen mit dem Korollar 10 finden wir also

Korollar 11. Die alternierenden n-Formen auf einem n-dimensionalen K -Vektorraum bil-
den einen 1-dimensionalen Vektorraum A™V™, bestehend aus der 0-Form und den Determi-
nantenformen. Jede Determinantenform ist eine Basis von A"V™.
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Bemerkung. Auch die alternierenden k-Formen eines n-dimensionalen Vektorraums bilden
einen K-Vektorraum A¥V*. Dieser hat die Dimension (Z) Die Theorie der k-Formen be-
zeichnet man als Multilineare Algebra. Wir kommen vielleicht im néchsten Semester darauf
zuriick.

Definition 46 (Orientierung). Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum, 1 < n < oo.
(Statt R konnte man einen angeordneten Koérper nehmen, aber diese Verallgemeinerung
spielt wohl keine Rolle.) Zwei Basen (v1,...,v,) und (wy,...,w,) von V heiBen gleichorien-
tiert, wenn fiir eine (und dann alle) Determinantenformen w die reellen Zahlen w(vy, ..., v,)
und w(ws,...,w,) gleiches Vorzeichen haben. , Gleichorientiert“ ist eine Aquivalenzrelation
auf der Menge aller Basen von V. Jede Aquivalenzklasse heiit eine Orientierung von V. Ein
endlich-dimensionaler R-Vektorraum zusammen mit einer Orientierung heif3t ein orientierter
Vektorraum. Es gibt auf jedem V genau 2 Orientierungen: Reprisentiert (vy,...,v,) eine
Orientierung, so représentiert (—vy,...,v,) die andere. Bemerkung: Durch die Wahl einer
Determinantenform w wird eine Orientierung bestimmt: Die Menge aller Basen, auf denen
w positiv ist.

Sie finden Determinantenformen in den Lehrbiichern der Linearen Algebra nicht sehr haufig.

Aber sie finden die Determinante von Matrizen und Endomorphismen, die wir nun definieren.

Definition 47 (Determinante eines Endomorphismus). Seien V ein n-dimensionaler
K-Vektorraum und f € End(V) ein Endomorphismus von V. Wéhle eine Determiantenform
w auf V. Dann ist f*w mit

frw(vy,...;on) == w(f(v1),. .., fvn))

eine alternierende n-Form auf V. Also gibt es ein eindeutig bestimmtes A € K mit f*w = A\w.
Dieses A ist unabhéngig von der gewdhlten Determinantenform w und heifit die Determinante
von f, bezeichnet als det f. Also gilt

ffw = (det flw.

Beweis der Wohldefiniertheit. Dall f*w € A™V* ist offensichtlich. Wegen f*(uw) = u(f*w)
ist aber auch die Unabhéngigkeit vom gewéhlten w nach Korollar 11 klar. O

Bemerkung. Nun haben wir schon drei Bedeutungen von f*: Duale Abbildung, adjungierte
Abbildung und die Abbildung auf den alternierenden n-Formen auf einem n-dimensionalen
Vektorraum. Um welche Bedeutung es sich handelt wird deutlich, wenn man angibt, von wo
nach wo die Abbildung geht, oder in welchem Raum das Argument liegt. Ist f € End(V),
so ist

1. f*:V* — V* ist die duale Abbildung

2. f*:V — V ist die adjungierte Abbildung. Die existiert allerdings nur, wenn V' eukli-
disch oder unitér ist.

3. f*: A"V* — A"V* ist die oben definierte Abbildung.

Kritisch ist der Fall n = 1, denn A'V* = V*. Gliicklicherweise stimmen dann aber die
Bedeutungen 1 und 3 iiberein:

frw(v) = w(f ().

Lemma 12. FEin Endomorphismus f € End(V') eines n-dimensionalen Vektorraumes V ist
genau dann ein Isomorphismus, wenn det f # 0.
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Beweis. Seien (v1,...,v,) eine Basis von V und w eine Determinantenform. Ist f ein Iso-
morphismus, so ist (f(v1),..., f(vs,)) wieder eine Basis und daher w(f(v1),..., f(vn)) # 0.
Ist andrerseits f kein Isomorphismus, so sind (f(v1),..., f(v,)) linear abhéngig und daher

ist w(f(v1),..., f(vn)) =0. O

Satz 37 (Determinanten-Multiplikationssatz). Sind V ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum und f,g € End(V), so gilt

det(f o g) = (det f)(det g)

Insbesondere ist f genau dann ein Automorphismus, wenn det f # 0.

Beweis. Sei w eine Determinantenform auf V' und sei (vy,...,v,) eine Basis von V. Dann
ist
det(f o g)w(vr,.. . vn) = (fog) wluvr,...,vn) = w(f(g(vr)), -, f(g(vn)))

= f*(U(g(’U1>7 s 7g(Un)) = (det f)w(g(vl)a s ’g(vn>)
= (det f)(det g)w(vy,...,vp).

Weil fiir eine Basis w(vy,...,v,) # 0, folgt daraus die Behauptung. O

Bedeutung der Determinante. Wenn wir unserer vorangestellten Motivation Glauben
schenken und Determinantenformen als ein Maf fiir das Volumen des von den Argumentvek-
toren aufgespannten Parallelotops interpretieren, dann ist det f nach Definition gerade die
Volumenverzerrung durch den Endomorphismus f. Diese Bedeutung der Determinante ist in
der Analysis von grofler Wichtigkeit (Transformationsformel fiir n-dimensionale Integrale).
Die zweite wichtige Bedeutung der Determinante beruht auf folgender Uberlegung: Eigen-
vektoren eines Endomorphismus f sind Vektoren v # 0, die durch f bis auf eine Streckung
um einen Faktor A, den sogenannten Eigenwert, festgelassen werden:

f(v) = .
Diese Gleichung kann man auch so schreiben:
(f = A1d)(v) = 0.

Gesucht sind Werte A, fiir die diese Gleichung eine nicht-triviale Losung v besitzt. Das ist
aber genau dann der Fall, wenn Kern(f — A1d) # {0}, d.h. wenn f kein Isomorphismus ist.
Das liefert die sogenannte charakteristische Gleichung fiir die Berechnung der Eigenwerte:

det(f — A1d) = 0.
Auf diesen Themenkreis kommen wir in der Linearen Algebra noch zuriick.

Definition 48 (Determinante einer Matrix). Fiir eine (n, n)-Matrix A iiber dem Koéper
Ksei fq: K™ — K™ die zugehorige lineare Abbildung. Dann definieren wir die Determinante
von A durch

det A := det f4. ‘
Notation: Man schreibt auch
a1 ceo Qpp
det A =
an1 e Apn
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Weil man im K" eine kanonische Basis, ndmlich (eq,...,e,) hat, gibt es dort auch eine
kanonische Determinantenform w,,, die charakterisiert ist durch

’wn(el,...,en):l.‘

Beispiel 60. Auf dem K? ist mit x =Y xie;,y = > yies
wa(x,y) = T1yawa (e, e2) + Tayiwa(ea, e1) = T1y2 — T2y1-
Auf dem K3 liefert eine dhnliche Rechnung

ws(z,y, 2) = T1Y223 + Tay321 + T3Y122

— T2Y123 — T3Y221 — T1Y322-
O

Benutzt man nun fiir die Definition der Determinante einer (n,n)-Matrix die kanonische
Determiantenform, so findet man

det A = (det fa)wn(er, ... en) =wn(faler),..., falen)) =wnla,... an).
=1

Dabei haben wir benutzt, daf§ die Spalten der Matrix A, die wir hier mit a; bezeichnen,
gerade die Bilder fa(e;) der kanonischen Basisvektoren sind. Wir formulieren das als

Satz 38 (Determinante einer Matrix). Sei w, die kanonische Volumenform auf K™.
Dann ist die Determinante der (n,n)-Matriz

A= (ala"'aan)
mit den Spalten a; gegeben durch
det A =wy(ay,...,a,).

Auf diese Weise ist die Determinante selbst eine Determiantenform auf dem K™.

Beispiel 61. Aus Beispiel 60 finden wir

a1 ai2

= 11022 — 021012,
a1 a2

a1l a2 ais
21 @G22 Q23| = Q11022033 + (2132013 + A31012023 — G21A12033 — A31022013 — A11032023.
az1 asz ass

Die (2,2)- bzw. (3, 3)-Determinanten berechnen sich also nach folgendem Schema:

arl a2 a3 . ail a2
ay a1a N 4 % /!
X bzw. a21 a22 @23 . a21 22| °
a21 a2 >§ x x \
asi asz asz . a3 asz2
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Dabei sind die ,,Abwirts-Diagonalen® positiv, die ,, Aufwirts-Diagonalen® negativ zu neh-
men. Fir (3, 3)-Matrizen nennt man dies auch die Sarrus-Regel (Jagerzaun-Regel).

O

Satz 39 (Determinante der Darstellungsmatrix). Seien V ein K-Vektorraum mit
Basis v = (v1,...,v,) und f € End(V). Ist A = AY(f) die Darstellungsmatiz von f, so gilt

det A = det f.

Beachten Sie: Fiir V = K™ mit der kanonischen Basis war das gerade die Definition der
Determinante einer Matrix.

Beweis des Satzes. Sei w die Determinantenform auf V', die auf v den Wert 1 hat. Sei
F;) =" aiju;.
Dann gilt
det f = (det flw(vy, ..., v,)

w(f(v1), ..., fvn))
w(z Aj11Viq 5+ -y Z ainnvin)

L1
= E E aill...ainnw(vil,...7vin)
i1

in

= E E aill...ainnwn(eil,...,ein)

in

1
= wn( E Ai11€50 5+« E ainnein)
i1

n

= wn(fA(el), ey fA(e’ﬂ))
= det A.

15 Berechnung von Determinanten

Mit Satz 39 ist das Problem der effektiven Determinantenberechnung fiir Endomorphismen
zuriickgefithrt auf das Problem der Determinantenberechnung fiir Matrizen. Fiir ,kleine®
Matrizen ist letzteres im Beispiel 61 gelost. Wir wollen es nun auch fiir grolere Matrizen
betrachten.

In diesem Abschnitt sei K stets ein Korper und w,, die kanonische Determinantenform auf
K™,

Definition 49 (Permutationen). Eine bijektive Abbildung o : {1,...,n} — {1,...,n}
nennt man eine Permutation von {1,...,n}. Die Menge der Permutationen von {1,...,n}
bildet eine Gruppe S,, und man kann durch vollstindige Induktion zeigen, daf} sie n! Ele-
mente hat. Fiir 0 € S,, ist

signa = wn(eg(l), ey eg(n))
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nach Definition von w, gerade +1 oder —1. Man nennt diese Zahl das Signum oder das
Vorzeichen der Permutation o.

Bemerkung. Es ist signo = +1 genau dann, wenn man (o(1),...,0(n)) durch eine gerade
Anzahl von Vertauschungen in die Reihenfolge (1,...,n) bringen kann. (Beachten Sie, dafl
die Anzahl von Vertauschungen keineswegs eindeutig bestimmt ist, wohl aber ihre Paritét.)

Aus der Bemerkung folgt

Lemma 13. Sei V ein n-dimensionaler K -Vektorraum. Dann gilt fir w € A™V* und fir
o,TES,

WV (1)5 -+ > Vo(n)) = SigNOW(V1, ..., V),
sign(o o T) = sign o sign 7,

sign(o 1) = signo.

Beweis. Die erste Formel folgt direkt aus der Bemerkung. Dann ist aber

sign(o o 7) = wn(€s(r(1))) - - - » €a(r(n))) = SIEN T Wn(€r(1), -+ €r(n))

=signosignTwp(e1,...,en).
Das beweist die zweite Formel. Aus dieser folgt die dritte, weil

signosigno ! = sign(co~!) = signId = +1.

Satz 40 (Leibniz-Formel). Fir jede (n,n)-Matriz A = (a;;) ist

det A = Z SigN o Ag(1)1 -+ - Ao (n)n-
O'ESn

Die Determinante erhdlt man also, indem man alle Produkte von Matrizkomponenten bildet,
die aus jeder Zeile und jeder Spalten genau ein Element enthalten, und diese mit ,,geeigneten®
Vorzeichen aufsummiert.

Beweis. Es ist

detA:wn(E Aj11Ciq ooy E ainnein)
21 in
= E E aill...ainnw(eiw...,ein).
i1 in

Dabei braucht man nur die Summanden zu beriicksichtigen, bei denen die (e;,,...,e€;,)
paarweise verschieden sind, d.h. man muf} nur iiber die Permuationen summieren:

det A = Z Ao (1)1 - - - Qg (n)n SIEN 0.
gES,
O

Damit ist das Problem der Determinantenberechnung im Prinzip gelost. Allerdings hat man
nach dieser Formel n! Produkte zu bilden und zu summieren; fiir gréflere n sind das sehr
viele. Wir sind daher noch an anderen Methoden interessiert, die es zum Beispiel erlauben,
spezielle Eigenschaften von A auszunutzen.
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Korollar 12. Fiir die Transponierte AT einer (n,n)-Matriz gilt

det AT = det A. ‘

Insbesondere ist die Determinante eine Matrixz auch multilinear in den Zeilen.

Beweis. Aus der Leibniz-Formel und der Definiton der Transponierten folgt

det AT = Z SIgN T A15(1) - - - Uno(n)
ceS,

Ordnet man dies Produkte jeweils nach dem zweiten Index um, so ist werden sie zu

Ag=1(1)1 -+ - Ao—1(n)n-

Also ist
det AT = Z SIgN O Ag-1(1)1 -+ Ag=1(n)n = Z signo ! Ag=1(1)1 -+ - Ao=1(n)n
ogeS, o€eS,
= Z SIgN T ar(1)1 -+ - Ar(n)n = det A.
TES,

Bemerkung. Aus dem letzten Korollar ergibt sich, dafl

det f* =det f

fiir die duale Abbildung f* : V* — V* zu einem Endomorphismus f € End(V). Gibt es
dafiir einen direkten Beweis ohne den Umweg iiber Darstellungsmatrizen?

Lemma 14. Seien i,j € {1,...,n}. Wir definieren eine lineare Abbildung
¢; K" — K"

durch
1
1
¢i = | Ti—1
. 0
n—1 T
Tn—1
FE's ist also

ej+1 firj >,

bile;) = {ej fir j <1,
i\€j) —

Beachten Sie, dafi die ¢'s auf der linken Seite die Basisvektoren im K™™', auf der rechten
Seite aber die im K" sind.

Wir definieren weiter eine (n — 1)-Form w;; auf K™™' durch

Wi (V1, .-y Un—1) = wn(@i(v1), .., 0i(vj—1), €5, 0i(vj), ..., Pi(vn—1))

V11 V1j-1 0 V15 Vin—1
Vi—11 cee Vi—14-1 0 Vi—13j A |
=| 0 0 1 0 0
Vi1 Vij—1 0 Vij Vin—1
Up-11 - Un-1j-1 0 Up_1j ... Up_1p-1
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Dann gilt o
wij = (71)Z+an_1.

Dabei bezeichnet wp_1 die kanonische Determinantenform auf K™ 1.

Beweis. Es ist klar, da8 w;; multilinear und alternierend ist. Weiter ist

Wij (V1,0 V1) = wWnl@i(v1), -, Gi(vj—1), €5, Gi(v), . ., Pi(Vn—1))
(=1 T (@ (1), - di(Vn—1), €1)
(_1)n_jwn(¢i(vl)7 ) ¢i(vn—1)a ei)-

Daraus folgt

wijer, .-y en1) = (=1)"Jwn(diler), ., di(en—1), €:)
= (71)”7]@)”(61, ey €1, €ty Eny €7)
= (=1)" (=) w, (e, ..., en)
= (=)™ wy(ery...,en)
T
= ( 1)l+jwn71(€1»  €n—1)

O

Satz 41 (Laplacescher Entwicklungssatz). Seine A = (a;;) eine (n,n)-Matriz und
je{l,...,n}. Sei A;; die Matriz, die man aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten
Spalte erhalt (Kofaktormatrixz). Dann gilt:

det A = Z(—l)”jaij det Aij.

Man nennt das die Entwicklung der Determinante nach der j-ten Spalte.
Wegen Korollar 12 gilt ein entsprechender Satz auch fiir Zeilen.

Beweis. Wir bezeichnen mit a; den j-ten Spaltenvektor von A und mit a§- € K"~ ! den daraus
durch Streichen der i-ten Komponente erhaltenen Vektor. Dann ist mit den Bezeichnungen
des Lemmas

a; = (]52(0/;) + Aij€4. (41)

Nun ist

j
det A = wy(aq,. .. E Aij€i, ..., 0 E a;jwn(ar, ... ez,...,a ).

Wir ersetzen die a;-Spalten durch (41). Weil w,, altenierend ist, kann man dabei den Term
“+a;;je; weglassen, d.h. man kann in den a-Spalten die e;-Komponenten weglassen:

;
detA:Zaijwn(q’)i(a’l) A (7 Zamwm al,..., Ly y)
i

= Z(il)i+jaijwn71(aiv s 7(;_\’;"a s ,a;) = Z(i]‘)z+]aij det AZJ

%
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Beispiel 62 (Dreiecksmatrizen). Mit vollstindiger Induktion und Entwicklung nach der
ersten Spalte beweist man (im Kopf)

aip a2 ... Qin
0 agzo ... QAon

= Q11 ... Ann-
0 0 ... apn

Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Diagonalelemente. Das gilt auch
fiir untere Dreiecksmatrizen.

O

Korollar 13. Seien A€ M(m,m;K),B € M(n,n; K) und C € M(m,n; K). Dann gilt fir
die daraus gebildete (m + n, m + n)-Blockmatrix

A C
det(o B)—detAdetB.

Beweis. Durch vollsténdige Induktion {iber m. Fiir m = 1 folgt die Behauptung direkt aus
dem Entwicklungssatz.

(m — 1) — m. Sei die Behauptung fiir m — 1 bereits bewiesen. Ist X die Blockmatrix, so gilt

fuir1 <i,7<m
= 5)
Durch Entwicklung nach der ersten Spalte ergibt sich also

m—+n

det X = Z (—1)i+1$2’1 det Xil

=1

= Z(fl)i+1xi1 det Xﬂ

; Ay C
_1\i+1 . i1
(=1)""ay; det ( 0 B)

m

= —1 H'la“ det Ail det B
Ind.—V

=

= <Z(1)i+1ai1 det A11> det B

=1

=det Adet B

O

Berechnung mit dem Gauflalgorithmus. Weil die Determinante von Matrizen in den
Zeilen linear und alternierend ist, kann man zur Berechnung den Gauflalgorithmus heran-
ziehen. Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen éndert die Determinante nicht:
Zum Beispiel ist

a1 + az a1 as a1
a2 a2 a2 az

det . =det| . | +det | . = det
ap 79 an an
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Die Vertauschung von Zeilen hingegen &ndert nur das Vorzeichen, dariiber mufl man ,,Buch
fiihren“. Dieses Verfahren zur Berechnung von Determinanten ist in vielen Féllen das ein-
fachste.

Beispiel 63 (Vandermondesche Determinante). Seien Ay,..., A\, € K. Dann gilt

1 1 .. 1
A1 Ao L An
A2 N2 L
A(A1, .. Ay) i=det .1 :2 . H N
/\”.—2 /\n.—2 )\n.72 1<i<j<n
1 2 ‘e n
APttt

Die Determinante verschwindet genau dann, wenn zwei der \; gleich sind.

Um das zu zeigen, subtrahieren wir — von unten beginnend — von jeder Zeile das Aj-fache
der vorangehenden. Dabei dndert sich die Determinante nicht. Also

1 1 1
0 A2 — A\ An— M
0 M-XX ... A=A\
AN, A,) =det | . :
(DY ¥ Y SND VAE ¥ Vo
0 AT AT L Ao a2
1 1 1
0 (Mo—A)1 ... (A=)l
0 Ma—=ADXa ... A=A\,
=det | . . .
0 M2 =AM o (A= A3
0 M2 —=ADA2 .. (A = A)An—2
M=)l ... (A=Al
M2 =ADXa .. (A= ADA
=det : :
Mo = ADA2 0 (A — A3
M2 = ADAZ o (A — A)AR2
U |
DT
:()\2—)\1)()\3—)\1)...()\n—)\1)d€t :
PV D
A2 a2

=2 = A3 = A1) oo (e — ADA, . An).

Hier haben wir neben dem Entwicklungssatz auch die Linearitéit in den Spalten ausgenutzt.

Durch vollstédndige Induktion iiber n ergibt sich daher fiir die Vandermondesche Determi-
nante:

A()‘la"'aln): H (>‘J_/\l)

1<i<j<n
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16 Lorentzsche Vektorriaume

Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum, n < oo.

Definition 50. Eine symmetrische Bilinearform
(,): VXV >R, (v,w) — (v,w)
heift positiv (negativ) definit, wenn fir alle v # 0
(v,v) >0 (bzw. (v,v) <0).
Sie heifit nicht-degeneriert, wenn fiir alle w # 0
(,w) #£0.
Beispiel 64. Auf dem R" ist das kanonische Lorentzprodukt gegeben durch

x1 Y1
(1 s )=z +2n1Yn—1 — Tnn-

T Yn

Es ist nicht-degeneriert, wie man aus

(1 {:Dh=2w

ersieht.

Wir betrachten speziell den Fall n = 2. | Einheitsvektoren® sind gekennzeichnet durch
1 1 o
() (G =1
2 2 2

2?2 —22=1 bzw. 22 —2i=-1

also durch die Gleichung

<V,v>=-1

<v,v>=1

Sie liegen auf Hyperbeln. Die Vektoren ( fx)

<v,v>=1

sind sogenannte isotrope Vektoren:

(L) (2 )=0

Lemma 15. Sei (.,.) eine nicht-degenerierte Bilinearform auf V und sei U C V ein Vek-
torunterraum, auf dem (.,.) positiv (negativ) definit ist. Dann gilt fir

<v,v>= -1

<v,v>=0 auf den Winkelhalbierenden

O

Ut :={veV|{vu) =0 firaleue U},

daf
V=UaU".
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Beweis. Sei (uq,...,ux) eine ON-Basis von U, d.h.
(ui7uj) = iéij.
Dabei steht das Minuszeichen, falls (.,.) auf U negativ definit ist. Dann gilt fiir v € V:

k k

v=> duu+ - £w,u)u;) = Py(v) + (v = Py(v)).

i=1 i=1

=:Py(v)

Offenbar ist Py (V) € U und fiir alle u € U ist

(v—=Py(v),u) = (v,u) — Z:I:(v,ui><ui,u) = (v,u) — (v,u) = 0.

Daher ist V =U + U=L. Ist u € UN U, so folgt (u,u) = 0, aber weil (.,.) auf U definit ist,
folgt w = 0. Daher ist die Summe direkt. O

Definition 51. Sei (.,.) eine nicht-degenerierte Bilinearform auf V. Der Positivititsindex
von (., .) ist die maximale Dimension eines Unterrraumes von V', auf dem (., .) positiv definit
ist. Ein reeller Vektorraum V' der Dimension n, 2 < n < oo, zusammen mit einer nicht-
degenerierten symmetrischen Bilinearform vom Positivitdtsindex n—1 heift ein Lorentzraum.

Beispiel 65. Der R? mit dem Lorentzprodukt aus dem letzten Beispiel hat Positivitétsindex
2-1=1. Echte Unterrdume sind die Geraden. Das orthogonale Komplement einer Geraden
erhélt man durch (euklidische) Spiegelung an einer der (euklidischen) ,, Winkelhalbierenden®.
(Es ist egal, welche man nimmt).

Der R™ mit dem Lorentzprodukt hat den (n —
1)-dimensionalen Unterraum z,, = 0, auf dem
das Produkt positiv definit ist. Da es insge-
samt aber nicht positiv definit ist, ist der Posi-
tivitdtsindex n—1, man hat einen lorentzschen
Vektorraum. Die Vektoren z mit (x,z) = 0
sind charakterisiert durch die Gleichung

2 2 2
i +...+x,_1 =x,.

Das ist ein Doppelkegel um die x,-Achse.

Definition 52. Sei (V;(.,.)) ein lorentzscher Vektorraum. Wir nennen v € V'\{0}

1. raumartig, falls (v,v) > 0,
2. zeitartig, falls (v,v) <0,

3. lichtartig oder isotrop, falls (v,v) = 0.
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Zur Kinematik der Speziellen Relativitédtstheorie.

Wir betrachten einen 4-dimensionalen Lorentzraum (V,(.,.)). Die Menge der zeitartigen
Vektoren zerfillt in die zwei disjunkte Mengen, die ,, Hélften“ des Doppelkegels, so daf je zwei
Vektoren aus derselben Menge negatives Skalarprodukt haben. Die Wahl einer dieser beiden
Kegelhalften nennen wir eine Zeitorientierung und die ausgewéhlte Komponente die Zukunft.
Vektoren w aus Zukunft nennen wir zukunftszeitartig. Wenn sie auflerdem (w,w) = —1
erfiillen, nennen wir sie ein Inertialsystem oder einen krdiftefreien Beobachter. Punkte in V
heiflen auch Ereignisse.

Im folgenden sei (V;(.,.)) ein 4-dimensionaler lorentzscher Vektorraum mit einer Zeitorien-
tierung.

1. Relative Raum-Zeit-Zerlegung. Ist w € V ein kriftefreier Beobachter, so ist nach
dem Lemma
V = (Rw): ®Rw
und {.,.) auf (Rw)* positiv definit.

Gibe es v € (Rw)L\{0} mit
(v,v) <0,

so wire (.,.) auf Spann(v,w) negativ semi-definit:
(W + o, Mo + pw) = A (v,v) + p?(w, w) <0

fur alle A, . Andrerseits gibt es einen 3-dimensionalen Unterraum U C V, auf
dem (., .) positiv definit ist. Man verifiziert sofort, dafi U NSpann(v, w) = {0},
also dim V' = dim Spann (v, w) + dim U = 2 + 3 = 5. Widerspruch.

Wir nennen (Rw)® den Raum des Beobachters w und Rw seine Zeitachse.
Dann hat man also fiir ve V
v=(v+ (v,w)w) — (v, w)w

—_———— ——
=:Ry (v) =:Z(v)

Der kréftefreie Beobachter w kann also jedem Ereignis v
e cinen Ort R, (v) in seinem 3-dimensionalen euklidischen Raum (Rw)* und
e cine Zeit Z,,(v) = —(v,w) € R

zuordnen.
Fir ¢t € R ist
{veV|Z,w) =t}

die Menge der Ereignisse, die fiir w zur Zeit t stattfinden. Das ist ein affiner 3-
dimensionaler ,,Gleichzeitigkeitsraum*, der orthogonal zu w ist.

2. Relativitéit der Gleichzeitigkeit. Seien nun wy,ws € V zwei kriftefreie Beobachter.
Wir setzen zur Vereinfachung

R, := Ry, und Z; := Z,,,.
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Zeitumkehr. Wir betrachten im R* mit dem kanonischen Lorentzprodukt
0 3/4
wy = 0 w 0
1= 0 ’ 2 = 0
1 5/4
Offenbar ist (wy,w1) = —1 = (wq,ws) und (wy,ws) = —5/3 < 0. Wir betrachten
weiter die beiden Ereignisse
10 3
v 0 P 0
Y 10
6 5
Dann ist
Zl(’l}) = 67 Zl(’[}) = 57
- 9 25
L) =0, Za() = (5~ 7) =4
Der Beobachter w; sieht also das Ereignis v nach o, fiir den Beobachter ws ist die
Reihenfolge umgekehrt.

3. Relativgeschwindigkeit. Das Ereignis tws fiir ¢ € R sieht der Beobachter wy fiir
alle t an der Stelle Ry (tws2) = 0. Es befindet sich in seinem System also in Ruhe. Der
Beobachter w; sieht es zur Zeit

A (th) = —t<’LU2, w1>

an der Stelle
Rl(tlUg) = tRl(’LUQ) = t(’LUQ + <w2,w1>w1).

Es bewegt sich also mit der konstanten Geschwindigkeit

Ry (wo)

Zi(wn) € (Rwl)L

U2 =

und wir nennen das die Geschwindigkeit von we relativ zu wy. Wir berechnen die
euklidische Linge ||ujz|| von ups in (Rwq)t.

(w12, u12) = m (w2 + (wo, wi)wy, wa + (wa, wi)wy)
2, W1
1
= Twa )2 (=1 = (w2, w1)* + 2(wa, w1)?)
2, W1
_ (wg,w1>2 -1 < 1
<U)2,U)1>2 )

Das liefert den

Satz von der Unerreichbarkeit der Lichtgeschwindigkeit. Die Relativgeschwindigkeit
zwischen kriftefreien Beobachtern ist von Betrage < 1.

Loést man die letzte Gleichung nach (wq, w1) auf und benutzt, dafl dieser Ausdruck < 0
ist (beide zukunftsartig), so folgt

1

V1= Juwl*

(w2, wy) = — (42)
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Aus der Symmetrie der linken Seite folgt

Die Relativgeschwindigkeit von ws zu w; ist dem Betrage nach gleich der von w; zu
ws. Vektoriell lassen sich die beiden i.a. nicht vergleichen, da sie in den verschiedenen
Riumen (Rw;)* bzw. (Rws)' liegen.

4. Zeitdilatation. Aus der Gleichung (42) folgt fiir t5 € R

to

V1= Jluzl*

tl = Zl(tQWQ) = (43)

Die Ereignisse Owy und tows finden fiir wy am selben Ort 0 zu den Zeiten Zs(0ws) = 0
und
Zy(tawz) = —ta(wa, wz) = ta

statt, haben also den Zeitabstand t. Beziiglich w; haben sie den Zeitabstand t; =
Z1(taws), der nach (43) grifer als to ist.

5. Langenkontraktion. Wir betrachten nun zwei im System von ws ruhende Punkte
Owsy und 3 + tws mit x5 € (Rwy)L. Sie haben den rdumlichen Abstand

lo = [|Ra(22)|| = [|lz2]|.
Der Beobachter w; sieht die Ereignisse Owsy und x4 + tws gleichzeitig, wenn
0= Z1(0w2) = Zl(xg + twg) = —<JJ2,U}1> — t(wg,w1>,
d.h. wenn
<I2, ’LU1>

_<w27w1>

Der rdaumliche Abstand I; der beiden Ereignisse Qws und

t =

<x27w1>

Z1 =22 +twy = T2 + ws € (Rwyp)*t
—(wa, w1)
ist, weil zo 1 ws, gegeben durch
2
13 = 2 = 2 _ 42— 2_ (z2,w1)”
1=zl + 7 (w2, wa) = [|2a| [EA RAE
xo, Ro(wy))? Ro(w
= |lza? - M = ||z2||? — (22, Ry(wr) o
(w2, wr) (wa, w1)
N—

u21

= ||zl = llz2|*luz1 [|* cos a,

wobei a der Winkel zwischen x5 und Rg(w1) in (Rwsg)t ist. Also folgt

Im System ws ruhende Punkte 0 und x2 vom Abstand /5 haben von w; aus betrachtet
den euklidischen Abstand

I, = lg\/l — |Juza1]|? cos? a,

der also i.a. kleiner als [y ist. « ist der Winkel zwischen der Strecke O0xzo und der
Relativgeschwindigkeit im System ws.
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6. Das Additionstheorem der Geschwindigkeiten. Im folgenden betrachten wir
einen dritten kréftefreien Beobachter wy. Dann gilt

Ro(w1)  Ro(wsg)

—(wo,w1) —(wo, wa)

1
N m<wl + (w1, wo)wo, wa + (w2, wo)wo)
- m(<wlvw2> + (w1, wo) {wa, wp))

1= 2. /1= 2
_ V1= w2/ — Jluee] +1
1= fluz|?

<u01,u02) = <

Daraus folgt
1 — |luor||?) (1 — ||uo2]?
1— ||U12||2 _ ( || 01” )( || ;)QH ) (44)
(1 — (uo1, uo2))
Sind uo; und ug in (Rwg)* entgegengesetzt gerichtet, so ist (ugy, ug2) = —||uo1 | [|uoz|
und

(1 = Jluoa [) (A — |Juoa|*)
(1 + [Juon [[[[uoz]))?

_ (luor [l + [luoz|)?
(14 [luon [l [lwoz[1)?

[ure|]* =1 —

Es folgt das

Additionstheorem der Geschwindigkeiten.

s = l|lwor || + [luoz |l
vel=———r—-
1+ [Juor | [[uoz]|

7. Das Langevinsche Zwillingsparadoxon. Wir betrachten wieder drei kriftfreie Be-
obachter wie oben und nehmen an, daf} fiir ¢o, ¢, to gilt

towg = t1wy + taws.

Dann gilt
tg = —(towo, towo)

= —(trw1 + tawa, trwy + taws)

= t% + t% — 2t1t2<w1, U)2>

=13 4 t2 + 2ty

1 — [Juaa|]?

> 12 413+ 21ty

= (t1 + t2)2
mit Gleichheit genau dann, wenn ||uj2|| = 0. Das ist aber dquivalent zur Bedingung

0= Rl(U)g) = wg + <U)1,U)2>.

also we = Awy, und wegen (wq,w) = (way, wo) folgt w1 = we = wo.
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Man kann dies verallgemeinern auf mehr als
zwei Summanden auf der rechten Seite, und
die rechte Seite dann als polgonale Approxi-
mation einer gekriimmten Kurve ansehen.

Langevinsches Zwillings-Paradoxon. Die Zeit ,auf einer gekriimmten zukunftszeitarti-
gen Kurve“ (beschleunigter Beobachter) zwischen deren Endpunkten ist kiirzer als die
Zeitdifferenz zwischen diesen Endpunkten beziiglich eines kriftefreien Beobachters.
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