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Vorwort

Dies ist kein Buch, sondern ein Vorlesungsskript. Der Unterschied besteht dar-
in, daf} ein Skript zum Selbststudium weniger gut geeignet ist, also den Besuch
einer Vorlesung nicht ersetzen kann. Ein Skript verschafft wéhrend der Vorle-
sung Zeit zum Nachdenken und erleichtert die Nachbereitung. Der Besitz eines
Skriptes vermittelt aber auch das triigerische Gefiihl, das in ihm enthaltene
Wissen bereits zu ,,besitzen* oder es sich jederzeit rasch aneignen zu konnen.
Es verfiithrt somit auch dazu, nicht zur Vorlesung zu erscheinen.

Dieses Skript ist Teil eines Skriptes zur Vorlesung “Mathematik I fiir das
Grundstudium®“. Das Besondere an dieser Vorlesung — wie an allen anderen
Mathematik-Vorlesungen auch — ist, dafl man durch Lesen und Zuho6ren allein
nicht genug lernt. Das Wesentliche ist neben dem Nachvollziehen der Theorie
das selbstandige Durchrechnen von Beispielen, und zwar “mit der Hand“.

Vorausgesetzt werden hier lediglich — allerdings umfassende — Kenntnisse im

e Bruchrechnen,
e Umstellen und Lésen von linearen und quadratischen Gleichungen,

e Losen einfacher Linearer Gleichungssysteme.

Gebrauchsanleitung fiir Studienanfinger!

Fir das Studium eines mathematischen Textes — insbesondere also des vorlie-
genden Skriptes — bendtigt man

einen ruhigen Ort,

eine Sitzgelegenheit (moglichst mit Tisch), auf der man lingere Zeit be-
quem (aber aufrecht) sitzen kann,

einen (nicht zu kleinen) Stapel beschreibbaren Papiers (freie Riickseiten),

e ein Schreibgeriit,

taus: W. Mackens, H. Vo8 : Mathematik I, HECO-Verlag, 1993
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e cine nicht zu kurze Zeitspanne (minimal eine Stunde), in der man
storungsfrei arbeiten kann,

e cinen festen Willen, wirklich verstehen zu wollen

e und jede Menge Ausdauer und Hartnéckigkeit.

Es ist selten sinnvoll, einen mathematischen Text beim ersten Lesen wie eine
Zeitung in der Bahn oder im Bus, im Schwimmbad, in einem zum Eind&sen
verleitenden Sessel oder in einer kurzen Pause zwischen anderen Aktivitdten zu
lesen. Es ist besser, sich an solchen Orten und bei solchen Gelegenheiten schéne
Gedanken zu anderen Dingen zu machen und sich — u.a. fiir die ernsthafte
Bearbeitung eines mathematischen Textes — zu entspannen.

Es ist sehr sinnvoll, einen mathematischen Text in einer Gruppe zu besprechen,
da hierdurch bislang tibersehene Aspekte des Textes auffallen kénnen, mogliche
eigene Defizite von anderen Gruppenmitgliedern beseitigt werden kénnen und
man Gelegenheit findet, Gelerntes in eigenen Worten zu formulieren. Die Zeit
fiir eine solche Gruppenarbeit ist aber nur dann sinnvoll investiert, wenn man
sich vorher allein intensiv mit dem zu besprechenden Text auseinandergesetzt
hat. Die Teilnahme an einer Gruppenarbeit ohne vorhergehendes Studium
ist meistens fiir das griindliche Verstehen eher hinderlich, da es zur falschen
Annahme verfithren kann, ein positives Endergebnis der gesamten Gruppe
hitte auch (notwendig) eigenes Verstehen zur Konsequenz.

Einen mathematischen Text erarbeitet man, indem man

e alle Aussagen griindlich liest,

e sich klarmacht, ob man alle darin verwendeten “Vokabeln* kennt, d.h. die
Definitionen der mathematischen Begriffe parat hat,

e Unkenntnis von Vokabeln oder Unsicherheit hinsichtlich ihrer Bedeutung
gegebenenfalls (mit Hilfe des Stichwortverzeichnisses) sofort eliminiert,

e die Schliisse zu verstehen versucht, mit denen Beziehungen zwischen den
betroffenen mathematischen Begriffen hergestellt werden,

e anhand gegebener Beispiele das Verstédndnis eines Sachverhaltes vertieft,
e sich oft bemiiht, eigene Anwendungsbeispiele zu konstruieren,

e alles haarklein auf dem Papier nachvollzieht (die Mathematik gewinnt
einen Grofiteil ihrer Schlagkraft aus der Anwendbarkeit formaler Kalkiile
mit denen man Ergebnisse “einfach“ ausrechnen kann, und Rechnen will
immer wieder geiibt werden),

e viele Aufgaben zu dem behandelten Sachverhalt rechnet

e und sich immer wieder zwei Fragen stellt:
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— Habe ich den dargestellten Sachverhalt wirklich verstanden? und

— Was konnte ich als Studentin oder Student einer Ingenieurwissen-
schaft mit der Kenntnis dieses Sachverhaltes anfangen?

Insbesondere der oben angesprochene Punkt “ Ausdauer und Hartnéckigkeit® ist
von allergrofiter Wichtigkeit! Viele Untersuchungen haben ergeben, dafl grofie
Leistungen (nobelpreiswiirdige Entdeckungen, Spitzenleistungen in den Berei-
chen Wissenschaft, Sport, Musik oder Kunst) nur zu etwa 25 - 30 % durch Be-
gabung oder angeborene Fihigkeiten zustandekommen, immer aber wesentlich
von immenser Arbeit abhingen.

Die gute Nachricht ist, daf so etwas jeder kann! Jedenfalls kann es jeder lernen.
Diese Dinge kosten natiirlich Zeit, manchmal sogar viel Zeit.

Nehmen Sie sich diese Zeit!
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Kapitel 1

Z.ahlen

1.1 Reelle Zahlen

1.1.1 Axiomatische Einfiihrung

R bezeichne die Menge der reellen Zahlen, also aller endlichen- oder unendlichen
Dezimalbriiche, periodisch oder nichtperiodisch. Im Umgang mit ihnen sollen
die folgenden Gesetze (Axiome) gelten:

Definition 1.1 Axiome der reellen Zahlen

In R werden zwei Verkniipfungen (Operationen) definiert, genannt Addition
und Multiplikation, die den folgenden Gesetzen gehorchen:

(a) Summe:
(i) Innere Verkniipfung:
a+beR (a,b € R)
(ii) Assoziativgesetz:
a+(b+c) = (a+b)+c (a,b,c € R)

(iii) Neutrales Element: Es gibt genau eine reelle Zahl 0 (Null) mit der
Eigenschaft

a+0 =04+a = a (a € R)

(iv) Inverses Element: Zu jedem a € R existiert genau ein Element
(—a) € R mit der Eigenschaft



2 KAPITEL 1. ZAHLEN

(v) Kommutativgesetz:
a+b =b+a (a,beR)
(b) Produkt:
(i) Innere Verkniipfung:
a-beR (a,b€R)
(ii) Assoziativgesetz:
a-(b-c) = (a-b)-c (a,b,c € R)

(iii) Neutrales Element: Es gibt genau eine reelle Zahl 1 (Eins) mit der
Eigenschaft
a-1 =1-a = a (a € R)

(iv) Inverses Element: Zu jedem a € R mit a # 0 existiert genau ein
Element (a~!) € R mit der Eigenschaft

a-at =ata=1
(v) Kommutativgesetz:
a-b="ba (a,b e R)
c¢) Distributivgesetze:
(c) 8
(i) a-(b+c) = a-b+a-c (a,b,c € R)
(ii) (a+b)-c =a-c+b-c (a,b,c € R)

Bemerkung

(i) Wegen der Kommutativitét der Multiplikation ist (c) (ii) hier iiberfliissig.

(ii) Gelten von (a) und (b) nicht alle Gesetze, so bezeichnet man (abhéngig
von den Gesetzen, welche giiltig sind) die jeweiligen Mengen wie folgt:

(a) (i)-(iv) . Gruppe
(a) (1)-(v) :  kommutative oder Abel’sche Gruppe
(a) ()-(v) A (b) ()-) : Ring
(a) (i)-(v) A (b) (i)-(iii)) : Integritétsbereich
(a) (i)-(v) A (b) (i)-(iv) : Korper
(a) (i)-(v) A (b) (I)-(v : kommutativer Korper
(iii) (R,+) ist eine kommutative Gruppe
(R, ) ist eine kommutative Gruppe
(R\{0},-)  ist eine kommutative Gruppe
(R,+,) ist ein kommutativer Korper

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



1.1. REELLE ZAHLEN 3

(iv) Trégermengenkonvention:

Man spricht von R als ,Korper der reellen Zahlen“, obwohl man
(R, +, -) meint, also die Menge R, versehen mit der Struktur der Addition
und der Multiplikation.

Aus den Korperaxiomen lassen sich alle bekannten Rechenregeln herleiten
(a,b,x € R):

:b—a

[
N
S
S~—
+
S
I

i) atz=b = =
—

SISy

(i) a-z=0 r=a'tb= 2 =bla (a#0)

(i) a-0=0 fir alle a € R
(iv) a-b=0 = a=0 V b=0 (Nullteilerfreiheit)

(v) bla=0 = b=0

Die multiplikative Sonderrolle der Null driickt sich darin aus, daf} sie kein (mul-
tiplikatives) Inverses besitzt. Andernfalls wére ndmlich

0-07!

sowohl = 0 (s. (iii) oben) als auch = 1 (da Produkt mit ihrem Inversen).

Man beschreibt diese Tatsache durch den Satz, die Division durch 0 sei
unmoglich oder sie sei ,,verboten“. Man gewdthne sich an, vor jeder Division
zu priifen, ob der Divisor ungleich Null ist.

Auch eine Zahl a # 0 1d8t sich nicht durch Null teilen. Andernfalls folgte aus

die Aussage

also ein Widerspruch zur Voraussetzung a # 0.

Die Assoziativgesetze erlauben das Weglassen von Klammern in Summen bzw.
Produkten von mehr als zwei Operanden (Summanden bzw. Faktoren). Damit
sind die folgenden Ausdriicke eindeutig definiert:

n

Zci = Cc+...+cy

=1

n
Hci = Cl... Cp
i=1

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



4 KAPITEL 1. ZAHLEN

Das Kommutativgesetzt der Addition ermdglicht die folgenden Regeln fiir den
Umgang mit dem Summenzeichen:

n n n

;(Ci +d;i) = (; Ci) + (; di)
R - L

Die letzte Regel besagt, dal man eine Matrix spalten- oder zeilenweise aufsum-
mieren kann. Das Distributivgesetz 148t sich verallgemeinern zu

Zn:(a‘ci) = a- (Zn: Ci) (a € R).

i=1 i=1

Beispiel 1.1

Arne, Bjorn, Christine und Doris planen eine zweiw6chige Tauchreise ans Mit-
telmeer. Zur Ermittelung der Gesamtkosten erstellen sie eine Tabelle (Tab. 1.1),
welche die Einzelkosten aufschliisselt. Um jetzt die Gesamtkosten zu ermitteln,
lassen sich einerseits die Kosten k pro Gegenstand g ermitteln und danach iiber
die Anzahl der Personen addieren als auch umgekehrt:

6 6 4

i(ka) = Z( 1’%9)-

p=1 g=1 g=1 p=

1.1.1.1 Spezielle Zahlbereiche in R

IN:

Innerhalb der reellen Zahlen R bildet man durch die Festsetzung

1 = 1,0
2 = 141

3 = 1+2

die Teilmenge IN := {1,2,3,...} der natiirlichen Zahlen. Man setzt weiterhin

Ny := NU{0}.

Achtung

Diese Definitionen der Mengen IN und Ny sind zwar iiblich, aber nicht unbe-
dingt in allen Disziplinen. In der Informatik beispielsweise wird die Menge der
natiirlichen Zahlen einschliefilich 0 mit dem Symbol IN bezeichnet, also unsere
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1.1. REELLE ZAHLEN )

Arne Bjorn Christine Doris Summe
Reisekosten 162 154 154 162 632
Unterkunft 280 280 280 280 1120
Verpflegung 210 210 210 210 840
12 Tauchginge 180 180 180 180 720
Geréteausleihe —— 70 70 140 280
Nachttauchgénge 20 —— 10 —— 30
Summe 852 894 904 972 3622

Tabelle 1.1: Gesamtkosten einer Tauchreise
Menge INg. Das hat damit zu tun, dafl Feldindices normalerweise bei 0 anfangen.

Z:

Diejenigen reellen Zahlen x, welche Losungen der Gleichungen

at+x =0 (a,b € N)

sind, nennt man ganze Zahlen:

Z = {..,-2,-1,01,2,...}.

Q:

Diejenigen reellen Zahlen x, welche Losungen der Gleichungen

a-x = b (a,b€Z,a #0)
sind, nennt man rationale Zahlen:

Q = {9 a,b € 7 geeignet, a;é()}.
a

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



6 KAPITEL 1. ZAHLEN

Beispiele 1.2

(R,+,-) und (Q, +, ) sind kommutative Korper.

(Z.,+, ) ist ein Integritétsbereich, also ein Ring mit einem multiplikativen
Einselement.

e (27,+,-) ist ein Ring.

(N, +) ist keine Gruppe.
e (INg, +) ist auch keine Gruppe.
1.1.1.2 Potenzen

Aufgrund des Assoziativgesetzes der Multiplikation ist die Definition von Po-
tenzen moglich:

a® =1 (a € R)
a"tl = a"-a (a € R, n € Ny)
a™® = (a”H)" (aeR, a#0, neNN)

Dann gelten die bekannten Potenzgesetze (a,b € R, m,n € Z) :

a™ . q¥ = am+n
am
— m—n 0
- “ (a#0)
(@a-b)» = a™-b"
a\™ a”
(b) o (b#0)

Wenn a und b gréBer als Null sind, dann gelten diese Gesetze auch fiir beliebige
reelle Exponenten m oder n. Problem dabei: Was bedeutet das, also etwa 2™
oder 7V2?

1.1.2 Ordnung in R

Neben den Koérpereigenschaften besitzen die reellen Zahlen eine weitere vorteil-
hafte Eigenschaft, sie lassen sich ndmlich anordnen.

Definition 1.2

Das Quadrupel (K, +, -, < ) heifit ein geordneter Kérper, wenn (KK, +, -) ein kom-
mutativer Kérper und dort eine Relation ,,< ¢ erklart ist, welche den folgenden
Bedingungen geniigt:
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1.1. REELLE ZAHLEN 7

(i) Trichotomiegesetz:

Fiir je zweil Elemente a,b € K gilt genau eine der folgenden drei Bezie-
hungen:
a<b V a=b V b<a.

(ii) Transitivitdtsgesetz:

/\ a<b AN b<ec — a<c
a,b,ceK

(iii) Monotoniegesetze:

A a<b =

{a—i—c < b+c (c € K)
a,beK

a-c < b-c (ceK, 0<e)

Satz 1.1

In R ist eine Relation a < b erklérbar, welche den Bedingungen von Definition
1.2 geniigt, R ist also bzgl. ,, < “ ein geordneter Korper.

Definition 1.3

Seien a,b € R. Dann wird bezeichnet:

a>b: < b<a
a<b: < a<bVa=b

a>b: < a>bVa=b

)
)
)
(iv) a heifit positiv : <= a>0
) a heiBt negativ : <= a<0
) @ heifit nichtpositiv : <= a<0
) @ heifit nichtnegativ : <= a >0

Aufgabe

Kann man auf R? eine Ordnung im Sinne von Definition 1.2 erkliren? Wenn
ja, wie?

* Beispiel 1.3

Dieses Beispiel soll nur aufzeigen, dafl es in der Mathematik durchaus noch
andere Situationen gibt, in denen der Ordnungsbegriff eine Rolle spielt als die-
jenigen, welche man sich fiir gewohnlich vorstellt.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



8 KAPITEL 1. ZAHLEN

Seien M eine endliche Menge und P (M) ihre Potenzmenge. Fiir zwei Elemente
A, B € P(M) werde erklirt:

A+B = AUB
A-B = ANB
A< B < A;B

Ist damit auf P(M) eine Ordnung im Sinne von Definition 1.2 erklért? Wenn
nicht, welches der drei Gesetze ist verletzt?

1.1.2.1 Ungleichungen

Das Umgehen mit den ,,Ungleichheitszeichen®, also das Rechnen mit ,, Unglei-
chungen® gehort mit zum wichtigsten in der Analysis. Im folgenden Satz wer-
den dazu einige Regeln zusammengestellt, die zum ,,Handwerkszeug® gehoren
(a,b,c € R):

Satz 1.2

(i) a<b <= b—a>0

(i) a>0 <= (—a)<0

(iii) a<b AN ec<0 = a-c>b-c
(iv) a>0 <= 1/a>0

(v) a>b>0 <= 1/b>1/a>0
(vi) a>b>0 = a/b>1

(vi)) a#0 <= a®>>0

Beispiel 1.4

Man bestimme die Menge

4
M = {x: r€R, x#4, HES}.
r—4

Losung

Sei x € M. Dann wird eine Fallunterscheidung nach dem Vorzeichen des Nen-
ners der definierenden Aussageform von M vorgenommen:
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(i)

(iii)

r—4>0: — x>4

Unter dieser Bedingung l&8t sich die Ungleichung ;—‘fi > 3 mit dem Nenner
multiplizieren, ohne dafl sich das Ungleichheitszeichen &ndert, und man
erhalt

r+4>3rx—-12 < 16 > 2z <<= 8 > zx,

insgesamt also
L1 ={z: zeR, 4<a<8}.

x —4=0: Dieser Fall kommt nicht vor, also ist Lo = 0.

r—4<0: — x<4
Unter dieser Bedingung 148t sich die Ungleichung L“'i > 3 mit dem Nenner

o
multiplizieren, wobei sich das Ungleichheitszeichen &ndert, und man erhélt

r+4<3r—-12 < 16< 2z <<= 8 <z,

insgesamt also
r<4 AN x> 8.

Solch ein z kann es nicht geben, man erhilt hier L3 = (.

Somit lautet das Ergebnis:

M = L1 U Ly U L3
= {z:zeR, 4<x<8 UDUD

= {z:2zeR, 4<a<8}.

1.1.2.2 Intervalle

Seien a,b € R mit a < b. Dann heiflen

[a,0] = {x: z€R, a<x<b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) == {z: z€R, a<z<b} offenes Intervall
[a,b) {z:2zeR, a<z<b}

(a,b] = {z: zeR, a<z<b} halboffene Intervalle

[a,00) = {z: z€R, a<zx}
(a,00) == {zx: z€R, a<uz}
(—00,a] = {z: zeR, z<a}
(—o00,a) = {z: z€eR, z<a}

= {z: z€eR} =R
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10 KAPITEL 1. ZAHLEN

Bemerkung

Die obigen Setzungen mit dem oo-Zeichen sind ausschliellich symbolisch zu
verstehen, keinesfalls ist damit gemeint, daf3 es sich bei oo oder —oo um reelle
Zahlen handelt, mit denen man nach den Koérperaxiomen rechnen darf. ,,Rech-
nungen* der Form ,,00 — 0o = 0% oder ,,00/00 = 1¢ sind also weder richtig noch
falsch, sondern einfach unsinnig.

Definition 1.4

(i) Seien z € R und ¢ > 0. Dann heifit

e-Umgebung von z.

(ii) Sei A C R. A heifit Umgebung von z, wenn es eine e-Umgebung von A
gibt, die in A enthalten ist:

Ues(z) C A.

1.1.3 Vollstandigkeit von R

Definition 1.5
Sei M C R.

(i) Eine Zahl a € R heifit eine untere (obere) Schranke von M, falls gilt:

a <z (@ > x) (x e M).

Wenn eine untere (obere) Schranke von M existiert, so heiit M nach un-
ten (nach oben) beschrénkt. Ist M nach unten und nach oben beschrénkt,
so heifit M beschrankt.

(ii) Eine Zahl a € R heifit

untere Grenze oder Infimum von M
(obere Grenze oder Supremum von M),

falls gilt:

a ist untere (obere) Schranke von M, und es gibt keine unte-
re (obere) Schranke von M, welche grofler (kleiner) als a ist.
M.a.W., die untere (obere) Grenze von M ist die grofite untere
(kleinste obere) Schranke von M.
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Abkiirzung!: inf M, supM

also:
Infimum von M = untere Grenze von M = grofite untere Schranke von M
Supremum von M = obere Grenze von M = kleinste obere Schranke von M

(iii) Eine Zahl a € R heifit Minimum (Maximum) von M, falls gilt:

e ¢ ist Infimum (Supremum) von M

e aeM
Abkiirzung: min M, max M

Beispiele 1.5
Seien a,b € R. Dann gilt:

inf[a,b) = inf(a,b] = inf(a,b) = a
supla,b] = supla,b) = sup(a,b) = b
min [a,b] = minla,b) = a
max [a,b] = max(a,b] = b

min (a, b], min (a,b), max[a,b), max (a,b) existieren nicht!

1.1.3.1 Vollstindigkeitsaxiom von R

Definition 1.6

Fin geordneter Korper K heif3t vollstédndig, wenn gilt:
Jede nach unten beschrinkte Teilmenge von K besitzt ein Infimum
(in K).

Satz 1.3

(i) Der geordnete Korper (R, +, -, <) ist vollsténdig,.

(ii) Der geordnete Korper (Q, +, -, <) ist nicht vollsténdig.

Im Englischen heiBen diese Begriffe bezeichnenderweise

inf M = glb M (greatest lower bound),
supM = lub M (lowest upper bound).
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12 KAPITEL 1. ZAHLEN

Beweis von (ii):

Die Menge
M= {z: 2€Q, >0, 2 >2}

ist zwar nach unten beschrénkt, besitzt aber kein Infimum (welches per defini-
tionem in @ liegen miite!)

FEine zur Vollstédndigkeit dquivalente Formulierung ist, dafl die ,,Zahlengerade
R* keine ,,Locher* hat in folgendem Sinne:

Sind M,\N C R mit 2 <y (x € M, y € N), dann gibt es minde-
stens ein ¢ € R, welches ,,zwischen“ M und N liegt:

V A z<c<y

ceR  zeM
yeEN

Beispiel 1.6

@ ist nicht vollsténdig, denn zwischen den Mengen
M={z:2eQuzc0,4,22<2} und N:={z:zcQ, z€0,4], z° > 2}

liegt kein Element aus :

- \/ /\ z<c<y = /\ \/ c<zx Vy<c

ce zeM ce zeM
Q yeN Q yeN

1.1.4 Betrags- und Signumsfunktion

Der ,Abstand“ zweier reeller Zahlen auf der reellen Zahlengeraden muf} stets
eine nichtnegative reelle Zahl sein. Die Vorstellung dieses Abstandes soll jetzt
prézisiert werden:

Definition 1.7
Sei z € R. Dann heif3t

T falls = >0
’ > x , falls >0
|z| = 0 , falls x=0 =
—x , falls z<0
—z , falls <0

der Betrag von z (lies: Betrag z). Die dadurch definierte Funktion

l-]: R — R

heifit Betragsfunktion. Geometrische Veranschaulichung s. Abb. 1.1.
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Abbildung 1.1: Betragsfunktion

Die im folgenden definierte Funktion ordnet jeder reellen Zahl ihr Vorzeichen
zu bzw. der Null die Null:

Definition 1.8
Sei z € R. Dann heif}t

1, falls x>0
sgnzx = 0 , falls z=0
-1 , falls x<0

das Signum von z (lies: Signum z). Die dadurch definierte Funktion

sgn: R — R

x — sgn x

heifit Signumsfunktion. Geometrische Veranschaulichung s. Abb. 1.2.

sgn x

X

Wi(sgn)={-1,0,1}

Abbildung 1.2: Signumsfunktion

Satz 1.4
Fiir alle z,y € R gilt:

[ >0
|z =0 <= x=0
lx +y| < |z|+ |y Dreiecksungleichung

|z = | = =]
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14 KAPITEL 1. ZAHLEN

(v) x < |z
Vi) fzl =yl <lz+yl |yl =z <z +yl
— Nzl = yl| < |z +y

(vii) [z -yl = 2|yl

1
1 0
i) |2 = o (@ #0)
(ix) |z|<e <= —-e<z<e (e >0)
(x) Jr—al<e <= a—e<zx<a+e (>0, aeR)
(xi) |z]-]z] = |2* = 2?
(xii) sgnz-sgny = sgn(x-y)
(xiii) = = |z|-sgnz , |zr| = x-sgnx
Beispiel 1.7
Man bestimme die Menge
2
M = {x: x e R, x#4, Tt ’ < 2}.
r—4
Losung
Sei x € M. Dann gilt nach Satz 1.4
z+2 1 1 |z + 2|
pu— 2 . — pu— 2 . pu—
a:—4’ (vii) [z +2] 'x—4’ (viii) [z +2] |z — 4] |z — 4

und es folgt durch Multiplikation mit der positiven Zahl |x — 4| die Bedingung
lz+2] < 2]z —4]
l.z4+2>0: —» x> -2
(a) z—4>0: — x>4
Beide Bedingungen zusammen bedeuten x > 4. Damit erhélt man
r4+2<22-8 < 10<u,

und als Losungsgesamtheit dieses Punktes: Ly 4y = [10, 00).
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(b)

r—4<0: — zx<4

Beide Bedingungen zusammen bedeuten z € [—2,4). Damit erhélt
man

r+2<2x—-4) = —2x4+48 <= 3r<6 <— x<2

und als Losungsgesamtheit dieses Punktes: Ly ) = [-2,2].

2. 24+2<0: — <=2

(a)

r—4>0: — x>4

Beide Bedingungen zusammen bedeuten einen Widerspruch! Da-
mit erhélt man als Losungsgesamtheit dieses Punktes: Lo (q) = 0.

r—4<0: — zxz<4

Beide Bedingungen zusammen bedeuten x < —2. Damit erhélt

man
—(x4+2)<-2(x—-4) = —22+8 <+— z<10,

und als Losungsgesamtheit dieses Punktes: Ly ) = (=00, —2).

Somit lautet das Ergebnis:

1.2

M= Li@ U Lip) U Lo@ U Lo
= [10,00) U [-2,2] U 0 U (—o00,—2)
= (—00,2] U [10,00)
= R\ (2,10).

Komplexe Zahlen

1.2.1 Erweiterung von R zum Koérper C der komplexen Zahlen

Fiir jede reelle Zahl z ist stets 22 = |z[*> > 0. Daher kann die Gleichung
22 +1 = 0 im Bereich der reellen Zahlen keine Losung besitzen.

Man koénnte nun einfach ein neues Symbol ,erfinden* — etwa y/—1. Dieses Sym-

bol kann dann keine reelle Zahl mehr sein, miiite also etwas sein, was ,,jenseits

“

der reellen Zahlen liegt, also iiber sie hinausgeht. Dann ist aber auch nicht be-

kannt,

welchen Rechengesetzen dieses Symbol denn gehorcht. Als ,, Losung® der

Gleichung 22 = —1 miite allerdings auf jeden Fall gelten:

V-1-v/-1 = —1.
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16 KAPITEL 1. ZAHLEN

Nimmt man nun an, daf§ das Symbol v/—1 auch den Kérperaxiomen geniigt, wie
sie fiir die reellen Zahlen gelten, so erhielte man fiir jede quadratische Gleichung

4+ prt+q =0

die folgenden ,,Losungen*:

2 2
(g) -—¢q=20 = JJ1,2=—]zi (]2> —q,

2 2
(g) —qg <20 == m172:_£i q—(g) /=1,

Der zweite Ausdruck ist, da er das Symbol v/—1 enthélt, keine reelle Zahl. Selbst
die Operationen ,,+“ und ,,-“ haben hier nur formale Bedeutung, da Addition
und Multiplikation bisher nur fiir reelle Zahlen, Funktionen, Vektoren, Matrizen
o0.4. definiert sind, und \/—1 gehort zu keiner dieser Mengen.

Im folgenden wird dieser Gedanke weitergesponnen. Man tut einfach so, als ob
Ausdriicke der Form a+b-+/—1 fiir reelle Zahlen a und b definiert sind und den
fiir R bekannten Korperaxiomen geniigen. Daraus leitet man Folgerungen ab.
Zum Schluf iiberlegt man sich dann, wie diese Grolen auf eine solide Grund-
lage gestellt, d.h. mit Hilfe schon bekannter Begriffsbildungen definiert werden
konnen.

Der Grund fiir die Reihenfolge dieser Vorgehensweise liegt darin, dafl man
hofft, auf diese Weise auf Ideen zu kommen, mit Hilfe welcher Menge diese
neuen Symbole — welche spéter komplexe Zahlen genannt werden — denn nun
realisiert werden konnen.

Annahme

Es existiert eine Menge IK mit den folgenden Eigenschaften:
1. RCK
2. K ist ein Korper.

3. In K existiert eine Losung der Gleichung 2% 4+ 1 = 0, also ein Element, i
genannt, welches der Bedingung i> = —1 geniigt.

Die anschlieflende Folgerung liefert notwendige Konsequenzen, die sich aus den
obigen Annahmen ergeben:
Folgerung

(i) K mu$ alle Elemente der Form
T +i-y (x,y € R geeignet)

enthalten.
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(i) z+iy = u+iv <= z=u A y=v (z,y,u,v € R)

(iii) (z+1iy) + (u+iv) = (x4+u)+i(y+v) (z,y,u,v € R)

(iv) (z+iy) - (u+iv) = (xu—yv)+i(zv + yu) (z,y,u,v € R)
)

und (iv) einen Korper, und zwar den kleinsten, in dem alle quadratischen
Gleichungen 16sbar sind. Er wird Kérper C der komplexen Zahlen genannt.

Beweis

(i) Folgt aus allen drei Annahmen.
(ii) Seien z,y,u,v € R, dann gilt:

r4+iy = utiv <= (z—u) =i(v—y)

(iii) Folgt aus 2. und 3. der Annahme.
(iv) Folgt aus 2. und 3. der Annahme.

(v) In der Einleitung dieses Abschnittes wurde gezeigt, dafl jede quadratische
Gleichung l6sbar ist, wenn nur i := +/—1 bekannt ist. Jeder andere Korper
mit den oben aufgefithrten Eigenschaften mufl mindestens alle Ausdriicke
der Form x + iy fiir reelle Zahlen x und y enthalten, also ist C der kleinste
solche Korper.

Nach der Herleitung dieser Konsequenzen bleibt zu zeigen, dafi C tatséchlich
definiert werden kann, d.h. dafl man eine bekannte Menge so strukturieren kann,
daf} dabei C herauskommt.

Die Folgerungen (ii) und (iii) fiir die Gleichheit und Addition komplexer Zahlen
sind ersichtlich dieselben wie die entsprechenden Vorschriften fiir die Punkte
(z,y) des Vektorraumes R?:

(z1,91) = (22,92) <~ T =22 AN Y1 = Y
(1,y1) + (22, 92) = (w1 + 22,91 +¥2)

Daf} es die komplexen Zahlen gibt, kann man mit der Tatsache begriinden, dafl
man die Ausdriicke 2 +iy mit den Punkten (x,y) € R? identifizieren kann, wenn
man fiir letztere noch eine Multiplikation definiert, die zu obiger Multiplikation
analog verlauft, also

(9317y1> - (w2, y2> = <331372 — Y12, T1Y2 + T2y1)-
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18 KAPITEL 1. ZAHLEN

Achtung
Dieses Produkt ist kein Skalarprodukt!

Satz 1.5

Auf R? = R x R seien zwei Operationen erklirt durch
+: (RxR) x (RxR) — R xR

(x,y) + (u,v) = (x4 u,y+0),

(RxR) x (RxR) — R xR
(x,y) - (u,v) = (zu—yv,zv+ Yu).

<IR2, +,-) ist ein kommutativer Koérper, genannt der Koérper C der komplexen
Zahlen.

Bemerkung

Eine komplexe Zahl z = x + iy mit z,y € R ist ein Element (z,y) der
Menge R?, auf der zusitzlich die obige Addition und Multiplikation definiert
worden sind. In Zukunft wird daher nicht mehr zwischen komplexen Zahlen
z = x +iy € C und Punkten (z,y) € R2?, fiir die zusitzlich die beiden
obigen Rechenoperationen definiert wurden, unterschieden. In diesem Sinne
wird z synonym als Zahl aus C oder als Punkt (z,y) € R? angesprochen,
s. Abb. 1.3.

4 imagindre Achse

43

y z=atiy =" ()

2=0 ,=%(0,0) x reelle Achse

Abbildung 1.3: Komplexe Zahl

Nun soll iiberlegt werden, wie die reellen Zahlen in die komplexen Zahlen ein-
gebettet werden konnen. Darunter versteht man den folgenden Vorgang:

Man arbeitet beispielsweise im Bereich der reellen Zahlen auch mit natiirlichen
Zahlen, etwa wenn eine reelle Zahl den Wert einer natiirlichen Zahl hat. So
spricht man von der Zahl ,4“, wenn man die Zahl ,,4,0“ meint. Genauso mdochte
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1.2. KOMPLEXE ZAHLEN 19

man nun mit denjenigen komplexen Zahlen verfahren, die vor dem ,i“ den
Faktor Null haben. Dabei macht man die folgende Beobachtung:

(x,0) + (u,0) = (z+u,0) (x,u € R),

<.ZL‘,0> ’ <u70> = (xu,O) (.’L‘,UE]R).

Mit den speziellen Paaren (z,0) 148t sich also wie mit reellen Zahlen selbst
rechnen. Da ferner gilt

(0,1) - (0,1) = (—1,0) und
(z,y) = (2,0) + (0,1)-(y,0)  (z,y €R),

kann man durch die folgende Identifizierung zu der anfangs dieses Abschnittes
eingefiithrten Schreibweise iibergehen:

(,0) «— =z (r € R)
(0, 1> — i,
(,y) = (=00 + (0,1) - (y,0) (z,y € R)
z = x + i . Y (z,y € R)

Eine komplexe Zahl z := (x, y) mit reellen Zahlen x und y wird demnach in der
Form z = x + iy geschrieben.

Definition 1.9

Die Darstellung der komplexen Zahl z in der Form z = z+iy mit reellen Zahlen
x und y heift Normalform (auch: algebraische Form oder kartesische Form)
komplexer Zahlen.

Bemerkung

Die komplexe Zahl i wurde eingefiihrt, um die Gleichung 2% + 1 = 0 zu l6sen.
Formal ergab sich ,;s0 etwas wie /—1“. Man sollte diese Motivation allerdings
nur als eine solche benutzen und nicht als Hilfsmittel, um damit Dinge konkret
auszurechnen, selbst wenn das in einigen Biichern so verwendet wird. Man lduft
sonst Gefahr, einige fiir reelle Wurzeln giiltige Beziehungen zu iibernehmen,
welche im Komplexen nicht mehr gelten.

Beispiel
-1 =1 = V-1IV-1 = /(-1)(-1) = VI = L.

Grundrechenarten mit komplexen Zahlen in der Normalform

Generell 148t sich sagen, dafl komplexe Zahlen sich bzgl. der Grundrechenar-
ten so verhalten wie Briiche, lediglich die Beziehung i? = —1 ist zusitzlich zu
beriicksichtigen.
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20 KAPITEL 1. ZAHLEN

Seien z1 =z iy, 22 = T+ iys. Dann gilt:
21+22 = (v1+iy) + (x2+iy2) = (x1 +22) + i(y1 +v2)
21—z = (x1+iy) — (x2 +iy2) = (1 —22) + i(y1 — y2)

21-22 = (w1 +iy1) - (22 +iy2)

= x1x9 + i1y + izoys + Y12

= (m122 — y1y2) + i(T1Y2 + 22Y1)

2 omtiyp  (; i) (22 — i)
29 z9 + iyo (w2 +iy2) (w2 — iy2)
_ T1T2 + Y1y2 . T2Y1 — XT1Y2

x3 + 3 3+ y3

Beispiele 1.8

(142i) + 341) = 4+3i

(4+31) — (7—2i) = —345i
(2—1) - (14+1) = 242i—i—i® = 3+i
1420 (1+2i)(3—4i)
344 (3+4i)(3-40)

3 — 4i + 61 — 8i2 11 4 2i

32 — (4i)? 25

Geometrische Deutung

1
25 " 25

Als geordnete Paare lassen sich die komplexen Zahlen auch durch Pfeile ver-
anschaulichen. Zur Unterscheidung von Vektoren des V? nennt man sie dann
Zeiger. Dabei ist es manchmal iiblich, die komplexe Zahl in diesem Fall zu
unterstreichen: z bedeutet demnach eine komplexe Zahl, die als Zeiger zu ver-

anschaulichen ist.

Die Addition bzw. Subtraktion &8t sich im R? dann geometrisch als Addition
bzw. Subtraktion von ,Pfeilen* deuten (Kréfteparallelogramm), s. Abb. 1.4.

Definition 1.10

(i) Seien z,y € R und z := x + iy. Dann wird definiert:

Rz = =z (Realteil von z)
Sz =y (Imaginérteil von z)

Man beachte: &z ist eine reelle Zahl.
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]
1
]

zp=1+2

Abbildung 1.4: Addition komplexer Zahlen

(ii) Eine komplexe Zahl z mit Sz = 0 heiit reell, eine solche mit Rz = 0 heifit
rein-imaginar.

Da komplexe Zahlen als Elemente des R? dargestellt werden, ja Elemente des
R? sind, auf denen zusitzlich eine Addition und eine Multiplikation definiert
sind, lassen sich noch mehr Rechenoperationen mit ihnen geometrisch veran-
schaulichen, nicht nur die Addition. Eine wichtige ist die Spiegelung an der
reellen Achse:

Definition 1.11

Seien z,y € R und z := z 4 iy. Dann heifit die Zahl
Z=x—iy = Nz —1-32

die zu z konjugiert komplexe Zahl.
+ imaginire Achse

y:%z ““““““““““““““““ d Z:$+iy77:“<w7y>

“reelle Achse

y=—9z Z=a—iy, =“(z,—y)

Abbildung 1.5: Konjugiert komplexe Zahl
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22 KAPITEL 1. ZAHLEN

Satz 1.6

(i) Rz — %(z+§) (z €C)
%z:%(z—z) (:€C) (=0 firzeR)
ER (=€ C)

(ii) Der Ubergang zur konjugiert komplexen Zahl ist vertriiglich mit den
Grundrechenarten im Korper C, d.h. fiir alle z,w € C gilt:

ztw = Z + w
Z-w = Z - W

z z

o - = 0
-2 weo

Betrag einer komplexen Zahl

In R 148t sich |z| als Abstand der reellen Zahl x vom Nullpunkt O auf der
reellen Zahlengeraden interpretieren.

In C fiihrt man eine Betragsfunktion ein, die genau dasselbe leistet, die al-
so den Abstand des Punktes (z,y) € R? vom Ursprung O = (0,0) darstellt,
s. Abb. 1.7:

also gerade der Euklidische Abstand im R2.

Beispiel 1.9

Fiir den Betrag eines Scheinwiderstandes aus Ohm’schem Widerstand und In-
duktivitét gilt

IR+ iwL| = /R?+ (wL)? (R,L,w € R).
Ist z reell, d.h. von der Gestalt
z =x+1-0,
dann stimmt der komplexe Betrag mit dem rellen Betrag iiberein, denn es gilt:

|x+i'0’komplex = V332+02 = ’x‘reell-

Daher braucht zwischen dem reellen Betrag | - |yeen und dem komplexen Betrag
| - |komplex nicht unterschieden zu werden, es wird einheitlich das Zeichen | - |
verwandt.
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Viele der fiir den Betrag reeller Zahlen aufgestellten Gleichungen und Unglei-
chungen lassen sich auf den Betrag komplexer Zahlen iibertragen:

Satz 1.7

Fiir alle z,w € C gilt:
(i
(ii

2] = 0

2| =0 <= 2=0

)
)
)
)

(iii |z +w| < |z] + |w Dreiecksungleichung
(v) o =fw[ <lz+w]  |w| =[] <]z +wl
— |l = wl| <z 4wl
(v) z-w| = 2] vl
o) 2= (= £0)
(vii) 2] = [ =2 = [z] = [ -7
(viii) |z |z| = 2> = 2 %

Definition 1.12
Ue(z0) = {z: z€C, |z— 2| <¢e}

heifit e-Umgebung von zy und ist eine offene Kreisscheibe vom Radius € um zg.

Beispiel 1.10

Man bestimme die Menge

M = {z: z€C, z# -2,

2—4‘ - 2}_
z+2|
Losung

Sei z € M und z =: x 4 iy. Dann gilt:

|z —4] < 2|z+ 2

Ve —42+y2 < 2¢/(z+2)2+y2
(z—4)2+y* < A[(z+2)*+¢°]

22— 8z +16 +y? < 42% + 16z + 16 + 4y°
0 < 2>+y*+8z

(x+4)*+y* > 16

1trey
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24 KAPITEL 1. ZAHLEN

Somit lautet das Ergebnis:
M ={z: 2€C, z=a+iy, (x+4)*+9* > 16}.
Es handelt sich dabei um das Aufere des Kreises mit dem Radius ro = 4 um

den Punkt zp = (—4,0) in der komplexen Zahlenebene, s. Abb. 1.6.

v Y
M

<—8, 0) 20

N

Abbildung 1.6: Kreis mit Radius » = 4 um den Punkt zg = (—4,0)

Bemerkung

Verlorengegangen beim Ubergang von R zu C ist die Totalordnung, man kann
nicht alle komplexe Zahlen der Groéfle nach ordnen. Beispielsweise gilt fiir die
komplexe Zahl i keine der drei Beziehungen

i<O \% i=0 \% i>0

im Sinne der Ordnungsrelation der reellen Zahlen, denn die Giiltigkeit einer
jeden dieser drei Bedingungen fiihrt zu einem Widerspruch:

i<0 — ii>i-0=0 — i2=—-1>0  Widerspruch !
i=0 — i2=-1=0 Widerspruch !
i>0 — i-i>i-0=0 — i2=—-1>0  Widerspruch !

1.2.2 Trigonometrische Form und Exponentialform komplexer
Zahlen

Die Darstellung komplexer Zahlen in der trigonometrischen Form oder Expo-
nentialform erfordert die Kenntnis ebener Polarkoordinaten, welche zuerst be-
reitgestellt werden sollen. Die komplexe Zahl z = x + iy wird, statt durch die
beiden reellen Zahlen = und y, durch zwei andere Groflien dargestellt, den Po-
larkoordinaten r und ¢.

Dabei gelten die folgenden Umrechnungsformeln:

e Polarkoordinaten — Kartesische Koordinaten:

T = T-C08¢p

y = r-sing
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4 imagindre Achse

y =92 z=xz+iye C
”:“<.’L',y> €R2
r :
o 1 ‘
z =Rz reelle Achse

Abbildung 1.7: Polarkoordinaten

e Kartesische Koordinaten — Polarkoordinaten:

r = 1/'1:2_‘_3/2

tang = y/x (falls = # 0)

Im Falle » = 0 (Koordinatenursprung) ist der Winkel ¢ unbestimmt. Es heiflen:

ro: Radius : Abstand vom Ursprung

¢ Polarwinkel : Winkel im mathematisch positiven
Sinne mit der positiven Abszisse

Winkel werden dabei zweckméfligerweise im sog. Bogenmaf gemessen:

Definition 1.13 Bogenmaf

y

¢

Abbildung 1.8: Bogenmaf

Das BogenmaB eines Winkels ist der vom Radius » unabhiingige Quotient (Ahn-
lichkeitssatz) aus Bogenlidnge b(r) und Radius r eines Kreissektors mit dem be-
treffenden Mittelpunktswinkel ¢, s. Abb. 1.8. Es ist daher die Lange desjenigen
Bogens, der im Einheitskreis (r = 1) dem Winkel ¢ gegeniiberliegt:

b(1) ¢

= —= = - 2m.
arc ¢ 1 360° T

Das Bogenma# ist eine einheitenlose (,,dimensionslose“) Zahl, manchmal mit der
kiinstlichen Einheit ,rad“ (Radiant) versehen. Fiir das zugehorige Gradmafl ¢

gilt:
b
¢ _ b(1) s

360° 2

B 3600.
27

b(1).
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26 KAPITEL 1. ZAHLEN

Hat der Kreis den Radius r, so ergibt sich die Lénge des Bogens, der dem Winkel
¢ gegeniiberliegt, zu

¢

b(r) := 360°

2m-r = b(l)-r.

Bisher ist das Bogenmaf} eines Winkels ¢, welches von nun an mit demselben
Symbol ¢ bezeichnet wird wie vorher das Gradmaf, nur auf Vielfache von 27
bestimmt: mit ¢ ist stets auch

¢+ k-2 (k€ Z)

ein moglicher Polarwinkel. Um ¢ eindeutig festzulegen, mufli man es auf ein
Intervall der Léange 27 beschrénken, iiblicherweise auf (—, 7| oder auf [0, 27).
Den in diesem Intervall gelegenen Winkel bezeichnet man als den Hauptwert,
s. Abb. 1.9 und 1.10.

Hier wird als Intervall fir den Hauptwert das Intervall [0, 27) gewéhlt. Beziiglich
diesem ist dann

arctan £ , x>0 A y>0
x
T
— ) =0 A >0
2 v Y
¢ = arctang—l—ﬂ , <0 AN yeR
x
3
on , =0 A y<0
2
arctang—l—Zﬂ', >0 AN y<0
x
5¢ 8

f(x)
(%)

6;_//
0 2;//

o Hauptzweig
% 0 2 4 6 x&8 E 0 x5
Abbildung 1.9: f(z) = tan z Abbildung 1.10: f(z) = arctan x
Die Funktion tan(-) mit tan¢ = £ ist nur im Intervall (=%, Z) definiert; auf

die anderen Intervalle wird sie periodisch fortgesetzt. Die obige Festlegung des
Winkels geschieht deshalb, damit man als Bilder alle Winkel im Intervall [0, 27)
erhilt, also auch solche auBerhalb von (-7, 7).

Exemplarisch sei die Formel fiir den 2. und 3. Quadranten hergeleitet. Man
betrachte dazu einen Winkel im 2. Quadranten (Abb. 1.11).
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27

imaginére Achse

2
r =Rz U reelle Achse

Abbildung 1.11: Winkel im Intervall [0, 27)

" _ Yy _ ¥
any = — = —
2|

_ Yy _ Yy
— «a = arctan | — | = —arctan ( —
—x T

Fiir den im Intervall [0, 27) gelegenen Hauptwert folgt dann

o =T—a = 7r+arctan(g>.
x

Definition 1.14

r heifit auch Betrag der komplexen Zahl z, ¢ ihr Argument, Winkel oder Phase,

geschrieben:?

ro= |z

= argz

Definition 1.15

(i) Die bisher in Normalform vorliegende komplexe Zahl z = x + iy 148t sich
unter Verwendung von Polarkoordinaten in der trigonometrischen Form

schreiben:

z = x+1iy = r-(cos¢ + ising),

wobei fiir r # 0 gilt:

(1.1)

r=lz|=vVz-zZ=Vat+y? : cosh = - , sing = 2.
r r

’Die Abkiirzung ,arg® fiir das Argument (Winkel) ist nicht zu verwechseln mit dem Aus-

druck ,arc“ fiir das Bogenmaf.
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28 KAPITEL 1. ZAHLEN

(ii) Die Exponentialform komplexer Zahlen wird durch die Euler’sche Formel
vermittelt:

¢'® = cos¢ + ising (¢ €[0,2m)). (1.2)

Die Formel (1.2) verkniipft eine komplexe Linearkombination trigonometrischer
Funktionen mit einem reellen Argument mit einer komplexen Exponentialfunk-
tion mit einem imagindrem Argument. Da hier noch nicht bekannt ist, was eine
komplexe Exponentialfunktion ist, wird die Euler’sche Formel momentan nur
als Abkiirzung der rechten Seite angesehen:

¢'? = cos¢ + isin¢;
insbesondere weifl man noch nicht, ob man mit ihr so rechnen kann, wie man
das von der reellen Exponentialfunktion her gewohnt ist. Gilt beispielsweise

Die Antwort ist ja, und der entsprechende Sachverhalt wird weiter unten bewie-
sen, im Moment aber noch nicht vorausgesetzt und daher auch nicht benutzt.
Die trigonometrische Form und die Exponentialform zusammen heiflen auch
Polarform.

Mit Hilfe der Euler’schen Formel 148t sich die trigonometrische Form komplexer
Zahlen in die Exponentialform umwandeln:

z = re® = |z]e¥8%

Bei der Multiplikation, Division und beim Radizieren wird sich diese Schreib-
weise als niitzlich herausstellen. Setzt man fiir ¢ spezielle Winkel ein, so ergibt
sich etwa (Abb. 1.12)

Abbildung 1.12: Komplexe Zahlen €'? fiir ¢ € {0, 5, =, 37”

e = cos0 + isin0 = 1 + i1-0 = 1
ez = cosy + ising = 0 + i-1 = i
e™ = cosmt + isinm = -1 + i-0 = -1
ei%ﬁ = cos%7r + isin%’r = 0 — i-1 = -—i
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1.2. KOMPLEXE ZAHLEN 29

Die komplexe Exponentialfunktion ist im Komplexen periodisch mit der Periode
27
clletham) — oo (¢ €[0,2n), k € 7Z),

da sie iiber die Euler’sche Formel (1.2) mit den reellen Winkelfunktionen ver-
kniipft ist und diese ebenfalls periodisch mit der Periode 27 sind:

sin(¢ + k27) = sing , cos(¢ + k2mw) = cos ¢ (¢p €[0,2m), k € Z).

Bemerkung

In der Elektrotechnik hat sich auch die Schreibweise fiir den Winkel ¢ im Grad-
maf etabliert. Dabei wird fiir ¢?, den Winkelfaktor, eine verkiirzte Schreibweise
benutzt:

e =: /¢ und e = /—¢.

/iﬁ wird gelesen: Versor ¢. Damit kann auch die gesamte komplexe Zahl in dieser
Form angegeben werden:

z = 41y = r(cosg+ising) = re? = /¢ .

Da in der Mathematik haufig komplexe Zahlen als Argumente und Werte von
Funktionen auftreten, welche mit anderen (im Bogenmaf}) angegebenen Wer-
ten verkniipft werden, soll die Versor-Schreibweise hier nicht verwendet werden.

Multiplikation und Division komplexer Zahlen in der trigonometri-
schen Form oder in der Exponentialform

Seien z1,29 zwei komplexe Zahlen, definiert durch ihre Polarkoordinaten
7"1,¢1,7'2,¢2:

21 = 7r1e? = ri(cos ¢y + isin )

zo = 19e92 = 7ry(cospg + isin ¢o)
Beh. ]_ 21+ R2 = T1T9 ei(¢l+¢2)
Bew.

2129 = TlT‘Q(COS ¢1 + isin ¢1)(COS P9 + iSiIlgf)g)
= rlrg[(cos ¢1 08 P2 — sin ¢y singg) + i(sin ¢y cos o + cos @1 sin gz52)]

= rirafcos (g1 + ¢2) + isin(¢1 + ¢2)]

— iy i1+ ¢2)
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30 KAPITEL 1. ZAHLEN

z 1 i(d—
Beh. 2 % = T el ($1-62)
Bew. Analog; Erweitern mit dem konjugiert komplexen Nenner.

Zwei komplexe Zahlen in trigonometrischer Form oder Exponentialform werden
multipliziert (dividiert), indem ihre Betrige multipliziert (dividiert) und ihre
Argumente (Winkel) addiert (subtrahiert) werden.

Geometrische Deutung
(i) Multiplikation mit einer reellen Zahl r > 0:

e r>1: —  Streckung

e r<1: —  Stauchung
(ii) Multiplikation mit ¢!* : —  Drehung um ¢

(iii) Allgemeiner Fall : —  Drehstreckung

Beispiele 1.11

(i) Streckung, s. Abb. 1.13:
z1 =3, 220 = 141 — 21-Z2:3(1+i)

1 [ ‘21'22:3(14-1)

Abbildung 1.13: Streckung

(ii) Drehung, s.Abb. 1.14:
z21 = o'l , Zo = V2i = V2¢l2 — 2129 = \/ﬁei%r
(iii) Drehstreckung, s. Abb. 1.15:

21 =141, 20 =141 — Z1 2 = 0420 = 212

Potenzieren komplexer Zahlen

Das Potenzieren komplexer Zahlen findet in der Regel in der trigonometrischen
Form oder in der Exponentialform statt. Ein dazu wichtiges Hilfsmittel ist der
Satz von Moivre:
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Abbildung 1.14: Drehung

4 . .
A21',22:0—#21:26‘2

il s == (1 41) = V26T

1

Abbildung 1.15: Drehstreckung

Satz 1.8  (Satz von Moivre)

/\ /\ [cosqﬁ + isind)}k = cosko + isink¢ (1.3)

keZ  ¢€l0,2m)

Beweis

(i) Zuerst wird k € INg vorausgesetzt, dazu wird der Satz mit vollsténdiger
Induktion bewiesen.

Fiir £ = 0,1 ist die Behauptung unmittelbar klar. Sie gelte nun fiir eine
ganze Zahl k > 0. Dann folgt

]kH = [cosd)Jrisingb]k-[Cos¢+isin¢]

[cosqS + isin ¢
cos k¢ + isin kqﬁ] . [cosgb + isin <;5]

[
= [COS k¢ cos ¢ — sin ke sin gb]
+ 1 [sin k¢ cos ¢ + coskpsin QS]

= cos [(k+1)¢] + isin[(k +1)¢]
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32 KAPITEL 1. ZAHLEN

(ii) Seinun k € Z,k < 0. Dann ist n := —k € IN, und es folgt nach (i):
1

[COS¢ - isin¢]7 - [cosqb + isingb]n

1 cosng — isinng
[cos n¢ —+ isin nqﬁ] cosng — isinng

cosng — isinng
cos?ng + sin?ne

= cosng — isinng
= cos(—ng) + isin (—n¢)

Folgerung

AN [P = (1.4)

kEZ  ¢€l0,2m)

Beweis

Diese Folgerung ist nur die exponentielle Schreibweise des Satzes von Moivre.
Sie besagt, dafl sich zumindest im Bereich der ganzen Zahlen die Exponential-
funktion mit einem rein imagindren Argument so verhélt wie die reelle Expo-
nentialfunktion.

Damit gilt fiir alle £ € Z und alle komplexen Zahlen z = x + iy:
& = [r-(cos¢ + isingﬁ)]k
= rk [cos¢ + isinqﬁ]k
= rk [cos k¢ + isin k¢]
— T‘k . eikqﬁ
Eine komplexe Zahl (in der Exponentialform) wird in die k-te Potenz erho-

ben, indem ihr Betrag mit k& potenziert und ihr Argument (der Winkel) mit k
multipliziert wird.

Beispiel 1.12

9 32 _ 232 _ 232 elO
\/§+1 - [2 (73 . i>:|32 - 9232 6321%
2 2

— e—i(G—%)ﬂ — e—iGﬂ' e3im™
2 2 1 3
= cos <;> + isin <;> = -5 + \2[1
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Radizieren komplexer Zahlen

Definition 1.16

Sei a € C. Eine komplexe Zahl z heifit eine n-te Wurzel aus a, wenn sie der
Gleichung
2" = a (n € IN geeignet)

genigt.

Beispiel 1.13

a:=16, n:= 4, also lautet die zu losende Gleichung z* = 16. Dann ist zy := 2
eine Losung der Gleichung, da gilt:

2 = 2" = 16.

Es gibt jedoch noch andere Losungen dieser Gleichung. Alle Losungen sind
gegeben durch (Abb. 1.16)

20:2, Z1:21, z2:—2, 23:—2i.

In Exponentialform geschrieben, lauten alle diese Lésungen

g = 2-63F = Y166 T (k €{0,1,2,3}),

und das liefert einen Hinweis darauf, wie die allgemeine Gleichung zu losen ist.

2i i
—2W2 4 8 16
—2i

Abbildung 1.16: Komplexe Wurzeln der Gleichung z* = 16

Zur Losung der allgemeinen Gleichung wird die Exponentialform verwendet,
und man macht den folgenden

Loésungsansatz
Zz =17-" el¢
— 2t =" = a = ag- e
— " = ag AN n-¢p =a+k-2r (k€ Z geeignet)
a+k-2 .
— r = Yag A o = arren (k € Z geeignet)
n
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Ergebnis

e Alle Losungen haben denselben Betrag r = {/aq.

-2
e Ihre Argumente (Winkel) sind ¢y, = atk-2m (k € Z geeignet).
n

Allerdings erhilt man — im Einklang mit dem Fundamentalsatz der Al-
gebra — insgesamt nur n verschiedene Werte, welche beispielsweise fiir
die ganzen Zahlen k € {0,...,n — 1} angenommen werden. Alle anderen
Werte unterscheiden sich davon um Vielfache von 2.

e Damit lauten die n Lésungen

o = roe% = pag- et (ke{0,....,n—1}).

Beispiel 1.14

Zu 16sen ist die Gleichung 23 — 1 = 0. In Exponentialform geschrieben, lautet
sie
B 1 = 1.60 — ;3. 6i(0+k2m)

Diese Gleichung hat die drei Losungen z; = r - €%, wobei (Abb. 1.17)
r= V1= 1,

0+ k27 2 21 4w
_ — k2T (ke{0,1,2)), al { ,7}.
o 3 3 (k€{0,1,2}), also ¢ €40 373
Z ei%ﬁ = (:os.oir + isino—w 1
0 - 3 3
. 2x 2 2 1 1
2 = F = (:os?7T + ising = —5 + 5\/31
. 14?71' o 47T + .. 47T . 1 1 3.
29 = e = cos 3 isin 7 = 5 5 i

<0

z2

Abbildung 1.17: Komplexe Wurzeln der Gleichung 2% — 1 = 0

Beispiel 1.15
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Zu 16sen ist die Gleichung z* — (3 4 3i) = 0. In Exponentialform geschrieben,

lautet sie
2= 3431 = VI8-¢eld = pt.el(GHR2m),

Diese Gleichung hat die vier Losungen z, = r - €%, wobei (Abbildung 1.18)

r = \/VI8 = V18 = 1,4352,

1
- = = — k‘* k‘ 071,2,3 5 1 {7777777}‘
P 1 16 " hy (el b, also ér € {950 750 76 16
s s s ™ R ;

2 = V18- = 18 (COSE+ISIDT6> = 1,4076 + i-0,2800
21 = \S/E-ei%r = V18 <cos%+isin%> = —0,2800 + i-1,4076

17n 17 17
2 = VI8-éT = 818<cosl—g+isin1—g> = —1,4076 — 1i-0,2800

257 25 25
23 = V18-t = 818<COST67T+iSinT67r> = 0,2800 — 1i-1,4076

3+3i
Z
A
ZZ
Z3

Abbildung 1.18: Vierte Wurzeln der komplexen Zahl z = 3 4 3i

Bemerkung

(i) Seia € C. Die Bildpunkte der n Losungen der Gleichung 2™ = a bilden ein
regelméfliges n-FEck in der Gaufl’schen Zahlenebene. Sie liegen auf einem
Kreis vom Radius R = W um den Ursprung, ein Eckpunkt zg auf ihm
erfiillt die Bedingung arg zy = *£-2.

(ii) Die n Losungen der Gleichung z" = 1 werden als n-te Einheitswurzeln
bezeichnet, die Gleichung selbst als Kreisteilungsgleichung. Die Lésungen
der Kreisteilungsgleichung bilden somit die Eckpunkte eines regelméfligen
n-Eckes auf dem Einheitskreis, welches den Punkt (1,0) enthilt.
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(iii) Ist a reell und z; eine komplexe Losung der Gleichung z" = a, dann ist

auch die konjugiert komplexe Zahl Z7 eine Losung dieser Gleichung:

z21=a = Z)" =2 =a=a.

Komplexe Losungen solcher reellen Gleichungen treten somit immer paar-
weise konjugiert komplex auf; dieser Sachverhalt gilt {ibrigens auch fiir
jede algebraische Gleichung mit reellen Koeffizienten.

1.2.3 Abbildungen der Ebene

Die im letzten Abschnitt eingefiihrten Rechenoperationen mit komplexen
Zahlen lassen sich alle geometrisch deuten, und zwar jede als Abbildung der
komplexen Zahlenebene C auf sich.

1. Ubergang zum konjugiert Komplexen «—  Spiegelung an der
rellen Achse

Der Ubergang z — Z einer komplexen Zahl zu ihrer konjugiert komplexen
Zahl ist eine Spiegelung an der reellen Achse, s. Abb. 1.19.

} imaginire Achse

x =Rz

reelle Achse

Diese Abbildung 148t die reelle Achse invariant.
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2. Addition <«+—  Translation
s. Abb. 1.20.
fQ : cC — C
z — z+a (a € C geeignet)
imagindre Achse
Sa
> reelle Achse
Ra
Abbildung 1.20: Translation
3. Multiplikation mit —1 «—  Spiegelung am Nullpunkt
s. Abb. 1.21.
f3 : C — C
z — —z
bedeutet eine Spiegelung am Nullpunkt. Wegen el = 1 gilt
f3(z) = —z = €Tz,
und die Spiegelung am Nullpunkt 148t sich auch als Multiplikation mit ol = 1

realisieren und damit als Drehung um den Winkel 7 deuten, s. auch 5.

4+ imaginére Achse

3ac:§)‘Ez

—z=—x—iy ° y= -3z

Abbildung 1.21: Spiegelung am Nullpunkt

4. Multiplikation mit r >0 +«—  Streckung (Stauchung) um r

Die Multiplikation mit einer reellen Zahl r > 0 entspricht einer

Vreelle Achse
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e r>1: —  Streckung

e r<1: —  Stauchung

f4:®—>®

Z B Tz

5. Multiplikation mit ¢ «—  Drehung um den Winkel ¢

Die Multiplikation mit einer komplexen Zahl vom Betrag 1 entspricht einer
Drehung um das Argument dieser Zahl, Abb. 1.22; s. auch 3.

f5 : C — C
z — 9.2 (¢ € [0,2m) geeignet)

imagindre Achse

el? . 2

~ reelle Achse

Abbildung 1.22: Drehung

6. Multiplikation mit ag-e® «—  Drehstreckung

Die Multiplikation mit einer komplexen Zahl a = ag - €'® entspricht einer

Streckung (Stauchung) um den Betrag ag bei gleichzeitiger Drehung um das
Argument a:

fe: C — C

z — ag-€%- -z

Je = faofs=fs0f4

7. Inversion +«—  Spiegelung am Einheitskreis

VAR e 4

N |

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



1.2. KOMPLEXE ZAHLEN 39

Stellt man diese Abbildung in kartesischen Koordinaten dar, so ist sie recht

uniibersichtlich: ) 1 .
_ 1 _ r—iy
fr(z) = z T+ iy 22 + 42

In Polarkoordinaten (z = r¢'?) erhilt man jedoch die Bedingungen

1
= — = - und arg (z) = arg(z) = — argz = — ¢.

Diese Abbildung (Abbildung 1.23) 148t sich wie folgt als Spiegelung am Ein-
heitskreis in der komplexen Zahlenebene interpretieren. Man kann sie punkt-
weise ausfithren, d.h f7(z) = % geometrisch konstruieren:

-

Abbildung 1.23: Inversion am Einheitskreis

(i) Man konstruiere z
(i) Man konstruiere die Tangente von z an den Einheitskreis

(iii) Man fille das Lot vom Beriihrpunkt auf die Strecke Oz; dieser Punkt heifle

Beweis

w liegt auf der Geraden durch 0 und Z, daher ist

1
argw = arg(z) = —argz = arg <z> = — .

Nach dem Kathetensatz des Euklid fiir rechtwinklige Dreiecke gilt fiir die Lange
[ die Beziehung
1|z = 1% = 1, also
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1 1 1 1
|w| =l === = — = |7|>
2l el z
insgesamt also
1 1
argw = arg | — A lw| = |-
z z

Damit ist w der gesuchte Punkt % Man erhélt

|z| > 1 = lw] < 1
|z] <1 = lw| > 1

Bei dieser Abbildung wird das Auflengebiet des Einheitskreises der komplexen
Ebene auf das Innengebiet abgebildet und umgekehrt, der Rand wird auf sich
abgebildet.

1.2.4 Anwendungen komplexer Zahlen in der Elektrotechnik

Komplexe Zahlen und komplexe Funktionen haben in der Elektrotechnik eine
grole Bedeutung. Das liegt u.a. darin begriindet, dafl mit ihrer Hilfe bei Vor-
liegen zusétzlicher Voraussetzungen Ableitungen in Multiplikationen mit einer
Variablen iiberfiithrt werden, mithin Differentialgleichungen in algebraische Glei-
chungen. Das ist der Grund, weshalb die im zweiten Semester zu besprechende
Laplace-Transformation bei der Losung von Anfangswertproblemen gewthnli-
cher linearer Differentialgleichungen eine solch grofie Rolle spielt.

1.2.4.1 Symbolische Methode

Einen ersten Eindruck soll man schon hier bekommen bei der Anwendung
der sog. symbolischen Methode in der Wechselstromtechnik zur Behandlung
von Wechselstromschaltkreisen. Naturgeméfl werden zum jetzigen Zeitpunkt
nicht alle Studenten alles verstehen, da wir erst am Anfang der Mathematik-
Ausbildung stehen. Diese Personen moégen den Abschnitt momentan als eine
Motivation fiir die wirklich spannende Anwendung von Mathematik in der Elek-
trotechnik ansehen und sich spéater noch einmal damit beschéftigen.

1. Fiir Gleichstromkreise und Ohm’sche Widerstande sind bekannt:

e Ohm’sches Gesetz
e Kirchhoff’sche Regeln, d.h. Knotenregel und Maschenregel

e Addition von Widerstanden bzw. Leitwerten bei Serien- bzw. Parallel-
schaltung

2. Fir Wechselstromkreise hat man:

e Zeitlich verénderliche GréBen (Spannung, Strom)

e Frequenzabhiingige Widerstinde (Kapazitéit, Induktivitéit)
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3. Ziel:

Arbeiten mit einer zeitunabhéngigen Darstellung der Gréflen von Wechsel-
stromkreisen sowie Entwicklung von Gesetzen fiir diese zeitunabhingigen
Grofen, die den Regeln fiir Gleichstromkreise analog sind.

Enthélt eine Schaltung neben Ohm’schen Widersténden auch Kapazititen und
Induktivitéten, so lassen sich die an den einzelnen Bauteilen abfallenden Span-
nungen bzw. die durch sie flieende Strome nach den folgenden Gleichungen
berechnen (¢t > 0):

ur(t) = R-ig(t) Ohm’sches Gesetz ig(t) = + - ug(t)
ur(t) = L-%(t) Induktivitit iz (t) = %(iL(OH— fuL(T)dT)
uc(t) = %(uc((})—l— 5ic(7‘)d7’) Kapazitit  ic(t) = C- ()

(1.5)

Zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 gelten diese Gesetze auch in einem Wechselstrom-
kreis. Mochte man nun die in einer Schaltung an zwei Polen auftretende
Spannung oder den durch einen Leiter flieBenden Strom berechnen, so 1&8t sich
das mit Hilfe der Kirchhoff’schen Regeln durchfiihren:

Kirchhoff’sche Regeln

e Knotenregel:
In einem Leitungsknoten ist die Summe aller zu- oder abflieenden Stréme
Null.

e Maschenregel:

In einer Leitermasche ist die Summe aller Spannungen Null.

Aufgrund der unter (1.5) auftretenden Differentiations- bzw. Integrationsbezie-
hungen treten hierbei sog Differentialgleichungen auf.

Beispiel 1.16 Serienschaltung

Der Kondensator in Abb. 1.24 sei geladen, und zum Zeitpunkt ¢ = 0 werde
der Schalter geschlossen. Dann liegt eine Masche vor, in der nach dem zweiten
Kirchhoff’schen Gesetz die Summe aller Spannungen Null ist. Gesucht ist der
Maschenstrom i(t) zur Zeit ¢t > 0. Die Differentialgleichung des Reihenschwing-
kreises fiir den gesuchten Leiterstrom ¢ folgt aus der Maschenregel mit Hilfe von
(1.5) und nochmaligem anschlieenden Differenzieren (ic = ir = if, =: 1):

ur(t) + ur(t) + uc(t) = 0 (t>0)
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Kondensator Spule Ohm’scher Widerstand
—— —
aclt) wrlt) P
i(t)
oo

<~
d?i di 1
L—(t — (2 —1i(t) = t>
S+ R0 + i) = 0 (t0)
Beispiel 1.17 Parallelschaltung

Abbildung 1.25: Elektrischer Parallelschwingkreis

Der Kondensator in Abb. 1.25 sei geladen, und zum Zeitpunkt ¢ = 0 werde der
Schalter geschlossen. Nach dem ersten Kirchhoff’schen Gesetz ist am Knoten
in der Mitte der waagerechten oberen Leitung die Summe aller Stréme Null.
Die Differentialgleichung des Parallelschwingkreises fiir die gesuchte Maschen-
spannung u folgt aus der Knotenregel mit Hilfe von (1.5) und nochmaligem
anschlieBenden Differenzieren (u¢ = ug = up, =: u):

io(t) + ir(t) +ir(t) = 0 (t >0)

—

d?u 1 du 1

O3 () + () + Tult) = 0 (t>0)

Beschreibt man die Bauteile unter Zuhilfenahme komplexer Zahlen aber nun
durch komplexe Widerstinde, so erhélt man stattdessen komplexe algebrai-
sche Gleichungen, und die fiir Gleichstromkreise aufgestellten Gesetze lassen
sich auch auf Wechselstromkreise anwenden. Insbesondere lassen sich auch die
Ersatzwiderstdnde fiir Serien- und Parallelschaltung nach den bekannten Re-
chenregeln bestimmen:
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e Bei der Serienschaltung werden alle Schaltungselemente vom gleichen

Strom durchflossen, und der komplexe Gesamtwiderstand ist gleich der
Summe der komplexen Einzelwiderstinde.

e Bei der Parallelschaltung liegt an allen Schaltungselementen die gleiche

Spannung an, und der komplexe Gesamtleitwert ist gleich der Summe der
komplexen Einzelleitwerte.

Damit diese Vorgehensweise zum Ziel fithrt, miissen einige Voraussetzungen
erfiillt sein:

(i)

(i)

Es liegen harmonische Spannungen und Stréme derselben Frequenz vor,
d.h. Linearkombinationen von Sinus- und Kosinusfunktionen derselben
Frequenz w. Es ist also nicht zuldssig, Linearkombinationen harmonischer
Funktionen verschiedener Frequenzen gleichzeitig zu betrachten bzw. Pro-
dukte harmonischer Funktionen.

Es muf} somit ein eingeschwungener (stationérer) Zustand vorausgesetzt
werden, da sonst die Bedingung des harmonischen Verlaufs von Spannung
und Strom nicht gegeben ist. Bei Schaltvorgingen kann diese Methode
daher nicht zur Anwendung kommen.

Bei den mit den zeitunabhéngigen komplexen Groéflen durchgefiithrten
Rechnungen diirfen Real- und Imaginérteil nicht ,,gemischt* werden, wie
das etwa bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen der Fall ist. Er-
laubt sind nur Additionen und Subtraktionen sowie Multiplikationen mit
reellen Zahlen. Die Berechnung der elektrischen Leistung im Reellen als
Produkt von Spannung und Strom zur Zeit ¢t beispielsweise,

P(t) = u(t)-i(t) (t=0),

kann im Komplexen daher nicht so durchgefiihrt werden, dafl man die ent-
sprechende komplexe Spannung mit dem komplexen Strom multipliziert.
Daf} es dennoch funktioniert, liegt daran, dafl man zwei andere Groéflen
miteinander multipliziert; der Sachverhalt wird in Abschnitt 1.2.4.5
erldutert.

1.2.4.2 Procedere (am Beispiel der Spannung)

(i) Gegeben sei eine sinusformige Wechselspannung

u(t) = 4-sin(wt + ¢) (t>0).

(ii) u(t) wird aufgefafit als Imaginérteil der im folgenden definierten komplex-

wertigen Funktion:

1=
—~
N

|
>

Jcos(wt + @) + 1-sin(wt + ¢)]
. ol(wito)

I
>

. el¢ . olwt

. eiwt (t Z 0)

|
>

I
>
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(iii) Das eigentliche Rechnen findet nun nur noch mit der zeitunabhdngigen
Grofle @ (komplexer Scheitelwert) statt bzw. mit dem komplexen Effek-
tivwert U, definiert durch

U =

=

Sl

(iv) Nach der Rechnung erfolgt dann wieder der Ubergang zum Imaginirteil
des Ergebnisses und Wiederhinzufiigen des Zeitanteils.

(v) Liegt die zu untersuchende Grofe als Kosinusfunktion vor, so faft man sie
mutatis mutandis als Realteil der entsprechenden komplexwertigen Funk-
tion u auf, fithrt die eigentliche komplexe Rechnung genauso durch und
geht hinterher zum Realteil des Ergebnisses {iber. Alternativ kann man
auch eine Kosinusfunktion in eine Sinusfunktion mit einem um 7/2 ver-
grofferten Argument umwandeln:

y(t) = A-cos(wt+¢) = A&in(wt—i—d)—i—%) (t >0).

Abbildung (1.26) zeigt den Ubergang vom Zeitbereich in die komplexe Ebe-
ne und wieder zuriick. Einem Wechselstrom entspricht ein sinus- oder kosi-
nusféormiger Spannungs- und Stromverlauf. Die Frequenz ist konstant, und die
Zeitabhingigkeit e“! kiirzt sich bei der komplexen Rechnung heraus. Die Pha-
sen und damit die Phasenverschiebung der einzelnen Gréflen zueinander bleiben
jedoch erhalten. Die Symbole A und B stehen jeweils wahlweise fiir Spannung
oder Strom. Die Ubertragungsfunktion H(iw) steht entsprechend fiir eine Im-
pedanz Z oder eine Admittanz Y := 1/Z eines Netzwerkes.

Zeitbereich a(t) = Acos(wt + ¢a) — b(t) = Bcos(wt + ¢p)

! I

Komplexe Ebene A = Ael®a & B = Bel?s

Abbildung 1.26: Ubergang zwischen Zeitbereich und komplexer Ebene

Zu beachten ist noch die Unterscheidung zwischen Amplituden- und Effektiv-
werten. Im Zeitbereich wird der Scheitelwert (Amplitudenwert) A der (Co-)
Sinusfunktion angegeben, in der komplexen Ebene meistens der Effektivwert
A mit A = |A|. Dabei gilt fiir harmonische Strom- und Spannungsverldufe der
Zusammenhang A = /2 A.

1.2.4.3 Reelles und komplexes Zeigerdiagramm

Die im letzten Abschnitt besprochene Vorgehensweise 148t sich graphisch mit
einem sog. Zeigerdiagramm deuten. Dazu wird eine sinusférmige Schwingung
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betrachtet:
y(t) = A-sin(wt + @) (t>0) (1.6)
mit den folgenden Gréfen:
y(t) Auslenkung oder Elongation
A Schwingungsamplitude oder Scheitelwert
w :  Kreisfrequenz (w > 0)
¢ Phasenkonstante, Anfangsphase oder Nullphasenwinkel

Zwischen der Perioden- oder Schwingungsdauer T', der Frequenz f und der
Kreisfrequenz w bestehen die Beziehungen

rol_m

f w

Das erkldrt den Namen Kreisfrequenz: w = 27 f ist die Frequenz f, gemessen
in Einheiten von 2.
Die durch die Funktion y(t) = A - sin(wt + ¢) (t > 0) beschriebene harmoni-
sche Schwingung 148t sich in einem reellen Zeigerdiagramm durch einen mit der
Winkelgeschwindigkeit w im mathematisch positiven Drehsinn (Gegenuhrzei-
gersinn) um den Nullpunkt des R? rotierenden Zeiger der Linge A anschaulich
darstellen (cf. Abbildung 1.27).

()

N

()
Y\ (1)

A

Abbildung 1.27: Reelles Zeigerdiagramm

Die Ebene R?, in welcher die Rotation des Zeigers erfolgt, wird nun als komplexe
Zahlenebene C beschrieben, in welcher die momentane Lage des Zeigers durch
die komplexe Zahl (= Wert einer komplexen Funktion zur Zeit t > 0)

y(t) = A-[cos(wt+ ¢) + i-sin(wt + ¢)]
—  A.elwtte)
- A eiqﬁ . eiwt
—_ A i eiwt (t > 0)
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beschrieben wird (sog. komplexes Zeigerdiagramm). Der komplexe Zeiger
enthilt den zeitunabhingigen Faktor A = A-el® und den zeitabhingigen Faktor
et (t > 0). Dabei heilen

A = A-¢® . komplexe Amplitude

et . Zeitfunktion (t > 0)
Im [¥(1)]
v = 4"
o
v(0) =4
cod) 4

Re [y(@®)]

Abbildung 1.28: Komplexes Zeigerdiagramm

Die komplexe Amplitude A besitzt den Betrag |A| = A und den Richtungs-
winkel (Phasenwinkel) ¢ und legt die Anfangslage des rotierenden Zeigers fest.
Die Zeitfunktion ¢t — e“! (¢t > 0) beschreibt die Rotation des Zeigers mit der
Winkelgeschwindigkeit w um den Nullpunkt der komplexen Zahlenebene. Der
Momentanwert der Sinusschwingung (2.24) entspricht dann dem Imaginérteil
des rotierenden komplexen Zeigers y:

y(t) = Syit)] = S[4-e“'] = A-sin(wt+ ) (t >0).

1.2.4.4 Behandlung eines Wechselstromkreises mit der symboli-
schen Methode

Ohm’sches Gesetz der Wechselstromtechnik

In einem Wechselstromkreis erzeuge die in der komplexen Form dargestellte
harmonische Wechselspannung u den harmonischen Wechselstrom 7 derselben
Frequenz w fiir t > 0:

iwt

. ei(wt+¢u) — \@ U- elwt

Z(t) - % . ei(wt—&-qﬁi) = 7. eiwt — \/5 I- eiwt

I
-
~—
Il
=
>
@
Il
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Hierbei werden die folgenden Gréflien benutzt:

komplexe Scheitelwerte,

3

=
I~

komplexe Effektivwerte,
dabei gilt: 4=vV2U , i1=+v21I.

Definition 1.17
Der Quotient

i(t) -
heilt komplexer Widerstand, Widerstandsoperator, Impedanz oder Scheinwi-
derstand zur Zeit t > 0.

Bemerkung

(i) Der Widerstandsoperator Z(t) ist von der Zeit gar nicht abhéngig, man
148t die Variable ¢t daher weg und nennt die entstehende neue (konstante)
Funktion ebenfalls Z:

g, g(t) B \/ﬁg eiwt _ g
= d) o VaILeet I
_ U . e.ld)u _ U . ei(¢u_¢i)
I el 1

(ii) Die exponentielle Form von Z lautet Z = Z - €!%, wobei gilt:

U Effektivwert der Spannung
Z: = M= = = Bet A
2 I Effektivwert des Stromes etrag von 4

= ¢y — ¢; = Spannungsphase — Stromphase = Phasenwinkel von Z

(iii) Die kartesische Form von Z lautet Z = R + 11X, wobei gilt:

Z Scheinwiderstand
R : Wirkwiderstand
X Blindwiderstand

Auch bei anderen komplexen Groflien wird diese Nomenklatur beibehal-
ten. Mit der Vorsilbe ,,Wirk“ wird immer der Realteil, mit ,, Blind“ der
Imaginérteil und mit ,,Schein“ die komplexe Grofie selbst bezeichnet. Das

Inverse der Impedanz Y := - nennt man den komplexen Leitwert.

[N[=
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4 imaginire Achse

Z=R+iX
Z = |Z|

X

¢ .
R reelle Achse

Abbildung 1.29: Scheinwiderstand, Wirkwiderstand, Blindwiderstand

(iv)  Ohm’sches Gesetz der Wechselstromtechnik
U==2-1

Diese Beziehung erinnert an das Ohm’sche Gesetz der Gleichstromtechnik
und heiflt daher Ohm’sches Gesetz der Wechselstromtechnik.

Widerstands- und Leitwertoperatoren

Im folgenden werden die Gleichungen fiir die drei elektrischen Ersatzschaltbil-
delemente angegeben, aus denen passive Netzwerke im wesentlichen bestehen.
Im Anschlufl werden dann Leitwerte behandelt. Als Referenzwinkel werde hier
¢; = 0 gewahlt, d.h. der Stromzeiger I = I liege in der positiven reellen Achse.

Aufgrund des Ohm’schen Gesetzes (Definition 1.17 (iv)) besitzen Spannungs-
zeiger U und Widerstandszeiger Z dann den gleichen Phasenwinkel ¢, s. Abb.
1.30.

N
<
Il
N
I~

Iy
Y

I=1

Abbildung 1.30: Spannungs- und Widerstandszeiger in Phase

1. Ohm’scher Widerstand R

u sei eine harmonische Funktion, also eine Linearkombination von Sinus-
und Kosinusfunktionen gleicher Frequenz w, also (uy,us > 0 geeignet):

u(t) = up-sinwt+ug - coswt = 4 -sin(wt + ¢y,) (t>0).

Aufgrund des Ohm’schen Gesetzes ist dann auch 4 eine harmonische Funk-
tion dieser Frequenz w :
u(t)

i(t) = & = i - sin(wt + ¢;) (i :=

U

R, ¢7, = ¢u> t> 0)

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



1.2. KOMPLEXE ZAHLEN 49

Beh.

Die Giiltigkeit der (reellen) Beziehung u(t) = R -i(t) (t > 0) ist dquivalent
zur Giiltigkeit der (komplexen) Beziehung u(t) = R - i(t) (¢ > 0), welche
man auch als Komplexifizierung der reellen Beziehung bezeichnet.

Bew. wu(t) =R -i(t) (t>0)
<~
o-sin(wt + ¢,) = R-i-sin(wt+ ¢;) A
i-cos(wt+ ¢) = R-i-cos(wt+ ¢;) (t>0)
<~
u(t) = a-c@te)
= G- [cos(wt + py) + i-sin(wt + ¢y)]
= R-i-[cos(wt+ ¢;) + i-sin(wt+ ¢;)]
—  R.7-elwttdi)
= R-(t) (=0

Mit Hilfe dieser Vorbereitungen la8t sich ausrechnen, durch welchen (kom-
plexen) Widerstandsoperator Z ein Ohm’scher Widerstand R ausgedriickt
wird:

u(t) = R-i(t)  (t>0)
VAN

u(w — Q elwt _ \/igeiwt

l(w — i_eiwt _ \@leiwt

l
=

— Zp-1 = R-T

Ein Ohm’scher Widerstand wird im Komplexen durch den reellen Wider-
standsoperator Zp = R ausgedriickt, Spannung und Strom sind dabei in
Phase: ¢, = ¢;, also ¢ = ¢, — ¢; = 0.

2. Kapazitit C

Wieder sei u eine harmonische Funktion, also eine Linearkombination von
Sinus- und Kosinusfunktionen gleicher Frequenz w, also (uj,us > 0 geeig-
net):

u(t) = up-sinwt + ug - coswt = G- sin(wt + ¢y,) (t>0).

Beh.
t

Die reelle Beziehung [ic(7)dr = ¢(t) = C - u(t) (¢t > 0), und daraus
0

d du
@ —c- > il
~q)(t)=C-Z2 (t20), gilt

durch Differenzieren abgeleitet: ic(t) = (
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d d
auch im Komplexen (Komplexifizierung): i(t) = (% g) (t) = o.24 (t >0).

Bew. q(t) = C - u(t) (t>0)

—
G-sin(wt+¢,) = C-u-sin(wt+ ¢y) A
G-cos(wt+¢,) = C-u-cos(wt+ ¢y) (t>0)
—
gty = Q) eerron

= - [cos(wt + ¢y) + 1-sin(wt + ¢y,)]

=  C-u-[cos(wt+ ¢y) + i-sin(wt + ¢y)]
_ C-i- ei(wt+¢u)

= C-ult) (>0

Fiir den komplexen Strom ¢ folgt daraus:
d d
i) = (a0 =5 Cww @20

Damit 148t sich wieder ausrechnen, durch welchen (komplexen) Widerstands-
operator Z ein kapazitiver Widerstand R¢ ausgedriickt wird:

ut) = a-e“ = V2U e
Z(t) — i'eiwt _ ﬁleiwt (tZO)

) — d — d — : iwt iwt

i(t) = (@ g)(t) = 2 (Cut) = OV2U -w- e = V2l
1 1

— Q:Zc'l:m'l:—lwl

Ein kapazitiver Widerstand wird im Komplexen durch den Widerstandsope-
rator
1 1
Z pu— —_— p— —_ i —_—
=0 iwC wC
ausgedriickt. Er fillt in die negative imagindre Achse, sein Betrag ist der
kapazitive Blindwiderstand
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Bemerkung

Der Faktor —i in der Darstellung des Widerstandsoperators Z fiihrt zu
einer Phasenverschiebung um den Wert ¢ = —7. Das héitte man mit Hilfe
einer Integration natiirlich auch im Reellen ausrechnen kénnen:

uc(t) = usin(wt + ¢y)

= -/%sin(wt + ¢;)dr (1.7)

Ql=

i
= 5 cos(wt + ¢;)

A~

= i-sin(wtqtgbi— g)

).

Der Spannungszeiger U lauft dem Stromzeiger / um 7 hinterher (¢ = —

rol3

3. Induktivitit L
Analog zeigt man, daf§ sich die fiir eine Induktivitit giiltige Beziehung

ur(t) = L %(t) (t > 0) auf die gleiche Weise zur Beziehung u;(t) =

L %(t) (t > 0) komplexifizieren 1&8t. Benutzt man wieder die komplexen
Darstellungen fiir Spannung und Strom,

E(t> — Q eiwt — \/i Q eiwt
l(t) — i'eiwt — \/ileiwt (t > 0) ,

so folgt daraus
U =iwL-1I.
Eine Induktivitat wird durch den Widerstandsoperator

ausgedriickt. Er fillt in die positive imagindre Achse, sein Betrag ist der
induktive Blindwiderstand

X L = wL.
Der Spannungszeiger U lduft dem Stromzeiger I um 7 in der Phase voraus
(¢ =+3).
Aufgabe

Man fithre die Rechnungen fiir die Induktivitéit explizit aus.

Abbildung (1.31) zeigt das Zeigerdiagramm fiir die entsprechenden drei Bau-
teile mit ¢; = 0.
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imagindre Achse

A QL

reelle Achse

Y

<
=
I~ Y

Abbildung 1.31: Zeigerdiagramm fiir U;,Up und U, mit ¢; =0

4. Leitwert Y

Bei Gleichstromen wird der Kehrwert eines Ohm’schen Widerstandes als
Leitwert bezeichnet:

Entsprechend wird der Leitwertoperator Y als Kehrwert des Widerstands-
operators Z erklért:

1 1 1\
Y= = = — = (=] e
=T 7T Z.e0 (Z) ¢

Geometrisch erhilt man Y durch

e Spiegelung von Z an der reellen Achse sowie

1
e anschliefender Streckung um 7

(cf. Inversion am Einheitskreis: Abb. 1.23, p. 38)
Die kartesische Form des Leitwertoperators Y lautet Y = G+iB, wobei gilt:

Y : Scheinleitwert
G : Wirkleitwert
B : Blindleitwert

Tabelle 1.2 listet die Grundschaltelemente eines Wechselstromkreises noch ein-
mal tibersichtsartig auf.

Beispiel 1.18  Wechselstromkreis in Reihenschaltung
Abbildung 5.15 zeigt den schon bekannten Serienschwingkreis.
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53

A

imagindre Achse

“““““““““““““““ z

o

<0

1
Y=o B
(2

Vreelle Achse

Abbildung 1.32: Inversion am Einheitskreis

Schaltelement Widerstandsoperator | Leitwertoperator
. 1
Ohm’scher Widerstand R R )
K itat C L = iwC
apazité —=—i— iw
p iwC wC
Induktivitdt L iwlL LI
nduktivité iw L= o7

Tabelle 1.2: Grundschaltelemente eines Wechselstromkreises

Kondensator

uc(t)

Spule

up(t)

Ohm’scher Widerstand

—— — 11—

up(t)

i(t)

o

Abbildung 1.33: Elektrischer Reihenschwingkreis

Prof. Dr.
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54 KAPITEL 1. ZAHLEN

Fiir seinen Gesamtwiderstand berechnet man

1 1 .
Z = Lot L +Zg = R+iwL+R = R+i<wL_wC> = 7.6,
Abbildung 1.34 zeigt die Lage der Widerstandsoperatoren im Zeigerdiagramm.
3(2)
A
4wl
7 1
Z L— —
“ wC
g R(Z)
o1 R
Y 1—
wC

Abbildung 1.34: Zeigerdiagramm eines Wechselstromkreises in Serienschaltung

Es ergeben sich die folgenden Gréflen:
Wirkwiderstand : R(Z) = R

1
Blindwiderstand : $(Z) = wL — —
indwiderstan $(2) w e

1\2
Betrag des Scheinwiderstandes : Z = [Z] = VR? 4+ X? = \/ R? + (wL - C>
w

1
X wL — —
Phasenverschiebung : ¢ = ¢, — ¢, tan¢g = — = _ wC ,
R R
6 — arctan (X)) = arct wL — 25
= arctan | | = arctan 7 .

Effektivwert des Stromes : I = g v

z \/R2+(wL—i)2

1.2.4.5 Berechnung der Leistung im Wechselstromkreis

In Wechselstromkreisen wie in Gleichstromkreisen 148t sich die Momentanlei-
stung als Produkt von Spannung und Strom zur Zeit ¢ > 0 berechnen:

Proom(t) = u(t)-i(t)

= Gsin(wt + ¢y) - 1sin(wt + ¢;)

Wi - [cos(pu — ¢i) — cos(2wt + ¢y + ¢;)] (t>0)

DN | =
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1.2. KOMPLEXE ZAHLEN 95

(1.8)

Prom(t) zeigt je nach Richtung der Wechselspannung und des Wechselstromes
positive oder negative Energiefliisse. Meistens interessiert man sich fiir die ef-
fektive Leistung P.g: diese erhélt man, wenn man die Momentanleistung iiber
eine Periode (wT = 27) mittelt (= integriert):

Py := @i cos(u — ¢;) = Uesr Lt - cos(¢)

N~
N | —

T
/ Poom(t)dt =
0

mit der Abkiirzung ¢ := ¢, — ¢; fiir die Differenz der Nullphasenwinkel von
Spannung und Strom.

Wiirde man die symbolische Methode (Ersetzung reeller Gréfien durch ihr je-
weiliges komplexes Pendant) direkt anwenden, so héitte man es hier mit einem
Produkt komplexer Zahlen zu tun. Eine wesentliche Voraussetzung der Giiltig-
keit der Anwendbarkeit der symbolischen Methode besteht jedoch gerade darin,
dal Realteil und Imaginérteil der auftretenden komplexen Zahlen nicht , ge-
mischt* werden (s. p. 43). Daher liefert der Realteil des Produktes (wegen der
cos-Glieder) aus der komplexen Spanung und dem komplexen Strom nicht die
Momentanleistung (s. (1.8)):

Rlu(t)i(t)] = R[ae@Ten) . jei@ion

_ %[ﬂ ; ei(2wt+d>u+¢i)]
= R[ai [cos(2wt + ¢y + ¢;) + isin(2wt + by + ¢;)]
= qai- cos(2wt + ¢y + @)

#  Pnom(t) (t>0)

Es ist allerdings dennoch moglich, die Leistung aus den komplexen Gréflen zu
berechnen, allerdings mufl man dabei etwas anders vorgehen. Wenn man die
komplexe Spannung u mit dem kongjugiert komplezen Strom i multipliziert, so
fillt der Zeitanteil ! heraus, und es ergibt sich

~

wei o= u(t)-i(t) = @e@rteu) jemiwiten)
= /&i . ei(d)u*(;bi)

= Ui [cos(py — @) + isin(py, — ;)]

Vergleicht man hiervon den Realteil mit P.g, so stellt man eine Ubereinstim-
mung bis auf den Faktor % fest. Daher gilt fiir die effektive Leistung

Pg = Rlu-i].

DO |
I
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Bemerkung

Zerlegt man die komplexe Leistung S := % R [u-i] in Real- und Imaginérteil,
so erhélt man S =: P +iQ). Dabei entspricht die Wirkleistung P der oben be-
rechneten effektiven Leistung Peg. Den Imaginérteil ) der komplexen Leistung
bezeichnet man als Blindleistung.

1.3 Zusammenfassung

(1) Was jeder Ingenieur wissen muf:

Rechenoperationen in R, Potenzen, Bruchrechnen

Ordnungsaxiome von R, Umgehen mit Ungleichungen

Intervalle

Betragsfunktion und Rechnungen mit ihr (Satz 1.4 )

Normalform, Trigonometrische Form und Exponentialform komplexer
Zahlen

Darstellung komplexer Zahlen in der Gaufy’schen Zahlenebene C

Umrechnungen verschiedener Formen komplexer Zahlen ineinander

Grundrechenarten mit komplexen Zahlen, Potenzieren, Radizieren

(2) Was jeder Ingenieur wissen sollte:

Signumsfunktion

Interpretation der Rechnungen mit komplexen Zahlen als Abbildungen
der Ebene

Grundlagen der Anwendungen komplexer Zahlen in der Elektrotechnik

(3) Was jeder gute Ingenieur wissen sollte:

Vollstandigkeit von R im Gegensatz zu @ und Konsequenzen daraus

Erweiterung von R zu C, Einbettung von R in C

Vorteile und Grenzen der Anwendungen komplexer Zahlen in der Elek-
trotechnik

Arbeiten mit komplexen Zahlen in der Elektrotechnik
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Kapitel 2

Funktionen

2.1 Allgemeine Eigenschaften

Sind M und N zwei Mengen, so wird ihr kartesisches Produkt mit M x N
bezeichnet und bedeutet die Menge aller geordneten Paare, deren erste Kom-
ponente jeweils aus einem Element des ersten Faktors besteht und dessen zweite
Komponente ein Element des zweiten Faktors ist:

MxN ={p: \/ \ p=n}
zeEM yeN

Eine Teilmenge R C M x N heifit eine Relation. Eine Relation f heifit eine
Abbildung oder eine Funktion, wenn gilt

/\ {z,y)ef AN (z2)ef = y==z].

zeEM
y,zGN

Eine Abildung ist also eine ausgezeichnete Relation in dem Sinne, daf} je zwei
Paare (x1,y1) und (2, y2) des kartesischen Produktes stets gleiche zweite Kom-
ponenten haben, wenn schon die ersten beiden Komponenten gleich sind. Diese
Bedingung ist nichts Anderes als die Eindeutigkeit der Zuordnung

Urbild +— Bild.

Schreibweise: (y) €f <=: zr— y=f(z)

FEine Abbildung oder Funktion
f: M — N

stellt also die Elemente x von M mit gewissen Elementen y := f(z) von N zu
Paaren (z,y) zusammen und zwar gerade so, dafl keine zwei Paare mit gleichen
ersten - und verschiedenen zweiten Komponenten auftreten.

Im folgenden werden stichwortartig einige Definitionen und Bezeichnungen wie-
derholt:
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58 KAPITEL 2. FUNKTIONEN

Definition 2.1
(i) Definitionsbereich

D(f) = {o: veM, \/ y=f@)
yeN

(ii) Wertebereich

W) = {y: yeN, \/ y=r()
reM
(iii) Reell, reellwertig

Ist W(f) C R, so heifit f reellwertig. Gilt dariiberhinaus D(f) C R, so
heifit f reell schlechthin.

Analoge, spéter auftretende Begriffe: komplexwertig, vektorwertig, ...

(iv) Term

Ein Term t(zx) ist ein Ausdruck, der zu einer Zahl wird, wenn x durch eine
geeignete Zahl ersetzt wird.

Beispiele fiir Terme:

(v) Explizite - oder implizite Darstellung

Ist ¢(x) ein Term und ist

[o= {<'T7y>: .CL'ED(f), yeW(f)? y:t(l‘)},

so sagt man, f sei explizit dargestellt.

Schreibweisen:

e f: DIf) — N

x —  t(x)

e [ y=t(@) (z € D(f))

o flz):=t(x) (z € D(f))
Ist eine Funktion nicht explizit dargestellt, so heif3t sie impliziert definiert.
Beispiele:

fi = {{zy): zyeR, 2®+y* =1, y>0}
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(vi)

(vii)

Gleichheit von zwei Funktionen

Seien M; und N; zwei Mengen und f; : M; — N; zwei Funktionen
(1 € {1,2}). Die beiden Funktionen heiflen gleich, wenn sie als Teilmengen
von M; x Nj gleich sind. Das heifit im einzelnen:

D(f1)=D(f2) N fi(z) = fao(x) (z € D(f1))-

Man schreibt dafiir auch

fi=f Vv filz) = falz).
Manchmal wird in der Literatur zusétzlich W (f1) = W( f2) gefordert. Das
ist jedoch unnoétig, da es sich von selbst ergibt.

Man beachte:

fw) = V-2 (v € [0,1))
fo(z) = V1—a? (x € (0,1])

sind zwei verschiedene Funktionen!

Funktionen sind also nicht durch Terme allein festgelegt, sondern erst
durch Term und Angabe ihres Definitionsbereiches.

Es gibt eine (manchmal formulierte) Konvention, einem Term eine
yhatiirliche* Funktion zuzuordnen, indem als Definitionsbereich dieser
Funktion stillschweigend die Menge aller derjenigen z € IR genommen
wird, fiir welche ¢(z) definiert werden kann, sozusagen der maximal mogli-
che Definitionsbereich.!

Folgte man dieser Konvention, so wire der Term v/1 — 22 des letzten Bei-
spiels als Funktion

f(z) == V1—2a? (x € [-1,1])

anzusehen. Hier wird in der Regel nur in Spezialfillen von dieser Konven-
tion Gebrauch gemacht; etwa bei Polynomen, deren maximal moglicher
Definitionsbereich R ist.

Aufgabe

Man bestimme die durch den Term 1/%2 + % — 1 definierte ,,natiirliche“
Funktion.

Restriktion, Fortsetzung von Funktionen

Seien f eine Funktion, M C D(f), M # D(f) und die Funktion g definiert
durch:

D(g)=M A ga)==f() (z€M)

'Heuser: Analysis I, 14.13; Wiist: Hohere Mathematik fiir Physiker I, 4.1
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(viii)

(ix)

Dann heifit g die Restriktion (Einschrénkung) von f auf M. Man schreibt
dafiir

g = fIM

und spricht: ,f restringiert (eingeschrinkt) auf M“. Im unter (vi) beschrie-
benen Beispiel ist

f2 = f11(0,1].
In diesem Fall heifit f; eine Fortsetzung von fo auf [0,1].

Darstellung von Funktionen

Die Darstellung einer Funktion erfolgt in einer Wertetabelle oder in einem
Schaubild. Die von

0 =1\ p= (@ f@)

zeD(f)

als Bild in R? erzeugte Teilmenge von M x A (hier: R x R = R?) heifit
der Funktionsgraph von f.

Umkehrfunktion oder Umkehrabbildung

Haben verschiedene Urbilder einer Funktion f stets verschiedene Bilder,
so nennt man f

e injektiv
e cineindeutig (englisch: one-to-one)

e umkehrbar eindeutig

e oder kurz: umkehrbar.

In diesem Fall gibt es zu jedem Element y € W(f) genau ein Element
x € D(f) mit y = f(x). Dann 148t sich durch die umgekehrte Zuordnung

g: y=[f) — =
eine Funktion g von W (f) nach D(f) definieren. Diese Funktion heifit

o Umbkehrfunktion
o Umbkehrabbildung

e oder : zu f inverse Funktion.

Bezeichnung: !, oder ausfiihrlich

Dabei gelten die Bezeichnungen:

@) =« (z € D(f)),
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[ W) =y (y € W([)).

In der Praxis mochte man nicht nur wissen, ob es zu einer gegebenen
Funktion eine Umkehrfunktion gibt, sondern auch, wie diese gegebenen-
falls aussieht. Dazu geht man wie folgt vor:

1. Man 16st die Funktionsgleichung y = f(z) nach x auf (sofern moglich).

2. Zur Darstellung von # = f~1(y) im selben Schaubild wie f mufl man
dann noch die Rollen von x und y vertauschen.

Beispiel 2.1
D(f) = W(f) = [07 OO)? Yy = f(.’l?) = (L‘2 (JJ € [Oa OO))

1. Die Gleichung nach x auflésen:

Abbildung 2.1: Darstellung einer Funktion und ihrer Umkehrfunktion im selben
Schaubild

Das Vertauschen der Rollen von z und y fithrt dazu, daf§ eine Funktion
und ihre Umkehrfunktion bzgl. der Diagonale y = 2 im R? spiegelbildlich
verlaufen, s. Abb. 2.1.

(x) Konstante Funktion

Ist W(f) =: {c} einelementig, so heifit f eine konstante Funktion, kurz:
konstant oder Konstante.

(xi) Stiickweise definierte Funktion

Beispiele fiir stiickweise oder abschnittsweise definierte Funktionen sind
die Betrags- oder Signumsfunktion:

x , fallsxz >0
flz) = |z| = 0 , fallsz=0
—x , fallsz <0
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1, fallsz>0
g(z) = sgnz := 0 , fallsz=0
, fallsx <0

Beispiel 2.2

Sei U(t) (t € R) der (Gleich-) Spannungsverlauf in einer Lampe, die man
ein- und ausschalten kann. Die Lampe werde zur Zeit t = a ein- und zur
Zeit t = b ausgeschaltet. Dann ist

Uuit) = 0 firt <a oder t>0b und
Uity = U fira <t <b.

Ohne die (komplizierten!) Ein- und Ausschaltvorgéinge zu beriicksichtigen,
wird willkiirlich gesetzt:

U(a) =0 und U(b) = Up.

Dann lautet die vollstdndige Definition der Funktion U so:

0 , firt<a
Uut) = Uy , fira<t<b
0 , firb<t

Es ist D(U) = R, und als Zielmenge kénnte man N := R oder auch den
Wertebereich W(U) = {0,Up} wéhlen; im letzten Fall ist die Abbildung

surjektiv.

(xii) Parameterdarstellung von Funktionen

Definiert man die Abszisse und Ordinate einer Funktion f selbst als Funk-
tionen einer dritten Variable — eines sog. Parameters — so erhélt man die
Parameterdarstellung einer Funktion. Beispiel:

z(t) = t* (t €10,1])
y(t) = (t € [0,1])
<
y(t) = [Vz(]® (te0,1])
<~

y = (Va)° (z €0,1])

(xiii) Beschridnkte Funktion

Eine Funktion f heifit beschriankt, wenn ihr Wertebereich eine beschréankte
Menge ist, wenn also gilt:

Vo A lr@l < e

ceR  zeD(f)
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(xiv) Gerade und ungerade Funktionen

Eine Funktion f mit D(f) = R heif}t gerade (ungerade), wenn gilt:

gerade Funktion: f(=z) = f(z) (x € R)
ungerade Funktion: f(=x) = —f(x) (x € R)

(xv) Monotone Funktionen

Eine Funktion f heifit

monoton wachsend: — A [z <z = flo) < flz) ]
z1,22€D(f)

streng monoton wachsend: <= A [z <az = flo) < f(z) ]
z1,22€D(f)

monoton fallend: = AN [zi<z = f(z1) > f(z) ]
z1,22€D(f)

streng monoton fallend: <= A [z <z = flo)> f(z) ]
z1,22€D(f)

(xvi) Periodische Funktionen

Eine Funktion f heifit periodisch mit der Periode p # 0 (kurz: p-periodisch,

wenn gilt:

flz+p) = f(z) (z € D(f))-
Beispielsweise sind die sin- oder cos-Funktionen 27-periodische Funktio-
nen auf R.

(xvii) Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier Funktionen

Sind f und g zwei Funktionen, so wird definiert:

Summe: (f+g)(x) = f(z)+g(x) (z € D(f)ND(g))
Differenz: (f —g)(z) = f(z)—g(x) ($ eD(f)n D(g))
Produkt: (f-g)(x) = f(x)-g(z) ($ e D(f)N D(Q))
Quotients (1) 0y o= L2 (v € D(f) N D(g). 9(x) #0)

Es gilt also:

D(f+g) = D(f)ND(g)
D(f-g) = D(f)ND(g
p(L) = pipnDE@N(e: o) £0)

~—
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Beispiel 2.3
f(@) = In(-z) (z € (=00,0))
glx) = Vx (z € [0,00))
— D(f)nD(g) = 0, (f + g) ist nicht definiert!

(xviii)) Komposition zweier Funktionen

Seien f:L — M, g: M — N zwei Funktionen und gelte W (f) C D(g).
Dann 148t sich eine Funktion h: L — N erkldren durch D(h) := D(f)
und

hi oo h() = glf(@) (x € D(f)).

Die Funktion h heifit Komposition (Verkniipfung, Hintereinanderschal-
tung, Verkettung) der Funktionen f und g und wird mit

h = gof
bezeichnet, s. Abb. 2.2:
hz) = (go f)(z) = g(f(x)) (z € D(f) A f(z) € D(g)).

Es gilt also:
D(gof) = D(f)n{z: f(x) € D(g)}-

>

L2 D(f)

g

f\\ :/
M
Abbildung 2.2: Komposition von Funktionen

Beispiel 2.4

Bei einer Rohre sei der Anodenstrom ¢ eine Funktion der Gitterspannung
u: ¢ = f(u). Die Gitterspannung sei zeitlich variabel, d.h. mit einer
Funktion g gelte:

u = g(t) (t=>0).

Dann ist der zeitlich verinderliche Anodenstrom gegeben durch die Kom-
position

i) = flg@®)] = (fog)(t) (t=0).

Ingenieure verwenden hier hiufig die mathematisch inkorrekte Schreibwei-
se

i = i(u) und u = u(t)
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und ,,erhalten“ dann den Anodenstrom als

i = ().

Hierbei werden die abhéngigen Variablen — » und ¢ — identifiziert mit den
Funktionssymbolen » und «.

Fiir die Komposition von Abbildungen gilt das Assoziativgesetz:
folgoh) = (fog)oh
d.h.
[folgoh)l(z) = fllgoh)(z)] =
[(fog)ehl(x) =(feg)h(z)] =

Das Kommutativgesetz gilt jedoch i.a. nicht:

fog # gof
Beispiel 2.5
flx) = a? (x € R)
glx) = 2z+1 (x € R)
(fog)(x) = flg(x)] = fz+1) = (2z+1)
(go fl(x) = glf(x)] = ¢@*) = 22*+1

2.2 Algebraische Funktionen

Definition 2.2
Seien n € Ny und ay, ..., a, € C,a, # 0. Eine Funktion f : C — C der Form

f(2) == a2+ an_12" V.. Farz+ag (z€C)

heif}t eine ganzrationale Funktion n-ten Grades oder ein Polynom. Die Zahlen
ar € C (k € {0,...,n}) heiBen die Koeffizienten -, die Zahl n der Grad des
Polynoms.

Mit Hilfe des Begriffes ,,Polynom* 148t sich nun formulieren, was man unter
einer sog. algebraischen Gleichung versteht.

Definition 2.3

Seien n € Ny und ag, ..., a, Polynome. Eine Gleichung der Form
an ()Y + an_1(2)y" ' 4 ... +a1(z)y +ag(z) = 0 (z,y € R)

heifit eine algebraische Gleichung n-ten Grades. Die Funktionen ag(-)
(k € {0,...,n}) heiBen die Koeffizientenfunktionen, die Zahl n der Grad der
algebraischen Gleichung, falls a,, # 0.

Die in diesem Abschnitt zu besprechenden algebraischen Funktionen sind spe-
zielle Losungen der algebraischen Gleichung.
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Il
—_

(i) az(z) = ... = ap(x) =0, a1 (z)

— flx) =y = —ap(x) (r eR)

Die Losung dieser algebraischen Gleichung 1. Grades (Auflésung nach y)
ist eine ganze rationale Funktion oder ein Polynom.

(ii) az(z) = ... = an(x) =0, ar(z) £1:
— fa) =y = —20) (z € R, ai(z) #0)
ai(z)

Die Losung dieser algebraischen Gleichung 1. Grades ist eine sog. gebro-
chen rationale Funktion (= Quotient zweier Polynome).

(iii) a1(z) = as(z) = ... = ap(z) =0, az(zr) = 1:

— y? = —ap(x) (r €R)

Die Losung dieser algebraischen Gleichung 2. Grades (Auflésung nach y)
ist eine irrationale algebraische Funktion (Wurzelfunktion).

Die soeben aufgelisteten drei Beispiele sind typische Funktionen, mit denen sich
die néchsten drei Unterabschnitte beschéftigen.

2.2.1 Ganzrationale Funktionen (Polynome)

Seien n € Ng und ag, . ..,a, € C,a, # 0. Dann heif3t eine Funktion p: C — C
der Form

1

p(2) == apz" 4+ an—12"" "+ ...+ a1z + ag (z€C)

eine ganzrationale Funktion oder ein Polynom n-ten Grades in der Variablen z
mit den Koeffizienten ag, ..., a,, s. Definition 2.2.

Die Koeffizienten koénnen reell oder komplex, z kann eine reelle oder komplexe
Variable sein. Sind die Koeffizienten reell, so schreibt man meistens x statt z,
obwohl x weiterhin komplexe Werte annehmen kann.

Beispiel 2.6

p(z) =4 (z€ C) (Polynom vom Grad 0; konstante Funktion)
p(z) :=2z—-3 (z€ €C) (Polynom vom Grad 1; lineare Funktion)

p(z) =222 -3x+5 (xr€C) (Polynom vom Grad 2; quadratische Funktion)
p(z):=32"—-2x+1 (x €R) (Polynom vom Grad 7)

Besonders einfache Polynome sind die Potenzfunktionen

p(z) = 2" (z € Q)
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mit einem Exponenten n € INg. Diese Polynome nennt man auch Monome.

Definition 2.4
Seien p ein Polynom und w € C. Eine Losung der Gleichung
p(z) = w

heifit eine w-Stelle von p. Ist insbesondere w = 0, so spricht man von einer
Nulistelle.

Beispiel 2.7

p(z) == (1 -1)2% — (4 —20)22 + (5 — 1)z — (4 + 2i) (z€C) (2.1)
e p(z1:=2—1)=—-8#0: Zum Beweis setzt man nacheinander
zZ21 = 2—1
22 = 3—4i
2 = 2-11

und erhélt :  p(2 —i) = —8; 2 =2 —1ist keine Nullstelle von p.

o p(z0:=2+4+1)=0: Zum Beweis setzt man nacheinander
z9 = 241
Z = 344
Zs = 2411

und erhélt :  p(2+1) =0; 2o =241 ist also eine Nullstelle von p.

Aufgabe

z1 und 29 sind zueinander konjugiert komplex, dennoch ist nur eine dieser Zahlen
eine Nullstelle von p. Warum nicht beide?

2.2.1.1 Horner-Schema

Das Polynom des letzten Beispiels 148t sich anders klammern:
p(z) = (((1 —i)z — (4—2i))z + (5—i))z — (4 +20) (z € C)

Berechnet man die Werte p(z1) und p(z2) mit dieser Darstellung von p(-), so
hat man nur drei Multiplikationen durchzufiihren, anstatt fiinf wie in (2.1).
Bei der Darstellung anspruchsvoller Graphiken auf dem Bildschirm, noch da-
zu in bewegter Form, sind unzéhlige Berechnungen dieser Art durchzufiihren.
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Dann ist der Zeitvorteil immens, da eine Multiplikation reeller Zahlen auf einem
Computer viel ldnger dauert als eine Addition.

Aufgabe

Wieviele Multiplikationen miissen zur Berechnung des Funktionswertes eines
Polynoms vom Grad n durchgefiihrt werden

e bei einer Darstellung des Polynoms ohne das Horner-Schema;

e bei einer Darstellung des Polynoms mit dem Horner-Schema?

Das Verfahren soll nun allgemein dargestellt werden. Seien dazu n € INy und
ag, - . .,a, € C. Dann ist

p(2) = (..((anz 4+ an-1)z + an—2)z + ... + a1)z + ap (z € C).

Die Klammerinhalte werden von innen nach auflen berechnet. Dazu bedient
man sich des folgenden Schemas (Horner-Schema):

Zu: an An—1 e al ao
addiere: 20 bn_1 * 20 cee b1 * 20 bg * 20
und erhalte: bp_1=an [ . bo ro = p(20)

Abbildung 2.3: Horner-Schema

Man beachte: Koeffizienten a; mit ar = 0 miissen ebenfalls aufgefiihrt
werden!
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Im rechten unteren Kasten steht der Funktionswert ro = p(zp). Vorher ist

bpn—1 = an,
bp2 = ap-1+ bp-1-20
bp-3 = ap—2 + bp2-20
bop = a1+ b2
ro = ag+bo-z0 = pl2)
e
(279} = bp—1
an-1 = bypo —by1-20
an—2 = by3 —bp2-20
al = b() — b1 * 20
a = ro — b() * 20
Die Koeffizienten b,,_1, ..., by sind Koeffizienten eines Polynoms p; vom Grad

(n—1), welches mit dem Ausgangspolynom p folgendermafien zusammenhéngt:

p(Z) = ap2" + anflzn_l + ...+ a1z + a
= [bnflzn_l + bnfgzn_Q + ...+ bz + bo] (Z — Zo) + 79 (22)
= pi(2) - (2 —20) + 10 (z € Q)

Man erkennt dies, indem man die Koeffizienten der beiden Polynome in (2.2)
vergleicht und (2.2) verwendet.

Fiir Kenner und Geniefler der Linearen Algebra

Ein Koeffizientenvergleich benutzt die lineare Unabhéngigkeit der Monome.

p1 entsteht aus p durch Polynomdivision: bei dieser Polynomdivision bleibt
genau dann kein Rest g, wenn zg eine Nullstelle von p ist. Das 13t sich wie
folgt ausdriicken:

e Ist zp eine Nullstelle des Polynoms p(-) vom Grade n, so 1a8it sich der
Linearfaktor (z — zp) ,abspalten®:

p(2) = pi(2) - (2 —20) + 0 (z € C)

e p; ist ein Polynom vom Grade (n — 1), dessen Koeffizienten b,,_1,..., by
sich im Horner-Schema ergeben.
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Beispiel 2.8

Mit dem Horner-Schema erhélt man fiir die Zerlegung von p geméf
p(z) = pi(z) - (z —x1) + 70 (z € R)
fiir das Polynom
p(z) = 22 — 2 — 2241 (x € R)
die Zerlegung
(i) im Fall z; = —1 (cf. Abb. 2.4):
p(z) = [22° 32> +3z—5]-[x—(-1)] +6

= [b3x3 + box® + bix + bo - [z — 1] + 7o (r € R)

(ii)  im Fall 9 = 41 (cf. Abb. 2.5):

p(x) = [2x3+x2+x—1] Nz —1]
= [b3x3 + boa® + bz + bo] . [x — azg] (r €R)
2 -1 0 —2 1
2= —1 9 3 -3 5
2 3 3 5 | p(-1)=6
N N BN N
b3 2 bl b()

2 -1 0 —2 1
2 1 1 -1 | p(+1) =0
b3 b2 bl bo

Abbildung 2.5: Horner-Schema fiir den Funktionswert zo = +1:

Beispiel 2.9

Mit dem Horner-Schema erhélt man fiir die Zerlegung von p geméfl

p(z) = p1(2) - (2= 20) + 79 (2 €C)
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fiir das Polynom

p(z) == (1-1)2% — (4—=20)22 + (5—1i)z — (44+2i) (2€C)
(i) im Fall 21 =2 —1i (cf. Abb. 2.6):

p(z) = [Q1-D)2+(-3-1)z—-2] - [r—(2-1)] — 8
= [b2z2+b1z+b0] lz—z] + 1o (2 € C)

(ii)  im Fall 2o =241 (cf. Abb. 2.7):

p(z) = [1-1)22+(-1+1)z+2] [z — (2+1)]
= [b222+b12—|—b0] . [Z—ZQ} (Z € C)
1-—1 —4 4+ 2i 5—1 —4 —2i
z1=2-—1 1-3i —7+1 —4+2i
1—1i —3—1i -2 p(2—1)=-8
~— —— ~~
by by bo

Abbildung 2.6: Horner-Schema fiir den Funktionswert z; = 2 — i:

1—1i —4 4 2i 5—1i —4 —2i

Zo =241 3—1 —3+i 44 2i
1—i —1+i 2 p(2+1) =0
bz b1 bO

Abbildung 2.7: Horner-Schema fiir den Funktionswert zo = 2 + i:

Bemerkung

Das Horner-Schema leistet die Berechnung von Funktionswerten eines Poly-
noms, nicht die von seinen Nullstellen! Wenn man bei dieser Berechnung zufillig
an eine Nullstelle gerdt, dann gut, aber das 14t sich nicht erzwingen.

2.2.1.2 Ubergang zu einem neuen Entwicklungspunkt

Bisher sind die Polynome nach Potenzen von z dargestellt worden, genauer:
nach Potenzen von (z — zg) = (z — 0). Der Punkt zg = 0 heifit der Entwick-
lungspunkt des Polynoms. Durch mehrmalige Anwendung des Horner-Schemas
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kann man das Polynom p nun auch bzgl. eines anderen Entwicklungspunktes zg
darstellen. Man erhélt sukzessive

p(z2) = pi(e)(z—20) + ro , Gradpr = n-—1
pi(z) = p2(2)(z—20) + 1 , Gradps = n—2
(2.3)
pn(z) = 0 + r, , Gradp, = 0

Setzt man die rechten Seiten von (2.3) fiir die Polynome p; riickwiérts ein, so
erhélt man fiir p eine Entwicklung nach Potenzen von (z — 2p):

p(z) = ro(z —20)" +rp_1(z — zo)"_1 +...+7r1(z—20)+ 10 (z € C).

Hierbei ist 7, = a,.

Bemerkung

In technischen Anwendungen nennt man den Entwicklungspunkt auch Arbeits-
punkt. Der Arbeitspunkt gibt an, in welchem Bereich seiner Kennlinie ein elek-
tronisches Bauelement betrieben wird. Er ist entscheidend fiir Verzerrungen
und den Verstarkungsfaktor.

Der hier beschriebene Ubergang zu einem neuen Entwicklungspunkt eines Poly-
noms léBt sich somit auffassen als Ubergang zur Darstellung ein und derselben
Kennlinie bzgl. eines neuen Arbeitspunktes.

Beispiel 2.10
Das Polynom

p(z) = 22" — 242° 4 10822 — 2162 + 162 (z € R)
soll nach Potenzen von (z — z¢) = (x — 3) entwickelt werden, s. Abb. 2.8.

Das relle Polynom p besitzt damit (u.a.) die zwei Darstellungen

az(z —0)2 + a1(x—0) + ao

p(x) = aslz—0)* + az(z—0)3
3 10822  + (=216)z + 162

_l’_
2% +  (=24)x3  +

ra(r —3)* + r3(x =33 4+ r(z—-3)2% + r(x—-3) + 1o
2(z-3)* + 0(@—-32% + 0(x—-32 + 0(x-3) + 0 (x € R)

Man beachte, daf§ hier nur eine Potenz von (r — 3) auftritt, wihrend in der
Entwicklung um den Punkt xzg = 0 alle Glieder auftreten.

Beispiel 2.11

Unser komplexes Beispielpolynom (2.1) soll nach Potenzen von

(z—21) = [z — (2—1)]
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2 —24 108 —216 162
o =3 6 —54 162 | —162
2 —18 54 —54 0=rmrg
~— | =~ | =~
b3 bQ bl bo
2 —18 54 —54
o =3 6 —36 54
2 —12 18 0=mnr
~~ —~— ~~
(&) &1 Co
2 —12 18
o =3 6 —18
2 — 0=ro
dl do
2 —6
o = 3 6
2 0= T3
~—
€)= T4

Abbildung 2.8: Ubergang zum Entwicklungspunkt zo = 3
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1—1i —4 4+ 2i 9 —1 —4 —2i
z1=2-—1 1—3i -7+
1—1 —3—i -2 —8 =1y
~—~ ~—— ~~ B
by b1 bo
1-—1 —3—1i —2
z1=2-—1 1-3i —8 — 61
1—1i —2 —4i —10—-6i=1r;
—— —— _ =
C1 Co
1—1i -2 —4i
z1=2—1 1-3i
1—1 —1—-Ti=nr
N—— _—
d():T'g

Abbildung 2.9: Ubergang zum Entwicklungspunkt zg = (2 — i)

entwickelt werden, s. Abb. 2.9.

Das Polynom p besitzt damit (u.a.) die zwei Darstellungen

p(z) = a3z3(z—02 + ax(z—02 + ai(z—0) + agp
= (1-1)2% + (—4+20)22 + (5-i)z + (—4-2i)

= o= 29 + rlE-@-)® + nle-@-9] +

= (1-D[=2=)]+(-1=T) [z = 2=+ (-10 - 6i) [z — (2 — )] — 8
(z € ©)

2.2.1.3 Divisionsalgorithmus

In vielen Bereichen verhalten sich Polynome (= ganzrationale Funktionen) wie
ganze Zahlen:
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Satz 2.1

p und ¢ seien (relle oder komplexe) Polynome, ¢ # 0. Dann gibt es zwei Poly-
nome s und r mit Grad r < Grad ¢ und

p = 8-q+r.
Die letzte Beziehung lautet ausgeschrieben:

p(z) = s(2)-q(z) + r(2) (z € €).

Zwei Polynome lassen sich also auf dhnliche Weise dividieren, wie man das von
der Division ganzer Zahlen mit Rest gewohnt ist:

34 4
€:6+5 — 34 = 6-5 + 4.

Das Verfahren selbst wird am besten anhand eines Beispiels demonstriert:

Beispiel 2.12

pz) = 2°+32*—-222+3x-1 (x € R)
s(z) = a3+322-22-38 (x € R)
qiz) = z2?+2 (x € R)
r(z) = Tx+15 (x € R) (2.4)
p(x) r(z)
— —= = s(z)+ —= z € R, q(x 0
@) (z) ) ( (z) # 0)
— p) = s(@)-q(x) +r(x) (z €R)
(25 4+32* =222 + 32 —1): (22 +2) = 23 +32%2 — 22— 8
— | 25 4 223
3zt — 223 — 222 + 32— 1
— | 3z + 622
—22% — 822+ 3z — 1 (2.5)
— | =223 —4x
—8x? + 7w — 1
— | —82* - 16
7z +15 (Rest)

Bemerkung

Will man eine Division durch ein Polynom ersten Grades ausfithren, so 143t
sich das auch mit dem Horner-Schema bewerkstelligen, indem der entspre-
chende Funktionswert berechnet wird. Fiir eine Division durch ein Polynom
hoheren Grades — so wie im letzten Beispiel — existiert ein verallgemeinertes
Horner-Schema. Dieses 148t sich zwar elegant programmieren, fiir das ,,tdgliche
Rechnen® ist es allerdings etwas gewShnungsbediirftig.
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2.2.1.4 Linearfaktorzerlegung von Polynomen

Sind p ein Polynom, dessen Grad gleich n > 1 sei und z; eine Nullstelle von
p, so 1Bt sich — mit dem Divisionsalgorithmus oder mit dem Horner-Schema —
der Linearfaktor (z — z1) ,,abspalten®, d.h. es gilt

p(z) = pi(2)-(z2=21) + 0 (z€0)

mit einem Polynom p; vom Grade (n — 1). Ist nun 2z eine weitere Nullstelle
von p, dann wegen der letzten Gleichung auch von pq, und es gilt

p(z) = p1(2)-(z=21) = pa(2) - (2 = 21)(2 = 22) (2 €0)

mit einem Polynom py vom Grade (n — 2). So fortfahrend, erhdlt man den
folgenden Satz

Satz 2.2

Seien n € IN und p ein Polynom vom Grade n.

(i) p besitzt hochstens n Nullstellen.

(ii) p(-) besitzt hochstens m verschiedene reelle Nullstellen (m < n geeignet)
r1,...,Tm und a8t sich in der Form

p(z) = (z—a)" ..o (2 —am)"™ - q(2) (z€ Q)
darstellen, wobei fiir das Polynom ¢ gilt:

(a) Gradg = [n — (11 +...+vw));
(b) ¢ besitzt keine reellen Nullstellen mehr.

Die Zahl v, heifit die Vielfachheit der Nullstelle x.

Beispiel 2.13

p(z) = 327 +32%—927 +326 — 325 — 152 + 3323 — 2722 + 242 — 12
(z=1)* (2+2)* (3(z* + 1)?)

Aus Satz 2.2 folgt sofort der fundamentale

Satz 2.3  (Identitétssatz fiir Polynome)

Sei n € IN. Stimmen die Werte zweier Polynome vom Grad n

p(z) = Zakzk und q(z) = Zbkzk (z€ )
k=0 k=0
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an nur (n+ 1) verschiedenen Stellen iiberein, so sind die Polynome vollkommen
identisch, d.h. es ist ay = by fiir k € {0,...,n} und somit p(z) = ¢(z) fiir alle
z € C.

Beweis

Sei m € Ny mit 0 < m < n der grofite Index, fiir den a; und by verschieden
sind; es gelte also

(i)  am # bm

(il)  ar = by (ke{m+1,...,n})

Man betrachte nun die Differenz beider Polynome
d(z) = Z ap — bk (Z S (D)
k=0

Das Polynom d hat einerseits den Grad m, andererseits (n+1) > m Nullstellen.
Das jedoch

(a)  widerspricht im Fall m > 1 dem letzten Satz;

(b)  ist im Fall m = 0 (konstante Funktion # 0) erst recht unmoglich.

Das Ergebnis, daf3 ein Polynom n-ten Grades auch mindestens n Nullstellen,
damit also genau n Nullstellen besitzt, ist weit weniger trivial; im Bereich der
reellen Zahlen ist es auch nicht giiltig.

Satz 2.4  (Fundamentalsatz der Algebra)

Sei n € IN. Ein Polynom p vom Grade n besitzt im Bereich der komplexen
Zahlen genau n Nullstellen, ihrer Vielfachheit nach gezéhlt, und gestattet eine
Zerlegung in ein Produkt seiner Linearfaktoren gemafl

n m m
— Zakzk = HZ_Zk R Zl/k:n, (ZGC).
k=0

k=1 k=1

Beispiel 2.14 (Fortsetzung von Beispiel 2.13)

p(z) = 3294328 —927 +320 — 325 — 1520 + 3323 — 2722 + 242 — 12
= (-1 (z+2)% (3(z* +1)?)
3-(z—12- (242 (z—1)2 (2 4+1)?
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Bemerkung

(i) Ein nichtkonstantes Polynom besitzt also ebenso viele (komplexe) Null-
stellen wie sein Grad angibt.

(ii) Sind alle Koeffizienten des Polynoms p(2) := a,2" +...+a1z+ap (2 € C)
reell und ist ¢ eine Nullstelle, so ist auch ¢ eine Nullstelle:

p@ =Y al =Y alf =Y adt = Y at = pQ) =0 = 0.
k=0 k=0 k=0 k=0

An Beispiel 2.9 erkennt man, da dieses Ergebnis fiir Polynome mit
nichtreellen Koeffizienten nicht giiltig ist.

2.2.1.5 Interpolation

Oft sind zwei Gruppen von Daten gegeben, und ein funktioneller Zusammen-
hang zwischen ihnen ist nicht bekannt, beispielsweise eine Zeitreihe. Wenn man
vermutet, dafl einer besteht, so méchte man diesen soweit konstruieren, dafl er
zumindest mit den vorliegenden Daten kompatibel ist. Man md&chte also aus den
vorliegenden Daten eine Funktion konstruieren, die sich mathematisch weiter
untersuchen 148t. Naturgeméf héingt ein derartiges Unterfangen stark von den
vorliegenden Zahlenwerten ab und ist alles andere als eindeutig.

In diesem Abschnitt sollen unbekannte Zahlenpaare (x, yx) aus dem R? als Ar-
gumente und Werte einer unbekannten Funktion angesehen werden, und man
mochte versuchen, diese Zahlenpaare mit einem Polynom zu interpolieren. Dar-
unter versteht man die Angabe eines Polynoms, welches an den Stiitzstellen xy
durch die Stiitzwerte v, verlauft.

VY

‘ - T
Tk z Th+1

Abbildung 2.10: Interpolation zweier Stiitzpunkte durch eine lineare Funktion

Im einfachsten Fall erfolgt die Interpolation durch eine lineare Funktion, welche
durch je zwei benachbarte Stiitzpunkte (x,yx) und (zpi1,ygs1) verlduft, s.
Abb. 2.10.

Sxr) =, S(Tr41) = Yrs1
S(@) = e + 75211:?; (z — zx) (x € R).
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Zwischen den beiden Stiitzpunkten erhélt man auf diese Weise ,,neue” Funk-
tionswerte S(x). Ist eine hohere Genauigkeit erwiinscht, so wird man weitere
Stiitzpunkte zwischen (zk,yr) und (zpi1,yrs+1) heranziehen und/oder ein
Polynom hoheren Grades durch die Stiitzpunkte legen miissen.

Interpolationsaufgabe

Gegeben seien n € INg und (n+1) verschiedene Stiitzstellen xo, . . ., z, sowie da-
zu (n+1) (nicht notwendig verschiedene) Stiitzwerte yo, . . . , y,. Dann bestimme
man ein Polynom p vom Grad < n mit der Eigenschaft

(k) = yk (ke {0,...,n}).

Losung der Interpolationsaufgabe

Um die folgenden Ausfithrungen formal nicht zu sehr zu belasten, beschrinke
ich mich im wesentlichen auf den Fall n = 2.

Man bilde das sog. k-te Lagrange’sche Polynom

(x — o) (x — x1)(x — x2)
(z1 — m0) (xx — x1) (ks — 22)

Lk(x) = (k € {07 172})7

wobei das k-te Glied jedoch fehlt, also etwa

o (x — zo)(x — 2)
Li(z) = (o = 20) (@ — 1) (k € {0,1,2})

Man forme damit das Lagrange’sche Interpolationspolynom
L(z) = yo-Lo(z) + y1- L1(x) + y2 - La(z) (z € R).
Dieses 16st die gestellte Interpolationsaufgabe, denn:

(i) L ist ein Polynom vom Grad < 2;

(i) L(zk) =yx  (k€{0,1,2});
(iii) L ist das einzige Polynom dieser Art.
Die eindeutige Bestimmtheit von L folgt aus der Tatsache, daff man durch drei

verschiedene Punkte (xj,y;) € R? genau ein Polynom vom Grad < 2 legen
kann (Identitétssatz fiir Polynome: Satz 2.3).

Haufig ist es zweckméfBiger, das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom in
der Form von Newton anzusetzen:

N(z) = ao + a1(z — zo) + az(x — xo)(xr — 1) (r € R).

Man beachte: Formal tritt zo hier nicht auf.
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Die unbekannten Koeffizienten a; werden dann aus der Forderung

ye = N(zy) (x € R)
berechnet:
Yo = ao
yi = ag + ai(x1 — xo)
Y2 = ap + a1<a}2 — xo) + ag(l'g — xo)(xg — a:l)
Vorteil:

e Bei Hinzufiigen eines neuen Stiitzpunktes - und damit Erhdhung des
Grades des Interpolationspolynomes - brauchen die ,alten“ Koeffizienten
nicht neu berechnet zu werden.

e Durch Einfithrung der sog. dividierten Differenzen ist es numerisch weni-
ger aufwendig als das Lagrange’sche Interpolationspolynom:

ap = Yo
Y1 — agp Yo — Y1
al = _— = —_—
r1 —ap Ty — 1
= [1:0,.1:1]
Y2—% Y1~ Yo Yo—¥1 Yo Y2 (2.6)
a = F2=T0 Ty —xg _ To— 21 To — T3 '

T2 — 1 I — 22

Yo—Y1 Y1 — Y2

_ ro— T xr1 — X2 _ [:1707 :1:1} - [.731,%2]
(%) To — T2 To — T2
= [1‘0,131,132] )

wobei (x) durch eine etwas aufwendigere Rechnung zustande kommt. Hier-
durch werden die dividierten Differenzen 1. und 2. Ordnung definiert.

e Die dividierten Differenzen (auch hoherer Ordnung) - und damit die Ko-
effizienten ay, . . ., a, - lassen sich nach dem folgenden Schema berechnen:
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k Th n I 1 111
ao
!
0 o al
AN l
[z0, 21] as
/ AN !
1 T Y1 [z0, 21, 72] as
AN / AN !
(71, 2] [z0, 21, T2, T3]
/ AN /
2 T2 Y2 (21, 22, 73]
AN / AN
[2, x3]
/ AN
3 T3 K0 1
AN
n Tn Yn
Die in dem Rechenschema gebildeten Grofien [z, 1], [zo, 21, z2], ... wer-

den dabei aus zwei aufeinanderfolgenden Stiitzpunkten durch Bildung von
Differenzenquotienten gebildet:

1. Dividierte Differenzen 1. Ordnung;:

[SUo, $1] — Yo — Y1
Trog — 1
[xl’ CL'Q] — Y1 — Y2
Tr1 — T2

2. Dividierte Differenzen 2. Ordnung;:

[z0, 71] — [71, 7]
Tro — T2

[wo, x1,32] =

[xlamQ] - [x2ax3]
Tr1 — I3

[$1,$2,$3] =
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3. Dividierte Differenzen 3. Ordnung:

[CUO,:L'l,l'Q] - [131,1‘2,1‘3]
o — X3

[0, 21,22, 23] =

[1'171'27:(:3] - [x2,$3,$4]
1 — X4

[$1,$2,$3,ZC4] -

4. Dividierte Differenzen hoherer Ordnung werden entsprechend gebil-
det.

Nachteil:

Ein Nachteil aller Polynomansétze ist die ,, Welligkeit* der Naherungsfunktio-
nen:

ein Polynom n-ten Grades besitzt bis zu (n — 1) Extremwerte.

Beispiel 2.15

Das Ergebnis einer Mefreihe liege in Form der folgenden Wertetabelle vor:

Tk 0 2 5 7

ye | =12 | 16 | 28 | —54

Abbildung 2.11: Wertetabelle fiir vier Mefipunkte

Bei vier Stiitzpunkten hat das Interpolationspolynom hochstens den Grad 3:

N(z) = ap + a1(x —x0) + az(z — zo)(x — x1)
+ az(x — xo)(z — z1)(x — x2) (x € R).

Die Berechnung der Koeffizienten erfolgt nach dem Schema der dividierten Dif-
ferenzen:
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e I il 11
ag
l
0 0 ay
AN l
az
/ AN l
1 2 16 az 2.7)
AN / AN !
4
/ AN
2 5 28 -9
AN /
—41
/
3 7 —54
N ag = —127 a] = 14, ay = _27 as = -1 (28)
N(z) = —12414(x—0) — 2(z—0)(x—2) — L(x—0)(x—2)(z —5)
—2% 4 52 4 8z — 12 (r € R)
40
1
20
1 \\/
_20,
_40,

S L Tt

Abbildung 2.12: Interpolation von vier Stiitzpunkten

2.2.2 (Gebrochenrationale Funktionen

Gegeben seien die beiden Polynome

p(z) = Zakxk und q(z) = Zbk:vk (x € R).
k=0 k=0
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Dann heifit die Funktion

p(z) amx™ + ... +a1x + ag

eine gebrochen rationale Funktion oder eine rationale Funktion schlechthin.
Eine rationale Funktion ist ein Quotient zweier ganzrationaler Funktionen, also
zweier Polynome. Sie ist definiert fiir jedes x € R mit Ausnahme der Nullstellen
des Nennerpolynoms. Man trifft die folgende Unterscheidung:

(a) n>m : r heilt echt gebrochen rationale Funktion;

(b) n<m : r heilit unecht gebrochen rationale Funktion.

Beispiele 2.16
(i) Potenzfunktionen mit negativen ganzzahligen Exponenten
r(z) = o7 " = — (n € IN geeignet, z € R\{0})

sind echt gebrochen rationale Funktionen.

22— 3z +2

ist eine echt gebrochen rationale Funktion. Wegen
P4 —10 = (z—-2)- (@ +224+5) = (z—2)- [(x+1)2+4]
ist D(r) = R\{2}.

(iii)

2?2 —1
3 —1

sind unecht gebrochen rationale Funktionen.

Jede unecht gebrochen rationale Funktion 148t sich mit Hilfe des Divisionsalgo-
rithmus’ fiir Polynome zerlegen in eine Summe, bestehend aus

e cinem Polynom (ganzrationale Funktion) und

e ciner echt gebrochen rationalen Funktion.
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Beispielsweise gilt fiir das letzte Beispiel von Beispiel 2.16:

3
x° —1 x‘i‘l 3 2
Zr1 YT & v olse@Hbha(e-l) @eR)

Auch hier wird die Analogie zu ganzen Zahlen und Briichen deutlich: jeder
unechte Bruch 148t sich zerlegen in eine Summe aus einer ganzen Zahl und
einem echten Bruch:

4 4
% :6+5 & 34 =6-5+4.

Aus diesem Grund werden im folgenden zuniichst einmal echt gebrochen ratio-
nale Funktionen untersucht, also Funktionen der Form

r(@) = Q’Eg (v € R.q(z) £ 0)

mit Grad p < Grad gq.
2.2.2.1 Definitionsliicken

Fiir die weitere Betrachtung ist die Kenntnis der Nullstellen des Zahler- und
des Nennerpolynoms wichtig. Dabei konnen drei Fille auftreten, die anhand
von Beispielen untersucht werden sollen:

2 -1

Fall 1. r(z) :== i p(1) =0, (1) #0, (z€R, 23+1#0)
2
1
Fall 2. r(x) = o i S p() A0, g() =0, (wER, #*—1£0)
2
1
Fall 3. r(z) == % c o p(1)=0, ¢(1) =0, (z€R, 23—1£0)

Fall 1:

Ist g € R, p(zp) = 0 und gleichzeitig q(z¢) # 0, so ist die Funktion r in xg
definiert und hat dort eine Nullstelle. Je nachdem, ob zy eine einfache - oder
eine mehrfache Nullstelle von p ist, so heifit zg auch eine einfache - oder eine
mehrfache Nullstelle von r.

Fall 2:

Seien 29 € R, p(z¢) # 0 und g(zp) = 0. In den Nullstellen des Nennerpolynoms
ist eine gebrochen rationale Funktion nicht definiert. Stellen dieser Art heiflen
daher auch Definitionsliicken der Funktion r.

Beispiel 2.17
1
r(x) = (r € R,z #0)

X
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f(x)

i ~ » X
5 0 5

Abbildung 2.13: Graph der Funktion r(z) = i

Die Funktion r ist fiir z = 0 nicht definiert.

In der Nihe dieser Definitionsliicke zeigt die Funktion r ein charakteristisches

Verhalten, cf. Abb. 2.13:

fir 2—0, 2<0 gilt : r(r) — —oo

fir z—0,2>0 gilt : r(zr) — 4oo

Fiir alle von links (rechts) gegen zg = 0 strebenden Folgen {x,}nen reeller
Zahlen gilt:
r(zp,) — —o0 (r(zn) — o0).

Definition 2.5

(i) Stellen z, fiir die in jeder Umgebung die Funktionswerte einer rationalen
Funktion iiber alle Grenzen hinaus wachsen oder fallen, heiflen Unendlich-
keitsstellen oder Pole der Funktion.

(ii) Der Funktionsgraph schmiegt sich dabei asymptotisch an die in der Pol-
stelle errichtete Parallele zur Ordinatenachse an (sog. vertikale Asymptote
oder Polgerade).

(iii) Die Vielfachheit der Nullstelle des Nennerpolynoms bei einem auftreten-
den Pol einer rationalen Funktion heifit die Ordnung des Pols oder Pol-
ordnung.

(iv) Verhilt sich die rationale Funktion bei der Ann&herung an einen Pol von
beiden Seiten her gleichartig, so liegt ein Pol ohne Vorzeichenwechsel vor,
sonst ein Pol mit Vorzeichenwechsel.

Bemerkung

Ist in der Linearfaktorzerlegung des Nennerpolynoms die Vielfachheit eines Fak-
tors — nach Kiirzen mit einem evtl. gleichen Term aus dem Zéhler — eine unge-
rade Zahl, so liegt ein Pol mit Vorzeichenwechsel vor; ist sie eine gerade Zahl,
dann liegt ein Pol ohne Vorzeichenwechsel vor.
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Beispiele 2.18

(i) Die Funktion r(z) := 1 (z € R\{0}) besitzt in 29 = 0 einen Pol der

xT

Ordnung 1 mit Vorzeichenwechsel (Abb. 2.13); die Funktion r(z) := :%2

(x € R\{0}) besitzt in zp = 0 einen Pol der Ordnung 2 ohne Vorzeichen-
wechsel (Abb. 2.14).

5,

(%)

a4k

E: 0 x 5

Abbildung 2.14: Graph der Funktion r(z) = x%

(ii) Die Funktion r(z) := % (v € R\{-2,2}) besitzt in 27 = 0 eine
Nullstelle und in z9 = —2 und 3 = 2 jeweils einen Pol der Ordnung 1 mit

Vorzeichenwechsel (Abb. 2.15).

6,

f(x)

-5 0 X 5

Abbildung 2.15: Graph der Funktion r(z) =

x2—4

Fall 3:

Es bleibt der Fall zu untersuchen, in dem x( eine Nullstelle sowohl des Zahlerpo-
lynoms p als auch des Nennerpolynoms ¢ ist. Nullstellen von Polynomen lassen
sich abspalten, man erhélt dann mit geeigneten Faktorpolynomen p; und ¢
eine Zerlegung

k

rp) = P& - op@) @@=z opil@) o e
qz) @@ (z-z)  alz)

so daB gilt: pi(xo) # 0, q1(xo) # 0.

)
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Dazu

(i)

werden die folgenden zwei Unterfille untersucht:

Fall k > I:

r ist in xy zwar nicht definiert, die Definitionsliicke 148t sich jedoch be-
heben (behebbare Definitionsliicke), und man betrachtet stattdessen die
Funktion

k—1
n\r) = (T—z x = xo zugelassen).
1( ) Q1($) ( 0) ( 0 g )
Beispiel 2.19
3 —x z(x? —1) T
. = = D(r) == R\{-1,1
r(@) zt—1 (22 +1)(22 - 1) 22+ 1 (z € D(r) = R\{~1,1})
. x .
) = (€ D(r1) = R)
1,
0.5
O,
-0.5

E3 0 X 5
Abbildung 2.16: Graph der Funktion r(z) = "5

Die gebrochen rationalen Funktionen r und 7 sind verschieden, da
ihre Definitionsbereiche verschieden sind. Es ist D(r) € D(r1) und
r = ry | D(r), dh. r; ist eine Fortsetzung von r auf einen gréfieren

Definitionsbereich.

Fall £ < :

Hier 1Bt sich der Faktor (x—2¢)* aus dem Bruch kiirzen, das resultierende
Nennerpolynom ¢; hat bei x = xg eine Nullstelle der Vielfachheit | — k.
In diesem Fall hat die Funktion r bei x = z( einen Pol der Ordnung
[—k. Dieser Fall entspricht im Grofien und Ganzen dem schon behandelten

Fall 2.
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Beispiel 2.20

2 — 3z +2
r(@) = x4 — 323 + 22 + 3z — 2
(- -2)
(x — 1)2(37 —2)(z+1)
1
- GTDETD (z € D(r) := R\{-1,1,2}).

Die Zerlegung des Nennerpolynoms in Linearfaktoren geschieht etwa durch Er-
kennen von Nullstellen und anschliefender Polynomdivision.

1 1
ri(x) = CEE T = 77 (z € D(r1) :== R\{-1,1}).

An der Stelle x = 2 liegt eine behebbare Definitionsliicke vor, bei € {—1,1}
je ein Pol, s. Abb. 2.17. rq ist die Fortsetzung von r auf den gréftmoglichen
Definitionsbereich.

K3 0 5

Abbildung 2.17: Graph der Funktion r(z) = ﬁ

2.2.2.2 Asymptotisches Verhalten im Unendlichen

Zum Studium des Verhaltens einer gebrochen rationalen Funktion fiir grofie
Werte von |z| (im ,Unendlichen®) wird untersucht, welcher ganzrationalen
Funktion die gebrochen rationale Funktion fiir |z|] — oo immer ,#hnlicher®
wird:

Definition 2.6

Seien r eine gebrochen rationale Funktion und f ein Polynom. f heiffit Asymp-
tote im Unendlichen von r, falls gilt:

[r(m) — f(:U)] — 0 bzw. lim [r(m) — f(m)] = 0.

(x—d:oo) r—+o00

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



90 KAPITEL 2. FUNKTIONEN

Fiir das Studium des Verhaltens im Unendlichen einer gebrochenrationalen
Funktion sind zwei Félle zu unterscheiden:

Fall 1:  r ist echt gebrochen rational.

In einem solchen Fall gilt: r(x) — 0 fiir |z| — oo. Man schreibt dafiir

lim r(xz) =0 oder lim r(xz) = 0,
r—+o0 |z]—o00

da das Nennerpolynom infolge der hoheren Potenz schneller wichst als das
Zéhlerpolynom. Die sog. Asymptote im Unendlichen ist daher

f=0 (2-Achse).

Fall 2:  r ist unecht gebrochen rational.

Durch Polynomdivision oder ggfs. Horner-Schema wird die unecht gebrochen
rationale Funktion zunéchst zerlegt in
e cine ganzrationale Funktion (Polynom) und
e cine echt gebrochen rationale Funktion:
r(z) = P(z) + R(z) (x € R\{Pole von r})

Fiir x — £oo geht der echt gebrochene Anteil R dieser Zerlegung gegen 0
(Fall 1), und die gegebene Funktion r zeigt daher fiir groBe Werte von |z| ein
dhnliches Verhalten wie das verbleibende Polynom p; dieses ist somit Asymptote

im Unendlichen:
lim [r(z)— P(z)] = lim [R(z)] = 0.

r—+o0 r—+0o0

Beispiel 2.21  (s. Abb. 2.18)
xt — 2% — 32 + 62— 2
22+ —2
(x—1)3(x+2)+z
(x —1)(z + 2)
= (z—-12+

r(x) =

m (x € D(r) := R\{-2,1}).

Bemerkung

Die Asymptote im Unendlichen — f(x) = P(x) (x € R) — schneidet die vorge-
legte rationale Funktion r,

r(z) = P(x)+ R(x) (z € R\{Pole von })
iiberall dort, wo die Restfunktion R eine Nullstelle hat:
|
P(z) = r(z) = P(z) + R(x) = R(z) = 0.

Diese Schnittpunkte kénnen somit aus der Gleichung R(z) = 0 berechnet wer-
den.
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15
=
10

5,

0 \

-5t \ ‘ ‘ ‘
-4 -2 0 2 4 y 6

Abbildung 2.18: Graph der Funktion r(z) = (z — 1)? + e

2.2.3 Potenz- und Wurzelfunktionen
2.2.3.1 Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten
Die einfachsten Potenzfunktionen sind vom Typ

f(z) = 2" (r € R,n € Ny geeignet)

und gehoren zu den ganzrationalen Funktionen. Diese Potenzfunktionen sind
abwechselnd gerade und ungerade, und damit achsensymmetrisch zur Ordinate
bzw. punktsymmetrisch zum Ursprung:

—f(=z) , n ungerade

fz) = " :{ f(—z) , n gerade

Fiir negative ganzzahlige Exponenten erhélt man gebrochen rationale Funktio-
nen durch die Definition

flx) = 27" = — (x € R\{0},n € IN geeignet).

Sie sind fiir z € R\{0} definiert und besitzen bei x = 0 einen Pol, und zwar
einen

Pol mit Vorzeichenwechsel —= n ungerade,

Pol ohne Vorzeichenwechsel = n gerade.

Die Symmetrie dieser Funktionen ist analog zu der fiir natiirliche Exponenten:

f(=x) , n gerade

—f(=x) , n ungerade

Wurzelfunktionen werden definiert als Umkehrfunktionen der Potenzfunktionen
fir z > 0 und Exponenten n € IN. Dazu muf} allerdings zuerst einmal sicherge-
stellt werden, dafl diese Potenzfunktionen auch umkehrbar, also injektiv sind.
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Satz 2.5
Seien z1,22 > 0 und p € IN. Dann gilt:

1 < X9 <— 3311) < .Tg

Beweis
»,=— “ mit vollstédndiger Induktion:
Induktionsverankerung : klar fir p=1.
Induktionsvoraussetzung : die Annahme sei giiltig fiir £ < p.
Induktionsschlufl : von k auf k+ 1:

k k T m’f < I :vlg’

T <z AN 27 < Xy —
xlg rp < 93’2‘3 - X2
— .’BIIH_I :x1~a:’f <x1-x§:m§~x1 <x’§-m2:x§+1

<= Widerspruchsbeweis:

Im Gegensatz zur Behauptung gelte — (z1 < x2).

1. Losungsmoglichkeit:

ﬁ(:z:1<x2) = T > 22

Fiir 1 > x9 kann man, analog der Vorgehensweise im ersten Teil des Beweises,
dann auch auf 2 > 28 schlieflen, also auf einen Widerspruch.

2. Losungsmoglichkeit:

- (1‘1 < ZL'Q) = (ZL‘l = 172) V (1‘2 < :L'l)
(@) 71 =29 = 2} =ab Widerspruch!
(b) z2 <z = zh < 2% nach Teil 1. Widerspruch!

Definition 2.7
In der Beziehung y = xP heifit

x : Grundzahl oder Basis

p : Hochzahl oder Exponent
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2.2.3.2 Wurzelfunktionen

Nach dem letzten Satz ist die Potenzfunktion mit einem natiirlichen Exponenten
im Intervall [0,00) streng monoton wachsend, daher also injektiv (Beweis?),
somit auf W(f) = [0, 00) umkehrbar.

Satz und Definition 2.6
Seien ¢ > 0 und p € IN. Dann besitzt die Gleichung
2 = a

genau eine nichtnegative Losung. Diese wird mit

1

Ya oder ar
bezeichnet und die p-te Wurzel aus a genannt; p heifit Wurzelexponent.

Definition 2.8

Die Umkehrfunktionen der auf das Intervall [0, o) eingeschrénkten Potenzfunk-
tionen vom Typ

flz) == 2" (x € [0,00),n € N geeignet)
heiflen Wurzelfunktionen und sind in der Form
g(z) = ¥z  oder  an (x > 0,n € IN geeignet)

darstellbar; s. die Beispiele in den Abb 2.19 und 2.20.

3 25
= g
= u— 27
2 15
l,
l,
0.5
o o
_0.5,
= 0 1 2 3 4 X5 e 0 1 2 3 4 x5
Abbildung 2.19: f(z) = VZ Abbildung 2.20: f(z) = ¥/
Bemerkung

(i) ¢/a ist nur fiir a > 0 definiert, und es ist stets ¢/a > 0; insbesondere ist
Vva > 0. Speziell: es ist Vi = 2, nicht jedoch = —2. Ganz unsinnig ist eine
,Gleichung® der Form /4 = +2.
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(i)

(iii)

Die Aufgabe, ¢/a zu berechnen, ist streng zu unterscheiden von dem Pro-
blem, sdmtliche Losungen der Gleichung P = a zu finden. Ist a > 0, so
liefert ¢/a eine -, und zwar eine positive Losung dieser Gleichung. Ist p
gerade, etwa p = 2k mit einer geeigneten Zahl k € IN, so hat man in —¥/a
eine zweite (diesmal negative) Losung, denn es gilt:

(—Vay = (-1 (Vo) = a

z.B. sind 1 := V4 = 2 und 29 := —V4 = —2 zwei reelle Losungen der
quadratischen Gleichung z? = 4. Diese Losungen gibt man gern in der
Kurzschreibweise

r12 = +2

an, was dann héufig zu dem Mifverstdndnis fiithrt, die Quadratwurzel habe
zweierlei Vorzeichen, und es sei eben v4 = +2.

Ist @ < 0, so ist ¢/a nicht definiert, die Gleichung 2P = a kann aber
dennoch reelle Losungen haben. Dies ist genau dann der Fall, wenn p
ungerade ist, also p = 2k 4+ 1 fiir eine geeignete Zahl k € INy. Wegen
—a > 0 existiert nimlich 1 := ¢/—a, und es ist

(~¥=ap = (1 (Y=ap = —(-a) = a,
mit anderen Worten, —n = —{/—a l6st die Gleichung z? = a.

Fiir ungerade Wurzelexponenten p erweitert man deshalb gelegentlich die
Definition von #a auch auf negative a durch die Festsetzung

Va = —¥Y—a (a <0).

Das soll hier jedoch nicht erfolgen.

Im Falle eines geraden Wurzelexponenten besitzt P = a fiir a < 0 keine
reellen Losungen, weil durchweg

P = $2k _ (l’k)2 > 0
ist. Komplexe Losungen sind jedoch vorhanden.

Es ist zwar stets ({/a)? = a (weil ja a > 0 sein muB, damit der Wurzelaus-
druck iiberhaupt einen Sinn ergibt), jedoch ist nicht immer ({/aP) = q;

z.B. ist y/(—1)? # —1. Es gilt aber:
(VaP) = a = a

v
o

Beispiele 2.22

(i)

Die Umkehrfunktion der auf das Intervall [0, c0) eingeschrénkten Normal-
parabel y = f(z) := x? ist die fiir > 0 definierte Wurzelfunktion, s. Abb.
2.19.

y =) = Va (z € [0,00)).
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ii) Die kubische Parabel y = f(x) := = .2 verlauft in ganz R =

ii) Die kubische Parabel 3 (Abb. 2.21) verlduft i R
(—00, 00) streng monoton wachsend, ist dort also umkehrbar. Wie lautet
ihre Umkehrfunktion?

(a) Die Wurzelfunktion
y = glx) = Vu (x> 0)

ist definitionsgemifl die Umkehrfunktion der auf den ersten Quadran-
ten beschrankten kubischen Parabel.

(b) Die Funktionsgleichung der Umkehrfunktion fiir x < 0 lautet
y = hz) = ¥z = Yl (z <0),
denn es ist
(foh)(@) = (-V=2)° = —(-2) = 2 = —=/(~2)} (z<0).

(c) Insgesamt erhélt man damit in R = (—o0, 00) die folgende Darstellung
der Umkehrfunktion (Abb. 2.22)

@ ={_ e e

V—x , <0 .
10 .
€3 3
= | iy
1 /
Or 0
5 )
3
B2 1 0 1 2 x3 -0 -5 0 5 x 10
Abbildung 2.21: f(z) = 23 Abbildung 2.22: f~!(x)

2.2.3.3 Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten

Unter einer Potenzfunktion mit rationalem FExponenten r = g
(p € Ny geeignet, g € IN geeignet) versteht man die Funktionen
flz) = ze = ap (x >0)
L . (2.9)
g(z) = x 9 := e (z > 0)
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Satz 2.7
Fiir alle a,b € R, a,b > 0 und 7, s € Q gelten die folgenden Potenzregeln:

a’ - af — ar—l—s

a” B

prs = a"” (a # 0)
(ar)s = s — (as)r

Bemerkung

Die Potenzfunktionen sind zunéchst nur fiir x > 0 erklért. Fiir positive Expo-
nenten 148t sich jedoch der Definitionsbereich auf alle x > 0 erweitern.

Die Wurzelfunktionen

y = f(z) = Yz (x>0, p € N geeignet)

sind daher auch in Form einer Potenzfunktion darstellbar:

y = flz) = & = a» (220, pe N geeignet),

zi = Var = (V) (x >0, p € N geeignet).

In den néchsten beiden Sétzen wird untersucht, wie sich a” &ndert, wenn man
die Basis a bzw. den (rationalen!) Exponenten r veréndert.

Satz 2.8 (,Potenzfunktion®)
Seien a,b > 0. Dann gilt fiir alle r € Q:

am<b , r>0 (streng monoton wachsend)
a<b =
a">0b" , r<O0 (streng monoton fallend)
Beispiele 2.23
(i)  f(x):= s (x >0) ist streng monoton wachsend.
(i)  g(x):= z7 s (x >0) ist streng monoton fallend.

(Abb. 2.23 und 2.24)
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4 4
& &
- 3 3
2r 2
1r 1
0 Or
o 2 4 6 x 10 2 4 6 x
. _2
Abbildung 2.23: f(z) = 5 = Va2 Abbildung 2.24: g(z) =273 = \3/19?

Beweis

Sei r := %, p,q € IN. Dann folgt aus Satz 2.5 sofort

1 1
a<b <— ae < ba
1 1 P P

a1 < ba — a1 < b

Beispiel 2.24

In einem elektrischen Feld der Stéirke E erfahrt ein Elektron die Kraft I' = ey FE
(eo := 1,602 - 1079 As: Elementarladung). Die vom Feld verrichtete Arbeit
W := eg-U ist nach dem Energiesatz gleich der gewonnenen kinetischen Energie
des Elektrons nach Durchlaufen der Potentialdifferenz U:

Ekin = *M0U2 = eo-U = VV,

2
= Sy = [
mo mo

Die Geschwindigkeit des Elektrons steigt nur wie die Wurzel der geleisteten
Arbeit. Das stellt ein Problem bei Teilchenbeschleunigern dar. Zusétzlich nimmt
die Ruhemasse mg noch zu aufgrund relativistischer Effekte.

Satz 2.9 (,,Exponentialfunktion®)
Seien a > 0, a # 1 und 7, s € Q mit r < s. Dann gilt

a <a’ <— a>1
a” >a’ <~ a<l1
Beispiele 2.25

i)  f(r):=2" (re Q) ist streng monoton wachsend.
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10 AlO*
= o = .
6 6
4 4+
2r 2
0 — ‘ 0= ‘
-5 0 r 5 -5 0 r 5

Abbildung 2.25: f(r) =2" (r € Q!) Abbildung 2.26: g(r) = (%)T (req@!)

i) g(r)=(3) (reQ) ist streng monoton fallend.

(Abb. 2.25 und 2.26)

Beweis

Wegen s —r > 0 und 1°7" = 1 erhélt man aus der ersten Aussage des letzten
Satzes
a>1 = a® "> 1" =1 und

a <1 — a® " < 1T =1,
also
a>1 — — >1 << a° >d und

a <1 — — <1 <= dad° <ad.

2.2.4 Kegelschnitte

Einfiihrung und allgemeine Kegelschnittsgleichung

Zur Erinnerung:

Algebraische Funktionen werden beschrieben durch Polynome in der Variablen
y, deren Koeffizienten Polynome in z sind (n € INy geeignet).

an(2)y" +an-1(2)y" " 4.+ ar(@)y +aglz) = 0 (z,y €R)

heifit eine algebraische Gleichung n-ten Grades, s. Definition 2.3. Die Funktio-
nen a;(-) (i € {0,...,n}) heien die Koeffizientenfunktionen, die Zahl n der
Grad der algebraischen Gleichung, falls a,, # 0.

Bisher wurden von den algebraischen Funktionen die folgenden behandelt:

e Ganze rationale Funktionen (Polynome),
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e Gebrochenrationale Funktionen,

e Potenz- und Wurzelfunktionen.

Als letztes Beispiel fiir algebraische Funktionen sollen jetzt quadratische Funk-
tionen in x und y behandelt werden, die sog. Kegelschnitte.

Definition 2.9

Ein Kegelschnitt ist die Schnittkurve einer Ebene mit einem Doppelkegel,
s. Abb. 2.27.

Kreis Ellipse y Parabel

—

Hyperbel

Abbildung 2.27: Kegelschnitte

Die algebraische Definitionsgleichung lautet
A2’ + Bay + Cy* + Dz + Ey + F = 0

mit geeigneten Konstanten A, B,C, D, E, F.

Meistens werden die Koeffizienten etwas suggestiver in der folgenden Form ge-
schrieben:

anz? + 2a10zy + any® + bxr + cy +d = 0. (2.10)
Diese Schreibweise hat ihren Ursprung in der Definition einer quadratischen

Form g mit Hilfe einer symmetrischen Matrix A:

Definition 2.10

Seien n € IN, A = (a;j) eine n-reihige symmetrische Matrix und & =
(z1,...,2,)" € V™. Dann heifit ((-,-) : Standard-Skalarprodukt im V")

n n
¢(7) = (AZ,D) = > Y ayziz,
i=1 j=1
eine quadratische Form, A heifit die Koeffizientenmatrix von gq.

Mit Hilfe der quadratischen Form ¢ (n = 2) und ihrer Koeffizientenmatrix
4 (an a12>
a1 a2
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1483t sich die Gleichung (2.10) in der folgenden Form schreiben:

ailr a2 b x X
g(ﬂ?,g) = ( a1 a2 C Yy ) Yy ) = 0,
0 0 d 1 1

wobei wegen der Symmetrie von A gilt: a12 = as1.

In den folgenden Beispielen wird die letzte Beziehung fiir die wichtigsten Spe-
zialfdlle betrachtet.

Beispiel 2.26  Kreis
a11 :=a =1, aj0:=0, b:=c:=0, d:= —4.

Damit wird die Gleichung (2.10) zu

@=0? , (v=07

B +y —4=0 > 52

= 1.

Das ist die Gleichung der Peripherie eines Kreises mit dem Ursprung (0, 0) als
Mittelpunkt und dem Radius r = v/4 = 2.

Die Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkt (zg,yo) und dem Radius r
lautet

(33 — 900)2 (3/ - yo)2
2 + 2
T T

= 1,

genauer:

€= {@): oy er, CPl L Gowl gy

ist als Punktmenge im R? die Peripherie eines Kreises mit dem Radius r > 0
und dem Mittelpunkt (zg,yo); s. Abb. 2.28.

Yo |

o

Abbildung 2.28: Kreis um den Punkt M = (zg, yp) mit dem Radius r

Beispiel 2.27  Ellipse
a1 : =4, a =9, a12:=0, b:=c:=0, d:= —36.
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Damit wird die Gleichung (2.10) zu

0 w02,

422 +9y* —36 = 0 52

Das ist die Gleichung der Peripherie einer achsenparallelen Ellipse mit dem
Ursprung (0,0) als Mittelpunkt und den beiden Halbachsen a = /9 = 3,
b=+Vi=2.

Die Gleichung einer zu den Koordinatenachsen parallelen Ellipse mit dem Mit-
telpunkt (zg,y0) und den beiden Halbachsen a und b lautet

(v — 1‘0)2 (y — yo)2
s + 02 = 1.

Wieder ist natiirlich gemeint:

T — 0)? —10)?
& = {(x,y): (z,y) € R?, ( a20) + € beO) = 1}

ist als Punktmenge im R? die Peripherie einer Ellipse mit den beiden Halbach-
sen a und b und dem Mittelpunkt (zg,yo); s. Abb. 2.29 und 2.30.

6r 6

5r 5

4 4

3r 3

2r 2

1r 1

0 0

1 2 4 6 8 1 2 3 4 5 6 7
Abbildung 2.29: Achsparallele Ellip- Abbildung 2.30: Achsparallele Ellip-
se mit den Halbachsen a = 3, b = se mit den Halbachsen a = 2,6 =
2 und dem Mittelpunkt (zo,yo) = 3 und dem Mittelpunkt (zo,yo) =
(4, 3) (4,3)
Beispiel 2.28  Parabel
a1 =1, asg :=app:=b:=d:=0, c:=—1.
Damit wird die Gleichung (2.10) zu

z? — y = 0.

Das ist die Gleichung einer nach oben getffneten Parabel, s. Abb. 2.31:

Po = {{z,y): (z,y) €R? 2°—y = 0}
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analog hat man durch die Wahl ags :=1, a11 ;= a2 :=c:=d:=0, b:= —1
in
v —z =0

die Gleichung einer nach rechts gedffneten Parabel (Abb. 2.32):

P, = {{z,y): (z,y) € R? y?—z = 0}.

Abbildung 2.31: Parabel y —2?> =0  Abbildung 2.32: Parabel y?> —2 =0

Beispiel 2.29  Hyperbel
a1l =4, as = -9, a13:=0, b:=c:=0, d:= —36.
Damit wird die Gleichung (2.10) zu
(z-0? (y—0? _

2 2 —
4 —9y“ —36 = 0 2 — 52 = 1.

Das ist die Gleichung der Peripherie einer Hyperbel mit dem Ursprung (0, 0)
als Mittelpunkt und den beiden Halbachsen a und b.

Die Gleichung einer zu den Koordinatenachsen parallelen Hyperbel mit dem
Mittelpunkt (zg,yo) lautet

(z — 20)? _ (y — y0)? -1
a? b2 -

Wieder ist natiirlich gemeint:

T — 0)? —10)?
H = {(:I:,y>: (z,y) € R?, ( = o W b2y0) = 1}

ist als Punktmenge im R? die Peripherie einer Hyperbel mit den beiden Halb-
achsen a und b und dem Mittelpunkt (xo,yo); s. Abb. 2.33 und 2.34 mit
a=b=1, zg=1yy=0.

Bemerkung

In den Beispielen dieses Abschnittes wurden nur solche Kegelschnitte angege-
ben, deren Funktionsgraph symmetrisch zu den Koordinatenachsen verlduft.
Will man gegen die Achsen gedrehte Kegelschnitte darstellen, so muf3 das Glied
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Y v Y

\‘/

R

Abbildung 2.33: Hyperbel y?—22 =1 Abbildung 2.34: Hyperbel 2? —y? =1

aj2 in Gleichung (2.10) # 0 sein. Beispielsweise ist die Hyperbel mit der Glei-
chung y = f(z) = L (x € R\{0}) gegeniiber derjenigen in Abb. 2.34 um 45° im
mathematisch positiven Sinne (Gegenuhrzeigersinn) gedreht.

Aufgabe
Wie miissen die Konstanten in der Bestimmungsgleichung (2.10) gewihlt wer-

den, um die Hyperbel y = f(z) = 1 (z € R\{0}) als Kegelschnitt darzustellen?

T

2.3 Transzendente Funktionen

2.3.1 Exponential- und Logarithmusfunktionen
2.3.1.1 Exponentialfunktionen

Charakterisierung durch eine Funktionalgleichung

In Satz 2.9 wurde die Potenzfunktion bei Anderung ihrer (rationalen) Argu-
mente betrachtet. Solch eine Funktion wird im folgenden Exponentialfunktion
genannt.

Definition 2.11
Sei a > 0,a # 1. Die Funktion

. Q — R
r — f(r) =a" (reqQ)

heifit Exponentialfunktion zur Basis a.

Fiir den Moment ist diese Definition durch (2.9) nur fiir rationale Exponenten
erklirt; spéter wird sie auf beliebige reelle Exponenten erweitert. Die ,,Expo-
nentialfunktion zur Basis 1* ist wegen

1" =1 (r € Q)

die konstante Funktion f = 1; diese Funktion wird nicht zu den Exponential-
funktionen gerechnet.
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f(x)
»
I
=
D

-5 x 5

o

Abbildung 2.35: Graphen verschiedener Exponentialfunktionen f(z) = a”

Seien a > 0,a # 1, f die Exponentialfunktion zur Basis a. Dann erfiillt f die
folgende Beziehung, eine sog. Funktionalgleichung

flr+s) = [f(r)-f(s) (r,s € Q). (2.11)

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Anwendung der Potenzgesetzte.

Diese Beziehung, und das soll nun gezeigt werden, ist aber auch charakteri-
stisch fiir Exponentialfunktionen, d.h. jede Funktion, welche sie erfiillt, ist eine
Exponentialfunktion zu einer geeigneten Basis a. Um das Wesen einer Expo-
nentialfunktion zu studieren, kann man daher auch diese Funktionalgleichung
verwenden.

Satz 2.10
Sei f eine Funktion mit D(f) = Q. Dann gilt:
f erfiillt (2.11) — V A fo)=da

a>0 reQ

Beweis
,<=“: Ubung.
2 “ :

Sei a := f(1). Der Beweis wird in einer Serie von Schritten gefiihrt, zuerst fiir
natiirliche Exponenten, dann fiir negative natiirliche Exponenten, dann fiir po-
sitive rationale Exponenten und schliefflich fiir beliebige rationale Exponenten.
Zu Anfang werden zudem noch eine allgemeine Eigenschaft bewiesen und die
Félle a = 0 und a # 0 getrennt behandelt.

(i) Stetsist f(r) >0 (r € Q):

r r r

) = f<§+§> (2.11) [f(§>]2 =0 (reQ).

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



2.3. TRANSZENDENTE FUNKTIONEN 105

(ii) Ist a = f(1) =0, so gilt:

f) = F(r=1+1) = fr=1)-F(1) = 0 (re Q)
damit ist f als Nullfunktion die triviale Exponentialfunktion:
fr) = 0" =0 (re Q).
(iii) Ist a = f(1) # 0, so gilt:
04 (1) = flre(=m) = f@)-f0-0) (req)

also ist f(r) # O fiir alle r € Q. Zusammen liefern die letzten beiden
Schritte also:

entweder gilt f(r)y =0 (req),
oder es gilt f(r)y #0 (req).
Im weiteren wird daher vorausgesetzt, dal f nicht die Nullfunktion ist.
(iv) Fir r € Q gilt:
flr) = fO+7) = f0)-f(r)

(2.11)
Somit folgt:

f(0) =1 (f ist nach Voraussetzung nicht die Nullfunktion).

(v) Fir n e N gilt:

fln) = fQ4+14...+1) o )" = an
%/_/ ]
n Summanden
Somit folgt:
f(n) = a" (n € IN).

(vi) Fiir n € IN gilt:
L= J0) = S+ () 5 S0 fon) = @ fen)
Damit sind f(n) und f(—n) beide # 0, und es folgt:

f(=n) = — = a™" (n € IN).

o) - e o ]

p Summanden

Somit folgt:
1 1
f(f> = ar (p € IN).
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(viii) Fiir r:= Pe Q, p,q € N, also r > 0, gilt:
q

_p(P) = il L _ N 2 (Y - gt
f(r)f(q) -l o Hq)] = () =t

p Summanden

Somit folgt:

f(r) = d" (r:]éeQ,pEZ,qelN).

(ix) Sei r € Q,r > 0. Dann ist (—r) < 0, und eine Argumentation wie unter
(vi) liefert:

Damit folgt abschlieend:

f(r) = d" <r e Q, p € IN geeignet, g € Z geeignet).
q

Bemerkung

Dieser Satz ist im Moment nur fiir rationale Exponenten formuliert, da noch
nicht bekannt ist, wie eine Potenz mit einem nichtrationalen Exponenten denn
definiert ist. Tatséchlich gilt er auch fiir beliebige reelle Exponenten; die im
folgenden aufgefiithrten Beispiele beriicksichtigen dies stillschweigend.

Beispiele 2.30

(i) Der Zerfall einer radioaktiven Substanz erfolgt nach der Exponentialfunk-
tion (Abb. 2.36):

n(t) = ng-e M (t >0),
wobei
ng : Anzahl der zur Zeit ¢ = 0 vorhandenen Atomkerne,
n(t) : Anzahl der zur Zeit ¢ vorhandenen Atomkerne,

A . Zerfallskonstante; A > 0.

Woher weifl man eigentlich, daf solch ein Vorgang einer Exponentialfunk-
tion geniigt? Annahmen iiber die Geschwindigkeit, mit der ein radioakti-
ver Zerfall ablauft, fiihren auf eine bestimmte Differentialgleichung, deren
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Losung gerade eine Exponentialfunktion ist; das u.a. ist Stoff des zweiten
Semesters.

Schon hier 148t sich auch der letzte Satz benutzen, um das einzusehen.
Empirisch ist bekannt, dafl in gleichen Zeitrdumen stets der gleiche Anteil
an radioaktiver Substanz zerfillt, beispielsweise im Zeitraum A ¢ stets 2 %
der gerade vorhandenen Atome. Dann gilt fiir alle t > 0, At >0, k € IN:

n(t+ At) = n(t)-0.98

n(t+2At) = n(t+At)-0.98 n(t) - 0.982

n(t+ kAt) - - n(t) - 0.98"
Setzt man n(0) := ng := 1, so erhélt man fiir t =0
n(At) = n(0+At) = n(0)-0.98 = 0.98
und damit fiir alle £ > 0 und At > 0 die Giiltigkeit der Beziehung
n(t+At) = n(t) n(At).

Die Funktion n erfiillt die Funktionalgleichung (2.11) und ist daher nach
dem letzten Satz eine Exponentialfunktion.

0 1 2 3 t 4

Abbildung 2.36: Funktion des radioaktiven Zerfalls

(ii) Die Aufladung eines Kondensators iiber einen Ohm’schen Widerstand er-

folgt nach der Gleichung (Abb. 2.37 und 2.38):
u(t) = ug- (1—e ") (t >0),
wobei

ug : Endwert der Kondensatorspannung,
R : Wert des Ohm’schen Widerstandes,
C : Kapazitit des Kondensators.
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R ‘C‘v luC (t)
R — ] Uy
ug(t) TC(;)

. / .t

Abbildung 2.37: Elektrische Reihen- Abbildung 2.38: Kondensatoraufladung
schaltung mit einem RC-Glied iiber einen Ohm’schen Widerstand

(iii) Nach diesem Schema verlaufen in der Natur die verschiedensten Vorgénge,
welche jedoch mathematisch alle denselben Hintergrund aufweisen, als da
sind:

e Radioaktiver Zerfall

e Auf- und Entladung eines Kondensators iiber einen Ohm’schen Wi-
derstand

e Abkiithlung oder Erwidrmung eines Korpers in einem kélteren oder
wérmeren Medium

e Absorption von Strahlung in homogenen- oder inhomogenen Medien
e Wachstum einer Population in der Biologie

e Logistische Prozesse (kompliziertere Annahmen iiber Wachstum ei-
ner Population in der Biologie)

e Enzymatische Vorginge, wie etwa Alkoholabbau in einem Organis-
mus

e Diffusionsvorginge in einem Organismus allgemein

o Autokatalytische Prozesse in der Chemie; autokatalytische Reaktio-
nen sind solche, in denen die bereits umgewandelte Substanz kataly-
tisch wirkt, also den Reaktionsablauf beschleunigt, ohne dabei selbst
verdndert zu werden.

o Gewebesittigung und -entsdttigung mit Stickstoff beim Tauchen mit
Druckluft

Die Euler’sche Zahl e

Unter den Exponentialfunktionen ist diejenige Funktion mit der Basis
e~ 2,718281828... von besonderer Bedeutung.

Beispiel 2.31

Angenommen, eine Bank bezahlt fiir ein bestehendes Guthaben 100 % Zinsen
im Jahr, also
1 Euro — 2 Euro in einem Jahr.
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Wiirde die Bank zweimal im Jahr 50 % Zinsen bezahlen, so wiirde 1 Euro in
einem Jahr wie folgt wachsen:

1\ 2
1 Euro — (14—5) Euro = 2,25 Euro.

Allgemein:

Bei n-maliger Verzinsung im Jahr zu einem Zinssatz von %% wéchst ein Betrag

nach einem Jahr auf das (1 + %)n—fache an. Fiir n — oo spricht man von einer
stetigen Verzinsung. Es ist dann von Interesse, wie sich der Ausdruck (1 + %)n
flir n — oo verhilt.

Es 148t sich zeigen:

1
lim <1+f)" — 2,718281828... —: .
n

n—oo

Die Exponentialfunktion zur Basis e heif3t natiirliche Exponentialfunktion. Bei
einer angenommenen stetigen Verzinsung wéchst ein Guthaben von 1 Euro in
einem Jahr auf

1 Euro — e Euro = 2,72 Euro.

Einschub iiber Zahlenfolgen

In Definition 2.11 wurde eine Exponentialfunktion fiir rationale Exponenten
erklart. Im folgenden soll diese Definition auf beliebige reelle Exponenten er-
weitert werden. Beispielsweise soll also erklirt werden, was man unter 2V2 oder
unter 3™ versteht.

Dazu wird ein Einschub tiber Zahlenfolgen benétigt, weil die Behandlung
der Exponentialfunktion als einer wichtigen speziellen Funktion vor der
Behandlung von Zahlenfolgen oder Zahlenreihen erfolgt.

Sei {an }nen eine Folge reeller Zahlen, also etwa
(i) 1,2
(i) 1,
(i) -1, 1, -1, 1, ...

w

4

5 5 5 e

N[
W=
W=

Sei a € R. Man sagt, daf die Folge {a, }nen gegen a konvergiere oder gegen a
konvergent sei, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:

AV A (n>2N= la,—al<e). (2.12)

e>0 NelN nelN

Schreibweise: a, — a (n— o0) oder lim a, = a
n—oo

Die Zahl a heifit Grenzwert der Folge. Eine nicht konvergente Folge heifit di-
vergent.

Beispiele 2.32
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(i)  {n}pen ist nicht konvergent, also divergent.
(i)  {L}nen ist konvergent mit Grenzwert 0.

(iii)  {(=1)"}nen ist divergent, aber beschréinkt.

Bemerkung

(i) Im Falle der Konvergenz gegen den Grenzwert a — dieser ist dann eindeutig
bestimmt — liegen in jeder noch so kleinen e-Umgebung von a schlieflich
alle(!) Glieder der Folge; aufierhalb einer jeden e-Umgebung von a befinden
sich nur endlich viele von ihnen. Fiir Konvergenzuntersuchungen kommt
es auf diese endlich vielen Anfangsglieder nicht an.

(ii) Man kann auch komplexe Zahlenfolgen definieren, |a,, — a| bedeutet dann
den Betrag in C, und eine e-Umgebung von a ist eine offene Kreisscheibe
vom Radius € um den Mittelpunkt a.

Definition der Potenz und Exponentialfunktion fiir reelle Argumente

Der folgende Satz liefert nun die Grundlage, Potenzen fiir reelle Exponenten zu
definieren.

Satz 2.11

Seien 7 € Q und {r,}nren eine Folge aus Q, welche gegen r konvergiert, also
rp — 17 (n — 00). Dann gilt:

/\ lima™ = a".
n—oo

a>0

Beweis
(i) Wegen a™ =a"™""-a" (r € Q) reicht es, die Aussage
(s, — 0) = (™ — 1) (n — o0)

zu beweisen, also nur fiir eine gegen Null konvergierende Folge, eine sog.
Nullfolge.

(ii) Aufgrund von Satz 2.9 braucht man den Satz dann nur fiir die spezielle
Nullfolge {sp}tnen = {%}ne]N zu beweisen.

(iii) Diese Aussage bedeutet jedoch fiir a > 0:
an = Va — 1 (n — ),

und das wird spéter im Kapitel {iber Folgen bewiesen (Beispiel 3.8).

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



2.3. TRANSZENDENTE FUNKTIONEN 111

Dieser Satz legt es nahe, Potenzen a” fiir a > 0 und p € R folgendermaflen zu
definieren:

(i) Man wéhle eine Folge {r, }nen aus Q mit r,, — p (n — 0).

(ii) Dann zeige man, dafl lim a™ existiert und von der speziellen Wahl der

n—oo
Folge {rn}nenw unabhéngig ist.

(iii) Danach setze man: af := lim a".
n—oo
(iv) Man setzt noch: 0 :=0 (p>0).

Beispiel 2.33

Die irrationale Zahl 2° etwa kann als Grenzwert einer rationalen Zahlenfolge
wie folgt dargestellt werden:

22 = 4
92,7 _ 9oft  — 1927
92,71 _ oifs 1005271
2718
22,718 — QW — 10010/ 22718

Mit Hilfe dieser Resultate lassen sich die Monotonieeigenschaften der Potenz-
funktion mit rationalen Exponenten auf reelle Exponenten iibertragen, und man
erhiilt zwei zu den Sétzen 2.8 und 2.9 analoge Ergebnisse:

Satz 2.12
(i) Sei p € R. Die Potenzfunktion x — z* ist auf (0, c0) positiv und

streng monoton wachsend —= p >0,

streng monoton fallend = p <0.

(ii) Seia € R, a > 0. Die Exponentialfunktion x — a® ist auf R positiv und

streng monoton wachsend —= a>1,

streng monoton fallend S 0<a<l.

Bemerkung

Fiir jede Zahl x € R kann man jetzt ,,im Prinzip“ e* berechnen. Wie macht
man das nun praktisch? Meistens benutzt man die Darstellung {iber eine absolut
konvergente unendliche Reihe (s. Kapitel 3)

[e’s) N
. " . "
e’ = E — = lim —_—.
n! n!

n=0 N=eo n=0
Man benutzt von dieser Reihe nur so viele Glieder, wie es zum Erreichen einer
vorgegebenen Genauigkeit erforderlich ist, d.h. man rechnet mit einer (endli-
chen) Summe. So beispielsweise berechnet der Taschenrechner — oder allgemein

ein Computer — den Ausdruck e*.
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2.3.1.2 Logarithmusfunktionen

Logarithmus einer positiven reellen Zahl

Nach Satz 2.12 (ii) ist die Exponentialfunktion f auf dem Intervall (0, co) streng
monoton und damit auf W(f) = R umkehrbar.

Satz und Definition 2.13
Seien a > 0, a # 1 und g > 0. Dann besitzt die Gleichung

a® =g
genau eine Losung. Sie wird mit log, g bezeichnet und der Logarithmus von g
zur Basis a genannt.

Der Logarithmus von ¢ zur Basis a ist demnach derjenige Exponent x, mit dem
die Basis a zu potenzieren ist, um die Zahl g zu erhalten. Dabei gilt:

a® = g — x = log,g

a%%.9 = ¢ und x = log, (a®)

Bemerkung

(i) Liegt die Basis a innerhalb eines Kontextes fest, so schreibt man fiir
gewohnlich log g anstelle von log, g.

(ii) Fiir spezielle Basen haben sich folgende Schreibweisen etabliert:

Ing := log.g (Logarithmus naturalis)
lgg = logng (Dekadischer Logarithmus)
lbg := logyyg (Binérer Logarithmus)

(iii) Logarithmen lassen sich von einer Basis a in eine andere Basis b wie folgt

umrechnen:
g = - (alogab)x — aa:~10gab =g

Die erste Gleichung liefert log, g = x, die letzte liefert log, g = = - log, b.
Man kann daher sowohl Potenzen als auch Logarithmen von einer Basis
in die andere umrechnen:

be — am-logab
log, g — log, g
b log, b
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Insbesondere lassen sich Potenzen und Logarithmen stets bzgl. der Basis
e ausdriicken, also als natiirliche Logarithmen:

be — ea:-ln b
Ing
1 <
089 Inb

(iv) Was an dem Logarithmus zur Basis e, In, ,natiirlich“ ist, wird hier noch
nicht klar. Der Name rithrt daher, daf3 sich die zur Basis e definierte Ex-
ponentialfunktion x — e* beim Ableiten ohne zusétzlichen Faktor repro-
duziert.

Beispiele 2.34

(i) 1000 = 103 —  1g1000 = log;y1000 = 3
(ii) 32 = 25 — 1b32 = log,32 = 5
(iii) 0,01 = 1002 —  1g0,01 = log;u0,01 = -2
(iv) & = 371 — logs & = —4
(v) V2 o= 22 — V2 = logv2 =

Beispiele 2.35

e pH-Wert Der pH-Wert? in der Chemie ist der negative dekadische Lo-
garithmus der Wasserstoffionenkonzentration in einer wifirigen Losung.
Ein pH-Wert von 7 beispielsweise bedeutet eine H-Ionen Konzentration
von 10~ mol/1 oder eine Anzahl von 107 mol H*-Ionen?.

e Lautstirke (Dezibel, dB) Die Messung der Lautstirke, elektronische
Dampfung, etc. erfolgt mit Hilfe einer logarithmischen Skala.

e Richterskala Die zur Beschreibung der Stérke von Erdbeben benutzte
Richterskala basiert auf einer deka-logarithmischen Einteilung. Die Erd-
bebenstéirke steigt daher von Stufe zu Stufe exponentiell.

e Empfindlichkeit der Sinnesorgane Die Empfindlichkeit der Sinnesor-
gane folgt dem logarithmischen Weber-Fechner-Gesetz* der Psychophysik.
Demnach verhélt sich die subjektiv empfundene Stéirke E(R) des Reizes

2potentia hydrogenii

3Ein Mol (mol) ist die Stoffmenge eines Systems, das aus ebenso vielen Einzelteilchen
besteht wie Atome in 12 Gramm des Nuklids Kohlenstoff-12 (*2C) enthalten sind; sein Symbol
ist ,mol“. Die Teilchenzahl pro ein Mol Stoffmenge (Avogadro-Konstante) betrigt 6,022 - 1023
Teilchen.

“Ernst Heinrich Weber (1795-1878; Gustav Theodor Fechner (1801-1887)
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eines Sinneseindruckes proportional zum Logarithmus der objektiven In-
tensitat R des physikalischen Reizes:

E(R) = « lnRE (R > Ry, Rp: Reizschwelle).
0

FEine kleine Zunahme von Lirm bei einem schon bestehenden hohen
Gerduschpegel wird kaum noch registriert, wahrend dieselbe Larmzunah-
me nachts als recht stérend empfunden wird.

e Sternhelligkeiten Die Helligkeit von Sternen wird in astronomischen
Groflenklassen angegeben, die ein logarithmisches Mafl der tatsédchlichen
Strahlungsstéirke darstellt.

Rechenregeln fiir Logarithmen

Seien u,v > 0. Dann gelten

(i) log(u-v) = logu + logwv

logy(8-4) = logy8 + logy 4 = 3+2 =25
(ii) log (%) = logu — logv

logs(51) = logs 81 — log 27 = 4-3 =1
(i)  log(uP) = p-logu (peR)

logs(125%) = 4 -logs 125 = 4.3 = 12

logs(812) = 1.log,81 - 1=
(iv) log ¢/u = % -logu (p e IN)

o8 96 =gy 16 LR

Der Beweis dieser Regeln folgt unmittelar aus den Rechengesetzen fiir die ent-
sprechende Potenz, etwa fiir (i):

aloga(u-v) — w-v = @9%at.glog.v — log utlog,v (CL > 0)
Definition und Eigenschaften einer Logarithmusfunktion

Definition 2.12
Sei a (die ,Basis“) > 0, a # 1. Unter der Logarithmusfunktion
x +— log,x (x >0)
versteht man die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion z — a” (z € R).

Satz 2.14

Die Logarithmusfunktion ist auf (0, co)
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e streng monoton wachsend im Falle @ > 1

e streng monoton fallend im Falle 0 < a < 1

und besitzt bei x = 1 eine Nullstelle. Die Achse z = 0 ist eine Asymptote
(im Endlichen!). Sie ist jedoch kein Pol, da log schwicher fillt als jede Potenz,

s. Abb. 2.39.

2r =~ 2
g 5
= 2
1 8 1
or o
-1t -1
> ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ -2 ‘ ‘ ‘ ‘
=1 0 1 2 3 5 4 41 0 1 2 3
Abbildung 2.39: f(z) =Inz Abbildung 2.40: f(z) = logy o x
Bemerkung

Logarithmen zu Basen a € (0,1) werden im folgenden nicht betrachtet, denn
sie konnen vermoge der folgenden Formeln auf Logarithmen zur entsprechenden

reziproken Basis 1 € (1,00) umgerechnet werden:

ay =z = = log, x,

Y
C e e ) (5)
T = a S -—=— = |- — y =logi|—
X

Beispiel 2.36
1 1
logiz = loge(—> = ln—

B x

Beispiel 2.37

Die Halbwertszeit 7 einer radioaktiven Substanz ist derjenige Zeitraum, in dem
genau die Héilfte der urspriinglich vorhandenen Atomkerne ng zerfallen ist:

Zerfallsgesetz: n(t) = ng-e M (t>0)

n(T):%no —  sng =mng-e 7, e =2

7-A = 1In2 = 0,6931

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Das Produkt aus Halbwertszeit 7 und Zerfallskonstante X ist also stets konstant
gleich In 2.

Logarithmus einer komplexen Zahl

Logarithmen sind bisher nur fiir positive reelle Zahlen definiert worden. Nega-
tive Zahlen lassen sich auch logarithmieren, wenn man Logarithmen komplexer
Zahlen durch die folgende Definition zulafit:

log(—2) = log (2~ei”) = log(elm-ei”) = log(eln2+i”) = In2 + iw

Analog zu diesem Beispiel lassen sich alle komplexen Zahlen logarithmieren,
einschlieflich der negativen reellen:

Eine komplexe Zahl (in der Exponentialform) wird logarithmiert,
indem ihr Betrag logarithmiert und das Argument der e-Funktion
als Imaginérteil addiert wird:

z =r-e? = logz := Inr 4+ ip = In|z| + iarg 2z

Problem

Die e-Funktion ist im Komplexen periodisch mit der Periode 2mi:
z = r.e?® = p.el(¢th2) (keZ),
und daher nicht umkehrbar. So sind auch
Inr + i(¢ + k- 2m) (ke Z)
mogliche Werte von log z.

Erklidrung

Die Euler’sche Formel gilt auch im Komplexen, und man erhélt

ef = "W — . el = e%(cosy +isiny) (z=z+iyeC).

Die Abbildung
z = f(w) := e¥ (we C)

vermittelt eine Abbildung der komplexen w-Ebene auf die komplexe
z-Ebene. Wegen der Periodizitdt der komplexen e-Funktion ist sie allerdings
nicht injektiv. Diese Nicht-Injektivitat 1d8t sich anschaulich darstellen, wenn
man der Abbildung f eine Transformation auf Polarkoordinaten vorschaltet,
s. Abb. 2.41.

Dabei wird das Rechteck [0,00) x [0,27) der (r,¢)-Ebene auf die gesamte
w-Ebene C abgebildet. Andere, ,,dariiber und ,darunter* liegende Rechtecke
werden auf andere Exemplare von C abgebildet, welche als sog. Riemann’sche
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2 -
=p(r,¢)
2 rsing
P
. () "
- -
7 COS @
Abbildung 2.41: Ebene Polarkoordinaten

e, Ief.‘-?-'-, Rty |
Lt LA
s fil"-.h'.s_.'i-“. I:'Ea_‘ i '5"'4','1'
i }___ _-F:_E..::"- :,_::_:{ e ;

Abbildung  2.43: Riemann’sche
Fléche (als Definitionsbereich) der
Logarithmusfunktion

Abbildung  2.42:  Riemann’sche
Fléche einer Funktion

Flédche mehrere Blatter bilden und ,,iibereinanderliegen; in diese iibereinander-
liegenden Riemann’schen Fliachen 148t sich der Definitionsbereich der komple-
xen Exponentialfunktion quasi aufsplitten. Diese ,,verschiedenen“ Definitions-
bereiche bzw. die sie représentierenden verschiedenen Rechtecke in der (r, ¢)-
Ebene tauchen dann riickwéarts wieder auf als Bildbereiche der Logarithmus-
funktion.

Das hat zur Folge, daf} die Logarithmusfunktion im Komplexen unendlich viele
Werte (im Definitionsbereich ,,w-Ebene C* der komplexen e-Funktion, aufgefafit
als mehrere Rechtecke in der (r,¢)-Ebene) besitzt, je nachdem, auf welchem
»Blatt“ der Riemann’schen Fliache ihr Argument z liegt, (Abb. 2.44).

z =¢v = w = logz = In|z| + i(arg z + k- 2m) (2.13)
— k=0 : logz = Inr + i¢

k=41 : logz = Inr + i(¢+2m)

k=42 : logz = Inr + i(¢+4m)

Der Logarithmus einer komplexen Zahl ist mehrwertig, also keine Funktion
mehr! Er wird zu einer Funktion, wenn man sich auf ein Intervall der Lange 27
fiir das Argument der komplexen Zahl beschrinkt. Man spricht fiir

k=0 : vom Hauptwert des Logarithmus’,

k#0 : von den Nebenwerten des Logarithmus’.
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imagindre Achse
A

Al

2|

o Inr
reelle Achse

Abbildung 2.44: Logarithmus einer komplexen Zahl

Jeder Wert des Logarithmus ist Zweig einer mehrdeutigen komplexwertigen
Funktion, obwohl dieser Begriff schon in sich widerspriichlich ist. Bei Beschréin-
kung auf einen Wert — etwa den Hauptwert — erhélt man eine ,eindeutige“

Funktion.

Bei Beschrinkung des Argumentes der komplexen Zahl z — etwa auf das In-
tervall 0 < argz < 27w — erhélt man eine (eindeutige) Funktion, die in den
Punkten der positiven reellen Achse aber nicht mehr stetig ist: beim Uber-
schreiten der positiven reellen Achse treten Spriinge der Hohe £2i auf. In der
komplexen Analysis (Funktionentheorie) redet man von mehreren Bléttern der
Riemann’schen Flidche der Funktion, s. Abb. 2.42 und 2.43.

Beispiele 2.38

(i) Hauptwert des Logarithmus’ von z = 3 - (v/3 +1i):

logz = 10g[6(\§+;)} N log[6(cosg+iSing)] (2.14)

= log[6 . ei%] = In6 + i%
(i) i =[%] =e3

Auf den ersten Blick scheint diese Rechnung einleuchtend zu sein, tatséch-
lich stecken aber komplexe Logarithmen dahinter — und damit die o.a.
Mehrdeutigkeit. Beispielsweise gilt ja auch

it = [ei%]i = [ei(%““”)]i = o (5Hk2M) — o5 TR (keZ).

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



2.3. TRANSZENDENTE FUNKTIONEN 119

Wie kommt es zu dieser Mehrdeutigkeit? Wegen der Periodizitit der kom-
plexen Exponentialfunktion und damit der ,,Mehrwertigkeit* der komple-
xen Logarithmusfunktion. Es ist ndmlich

- e(log1)~1 — ¥ — 4 —

w = logz = i-logi = i-log[l-ei(ngk'%)}
= i [n14i(5 + k- 2m)]

- —g—k-27r (k € Z)

2.3.1.3 Exponential- und Logarithmusgleichungen

Aussageformen, bei denen die Losungsvariable in den Argumenten von Expo-
nentialfunktionen vorkommen, heiflen Exponentialgleichungen oder Exponen-
tialungleichungen; die Losungsmengen solcher Aussageformen lassen sich mei-
stens durch Logarithmieren ermitteln. Analog heiflen Aussageformen, bei denen
die Variable im Argument oder in der Basis eines Logarithmus’ auftritt, Loga-
rithmusgleichungen oder -ungleichungen; diese lassen sich oft durch Anwendung
einer Exponentialfunktion 16sen. Zwei Beispiele mégen den Sachverhalt verdeut-
lichen.

Beispiel 2.39 Exponentialgleichungen
(i) 4377 = 2.6% (z € R)

Etwas anders geschrieben, lautet diese Gleichung

(eln4)3—$ _ e(1n4)-(3—2) - 9. e(ln6).gp — eln2+m-1n6 (l‘ c R),
sie ist dquivalent zu

3—z)-In4 = In2+ z-In6 =
3-lnd—2z-In4 = In2+ z-In6 (x € R).

Daraus ergibt sich:

z-(In6+1n4) = z-In(6-4) = z-In24
43
= 3-In4—1n2 = In(4*) —In2 = Ino = In32,

32  3,465736
T T o1 T o3a7soma 090

Diese Aufgabe 148t sich auch weniger umsténdlich 16sen. Wie?
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(ii) 22(9:-1—1) — 9z+3 _ 9z+5 _ 92z+4 (I c R)
Etwas anders geschrieben, lautet diese Gleichung
4-2% _8.2% = 32.27 — 16-2% (z € R),
sie ist dquivalent zu
20 -2%° = 40-2° — 220 = 2.2 (z €R).
Daraus ergibt sich:

22m

ST o222 e a=log2=1

Beispiel 2.40 Logarithmusgleichungen

(i)  Die Variable ist Basis einer Logarithmusfunktion:

2-log, 36 — 3-log, 3 = 2 (>0, z#1) <~

log, 362 — log, 33 = 2 (>0, 2#1)
362 ot . g4

loggcg—3 = long = log,48 = 2 (z>0,z#1) —

48 = g8 48 = g2 (x>0, x#1) <

— oz =48 = 43
(i)  Die Variable ist im Argument einer Logarithmusfunktion:
2-ln(z+2) — In(z —2) = In(z+5) (xeR, z>2)

Diese Gleichung lautet umgeformt:

22
ln(futz) = In(z +5) (x €R, z>2) —
(z+2)?

(x+2)? = 2?2 4+42+4 = (z—2)(z+5) = 2°+32-10 (xeR, z>2)
— x = —14

Diese ,,Losung® vertrégt sich aber nicht mit der Voraussetzung x > 2, also
ist diese Gleichung unlésbar bzw. ihre Losungsmenge leer.
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2.3.2 Trigonometrische Funktionen

Trigonometrische Funktionen (oder: Winkelfunktionen) sind fiir die Darstel-
lung periodischer Vorgéinge unentbehrlich, also z. B. fiir die Beschreibung von
Schwingungen. Vor dem néchsten Abschnitt sei noch einmal auf die Definition
des BogenmafBes eines Winkels verwiesen (Definition 2.13).

2.3.2.1 Definition, Periodizitit, Graph

Sei P € R% P habe die kartesischen Koordinaten (u,v) und die Polarkoordi-
naten (r, ¢), s. Abb 2.45.

Abbildung 2.45: Koordinaten eines Punktes P

In der folgenden Definition sollen die fiir Winkel definierten trigonometrischen
Groflen

sin ¢, cos ¢, tan ¢, cot ¢ (¢ €[0,2m))

als Funktionen fiir beliebige reelle Argumente definiert werden. Die Idee ist
dabei die folgende:

1. Jede Zahl t € R 148t sich eindeutig darstellen in der Form
t =t+k-2m

mit einer geeigneten Zahl £ € [0,27) und einer geeigneten Zahl k € Z.
Die Abbildung

f: R — [0, 27)
t — t
ist surjektiv, aber natiirlich nicht injektiv.

2. Das Intervall [0, 27) wird, beginnend im Punkt (1,0), im mathematisch po-
sitiven Sinne auf den Einheitskreis , aufgewickelt“, s. Abb. 2.46.

3. Insgesamt hat man in §o f eine Komposition von Abbildungen, welche die
gesamte reelle Achse auf den Einheitskreis abbildet, s. Abb. 2.47.
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[0, 27) — R?

Q

,_
Sy —|

2

(4
N

Abbildung 2.46: , Aufwickeln® des Intervalles [0, 27) auf den Einheitskreis

Aufgabe

Wie sieht die Abbildung ¢ genau aus, d.h. wie muf} die folgende Funktions-
vorschrift auf dem Intervall [0, 27) definiert sein?

g: [0, 27) —  R?

gt) = (91(t), g2(t)) = (), y(®) = { Z R

P =<u, v>

Abbildung 2.47: Abbildung der reellen Achse auf den Einheitskreis

Die Werte der trigonometrischen Funkionen an der Stelle x € R werden nun
definiert als die Werte der entsprechenden Winkelfunktionen in dem rechtwink-
ligen Dreieck, das vom Ursprung O, von (u,v) und von (u, 0) aufgespannt wird.
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Definition 2.13
Fiir x € R seien z € [0,27) und k € Z (eindeutig!) so gewéhlt, daf gilt:

r =+ k-2m.

Sei ¢ definiert durch ¢ := 360 &, und sei P := (u,v) der Schnittpunkt des
vom Ursprung unter dem Wlnkel ¢ ausgehenden Strahls mit dem Einheitskreis,
s. Abb. 2.47.

Dann wird definiert (Abbildungen 2.48 - 2.51):

sine = v = (g20f)(x) = sing (x e R)

cosz = u = (giof)(x) = cos¢ (x € R)

tanz = ¥ = = tan¢ (reR, z# 2k+1)-5, keZ)
cotx = T = = cot¢ (xE]R x#k-m, kGZ)
Bemerkung

(i) Unmittelbar aus der Definition der trigonometrischen Funktionen folgt
deren Periodizitét (Definition 2.1 (xvi), p. 63):

sin(t+k-2r) = sinz (z€R, keZ)

cos(r+k-2m) = coszx (x€R, keZ))

tan(z +k-m) = tanz (z€R, z#(2k+1) -5, keZ)
cot(x+k-m) = cote (reR, a#k- -7 keZ).

Bei der Untersuchung dieser Funktionen kann man sich daher auf ein
Intervall der Liange 2w beschrinken, iiblicherweise auf [0,27) oder auf
(_7[-77‘-]'

(ii) Da cotz nur den Kehrwert von tanz angibt, bleibt diese Funktion oft
unberiicksichtigt.

(iii) Fiir ausgezeichnete Werte der trigonometrischen Funktionen gibt es eine
,,Eselsbriicke®; s. Tabelle 2.1.

(iv) Aufgabe

Ist p die betragsmiflig kleinste Periode einer periodischen Funktion f, so
gilt:
flx+k-p) = f(x) (reR, keZ).

Beweis  Mit vollstiandiger Induktion.
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Gradmafl 0 30 45 60 90
Bogenmaf} 0 /6 /4 /3 /2
sin | WO | W WE | W | Vi
cos | WA LB | 3| Wi|La
tan 0 | vz | L3 13| —
cot N I YV S I SV S SV B
Tabelle 2.1: Ausgezeichnete Werte trigonometrischer Funktionen
1.5 1.5
Z x
T =1
0.5 0.5/
0 / 0
-0.5 -0.5 \
_17 _1,
15 15 R R —

2 0 2

Abbildung 2.48: f(z) =sinz

4

-105 0

Abbildung 2.50: f(z) = tanx

X

0

Abbildung 2.49: f(x) = cosx

0

2 4 6 x 8

Abbildung 2.51: f(z) = cotx
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Bemerkung

Vom mathematischen Standpunkt ist die oben gegebene Einfithrung der trigo-
nometrischen Funktionen etwas unbefriedigend, da sie sich auf den iiberhaupt
nicht elementaren Begriff der Linge eines Bogens (einer Kurve) stiitzt. Der
formal korrekte Weg wire die Definition mit Hilfe einer sog. Potenzreihe.

Dennoch wird gerade dadurch deutlich, dafl es erforderlich ist, die Argumente
von trigonometrischen Funktionen im Bogenmaf} anzugeben, nicht im Gradmaf.

2.3.2.2 Beziehungen zwischen den trigonometrischen Funktionen

Die folgenden Beziehungen zwischen trigonometrischen Funktionen gelten je-
weils fiir alle Werte von z, fiir die die angegebenen Groflien auch definiert sind.

(i) Symmetrie:

sin(—z) = —sinz ungerade Funktion
cos(—zx) = Cos T gerade Funktion
tan(—x) = —tanx ungerade Funktion
cot(—z) = —cotx ungerade Funktion
. 77 ™ .
sm(x + —) = cosz , cos(:(: — —) = sinx
2 2
sin x Cos T
tanz = , cotr = —
CoS T sin x
(Nenner jeweils # 0)
(ii) Trigonometrischer Lehrsatz des Pythagoras:
cos’z + sin’z = 1 (2.15)
Daraus folgen u.a.
|sinz] = V1 —cos?x , |cosz| = V1 —sin’z
sin x V1 —cos?x sin
tanx = =+—— =
cosx cosx 1 —sin?x

Durch Quadrieren und Auflésen erhilt man daraus

sinx = =+

tanx 1

V1 +tan? z

, cosx = =+

V1 +tan? z

Prof. Dr. A. Raphaélian
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(iii) Additionstheoreme:

sin(x £ = sinxz-cosy £ cosx-sin
(x +y) y y (2.16)
cos(rty) = cosx-cosy F sinz-siny
t +t
tan(s £ y) = anx + tany

1Ftanz - tany

Beweis

Abbildung 2.52: Additionstheorem fiir die Sinusfunktion

Aus Abbildung 2.52 liest man ab:

a b+c b ¢

sinfa+p4) = - = = 242 = +

RERSE
oo
S0

b
T r roor d

= sina-cosf + cosa-sinf

Damit ist das Additionstheorem fiir die Sinusfunktion fiir die Falle
(v + ) < m/2 bewiesen. Es gilt aber auch fir Winkel (o + 3) > 7/2;
auf den dhnlichen Beweis wird hier verzichtet.

Dann folgt aus dieser Formel zusammen mit (i):

sinfa — ) = sin(a+ (—f)) = sina - cos(—fF) + cosa - sin(—f)

= sina-cosf — cosc - sin
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cos(a+ ) = sin(a%—ﬂ—i—%) = sin(oﬁ-(ﬁ—i—%))

= sina-cos(ﬁ—k g) + cosa - sin(ﬁ-i— g)

= sina-sin(f+m) + cosa~sin<ﬁ+ g)

= sina-sin(g) - (1) 4+ cosa - cos 3

= cosa-cosf3 — sina-sin

cos(a — ) = cos(a+ (—f)) = cosa-cos(—f) — sina-sin(—f)

= cosa-cosf + sina-sin

_ sin(a £ f)
tan(a = f[) = cos(a £ )

sin a cos 3 & cos a:sin
= p - - b [Kﬁrzen mit cos a cos /6’]
cos acos B F sin asin 8

tan o £ tan 3
1Ftanatan g

(iv) Funktionen des doppelten Winkels:

Setzt man x = y, so folgen aus den Additionstheoremen die Gleichungen

sin(2z) = 2sinzcosz

2

cos(2x) = cos®x — sin®

x = 2cos?z—1 = 1—2sin’z

Hieraus erhélt man durch wiederholtes Einsetzen Beziehungen, welche in
der Integralrechnung niitzlich sind:

1
sinfz = 5 (1 — cos2z)
2 1
cosTr = o (1+ cos2z)
.4 .2 \2 1 2 1
sinfz = (sin’z)” = 1 (1 —cos2z)” = 3 (3 — 4 cos 2z + cosdx)
4 1
cosz = o (3 + 4 cos 2z + cos4x)
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(v) Produkte trigonometrischer Funktionen:

1

sinz-sing = 5 [cos(z —y) — cos(z +y)]
1

COsST -Cosy = 5 [COS([E _ y) + COS(.%' + y)} (217)
1

sinx - cosy = 3 [sin(z —y) + sin(z + y)]

Diese Formeln erlangen ebenfalls in der Integralrechnung Bedeutung. Be-
weisen lassen sie sich, indem die jeweils rechten Seiten mit Hilfe der Addi-
tionstheoreme umgeformt werden.

2.3.2.3 Arcusfunktionen

Die trigonometrischen Funktionen ordnen einer reellen Zahl — bzw. dem ent-
sprechenden Bogen auf dem Einheitskreis und dem zugehorigen Winkel — eine
reelle Zahl zu, s. Abb. 2.47. In der Praxis hat man oft das umgekehrte Problem:

Der Funktionswert einer trigonometrischen Funktion ist bekannt, zu
bestimmen sind die zugehodrigen Argumente (Winkel).

Beispiel Umrechnung auf Polarkoordinaten
r=var2+yz , taunqb:g , ¢ =7
x

Zu losen ist also das Problem der Umkehrung (Invertierung) der trigonometri-
schen Funktionen. Dieses Problem ist jedoch nicht eindeutig losbar: die Glei-
chung tan z = 1 beispielsweise besitzt fiir x € R unendlich viele Losungen, da es
unendlich viele Winkel gibt, deren Tangens gleich 1 ist. Auf graphischem Wege
konnen die Losungen dieser Gleichung als Schnittpunkte der zwei Funktionen

f(z) := tanz und g(x) =1 (x € R)
ermittelt werden. Sie lauten (Abb. 2.53)
Tk ::%—Fk"ﬂ (keZ).

Die Umkehrung der Tangensfunktion ist demnach nicht eindeutig, da diese nicht
injektiv ist: offensichtlich eine Folge der fehlenden strengen Monotonie dieser
Funktion. Ganz #hnlich liegen die Verhéltnisse bei den iibrigen trigonometri-
schen Funktionen.

Beschrinkt man sich bei der Losung der Gleichung tanx = 1 dagegen auf einen
Bereich, in dem tan streng monoton verliuft — z. B. auf das Intervall (—g, %)
—, so erhélt man genau eine Losung:

T
tanx =1 A (xe(—— —)) <= T =

T
2" 2 4

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



2.3. TRANSZENDENTE FUNKTIONEN 129

f(x)
e o
—
—
—

—é 0 X 5

Abbildung 2.53: Schnittpunkte von f(z):=tanz mit ¢g(z) =1 (z € R)

In Intervallen, in denen die vier trigonometrischen Funktionen streng monoton
verlaufen, sind sie umkehrbar. Die Umkehrfunktionen heiflen Arcusfunktionen
oder Zyklometrische Funktionen.

Prinzipiell 148t sich fiir die Umkehrung einer trigonometrischen Funktion natiir-
lich jedes Intervall verwenden, in dem die Funktion die erforderliche Monoto-
nieeigenschaft hat. Ublicherweise wahlt man die folgenden Intervalle aus:

f(z) = sinx , IT= [—I f} , f~H(z) = arcsinx

(,arcus sinus x“)

f(z) = cosz , ZT=10,n] , f~Y(z) = arccos x

(,arcus cosinus x“)
f(z) = tanz , I = (_f E) , f~H(z) = arctan
(,arcus tangens x“)

f(z) = cotz , IT=(0,m) ) f~Y(z) = arccot =
(,arcus cotangens x“)

15 2
= =
= 1t A
l,
05
0 0
-0.5
_1,
_l,
15 -1 0 1 5 2 %5 -1 05 o0 05 1 x15
Abbildung 2.54: f(z) = sinz Abbildung 2.55: f~!(z) = arcsinx
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15 3.5
g4 3
05 Zj
0 15
-0.5 2l
N Qs
-15 -0.5

Abbildung 2.56: f(z) = cosx

f(x)

2 -1 0 1, 2

Abbildung 2.58: f(z) = tanx

f(¥)

Abbildung 2.60: f(z) = cotx

25 -1 -05 0 05 1 x15

Abbildung 2.57: f~!(z) = arccos =

f(x)

S 0 X 5

Abbildung 2.59: f~!(z) = arctanx

NP
W

= 0 X 5

Abbildung 2.61: f~!(z) = arccot =
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Bemerkung
Die Umkehrfunktion von f(z) = sinz (z € [-3,%]), ist f~'(z) = arcsinz.
Hierfiir sollte man aber nicht sin~! () schreiben, denn diese Schreibweise meint

bei trigonometrischen Funktionen etwas Anderes, néamlich sin~!(z) = Sirlm.

Dennoch wird dieses Symbol — in Verbindung mit der Shift-Taste — auf
manchen Taschenrechnern zur Darstellung von arcsin x benutzt. Man lasse also
Aufmerksamkeit und Umsicht walten!

Beispiele und Beziehungen zwischen den Arcusfunktionen

(i) Aus den kartesischen Koordinaten = = rcos¢, y = rsin¢ gewinnt man
die Polarkoordinaten r = \/x2 + y2, tan¢ = y/z,

arctany , >0 A y=>0
x
g . x=0 A y>0
¢ = arctang—i-w , r<0 A yeR
x
3
Ag ., x=0 A y<0
arctang+27r , x>0 A y<O0
x
Die Funktionen
o1 (Q) .— arctan 2
x x
b2 (Q) .— arctan 2 4+
x x
o3 (Q) := arctan J + 27
x x

entstehen dabei als Umkehrfunktionen von tan¢ = y/x auf den Inter-
vallen (Abb. 2.62 und 2.63)
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f(x)
(%)

6/
0 2//

Hauptzweig
0
% 0 2 4 & x 8 E: 0 x5
Abbildung 2.62: f(z) = tan = Abbildung 2.63: f(z) = arctan x

(ii) Da sich eine Funktion und ihre Umkehrfunktion in ihrer gemeinsamen
Wirkung aufheben, gilt:

arcsin(siny) = y, sin(arcsinz) = =z
arccos(cosy) = y, cos(arccosz) = x

Entsprechend ist dann z. B. fir z € R, |z| < 1:
|sin(arccos )| = /1 — cos?(arccosz) = /1 — 22
| cos(arcsinz)| = \/1 — sin?(arcsinz) = V1-—2?
(iii) Aus der Komplementérformel

cos(w ) cos( W) Si
_—— = _—— = 1mn
5 Y Y 5 Yy

ergibt sich mit y = arcsinx:

. . ™ .
x = sin(arcsinz) = cos<§ — arcsin J;),

und die Anwendung von arccos auf diese Gleichung liefert nach Umfor-
mung:

arcsinz + arccosr = g . (2.18)

(iv) Beziehungen zwischen den trigonometrischen Funktionen lassen sich in
solche zwischen den Arcusfunktionen umrechnen:
tany, & ya
1 Ftany; - tanys

tan(y1 £y2) =

x; = tany; «— y; = arctanx; (1 €{1,2}),
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xr1 £ 22
+ T -T2

arctanxj + arctanxy = arctan

( |arctanz; & arctanz,| < m/2 )

Bemerkung

arcsin ist die Umkehrfunktion der auf das Intervall [-7, 7] eingeschrénkten
Sinusfunktion. Welches ist die Umkehrfunktion der auf das Intervall [Z,37]

2772
eingeschriankten Sinusfunktion? Es ist

y = sinz (ze[-%,3])
= sin(u — ) (u=2z+mel[Z, 2]
<~
u—m = x = arcsiny
<~
u = arcsiny 4w

Analog fiir die anderen Intervalle, in welchen die Sinusfunktion streng monoton
verlduft.

2.3.2.4 Trigonometrische Gleichungen

Unter einer trigonometrischen Gleichung versteht man eine Gleichung, bei der
die Unbekannte z in den Argumenten trigonometrischer Funktionen auftritt.
Ein allgemeines Losungsverfahren fiir Gleichungen dieser Art 148t sich nicht
angeben.

Beispiel 2.41

Die Gleichung
tanx = 1

zu Beginn des letzten Abschnittes ist eine einfache trigonometrische Gleichung.

Beispiel 2.42

Man finde alle reellen Zahlen x, welche der folgenden Gleichung geniigen:

8sinx + 4cos’z = 7.
— 8sinz +4(1 —sin?x) =7
— sin2x—2sin:v+1 =0
3 1
i =1+4/1-—- =1=x -
— (sinx)q 2 1 5
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Aufgrund der Nebenbedingung |sinz| <1 kommt das obere Vorzeichen nicht

in Frage; aus sinx = % folgt

L, = {x:xER,x:%—FkQW,kEdeeignet}
o .
Ly = {x:xE]R,x:F—i—k-QW,kEdeelgnet}
— L := Li1ULsy istdie Losungsmenge.

Beispiel 2.43

Man finde alle reellen Zahlen z, welche der folgenden Gleichung geniigen:

sin(2r) = V3 - cosz.

— sin(2z) = 2sinzcosz = y/3cosx
— cosx-(2sinx—\/§) =0
Achtung:

Hier darf nicht dividiert werden, da dazu cosx # 0 vorausgesetzt
werden mufl und man gegebenenfalls Losungen verliert.

(a) cosz =0 — x:z+k-7r, (k € Z geeignet)

2
3 2
(b) Simac:£ — :L‘:g+k-27r\/x:§+k-27r, (k € Z geeignet)
0 0
— L = {:L’Z:L’ER,ZL’Z§+]<7'TFV$:§+I<3'27T
27 .
\% x:?+k:~27r,kEdeelgnet}

ist die Losungsmenge.

Beispiel 2.44

Man finde alle reellen Zahlen z, welche der folgenden Gleichung geniigen:
sinz + cosz = 1.

An diesem Beispiel fiihren mehrere Losungsmethoden zum Ziel. Zwei davon
sollen hier demonstriert werden, eine dritte folgt im Abschnitt iiber Harmoni-
sche Schwingungen.
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Methode 1:
sinx + cosz = 1
— sinz £ V1 —sin’z = 1
— sinx —1 = :Fm
— (sinz —1)? = sin?x —2sinz+1 = 1 —sin’x
— sinz —sinz = sinz- (sinz —1) = 0

Wie im letzten Beispiel darf auch hier nicht durch sinz dividiert werden, will
man keine Losungen verlieren.

(a) sihz=0 — z=k-m, (k € Z geeignet)

(b) sinz=1 — z= g + k- 27, (k € Z geeignet)
Durch das Quadrieren oben wurde eine sog. Nicht-Aquivalenz-Umformung vor-
genommen, nach dem Schema

A

" (—1)* = (+1)*

(=1) # (+1)

Daher bleibt zu priifen, ob jede der erhaltenen Lésungen auch die Ausgangs-
gleichung 16st:

(a) An den Stellen z = k - 7 ist sinz = 0 und cosx = 41 oder cosz = —1. Es
diirfen nur solche Werte zugelassen werden, an denen cosz = +1 ist, also

x = k27 (k € Z geeignet).
(b) An den Stellen z =k - § ist sinz = 1 und cosx = 0.
Insgesamt also folgt als Losungsmenge

L = {:1:: reR, x=k-2n V x:g+k~27r, kedeeignet}.

Methode 2:
sinx + cosz = 1
— (sinz + cosz)? = 1
— sin?x + 2sinzcosz + cos’z = 1
— 2sinzcosx = sin2z = 0
— 2v = k-m, also =z =k g (k € Z geeignet).
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Auch hier miissen wegen des Quadrierens Werte ausgeschlossen werden; in
Frage kommen nur ganze Zahlen k, welche bei Division durch 4 den Rest 0
oder 1 ergeben: z=0(4) V =1 (4) (,kongruent modulo®).

Methode 3:

Man kann diese Gleichung auch noch auf eine dritte Art und Weise 16sen,
wenn man die Formel fiir die Addition harmonischer Schwingungen heranzieht,
s. Beispiel 2.48, p.153.

2.3.3 Hyperbelfunktionen und Areafunktionen
2.3.3.1 Hyperbelfunktionen

Hingt man ein homogenes Seil ohne Biegesteifigkeit (Hochspannungsleitung,
Kette) an zwei symmetrisch zur Ordinate liegenden Punkten auf, so nimmt es
die Gestalt der sog. Kettenlinie an:

z _z
€a + € a

f(z) = a 5 (x € R).
Hierbei ist a eine positive Konstante, welche geometrisch den tiefsten Punkt

des Seiles angibt, s. Abb. 2.64.

Y
Kettenlinie
ea +e
a f(x) =a (x € R)
-z
Abbildung 2.64: Kettenlinie
Physikalische Bedeutung der Konstanten a:
H Spannkraft des Seiles in z-Richtung
aqa = — =
q Gewicht einer Léngeneinheit des Seiles
Definition 2.14 Hyperbelfunktionen
et —e "
sinhz = — (x € R) Sinus hyperbolicus z
e’ +e”" . .
coshz := — (x € R) Cosinus hyperbolicus x
sinh z .
tanhz = (x € R) Tangens hyperbolicus z
coshz
1
cothz := Tha (x € R\{0}) Cotangens hyperbolicus x
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3 4
g g
27 o—
3,
l,
0 2t
_1,
1,
_2,
_3 L L L L i O L L
3 2 -1 0 1 2 x3 =2 -1 0 1 4 2

Abbildung 2.65: f(z) = sinhx

5 -1 -05 0 05 1 4 15

Abbildung 2.67: f(x) = tanhx

Abbildung 2.66: f(x) = coshx

=2 -1 0 1, 2

Abbildung 2.68: f(x) = cothx
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Bemerkung

An den Definitionen oder den Funktionsgraphen (Abbildungen 2.65 - 2.68) 148t
sich unmittelbar ablesen:

(i) Die hyperbolischen Sinus- und Kosinusfunktionen sind Linearkombinatio-
nen der beiden Funktionen uj(x) := e® und ug(z) := e * fir z € R,
insofern also nichts Neues.

(ii) Definitions- und Wertebereiche:

D(sinh) = R , W(sinh) = R

D(cosh) R , W(cosh) = [1,00)

D(tanh) = R , W(tanh) = (—1,1)

D(coth) = R\{0} , W(coth) = (—o00,—1)U (1,00)

(iii) Symmetrie:

sinh, tanh, coth sind ungerade Funktionen, cosh ist eine gerade Funktion:

sinh(—z) = —sinhx : ungerade Funktion
cosh(—z) = cosh : gerade Funktion

tanh(—z) = —tanhz : ungerade Funktion
coth(—z) = —cothz :  ungerade Funktion

(iv) Monotonie:

sinh ist eine streng monoton wachsende Funktion;

cosh ist auf (—oo,0) streng monoton fallend,
auf [0, 00) streng monoton wachsend,;

tanh ist streng monoton wachsend;

coth ist auf (—oo,0) und auf (0, c0) streng monoton fallend.

Zum Namen ,,Hyperbelfunktionen:“
Seien a,b € R und h: R — R? definiert durch
h(t) := (x(t),y(t)) = {(a-cosht,b-sinht) (t € R);

man spricht von h als von einer Parameterdarstellung fiir eine Kurve im R2.
Welcher Kurve? Fiir alle t € R gilt:

<x((f)>2 - <y€:)>2 — cosh?t — sinh®t

[th + 2ete ™t + efzt]

[e2t — 2ete~t 4 e—2t]

N

(2.19)

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



2.3. TRANSZENDENTE FUNKTIONEN 139

Es ergibt sich somit eine Parameterdarstellung der Hyperbel

und zwar (Abb. 2.69):

a>0 — x(t)=a-cosht >0 — rechter Ast

a<0 — z(t)=a-cosht <0 — linker Ast

Y

y=-x

a

A a/
\ !

b
y=—-u

a

Abbildung 2.69: Hyperbel

Aufgabe
Welche Hyperbel ergibt sich fiir die Parameterdarstellung

k(t) = (x(t),y(t)) := (a-sinht,b-cosht) (teR)?

Die trigonometrischen Funktionen verhalten sich zum Kreis wie die Hyperbel-
funktionen zur Hyperbel; s. Abbildungen 2.70 und 2.71.

2.3.3.2 Beziehungen zwischen den Hyperbelfunktionen

Die folgenden Beziehungen zwischen den Hyperbelfunktionen gelten jeweils fiir
alle Werte von z, fiir welche die angegebenen Groéflen auch definiert sind.

(i) Hyperbolischer Lehrsatz des Pythagoras:

cosh’?z — sinh?z = 1 (2.20)

Daraus folgen u.a.

|sinhz| = Vcosh?z — 1 , |coshz| = coshz = Vsinh®z + 1

_ sinhz i Vecosh? 2z — 1 B sinh
coshz coshx  Vsin2r+ 1
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K T(b Sin ¢ @ Sinhﬁﬁ
-

Abbildung 2.70: Kreisfunktionen Abbildung 2.71: Hyperbelfunktionen
22 2 x? y? _
2 2= 2 S
2 ‘1.2
coslp + sin2¢p = 1 cosh“¢p — sinh®¢ (2?9) 1

Durch Quadrieren und Auflésen erhilt man daraus

tanh x 1

sinhy = —— , coshr = ————
V1 + tanh? x V14 tanh? x

(ii) Additionstheoreme:

sinh(z £y) = sinhz-coshy =+ coshx-sinhy (2.21)
cosh(z £y) = coshz-coshy + sinhz-sinhy ‘
tanh x 4+ tanh
tanh(z ty) = ann e = any

1+ tanhx - tanhy

Beweis

Der Beweis dieser Beziehungen verlauft einfach durch Riickgriff auf die

Definition der Hyperbelfunktionen mit Hilfe der Exponentialfunktionen.
(iii) Funktionen des doppelten Argumentes:

Setzt man x = y, so folgen aus den Additionstheoremen die Gleichungen

sinh(2z) = 2sinhxcoshx

cosh(2z) = cosh?x +sinh?*2 = 2cosh?z —1 = 1+ 2sinh®z
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Hieraus erhélt man durch wiederholtes Einsetzen Beziehungen, welche in
der Integralrechnung niitzlich sind:

sinh?z = % (cosh2x — 1)
cosh’z = % (1 + cosh 2z)
sinhlz = é (3 — 4 cosh 2z + cosh 4x)
cosh*z = é (3 + 4 cosh 2z 4 cosh 4x)

(iv) Produkte hyperbolischer Funktionen:

—_

sinhz -sinhy = —[cosh(z +y) — cosh(z — y)]

[\)

cosh x - Coshy = — [COSh(m + y) + COSh(:L‘ _ y)] (2.22)

N[ —

1
sinhz - coshy = 5 [sinh(z + y) + sinh(z — y)]

Diese Formeln erlangen ebenfalls in der Integralrechnung Bedeutung. Be-
weisen lassen sie sich, indem die jeweils rechten Seiten mit Hilfe der Ad-
ditionstheoreme umgeformt werden.

Bemerkung

Ein tieferes Verstindnis fiir die Hyperbelfunktionen und die Tatsache, daf sie
den trigonometrischen Funktionen verbliiffend #hnliche Eigenschaften aufwei-
sen, erlangt man durch die Betrachtung komplexwertiger Funktionen eines kom-
plexen Argumentes. Formal werden diese durch in ganz C konvergente Potenz-
reihen definiert; hier mufl im Moment die Bemerkung ausreichen, dafl die Eu-
ler’sche Formel

e = cosp + ising (¢ €]0,2m))
auch fiir beliebige komplexe Zahlen z = x + iy giiltig ist:

¢ = cosz + isinz (z € C).

Zusammen mit der Gleichung

e = cosz — isinz (z € Q)
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erhilt man nach Auflésen folgende Darstellungen der trigonometrischen Funk-
tionen:

eiz + e—iz
cosz = — = coshiz
eiz o e—iz (Z € (D)
sinz = — = —isinhiz
i
Wihlt man in der letzten Formel jeweils z := —iw (w € C), so ergeben sich
insgesamt die folgenden Beziehungen:
eiz + e—iz
coshiz = — = COS z
eiz _ e—iz (Z € C)’
sinhiz = — = isin z
i
(2.23)
e W+ eV
cosiw = % = coshw
W _ W (w S (D)
siniw = 5 = isinhw
i

Diese Beziehungen liefern eine Gleichheit zwischen den trigonometrischen Funk-
tionen sin bzw. cos fiir das Argument z einerseits und den Hyperbelfunktionen
sinh bzw. cosh fiir das Argument w = iz andererseits und umgekehrt, bis auf
den Faktor i vor den Sinusfunktionen. Jede Beziehung zwischen den trigono-
metrischen Funktionen mit dem Argument z ist gleich derselben Beziehung
zwischen den entsprechenden hyperbolischen Funktionen mit dem Argument
w=1iz (z € C).

Die dazwischengeschaltete Abbildung z — w = iz ist ein Isomorphismus von C
auf sich. Daher 148t sich daraus die folgende Regel ableiten:

Jede Formel, welche Hyperbelfunktionen mit dem Argument x mit-
einander verkniipft, 148t sich aus der entsprechenden Formel, welche
die trigonometrischen Funktionen mit dem Argument « verkniipft
dadurch gewinnen, dafl man

sin durch i-sinhz und cosa durch coshz

ersetzt.

Beispiele: 2.45

(i)  Elementare trigonometrische Funktionen (z € R):

sinix = 1isinhxz
cosir = coshzx
tanizx = 1itanhzx
cotix = —icothzx
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sinhizx =
coshiz =
tanhiz =

cothizx =

isinx
CcoS T
itanz

—icotx

(ii)  Trigonometrische Gleichungen (o, z € R):

cos? a + sin® a =1
—  cosh?z 4 (isinhz)? = 1
— cosh?z — sinh?2z =1
sin2a = 2 sina cosa
— isinh2x = 2isinhz coshx
— sinh2x = 2 sinhz coshz

So ergeben sich etwa die folgenden Formeln (z, y € R):

sin (x + iy

sinh

COS

(
(
(
(

cosh (z + iy

T +1y
T +1iy

)
)
)
)

= sinx coshy + i cosz sinhy
= sinhx cosy + i coshz siny
= cosx coshy — isinz sinhy

= coshx cosy + isinhz siny

(iii)  Satz von Moivre (o, z € R, n € Z):

[cosa+1-sinal” = cos(na) + 1i-sin(na)
[cosa —1-sinal” = cos(na) — i-sin(na)

—  [coshz —1i- (isinhz)]” = cosh(nz) — i- (isinh(nz))
— [coshz +sinhz)]” = cosh(nx) + sinh(nz)

2.3.3.3 Areafunktionen

Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen heiflen Areafunktionen:

f(x) = sinhz
f(x) = coshz
f(z) = tanhz
f(z) = cothz

)

)

9

I=R , f~Yz) = arsinh x
(,area sinus hyperbolicus z*)

Z=[0,00) , f~Y(z) = arcosh x
(,area cosinus hyperbolicus z*)

I=R , f~l(x) = artanhz
(,area tangens hyperbolicus z*)

7 =R\{0} , f~1(z) = arcothx
(,area cotangens hyperbolicus z*)
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f(x)

1

2 x 3

Abbildung 2.72: f(z) = sinhz

f(x)

%

-1

1

x 2

Abbildung 2.74: f(z) = coshz

0

05

1 4 15

Abbildung 2.76: f(z) = tanhz

B 2 1 0 1 2 x3

Abbildung 2.73: f~!(z) = arsinh

2,
3
1,
0
o \
65 1 15 2 25 4 3

Abbildung 2.75: f~!(z) = farcosh x

05 0 05 X

Abbildung 2.77: f~!(z) = artanh
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4 2
>3 E
2 1
i
0 0
-1
- -1
3l
E -1 0 1o 2 2 0 2 x4
Abbildung 2.78: f(z) = cothz Abbildung 2.79: f~!(z) = arcothx

Natiirlich sind die Umkehrfunktionen nur dort definiert, wo die urspriinglichen
Funktionen streng monoton verlaufen:

D(arsinh) = R W(arsinh) = R

D(arcosh) = [1,00) W (arcosh) = (—o0,0] oder [0, 00)
D(artanh) = (-1,1) Wi(artanh) = R

D(arcoth) = (—o0,—1)U(1,00) W(arcoth) = R\{0}

Zum Namen ,,Areafunktionen®:

Man betrachte die sog. Einheitshyperbel (a = b = 1) mit der Gleichung

x(t) = cosht , y(t) = sinht

— =1 (teR).

Wie mit Hilfe der Integralrechnung im zweiten Semester gezeigt werden wird,
betrégt die Fliche des schraffierten Sektors der Einheitshyperbel (Abb. 2.81)

A = 2-— = tg = arcoshxy = arsinhyg.

Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen beschreiben die Fléche eines
Hyperbelsektors, daher der Name ,, Areafunktionen®.

Auch hierzu gibt es ein Analogon fiir trigonometrische Funktionen am Kreis.
Die Fliche des schraffierten Sektors des Einheitskreises (Abb. 2.80) betragt

to

: 12 = tp = arccosxy = arcsinyy.
2m -1

A =2
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. P, ()
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Q=<x,,-(1-x)"> Q=<x,,- (x,-1)">

Abbildung 2.81: Sektor

Abbild 2.80: Sekt
udung cxtor einer Einheitshyperbel

eines Einheitskreises

Darstellung der Areafunktionen durch Logarithmen

Die Logarithmusfunktionen sind Umkehrfunktionen der Exponentialfunktionen.
Die Hyperbelfunktionen sind Linearkombinationen (sinh und cosh) bzw. Quo-
tienten von Linearkombinationen (tanh und coth) von Exponentialfunktionen.
Daher ist es nicht verwunderlich, dafl sich die Umkehrfunktionen der Hyper-
belfunktionen — die Areafunktionen — durch Logarithmusfunktionen darstellen
lassen.

Satz 2.15
f(z) = amsinhz = In(z+Va2+1) (x € R)
f(z) = arcoshz = In(z++Va%2-1) (lz| > 1)
1 1
f(z) = artanhzx = 5 In 1i_i (Jz| < 1)
1 z+1
f(z) = arcothz = 5 In e (lz| > 1)
Beweis
Y _ eV
y = arsinhx — r = sinhy = e

2

— e 2V —1 = (Y)2—22e =1 =0

— & =z+vVP+1

Hier ist nur die positive Losung zu gebrauchen, da sonst die Potenz €Y negativ
wére. Ein Logarithmieren der letzten Beziehung liefert dann die Behauptung
fiir die Funktion arsinh. Der Nachweis der anderen drei Behauptungen erfolgt
analog.
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Beispiel 2.46

Beim freien Fall mit Beriicksichtigung des quadratisch anwachsenden Luftwi-
derstandes ergibt sich fiir die Geschwindigkeit die Gleichung

o(t) = vp - tanh <ng t) (t > 0),

g = 9813 Fallbeschleunigung
VE stationdre Endgeschwindigkeit
t: Fallzeit

Nach léngerer Fallzeit sind Luftwiderstand und Schwerkraft im Gleichgewicht,
weil der Widerstand (mit dem Quadrat der Geschwindigkeit) zunimmt. Es gilt:

lim tanh (g t> =1, also v(t) — vg.
t—o00 VE (t—00)

Aufgabe
Nach welcher Zeit sind 99 % der Endgeschwindigkeit erreicht, wenn gilt:
vp = 230 27
S
Losung;:
t
(o) _ 99 — tanh (9 t0>
VE VE
VE
— ty = — -artanh(0,99)
g
1 140,99
= 23,4s-— In———
455 70 g9

= 11,75-1n199 = 11,7s-5,29

= 62s

2.3.4 Harmonische Schwingungen

Unter einer Schwingung versteht man eine periodische Bewegung. Unter allen
Schwingungen sollen nun die harmonischen Schwingungen ausgezeichnet wer-
den.

Als Beispiel wird die Bewegung eines materiellen Punktes entlang einer Geraden
betrachtet. Unter den moglichen periodischen Bewegungen ist offenbar jene am
einfachsten, bei welcher sich der Punkt auf der Geraden so bewegt, dafl sein
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von einem Punkt O der Geraden — der Ruhelage — gerechnete Abstand y eine
Sinus- oder Kosinusfunktion der Zeit ¢ ist:

y(t) = A-sin(wt + ¢) (teR)

oder
y(t) = A-cos(wt+ @) (t € R).

Solch eine Bewegung heifit eine harmonische Schwingung. Alternativ kann man
sie sich vorstellen als Bahn, die ein gleichférmig auf einer Kreisbahn umlaufen-
der Punkt beschreibt, welche in der Ebene des Kreises auf eine Gerade projiziert
wird, s. Abb. (2.82).

- olw

_l_l:

0 2 4 6 t 8
Abbildung 2.82: Harmonische Schwingung

Solch eine Darstellung kommt beispielsweise zustande, wenn man unter dem sich
auf der senkrechten Achse bewegenden materiellen Punkt das Papier geradlinig
gleichférmig nach links oder nach rechts wegzieht.

Anwendungen:  Seismograph, EKG, EEG

Definition 2.15

Eine mechanische Schwingung heifit harmonisch, wenn sie einer der folgenden
Bedingungen geniigt; man kann zeigen, dafl alle Bedingungen zueinander dqui-
valent sind.

(i) Die Riickstellkraft ist proportional zur Auslenkung (Hooke’sches Gesetz):
F =mi = —kz (teR)

(ii) Die Schwingung ist eine Sinus- oder eine Kosinusschwingung:
xz(t) = A-sinwt + B - coswt (t € R)

(iii) Die Riickstellkraft besitzt ein quadratisches Potential:

V(z) = a-x? (x € R)
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Nachweis der Aquivalenz

k
(i) = (i) : :i+E=O
(i) < (i) : mi + kx = 0
= mzt+kxz = 0
<= lijQ + EacQ = const.
2 2
= T + V = FE

Im folgenden wird eine sinusférmige Schwingung

y(t) = A-sin(wt + ¢) (t>0) (2.24)
betrachtet.
Bezeichnungen:

(i) Auftretende Grofen: (cf. 2.24)

y(t) Auslenkung oder Elongation
A Schwingungsamplitude oder Scheitelwert
wt+ ¢ Phase oder Phasenwinkel
wo: Kreisfrequenz (w > 0)
¢ Phasenkonstante, Anfangsphase oder Nullphasenwinkel

(ii) Die Perioden der sin- bzw. cos-Funktionen sind 2w, daher sind die Aus-
lenkungen y(t) fir die Werte
t = t (t1 € R geeignet)

2
t = tl—l——w = t1+T =: ty
w
wieder dieselben:
2
sin(wte + ¢) = sin(w [t1+l]+¢) = sin(wt; +27+¢) = sin(wt; + ¢).
w

T heift Schwingungsdauer, Periode oder auch Schwingungszeit.

Zwischen der Perioden- oder Schwingungsdauer T', der Frequenz f und
der Kreisfrequenz w bestehen die Beziehungen
2 1
T=" =",
w f
Das erkldrt den Namen Kreisfrequenz: w = 2nf ist die Frequenz f, ge-
messen in Einheiten von 27.
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(iii) Der Nullphasenwinkel ¢ héngt vom Beginn der Zeitmessung ab. Wenn

dieser so verschoben wird, daf3 an die Stelle von ¢ die Grofle
1 27 1
bt — =t + - =t =T
+ 2w + 4w + 4
tritt, so éndert sich ¢ um 7. Dadurch geht die sin-Funktion in die cos-

Funktion {iber:
sin(w [t + 2l] + d)) = sin(wt +o+ g) = cos(wt +¢) (t€R).
w
Beide Funktionen sind also zur Beschreibung der Schwingung gleicherma-

Ben verwendbar.

Beispiele (t € R)

yi(t) = sint

yo(t) == cost = sin(t+ %)
y3(t) = —sint = sin(t+7) = sin(t—m)
ya(t) = —cost = sin(t+3m) = sin(t—3)

2.3.4.1 Superposition von Schwingungen

Fin schwingendes System — etwa ein materieller Punkt entlang einer Ge-
raden — kann gleichzeitig zwei oder mehrere harmonische Schwingungen
ausfithren. Wenn die verschiedenen Schwingungen dabei keinen Einflufl aufein-
ander ausiiben, so spricht man von einer ungestérten Uberlagerung oder einer
Superposition der Schwingungen.

Es geniigt dabei, die Superposition von Schwingungen
e gleicher Richtung und
e zueinander senkrechter Richtungen

zu betrachten, da sich andere Félle auf diese zuriickfiihren lassen (Linearkom-
bination). Jeder dieser beiden Félle wird dabei noch danach unterteilt, ob die
Frequenzen der beiden zu iiberlagernden Schwingungen gleich oder verschieden
sind; es sind also insgesamt vier Félle zu untersuchen.

Gleiche Richtung und gleiche Frequenz
I Graphische Darstellung (Abbildung 2.83)

II Analytische Darstellung

y(t) = yi(t) +y2()
= A; sin(wt+ ¢1) + Az sin(wt + ¢2)

= A (sinwt-cos ¢y + coswt - sin ¢q)
+ Ag (sinwt - cos pg + coswt - sin )

= (Ajcos¢) + Azcosgs) -sinwt + (Ajsing; + Agsingg) - coswt
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1.5 Yo+Y;

y
0.5*/ g 1

<

\

. 6
Abbildung 2.83: Superposition zweier harmonischer Schwingungen

Bestimmt werden nun, bei gleichzeitigem Existenzbeweis, zwei Konstanten
A und ¢, so daf gilt:

2
U = Ajcosgr+ Az cosgpag = >, Apcos¢p = A-cos¢
k=1
2
V = A1S1n¢1+AQSiD¢2 = ZAkSin(ﬁk = A-singi)
k=1

Quadrieren beider Gleichungen und Addieren liefert
A% = A} + A3 + 2A1A2cos(d1 — ¢o),

Division beider Gleichungen liefert, falls Ay cos ¢1 4 As cos ¢o # 0 ist, tan ¢,
insgesamt also

A = \/Af + A3 + 241 Ay cos(¢1 — ¢2)
(2.25)
tang — Ajsing; + Agsin g
~ Ajcos¢y + Agcos oo
Bemerkung

(i) Die hergeleitete Superpositionsformel (2.25) ist unabhéngig davon,
ob man von den Funktionen

yp(t) = Ag -sin(wt + ¢r) (ke {1,2}, teR)
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(i)

(iii)

(iv)

oder von den Funktionen
yr(t) = Ag - cos(wt + ¢r) (ke {1,2}, t e R)

ausgeht. Die Superposition

M

y(t) = n(t) +y2(t) = Yr(t)

k=1
ist dann natiirlich auch von der entsprechenden Gestalt, also
y(t) = A-sin(wt + @) oder y(t) = A-cos(wt + ¢).
Ist Ajcos¢dy + Azcosgds = 0, so mul man anders vorgehen. Falls
A # 0 ist, so mu man ¢ aus der folgenden Gleichung bestimmen:
1
A

ist A =0, so ist ¢ unbestimmt.

sing = (A sin¢; + Agsin ¢g);

Werden n (n € IN geeignet) harmonische Schwingungen superponiert,
so setzt man an:

U = > Apcos¢r = A-cos¢
k=1

V = > Agsingy = A-sing
k=1

und berechnet A und ¢ aus den Gleichungen (falls U # 0, s. (ii))

A= VU2+V2 und tan¢ = K

U

Mit den berechneten Groflen A und ¢ 148t sich die Superposition von
n harmonischen Schwingungen schreiben als

y(t) = A-sin(wt + ¢),

und man erhélt die Aussage:

Die Superposition von 7 harmonischen Schwingungen
gleicher Richtung und gleicher Frequenz ist wieder eine
harmonische Schwingung derselben Richtung und derselben
Frequenz.

Im folgenden wird die Superpositionsformel (2.25) fiir den Fall n = 2 disku-
tiert. Die Amplitude A der resultierenden Schwingung héngt von den Am-
plituden A; und As der Einzelschwingungen sowie von der Phasendifferenz
0= ¢1 — ¢2 ab:

(a) 0 € {0,£27, +47, ...} —

A nimmt den groften Wert an, ndmlich A = |A; + Ay| = A + As.
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(b) 6 € {£m,£3m, ...} =

A nimmt den kleinsten Wert an, ndmlich A = |4; — Aj|.

Wenn im Fall (b) die Amplituden der beiden Einzelschwingungen gleich
sind: Ay = Ag, so ist die Amplitude A der resultierenden Schwingung
Null, die beiden Schwingungen l6schen sich gegenseitig aus. Diese Bezie-
hungen spielen bei Interferenzerscheinungen eine wichtige Rolle, sowohl im
elektromagnetischen Bereich (Licht, Radiowellen) als auch in der Akustik
(Schallwellen).

Beispiel 2.47

In einem dreiphasigen symmetrischen Drehstromsystem flielen bei symme-
trischer Belastung in jedem Leiter gleichgrofle, jeweils um %ﬂ' gegeneinander
phasenverschobene Strome. Fiir ihre Summe

. A s 2 A 4
i(t) = 1-sinwt + z~sm<wt+§7r> + z-sm(wt—&— §7T) (t>0)

ergibt sich nach den obigen Beziehungen:

U = %(COSO + cos%7r + cos%’r) = 2'(1 —

[N

vV = %(sinO + sin%7r + sin%”) = i(O +

— A= VU2+V2 = 0.

N[ =
=
|

Beispiel 2.48

Ich mochte noch einmal zu der trigonometrischen Gleichung aus Beispiel
2.44 auf p.136 zuriickkehren:

sinx + cosz = 1 (x € R).

Diese Gleichung 148t sich als Superposition zweier gleichfrequenter Schwin-
gungen der Frequenz w = 1 auffassen (hier: ¢t = x):

1 = sinz + cosz = sinz + sin(x—i—g) = A-sin(x + ¢),
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II1

wobei

A = \/12+12+2-cos72r = V2

1-sin0 + 1-s8inZ 1
tan¢g = 2 = - =1
1-cos0 + 1'COS§ 1

— ¢ = arctanl = il [odergﬁ:‘rﬁ},
4 4
1 2
- 1.sin(x+%) :2:\2[’
2 2
N (x—k%) € {arcsin(\g), arcsin(—>+2}7
D) e 52)
_ w T o
4 4’ 4 )
T

Zu den Argumenten miissen noch ganzzahlige Vielfache von 27 addiert
werden, um alle reelle Losungen zu erhalten.

Komplexe Darstellung, Zeigerdiagramm

Betrachtet wird wieder die Uberlagerung von n = 2 harmonischen Schwin-
gungen. Die beiden reellen Gleichungen

Acos¢ = Ajcosdy + Ascos oo
Asing = Aising; + Assin o

lassen sich zu einer komplexen Gleichung zusammenfassen, wenn die zweite
Gleichung mit i multipliziert und zur ersten addiert wird:

A(cos¢ + ising) = Ai(cos¢r + isingr) + Aa(cosge + isings)
<~
Ae'? = A el + Ag el?2
Definiert man jetzt die komplexen Amplituden
A=A | A = A (ke {1,2}),

so ist die Superposition zweier harmonischer Schwingungen zuriickgefiihrt
auf die Addition zweier komplexer Zahlen:

A = A + Ay,
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wobei gilt:
A = |A] :  Amplitude der Superposition
Phasenkonstante der Superposition

¢ = arg(4)
Die Addition zweier komplexer Zahlen 148t sich graphisch sehr einfach mit

Hilfe eines Kréfteparallelogrammes darstellen, s. Abb. 2.84.

' A
y _
By P A
o1

Abbildung 2.84: Addition komplexer Amplituden

Beispiel 2.49
Gegeben sei der in Abb. 2.85 beschriebene Wechselstromkreis.

Ohm’scher Widerstand

Kondensator
il
I
uc(t) up(t) .
i)

ult)

Abbildung 2.85: Wechselstromkreis aus Kondensator und Ohm’schem

Widerstand
ur(t) + uc(t) = u(t) (t>0)
up(t) = R-i(t) = R-i-sinwt
= —%coswt = %sin(u)t— g)

uc(t)
Die Spannung am Kondensator lauft derjenigen am Ohm’schen Widerstand
um 7 nach. Gesucht ist die Gesamtspannung u(t) (£ > 0).
Zur Losung dieses Problems konnen zwei Wege eingeschlagen werden:
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(I) Addition der komplexen Amplituden, Arbeiten im komplexen Zeigerdia-

gramm
A = R-i-¢ = R-i
1 . x 1 . s« 1 .
A o= it o= e = i
1\2
A = A — R2 - s
— ‘7| +(wC> 7
1 =
—==1 1
t = wC_ — -
an ¢ R-: wRC
10) = arctan(—i> + 27
RC
3(2) :
‘ Ri R2)
N
T~
iwC A

Abbildung 2.86: Komplexes Zeigerdiagramm einer Serienschaltung

(IT) Addition der reellen Schwingungen mit Hilfe der Superpositionsformel

(2.25)
u(t) = @ - sin(wt + @)
1\? 1 . 1\?% .
~ _ 2 - o - 2 — 2 - Lz
n = \/R +<wC> 2RwC’0 7 R +(wC’> 3
R-0— 1.1 1
t _ wC — _
me R1- 1.0 wRC
1
10} = arctan(—m> + 27

Die Graphiken in Abbildung 2.87 zeigen einige Beispiele fiir die Superposition
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zweier harmonischer Schwingungen (¢ € R):

Abb.1: fi(t) := sint + 2sint
Abb.2: fo(t) := sint + sin(t + g)
Abb.3: fa(t) == sint + 2sin(t + g)
Abb.4: fa(t) := sint + 1.1sin(t + )
S =
>
2! 1

—
—

_2, _1

-5 0 { 5 -5 0 ¢ 5
= =
= 1

AN/ AN/

0 0
_1,

_1,
-5 0 ( 5 -5 0 ¢ 5

Abbildung 2.87: Superposition zweier harmonischer Schwingungen

Gleiche Richtung und verschiedene Frequenzen: Schwebung

Seien wy,ws > 0, w1 # wa, ¢ € [0,27) und man betrachte die beiden harmoni-
schen Schwingungen

y1(t) = Ajp-coswit
ya(t) = Ay -cos(wat + ¢) (t € R).

Zur Darstellung der beiden Schwingungen werden hier die gebraduchlicheren
cos-Funktionen verwendet. Dabei ist die erste Phasenkonstante zu Null gesetzt
worden, so dafl der Nullphasenwinkel ¢ der zweiten Schwingung zugleich die
Phasendifferenz bedeutet.
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Die Schwingungsfrequenzen beider Einzelschwingungen sind nicht gleich, die
Superposition kann nicht in die Form

y(t) = A-cos(wt+ ) (t e R)

gebracht werden, sie bedeutet also einen komplizierteren Vorgang. Es gilt je-
doch:

Satz 2.16

(i) Ist das Frequenzverhiltnis X € Q, so ist die Resultante ein periodi-

scher Vorgang, d.h. sie ist eine Schwingung der Kreisfrequenz w mit
w:=g.gT. (w,w2) (g.g.T. : grofiter gemeinsamer Teiler). Denn es gibt
eine Zahl w > 0 und natiirliche Zahlen m, n, so daf} gilt:

wi =m-w , Wy =M -w (m,n teilerfremd),
und der Wert der Funktion

y(t) = Ap-cos(mwt) + As - cos(nwt + ¢) (teR)

wiederholt sich nach der Periode T := %ﬁ

(ii) Ist das Frequenzverhéltnis 1 ¢ Q, so ist der resultierende Vorgang nicht
mehr periodisch; w; und wy heiflen dann inkommensurabel.

Zur ndheren Untersuchung der Resultante werden die folgenden Additionstheo-
reme fiir die halben Winkel verwendet:

rt+y r—y

cosr + cosy = 2 cos

. X+ .
cosr — cosy = —2 sin 2 - sin

Addition bzw. Subtraktion liefert:

Tty rT—y inx—i—y LTy

COST = COs > cos 5 — 8 - sin >
CcoS = cosx+y-cosx_y +sinx+y-sinx_y
vy = 2 2 2 9

Nun wird die Resultierende

y(t) = Ap-cos(wit) + Ag - cos(wat + @) (teR)
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fir x:=wit, y:=wit+ ¢ ausgewertet, und man erhélt mit den obigen

Formeln

y(t) = (A2+A1)‘COS<w1;w2t+Z)-cos(wl_wt—¢>

+ (AQ—AI)'SiH<wl;_WQt+ g) 'sin<w1_w2t— ¢>

Die Formel (2.26) wird im folgenden fiir einige Spezialfille untersucht:

Spezialfall 1:

(2.26)

y(t) = 2A-cos<wl+w2t+¢>'cos<wlth—¢> (teR)

2 2

Spezialfall 2:

Ay = Ay =: A und die beiden Kreisfrequenzen w; und wo sind annidhernd

gleich, d.h.

\w1 —wz‘ < w1 + wo.

In diesem Fall éndert sich der zweite cos-Faktor auf der rechten Seite von Formel
(2.27) relativ zum ersten nur langsam. Man kann daher, den zweiten Faktor in
die Amplitude 24 einschlieBend, den Vorgang als eine Schwingung ansehen, de-
ren Kreisfrequenz w = %(wl + wg) ist und deren Amplitude periodisch zwischen

den absoluten Betridgen 0 und 2A schwankt, s. Abbildung 2.88:

Definition 2.16

(i) Ein solcher Vorgang heifit eine reine Schwebung.

(ii) Die Schwebungsperiode T betrigt

Wl_w2t2_? — Wl_WQtl_? = 27
2 2 2 2

47
w1 — wal’

— Ts = ta—t1 =
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Abbildung 2.88: Reine Schwebung

(iii) Unter der Schwebungsdauer Ds versteht man die Zeitspanne zwischen
zwel aufeinanderfolgenden Amplitudenmaxima. Diese Zeit ist die Halfte
der vollen Periode des zweiten cos-Faktors von (2.27), i.e.
1 2m

D, = T, = —.
5 2 s |W1—WQ|

(iv) Die Schwebungskreisfrequenz ws ist gegeben durch

27
ws = po = w1 — wal,
die Schwebungsfrequenz fs selbst ist die Differenz der Frequenzen der
Einzelschwingungen:
fs = 1fi— fo (w=2rf).

Sind die Amplituden der zwei Einzelschwingungen nicht gleich, dann ist die
resultierende (nicht reine) Schwebung weniger ausgeprigt: ihre Amplitude
sinkt nicht auf Null ab, s. Abb. 2.89.

Anwendungen

(i) Akustik:

Werden zwei Stimmgabeln mit den (fast gleichen) Schwingungsfrequenzen
f1 = 440 Hz und fy = 442 Hz gleichzeitig angeschlagen, so hért man in
jeder Sekunde 442 — 440 = 2 Schwebungen, d.h. zweimal pro Sekunde das
An- und Abschwellen eines Tones.

(ii) Rundfunk- und Fernsehiibertragung:

Informationsiibertragung findet als niederfrequente Modulation eines
hochfrequenten Tréigersignales statt, also ein allgemeinerer Vorgang
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Abbildung 2.89: Nicht reine Schwebung

als einfache Schwebungen. Am Anfang der Geschichte der Rundfunk-
technik stand die Amplitudenmodulation (AM): einer hochfrequenten

Tréagerschwingung wird eine niederfrequente Signalschwingung iiberlagert,
s. Abb. 2.90.
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Abbildung 2.90: Hochfrequentes Signal, niederfrequent amplitudenmoduliert

Dabei gilt mit den Gréfien

Apr : Amplitude der (unmodulierten) hochfrequenten Schwingung,
Anxr @ Amplitude der (modulierten) niederfrequenten Schwingung,
wpr : Hochfrequenz,

wnr @ Niederfrequenz :
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f@t) = [1+m cos(wnrt)] - Aur cos(wnrt)
= Apr [cos(wHFt) + m cos(wnrt) - cos(wHFt)]
= Ayr (COS(wHFt) + (2.27)

m
5} [cos(wHF — wNF)t + cos(wpr + wNp)t]).

e Die Konstante m heifit Modulationsgrad und wird als Quotient von

niederfrequenter - zu hochfrequenter Amplitude definiert:

m = Axe
= A
Die GroBe [1 + m cos(wnrt)] - Agr kann nun sinnvoll interpretiert
werden als ,,zeitabhéngige Amplitude®, welche sich im Rhythmus des
NF-Signals d&ndert. Hier wird das Quellensignal — die niederfrequente
Schwingung — mit einem konstanten Offset — hier: 1 — iiberlagert,
damit es ganz im positiven Bereich verlduft. Danach wird das Signal
mit einem (ko-)sinusférmigen Triager multipliziert.
Ist diese so erhaltene zeitabhéingige niederfrequente Amplitude stets
positiv — das ist dann der Fall, wenn der Klammerausdruck [1 +
m cos(wnrt)] stets positiv ist —, so verlauft deren Einhiillende stets
im positiven bzw. invertiert im negativen Bereich. In Abb. 2.90 bei-
spielsweise gilt:

whgr = 40Hz

wNF = 1Hz

Agrp = 2

Angp = 1 (= [1+m cos(wnpt)] > 1— 1 >0 (teR))

40

Im Empfinger mufl das empfangene (hochfrequente) Signal demo-
duliert werden. Das geschieht durch eine Diode und einen Tiefpaf:
durch die Diode wird das Signal zuerst gleichgerichtet, der anschlie-
Bende Tiefpafl der Schaltung ist so , trige®, daB er die schnellen Ande-
rungen der Tragerschwingung gar nicht nachvollziehen kann. Am
Ausgang erscheint bei richtiger Dimensionierung der entsprechenden
RC-Schaltung so etwas wie ein gleitender Mittelwert des gleichgerich-
teten Signals. Das ist aber nichts Anderes als das zu iibertragende
Quellensignal.

Aus der letzten Gleichung von (2.27) erkennt man, daf§ die har-
monisch modulierte Schwingung auch als Superposition harmoni-
scher Schwingungen mit den Kreisfrequenzen wgr, wgr — wnp und
wir + wnr aufgefafit werden kann. Die beiden Frequenzgebiete zwi-
schen wppr und wyp +wnF werden Seitenbédnder genannt. Die zu {iber-
tragenden Frequenzen iiberstreichen das Frequenzband (Intervall)

FB := [wHF — WNF, WHF + WNF |-
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Damit sich Nachbarsender nicht stéren, miissen ihre Tragerfre-
quenzen also mindestens um die Summe ihrer halben Bandbreiten
(= arithmetisches Mittel ihrer gesamten Bandbreiten) auseinander-
liegen.

Je hoher die Trigerfrequenz, um so dichter (prozentual in Abhéingig-
keit von der Tragerfrequenz) konnen Sender beieinanderliegen. Um-
gekehrt konnte kein Empfianger auf eine bestimmte Station abge-
stimmt werden, wenn ein Sender keine Hochfrequenz als Tragerfre-
quenz verwenden sondern nur Wellen des Niederfrequenzbereiches
abstrahlen wiirde; in einem solchen Fall wire nur ein Sender moglich.

Bemerkung  (Entstehung von Riesenwellen)

Ein interessantes Phinomen tritt auf, wenn man mehrere Schwingungen we-
nig voneinander verschiedener Frequenzen addiert. Im folgenden Beispiel wer-
den zwanzig Schwingungen der Amplitude 1 und der dquidistanten Frequenzen
1.05 — 2.00 addiert:

20

f(t) = Z sin([1 + 0.05 - k]t) (teR).

k=1

Das Ergebnis ist in Abb. 2.91 zu sehen. Ob solche Riesenwellen — im Film ”Der
Sturm® eindrucksvoll zu beobachten — tatséchlich eine solche Entstehungsge-
schichte haben, ist eine offene Frage. Am Institut fiir Schiffs- und Meerestechnik
der TU Berlin gelang jedenfalls die Simulation einer solchen Welle anhand der
Uberlagerung schneller und langsamer Wellen.

R T 0 10 20 -0.5

Abbildung 2.91: Addition von zwanzig Schwingungen der Amplitude 1
und wenig voneinander verschiedener Frequenzen
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Verschiedene Richtungen und gleiche Frequenz: Polarisation

Wenn die Superposition zweier Schwingungen verschiedener Richtungen unter-
sucht wird, braucht man nur zwei zueinander senkrechte Richtungen zu betrach-
ten, da sich zwei Schwingungen in einer Ebene geméf diesen beiden Standard-
richtungen zerlegen lassen. Realisiert werden solche zweidimensionalen Schwin-
gungen z. B. durch Anlegen von sinusférmigen Wechselspannungen an die bei-
den Kondensatorplattenpaare eines Kathodenstrahloszillographen. Man erhélt
horizontal und vertikal periodische Bewegungen, deren Uberlagerung die im
folgenden dargestellten Figuren ergeben.

Die beiden Gleichungen, welche die beiden zueinander senkrechten Schwingun-
gen beschreiben, seien gegeben durch

z(t) = a-coswt
y(t) = b-cos(wt+ @) (t € R). (2.28)

Dieses sind die Gleichungen einer Kurve im R? in Parameterform. Welcher
Kurve? Dazu wird aus beiden Gleichungen der Parameter ¢ eliminiert und die
Kurve in einer parameterfreien Darstellung gegeben:

yg) = cos(wt+ ¢) = coswt-cos¢ — sinwt - sin ¢
2
= @cos¢$ 1_x(t2) sin ¢
a a

() - ()

. ()? yétz)2 B 295(2)()3/(75) cosd = sin2d (tER). (2.29)

Dieses ist die Gleichung eines Kegelschnittes, und zwar einer Ellipse — falls
a # b — mit dem Ursprung als Mittelpunkt, welche um den Winkel ¢ = arctan g
gedreht ist, s. Abb. 2.92.

Da die Koordinaten = und y nur Werte aus den beschrénkten Mengen [—a, a]
bzw. [—b, b] annehmen konnen, fallen Parabel und Hyperbel aus. Im Spezialfall

m 371'}

a=5b A (;56{5,7

wird die Ellipse zu einem Kreis um den Ursprung mit dem Radius a.

Ergebnis

Die Resultante zweier zueinander senkrechter harmonischer Schwingungen glei-
cher Frequenz ist eine elliptische (oder: elliptisch polarisierte) Schwingung.
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15

N

15 -1 0 1 2

Abbildung 2.92: Elliptisch polarisierte Schwingung

Spezialfille

(i) ¢ €{0, 7}
Hier nimmt (2.29) die Gestalt

G-

an, d.h. die Ellipse geht iiber in

b
¢ =0 = Gerade y = —x

o= = Gerade y = —— .

Man erhélt eine lineare oder linear polarisierte Schwingung mit der Am-
plitude A = va? + b%, s. Abb. 2.93.

.. T 3T
() oe{3 5}
Hier nimmt (2.29) die Gestalt

2 2
L
a b2
an, d.h. die Hauptachsen der Ellipse sind parallel zu den Koordinaten-
achsen, und die halben Langen der Hauptachsen sind die Amplituden der

Einzelschwingungen, s. Abb. 2.94.
T 3T
T 3T .
(111)¢€{2,2}Aa
Hier nimmt (2.29) die Gestalt

22 4y =
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15

0.5

_1.I: i i i
=2 -1 0 1 2

Abbildung 2.93: Linear polarisierte Schwingung

15

N

i

2 1 0 1 2
Abbildung 2.94: Elliptisch polarisierte Schwingung

15

\

R

2 -1 0 1 2

Abbildung 2.95: Zirkular polarisierte Schwingung
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an, die Ellipse ist ein Kreis, s. Abb. 2.95. Man hat eine sog. zirkulare oder
zirkular polarisierte Schwingung.

Bemerkung

Alle oben aufgefithrten Félle konnen durch die komplexe Form der Schwingungs-
darstellung leicht charakterisiert werden, indem man den folgenden komplexen
Quotienten untersucht:

2 = =2 = Z.¢l?
y(?) a
z€R = lineare Polarisation, i.e. ¢ € {0, 7}
z¢ R — elliptische Polarisation

ze€{-i,i} N a=b = zirkulare Polarisation

Verschiedene Richtungen und verschiedene Frequenzen: Lissajous-
Figuren

Die Schwingungen werden dargestellt durch die beiden Funktionen

z(t) = a-coswit
y(t) = b-cos(wat +¢) = b-cos(wit + et + ) (teR) (2.30)

mit € als Differenz der beiden Kreisfrequenzen: & = wy — wy. Hier wird nur der
Spezialfall betrachtet, daf§ sich die Frequenzen w; und wy wenig voneinander
unterscheiden: wy — w7 € wi.

Schwingungen dieser Art lassen sich auffassen als Schwingungen gleicher Fre-
quenz, deren Phasendifferenz et + ¢ sich mit der Zeit langsam &ndert. Der
die Schwingung repréasentierende Punkt beschreibt ndherungsweise Ellipsen von
zeitlich verdnderlicher Lage. Die Bewegung ist allerdings nur dann periodisch
und die Bahnkurve geschlossen, wenn Z—; € Q gilt. In diesem Falle ist die Schwin-
gungsperiode gegeben durch

T :=— , w:=ggT (w,ws).
w

Die bei der Zusammensetzung zweier aufeinander senkrechten harmonischen
Schwingungen mit verschiedenen Frequenzen sich ergebenden Kurven heiflen
Lissajous-Figuren.

Aufgaben

(i) Welcher expliziten Darstellung geniigt das Beispiel zu Abb. 2.977
(ii) Man betrachte das Beispiel zu Abb. 2.98.
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15 15
b b
1t 1t
0.5" 0.5" / \
0 - 0 "
-0.3 -0.5 k j
_l, _l,
15 o1 0 1 2 15 -1 0 1 2

Abbildung 2.96: Lissajous-Figur

x(t) = 1.5 cost
y(t) = 1cos(l.1t+7/4)

Das Beispiel der nebenstehenden
Lissajous-Figur:

x(t) = 1.5 cost
y(t) = 1 cos 2t

ist — was die Gleichungen angeht —
auf den ersten Blick nicht sehr ver-
schieden von dem Beispiel in Abb.
2.97. Welcher expliziten Darstellung
geniigt es?

Abbildung 2.97: Lissajous-Figur

xz(t) = 1.5sint

y(t) = 1sin 2t
15

b
1,
0.5
0
a

-05
_l,
15 -1 0 1 2

Abbildung 2.98: Lissajous-Figur
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2.4 Zusammenfassung

(1) Was jeder Ingenieur wissen muf:

e Allgemeine Eigenschaften von Funktionen

e Umgang mit allen nachfolgend aufgefithrten Funktionen

Ganzrationale Funktionen (Polynome)

Gebrochenrationale Funktionen

Potenz- und Wurzelfunktionen

Exponential- und Logarithmusfunktionen
e Trigonometrische Funktionen
e Harmonische Schwingungen

e Superposition von Schwingungen, reelle und komplexe Darstellung
(2) Was jeder Ingenieur wissen sollte:

o Kegelschnitte
e Hyperbel- und Areafunktionen

(3) Was jeder gute Ingenieur wissen sollte:

e Zusammenhang zwischen trigonometrischen Funktionen und Hyper-
belfunktionen mit komplexen Argumenten

e Schwebungen

e Lissajous-Figuren
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Kapitel 3

Folgen und Reihen

Bei der Definition der allgemeinen Potenz

f(z) = 2 (x>0, p € R geeignet)

g(x) = a (x € R, a > 0 geeignet)

sind Zahlenfolgen schon einmal auf einem intuitiven Niveau behandelt worden;
s. Satz 3.12. Zahlenfolgen und deren Grenzwerte wurden dabei benutzt, um
Potenzen mit Exponenten aus R zu definieren, welche zuvor nur fiir solche aus
Q bekannt waren.

Folgen und der mit ihrer Hilfe definierte Grenzwertbegriff sind das Fundament
der Infinitesimalrechnung.

3.1 Reelle und komplexe Zahlenfolgen

Definition 3.1

Fine Abbildung
a: IN — Rbzw. C

heifit eine reelle bzw. komplexe Zahlenfolge, auch: Zahlenfolge aus R bzw. Zah-
lenfolge aus C.

Schreibweisen:

an =
a

a(n) (n € IN)
{

{an}tnen = = {(n,a,) : n € N geeignet}

Bemerkung

(i) Eine Zahlenfolge ist eine spezielle Funktion f, ndmlich eine Funktion f
mit D(f) = IN.

170
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(ii) Es gibt auch Folgen von Funktionen, von Vektoren, von Mengen, ... Daim
Moment nur Zahlenfolgen betrachtet werden, wird hier kurz von ,, Folgen“
gesprochen.

(iii) Manchmal ist es zweckmiBig, die Numerierung der Folgenglieder nicht mit
1, sondern mit einer anderen Zahl p € Z zu beginnen; dem entspricht eine
Abbildung

a: 7Z, — Rbzw. C,

wobei Z, ={n: neZ, n>p} (p € Z geeignet}.

(iv) Als Abbildung ist eine Folge zwar eine Menge, ndmlich eine Teilmenge
von IN x R bzw. IN x C; daher auch die Schreibweise {a,}nen mit den
Mengenklammern. Allerdings ist eine Folge aus R keine Teilmenge von R,
denn:

e bei einer Folge ist die Anordnung ihrer Glieder wesentlich und

e dasselbe Glied kann durchaus mehrfach in der Folge auftreten.

Die Folgenglieder a, selbst dagegen bilden eine Teilmenge von R — nimlich
W (a) — wobei mehrfach auftretende Folgenglieder geméf der Mengenkonvention
nur einmal gezédhlt werden diirfen.

3.1.1 Konvergenz von Folgen

Sei {ap tnew eine Folge.

(i) Sei b € R oder b € C.
{an}nen heiit konvergent gegen b fiir n — oo

Sl

AV A (n>p = la—tl<e) (3.1)

e>0 peR nelN

Schreibweise dafiir: ap, — b (n— )
gesprochen: an geht gegen b fiir n gegen oc.

(ii) {an}nen heiBt konvergent <=

es gibt eine Zahl b, so dafl {ay, }new konvergent gegen b ist. b heifft dann
Grenzwert der Folge und wird mit

lim a,
n—oo

bezeichnet.

(iii) Eine nicht konvergente Folge heifit divergent.
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Bemerkung

Die Konvergenzbedingung (3.1) ist hier etwas anders formuliert als seinerzeit
die Bedingung (2.12); dort heifit es:

Sei b € R. Man sagt, dal die Folge {a, }nen gegen b konvergiere oder gegen b
konvergent sei, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:

AV A (n2N = la,~t|<e). (3.2)

e>0 NelN nelN

Aufgabe

Man zeige, dal beide Bedingungen &quivalent sind.

Lemma

Eine Folge hat hochstens einen Grenzwert.

Beweis

Wenn eine Folge zwei verschiedene Grenzwerte hétte, dann miifiten in jeder
Umgebung des einen Grenzwertes und in jeder Umgebung des anderen Grenz-
wertes alle bis auf endlich viele Folgenglieder zu finden sein. Macht man die
Umgebungen so klein, daf} sie disjunkt sind, so erhilt man einen Widerspruch.
Die folgenden Ausfithrungen formalisieren diese Idee.

Sei {an }nen eine konvergente Folge mit den beiden verschiedenen Grenzwerten
b1 und by, sei € := %|b2 — by|. Seien p1, p2 € R mit

la, —bi| <e fir n>p,

lanp, — b2 < e fir n > ps.

Dann gilt fiir alle n € IN mit n > max ({p1, p2}):

lbg —b1| = |b2 —an+ a, — b
< |be —an| + |an — by
< € + €
= 26 = ‘bg—b1|,
also by — b1 < |bg — byl i

Bemerkung

(i) Wenn eine Folge {ap}new den Grenzwert b hat, dann liegen in jeder
e-Umgebung

Us(b) := {z: 2 € {R,C}, |z —b| <e}

von b alle bis auf endlich viele Glieder der Folge; man sagt: fast alle.
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(ii) Fiir eine Folge {ay, }nen gilt:

{an}nen ist konvergent

n—oo

lim a, = b <=
und der Grenzwert ist b.

Somit ist — ( lim a, = b) Aquivalent zu
n—oo

{an}nen ist nicht konvergent oder
der Grenzwert existiert zwar, ist aber ungleich b.

(iii) Der Begriff der Konvergenz einer Folge benutzt den Betrag | - | in R oder
C. Genausogut konnte man die Konvergenz von Folgen definieren, deren
Werte in einer anderen Menge als IR oder C liegen, wenn man nur ein
Analogon zur Addition und zum Betrag hat.

Beispiel  Vektorwertige Folgen a:IN — (V|- ).

Beispiele 3.1
(i) Seien c € C, a, :=c (n € N).

Beh. lim a, = ¢
n—oo

Bew.

Fiir alle e > 0 und fiir alle n € IN ist

lap, —c| = lc—¢c] = 0 < e.

Definition 3.2

Eine reelle oder komplexe (konvergente) Folge a = {an}nen mit
an = ¢ (n € IN) heiit eine konstante oder stationére Folge.

(ii) Seien c € C, a, := £ (n € NN).

Beh. lim a, = 0

n—oo

Bew.

Sei € > 0. Dann gilt fiir alle n € IN

an -0 = | ¢ = Il
ap, — 0] = = < e = n > —.
n n 9
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(iii)

Sei p:= % Dann gilt die Implikation
n > p = lap, — 0] = — < — = ¢,
n p
also an — 0 (n — 00).

Definition 3.3

Eine reelle oder komplexe (konvergente) Folge mit dem Grenzwert 0 heifit
eine Nullfolge.

3 2
Sei ay = 221 . (n € IN). Es ist dann
3+2
ap = 2+% (n € IN),

somit ist a,, fiir grole n ,,in der Nahe“ von %
Beh. lim a, = §

n—00 2
Bew.
Zum Beweis wird versucht, fiir |a, — % eine obere Schranke anzugeben,

die klein wird, wenn n grof§ wird; geeignet wiére z. B. die Schranke - mit
einer Zahl ¢ > 0.

L3 _ 32 3| 2(3n+2) —3(2n +1)
"2l |2n+1 2] 2(2n+1)
B 1 B 1
o 22n+ 1) |4n+2
11
— dn n

Seien nun € > 0 und p € R so grofl gewdhlt, daf} fiir n > p gilt: % < &

das ist z.B. fiir p := é der Fall. Fiir solche n gilt dann mit Hilfe der
Abschétzung oben
3‘ < 1/4

an — = — < E.
L )

Dieses Beispiel sieht auf den ersten Blick so aus wie das vorhergehende,
verlangt an einer Stelle aber eine andere Abschétzung.

3n+2
Sei ay := 2ni+1 (n € IN). Wieder kann man schreiben
n—
3+2
an = 2_1 (n € IN),
n
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und die Konvergenz gegen % scheint plausibel.
Beh. lim a, = §
n—00 2
Bew.
a 3 [3n+2 3 |6n+4-3(2n—1)
"2 on—1 2| 2(2n — 1)
B 7 B 7
2@2n—-1)]  |4n-—2
7 7
(n>2) < By
dn—n n n—o0

nach einer zu Beispiel (iii) analogen Argumentation.

Sei a = {ap}new definiert durch

an = n? (n € IN).

Beh. {an}nen ist divergent.

Bew.

Im Widerspruch zur Annahme sei {a,}nen konvergent, etwa gegen die
Zahl b. Dann gilt fir alle n € IN:

fiir hinreichend grofie n. Damit ist die Folge {a,, }»ec einerseits beschriankt,
andererseits unbeschrankt. 4

3.1.2 Rechenregeln fiir konvergente Zahlenfolgen

Der folgende Satz — der Hauptsatz dieses Abschnittes — besagt, dafl die Grenz-
wertbildung bei konvergenten Folgen mit den Grundrechenarten vertauschbar

ist.

Satz 3.1

Seien {ay }nen und {by,}nen konvergente Folgen.

(i)

lim (a, &£ b,) existieren, und es gilt:
n—oo

lim (a, +b,) = lim a, = lim b,
n—oo n—oo n—oo
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(ii) lim (ay, - by) existiert, und es gilt:
n—oo

lim (a,-b,) = (lim an) . (lim bn)

n—oo n—oo n—oo

(iii) Ist lim b, # 0, so sind fast alle b, # 0, und es gilt:

n—oo

a lim a,

lim — = ==
n—oo by, lim b,

n—oo

(iv) Ist A € R, so gilt:
lim (A-a,) = A- lim a,

n—oo n—oo

Beispiel 3.2

Das Beispiel 3.1 (iv) soll noch einmal aufgegriffen werden. Wiederholte Anwen-
dung des letzten Satzes liefert

: 2
. o 3n42 . 342 lim (347
lim a, = lim = lim o= = I
n—00 n—o0 2??,—1 n—oo P — = hm (2—*)
n n—00 n
. . 2
_oams s 340 3
lim 2 — lim & 2-0 2

n—00 n—oo M

Bemerkung

(i) So suggestiv die Schreibweise

lim (a, +b,) = lim a, + lim b,
n—oo n—oo n—oo

des letzten Satzes auch ist, so sehr kann sie in die Irre fithren, wenn
man sich nicht vergegenwértigt, dafl diese Formeln eigentlich von rechts
nach links gelesen werden miissen! Keinesfalls kann aus der Existenz von
711220 (an + by) geschlossen werden, dafl die Summenformel gilt, denn die

Folgen {ay, }new und {by, }nen brauchen einzeln nicht zu konvergieren.

Beispiel

an = (=1)""! und b, := (—=1)" (n € IN) definieren divergente Folgen,
aber ¢, := a, + b, (n € IN) definiert eine konvergente Folge.

(ii) Fiir Kenner und Geniefler der Linearen Algebra

Aus Satz 3.1 (i) und (iv) ergibt sich, daff konvergente Zahlenfolgen einen
Vektorraum bilden und dafl die Abbildung, die jeder konvergenten Folge
ihren Grenzwert zuordnet, eine lineare Abbildung ist.
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Aufgabe
Seien
F = {a: a={an}nen ist eine Folge}
BF := {a: a={an}nen ist eine beschrinkte Folge}
KF := {a: a={ap}tnen ist eine konvergente Folge}
NF = {a: a={an}nen ist eine Nullfolge}

Welche Teilmengenbeziehungen und Vektorraumeigenschaften erfiillen
die aufgefithrten Mengen und warum?

Die folgende Definition ist nichts Neues, wenn man Folgen — was sie ja auch
sind — als Abbildungen versteht.

Definition 3.4

Sei {an }nen eine Folge.

(i) {an}nen heilt beschrinkt

= \/ /\ lan] < ¢

ceR nelN

(ii) Ist {an}nen eine reelle Folge, so heifit {a, }nen

(a) nach oben beschrinkt

= \/ /\ a, < c
cceR nelN
(b) nach unten beschréinkt
= \/ /\ a, > C

ceR nelN

(¢) monoton wachsend (streng monoton wachsend)

= /\ ant1 > (>) an
nelN

(d) monoton fallend (streng monoton fallend)

e /\ anp1 < (<) an
nelN
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Satz 3.2

(i) Jede konvergente Folge ist beschréinkt.
(ii) Jede monoton wachsende und nach oben beschrénkte Folge ist konvergent.

(iii) Jede monoton fallende und nach unten beschriankte Folge ist konvergent.

Beweis von (i):

S. den Beweis von Beispiel 3.1 (v).

Der folgende Satz liefert weitere Ergebnisse, mit Hilfe derer man auf die Kon-
vergenz von Folgen schlielen kann. Immer dann, wenn nicht von der Anordnung
in R Gebrauch gemacht wird, diirfen auch komplexe Folgen zugelassen werden.

Satz 3.3

Seien {ap fnen, {bntnenw und {cy, tnen Folgen.

(i) (reell)

an — a, by — b (n — 00), a, < b, fiir fast alle n
= a <b
(ii) (reell)
an — a, by — a (n — 00), a, < ¢, < b, fir fast alle n
= cn — a (n— o00)
(iii) (komplex)
b, — 0 (n — 00), |ap, —a| < b, fiir fast alle n
= ap, — a (n— o)
(iv) (komplex)
an — a (n — o0)
= an| — o] (n — o)

Fiir a = 0 gilt hiervon auch die Umkehrung.

(v) (komplex)
an — a, lap| <7y (7> 0 geeignet, fast alle n)

o la] < v
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(vi) (komplex)

an — 0, {by}nen beschrinkt,
= an - by, — 0,

insbesondere ist die Folge {a, - by }nen konvergent.

Satz 3.4

Seien {z,}nen eine komplexe Folge (= Folge komplexer Zahlen) und z € C.
Dann gilt:

lim z, = z <=

n—oo
lim Rz, = Rz A lim Sz, = Sz
n—oo n—oo

Insbesondere konvergiert eine komplexe Zahlenfolge also genau dann, wenn Re-
alteil und Imaginé&rteil der Folgenglieder als Folgen einzeln konvergieren.

Beweisidee

Seien z = a +ib und z, = a, + ib, fir n € IN. Es werden die folgenden
Ungleichungen in Verbindung mit der Riickrichtung von Satz 3.3 (iv) verwandt:

lan, —a| + |bp —b] < 2|z, — 2| < 2-(|an—a| + |bn—b|)

Aufgabe

e Man begriinde diese Ungleichungen und fithre den Beweis formal korrekt
durch.

o Wie lifit sich dieses Ergebnis auf eine Folge von Vektoren iibertragen
(n € IN geeignet):
a: N — (V" |-])?

Bemerkung

Die Glieder einer konvergenten Folgen , verdichten“ sich immer mehr in folgen-
dem Sinne:

Konvergiert a,, — a, so gibt es zu jedem ¢ > 0 eine Zahl N € IN, so daf} fiir
jeden Index n > N stets |a, — a| < /2 bleibt. Sind also die Indices m,n beide
> N, so ist
€ €

lam — an] < lam —a|] + la —an] < §+§ = ¢, (3.3)
locker formuliert: spdte Glieder einer konvergenten Folge liegen beliebig dicht
beieinander, und dieses ,,beliebig-dicht-beieinander-Liegen® ist in (3.3) formu-
liert, ohne dafl auf den Grenzwert Bezug genommen wird. Solche Folgen be-
kommen daher einen Namen:
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Definition 3.5
FEine Folge heifit eine Cauchy-Folge, wenn gilt:

AV AN (mazN = lag—al<e). (3.4)

e>0 NeIN mmneN

Nach (3.3) ist eine konvergente Folge automatisch eine Cauchy-Folge, es gilt
jedoch auch die Umkehrung. Damit gilt insgesamt:

Satz 3.5

Eine Folge ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn sie konvergent ist.

Mit Hilfe zweier monotoner Folgen 143t sich ein Prinzip beweisen, welches man
,Intervallschachtelung” nennt:

Definition 3.6

Ein Paar von Folgen {a,}neny und {b,}nenw heifit eine Intervallschachtelung,
wenn gilt:

a1 <ax<...<ap1<a, < < by <bp1 <...<by<by, (3.5)
lim (b, —a,) = 0 (3.6)

Die beiden Folgen {ay, }nen und {b, }new definieren eine Folge {[ay,, by }nen von
abgeschlossenen Intervallen, welche aufgrund von (3.5) alle ineinander enthalten
sind, s. Abb. 3.1.

[ant1; bny1] S [an, by (n € IN).

S S ] ] ]
[ — I 1 1
a1 a2 ag e b3 by b1

Abbildung 3.1: Intervallschachtelung

Beh.

Es existiert genau eine reelle Zahl, die allen Intervallen gemeinsam ist.

Beweis

Die Folge {a,}nen ist monoton wachsend und nach oben beschrinkt, konver-
giert nach Satz 3.2 also gegen einen Grenzwert a. {b, },en ist monoton fallend
und nach unten beschriankt, konvergiert nach demselben Satz also ebenfalls
gegen einen Grenzwert b. Aufgrund von (3.6) folgt damit:

b—a = lim b,— lim a, = lim (b, —a,) = 0.
n—oo n—oo n—oo (3.6)
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Beispiel 3.3  (Intervallschachtelung zur Definition von )

Sei K die Peripherie eines Kreises vom Radius 1. Die Umfiinge einer Folge die-
sem Kreis einbeschriebener regelmiifligen n-Ecke seien gegeben durch {a;, }nen,
diejenigen einer Folge dem Kreis umbeschriebener regelméfligen n-Ecke durch
{bn}nen. Beide Folgen konvergieren gegen einen gemeinsamen Grenzwert und
definieren damit den Umfang des Kreises — die Zahl 27, s. Abb. 3.2.

Abbildung 3.2: AuBere und innere einbeschriebene n-Ecke

Aufgabe

Man berechne die beiden Folgen {a, }new und {b, }nen, die dem Kreis ein- bzw.
umbeschrieben sind.

3.1.3 Teilfolgen und der Satz von Bolzano-Weierstraf3

In diesem Abschnitt werden Teilfolgen und H&ufungspunkte von Folgen ein-
gefiihrt. Man braucht diese Begriffe zur Definition des Konvergenzradius’ einer
Potenzreihe. Beschiftigt man sich mit Potenzreihen nicht, so kann dieser Ab-
schnitt in einem ersten Durchgang iibersprungen werden.

Definition 3.7
Eine Zahl h € R (bzw. h € C) heiit Hiufungspunkt der Folge {a, }nen

= /\ /\ \/ (n>p A lay—h|<e)

e>0 peR nelN

Ein Haufungspunkt einer Folge ist also dadurch charakterisiert, dafl in ,,seiner
Nihe“ beliebig viele Folgenglieder liegen, wenn auch nicht notwendig alle.

Beispiel 3.4

Sei {ay, }nen definiert durch

ap = 1+ (=1)" (n e IN),
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dann hat {ay,}nen die beiden Haufungspunkte 0 und 2.

Man beachte

Ein H&ufungspunkt einer Folge ist kein H&ufungspunkt einer Menge;
s. Definition 4.1 (iii).

Der folgende Satz wiederholt schon in Satz 3.2 angeschnittene Ergebnisse und
macht Gebrauch von der Ordnungsstruktur von R, ist also auf komplexe Zah-
lenfolgen nicht iibertragbar.

Satz 3.6

Sei {ap nen eine reelle Folge. Dann gilt:

(1) Ist {an}nenw monoton wachsend und nach oben beschrénkt, so ist {a, }nen
konvergent.

(ii) Ist {an }nenw monoton fallend und nach unten beschrénkt, so ist {ap fnen
konvergent.

Beispiele 3.5

(i) ap = 1—— — 1 (n — o0)

(ii) an = e — 0 (n — o0)

Eine beschrinkte Folge braucht nicht konvergent zu sein, wie Beispiel 3. 4 zeigt.
Es gilt jedoch der folgende wichtige Satz fiir Folgen in C:

Satz 3.7  (Bolzano-Weierstraf)

Jede beschriinkte Folge besitzt (wenigstens) einen Hiufungspunkt.

Mit Hilfe des Begriffes ,, Teilfolge* 148t sich der Satz von Bolzano-Weierstrafl
auch anders formulieren. Dazu zuerst die entsprechende Definition.

Definition 3.8

Eine Teilfolge einer Folge entsteht dadurch, dafl von der urspriinglichen Fol-
ge Glieder weggelassen werden, die Reihenfolge der verbleibenden aber nicht
gedndert wird.

Satz 3.8

Seien {ay, }nen eine reelle oder komplexe Zahlenfolge und A € R oder h € C.
Dann gilt:
h ist Haufungspunkt von {a, }nen
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—

es existiert eine Teilfolge von {ay, }nen, welche gegen h konvergiert.

Folgerung
Jede beschriankte Folge enthilt eine konvergente Teilfolge.

Beweis

Anwendung der letzten beiden Sétze.

Der Satz von Bolzano-Weierstrafl gilt in C, der folgende Satz wiederum gilt nur
in R:

Satz und Definition 3.9

Jede beschrinkte reelle Folge {an}nen hat einen grofiten und einen kleinsten
H&aufungspunkt, genannt

limes superior limsupa, oder lim a,,
limes inferior : liminfa, oder lim a,.
Bemerkung

Ist {an }nen nicht nach oben oder nicht nach unten beschrénkt, so besteht die
Konvention, dies folgendermaflen auszudriicken:

lim a,, = oo oder lim a,, = — oo.

Diese Konvention wird bei der Definition des Konvergenzradius’ einer Potenz-
reihe benutzt.

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen den Haufungspunkten
einer Folge und ihrer potentiellen Konvergenz her.

Satz 3.10
Sei {an }nen eine beschrinkte Folge. dann gilt:

{an}nen ist konvergent <= {a,}nen hat genau einen Haufungspunkt.

Folgerung

Ist {an nen eine beschrinkte reelle Folge, so gilt:

{an}nen ist konvergent <= lim a, = lim a,, = lim a,.
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3.1.4 Beispiele

Die drei Beispiele dieses Abschnittes sind etwas aufwendiger.

Beispiel 3.6
Seien ¢ € C mit 0 < |¢| <1 und r € INy. Die Folge {a, }nen sei definiert durch

an = n’-c" (n € IN).
Beh. lim a, =0
n—oo
Anwendung
1
c:i=-=¢! = lim n"-e™™ =0
(§] n—oo
Aussage

Die ,Exponentialfunktion“ ¢ geht , schneller” gegen Null als n” gegen oo.

Beweis

1. Fiir ¢ = 0 ist die Aussage trivial, im folgenden kann daher ¢ # 0 vorausgesetzt
werden.

2. Fiir a = 0 gilt in Satz 3.3 (iv) auch die Umkehrung; es geniigt also zu zeigen,
dafl die Folge {by, }nen, definiert durch

by = |ay| (n e IN)
eine Nullfolge ist.

3. Fiir n € IN ist die Folge {by, }nen monoton fallend:

b _ (e LY
= = — 1 ||
by, n’ - |e™ n

Nun gilt (wiederholtes Anwenden der Rechenregeln fiir Produkte konvergen-
ter Folgen):

1 1\"
lim (1 + ) = 1, somit auch lim (1 + ) = 1.
n n

n—oo n—oo
Da |c| < 1 ist, existiert eine Zahl p € R mit der Eigenschaft
T
n>p — <1+) “le] <1,
n

also
b1 < by (n Zp)
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4. Als positive Folge ist {b, }nen nach unten beschriinkt, also konvergent. Sei

a = lim b,.
n—oo

Bew.  Angenommen, o # 0. Dann folgt

R e
« lim b, n—oo by,
n—oo
1 T
= lim <1+> el = | < 1 i
n—oo n

Beispiel 3.7
lim ¥Yn =1

n—oo

Beweis Sei € > 0. Dann ist zu zeigen:

\/ /\ (n>p = |¥Yn—-1]<e)

peR nelN
. 1 . .
Esist 0 <c:= 152 < 1, also folgt mit dem vorhergehenden Beispiel:
€
1 n
lim n' ¢ = lim n< ) =0
n—00 n—00 1+¢

n
Sei nun p > 0 so gewéhlt, daf fir n > p gilt: n- (ﬁa) < 1, dann folgt fiir
n > p aufgrund des strengen monotonen Wachstums der Wurzelfunktion:

1 < n< (14"

— 1 < %<(1—|—€)
— 0< VYn—-1=|Un-1 < 1+e—-1=¢

Beispiel 3.8
Fiir jede Zahl a > 0 ist

lim {a = 1.

n—oo
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Beweis

Seien a > 0 und p > 0 so gewéhlt, dafl gilt:
1
- < a < p.
p

Dann gilt fiir alle n € IN, n > p ebenfalls

1

—<a<n also < a < Yn.
n n
Aus Beispiel 3.7 liest man ab:
lim Yn = i L 1
o VT B no 7

dann folgt die Behauptung mit Satz 3.3 (ii).

3.2 Numerische Reihen

3.2.1 Einfiihrung

Fiir jede Zahl ¢ € R\{1} und alle n € INy gilt die folgende geometrische Sum-
menformel:

1— qn+l

k
Zq = (3.7)
k=0 1-4q

Beweis

Seien g € R\{1} und n € INy. Dann ist

= 1
it = — N (1-q-¢
k=0

k=0
1 - k k+1
- 1_4 (¢" —¢")
1 =0
1_qn+1
= 1

Aufgabe

Formal korrekt miifite dieser Beweis mit vollsténdiger Induktion gefiihrt werden.
Man fiithre diesen ausfiihrlich aus.
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Beispiel 3.9

Seien z¢g € Ny und {z,},en eine Folge von Ziffern — eine Ziffer ist eine Zahl
aus {0,...,9} —, so ist die Folge {s,}nen, der Zahlen

1 o Tp
monoton wachsend und wegen
< + + ) + .0+ )
s 0+t -—+-—5+...+ —
N T T2 107
T I
= x9+ — — .+ —
" 10 10! 1071
9 1- 1=
= + —_
(3.7) T 1- =

1
nach oben beschrinkt, konvergiert also gegen einen Grenzwert s. Man driickt
dies durch die Schreibweise

S = Ig, L1X2X3 ...

aus und nennt den Ausdruck zg, x1 x2x3 ... einen Dezimalbruch oder genauer
eine Dezimalbruchdarstellung von s. Ein Dezimalbruch definiert also in knap-
per Form eine Zahlenfolge — ndmlich die Folge {s; }nen, in (3.8) — und bedeu-
tet den stets vorhandenen Grenzwert derselben. Er heifit endlich oder abbre-
chend, wenn ab einer Stelle alle Ziffern verschwinden, andernfalls unendlich oder
nichtabbrechend. Man beachte, dafl Dezimalbruchdarstellungen nicht eindeutig
sein miissen. Beispielsweise wird die Zahl 1/2 durch die beiden Dezimalbriiche
0,5 oder 0,4999... dargestellt.

Das praktische Umgehen mit reellen Zahlen — z. B. mit einem Taschenrechner
oder einem Computer — benutzt die Tatsache, dafl man unter Inkaufnahme eines
»kleinen Fehlers® statt mit einer reellen Zahl oder ihrer Dezimalbruchentwick-
lung mit einer gestutzten Version der Dezimalbruchentwicklung rechnen kann,
man ,,schneidet“ die (i.a. unendliche) Dezimalzahl also ab. Bei welcher , groflen
Zahl n man abschneidet, d.h. wieviele Stellen man beriicksichtigen muf}, um
eine reelle Zahl ,hinreichend gut* darzustellen, hingt von der gewiinschten Re-
chengenauigkeit ab; Taschenrechner benutzen fiir gewohnlich 8 geltende Ziffern,
Computer 16.

Aufgabe

Auf einem Taschenrechner mit n geltenden Ziffern bilde man die Summe der
beiden Zahlen 1 und 107".

Das mathematische Problem im folgenden besteht nun darin, diese etwas vagen
Uberlegungen zu prézisieren:
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e Was ist ein ,kleiner” Fehler?
e Wann ist die Zahl n, bei der man abschneidet, ,,grofl genug“?

e Wann ist die Darstellung , hinreichend gut“?
3.2.2 Definition, Konvergenz
Die Folge {sp }nen, des einfithrenden Beispiels,
x
2 b (n € )

101 102 107
hat das folgende Bildungsprinzip:

Sp = X0+ = +

ausgehend von der Folge {an}nen, = {{gs}nen, bildet man eine neue Folge
{sn }nen, durch die Vorschrift

n

Sp = g ag.

k=0

Folgen dieser Bauart bekommen einen eigenen Namen:

Definition 3.9

Sei {ap nen, eine Folge.

o0
(i) Der Ausdruck > aj heifit eine unendliche Reihe.
k=0
Andere Bezeichnungen: numerische Reihe, Zahlenreihe, Reihe

(ii) Die Folge {sp}nen,, definiert durch die Vorschrift
n
= 2w
k=0
heiflt Partialsumme oder Partialsummenfolge der Reihe.

Bemerkung

(i) Wéhrend s, fiir jedes n € INg als Summe endlich vieler Zahlen wohldefi-
niert ist, ist der Name ,,Reihe Vorléiuﬁg nicht mehr als der Name eines

Zeichens, ndmlich des Zeichens E ay. Keinesfalls ist (ag + a1 + ...) als

k=
eine ,,Summe von unendlich vielen Summanden aufzufassen.

(ii) Die Indizierung braucht nicht immer bei k = 0 zu beginnen: k = 1, k =
—5, k = p sind ebenfalls zuliissig (p € Z geeignet).

(iii) Wie bei (endlichen) Summen auch kommt es auf die Bezeichnung des
Summationsindex’ (fast) nicht an:

o9 o0 e
E ap = E a; — E Ay = ...
k=0 =0 v=0
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oo
In der folgenden Definition wird dem Zeichen ) aj eine Bedeutung gegeben:
k=0
Definition 3.10
Sei {ap nen, eine Folge.
o0
(i) Die Reihe ) aj heifit konvergent =

Die Folge {S_n}nE]No der Partialsummen ist konvergent.

oo
(ii) Ist ) ax konvergent und ist s := lim s,, so heifit s die Summe oder der

k:0 n—oo
Wert der Reihe.

In diesem Fall verwendet man das Zeichen i aj auch fiir den Wert der
Reihe, d.h. man vereinbart =
00 n
ap = lim s, = lim ar = S.

(iii) Nicht konvergente Reihen heiflen divergent.

Bemerkung

Folgen und Reihen sind dieselbe Sache unter verschiedenen Gesichtspunkten:

[e.°]
(a) Die Reihe )" ay ist definiert als Folge {s, }nen, ihrer Partialsummen.
k=0

(b) Sei {zy}nen, eine Folge. Durch die Setzung
ag = To ) ap = Tp — Th_1 (k € IN)
148t sich diese Folge auch als Reihe auffassen:

n
{ > ak} ist die Partialsummenfolge {xy, }nen,-
k=0 n€lNg

Der folgende Satz ist, nicht zuletzt aufgrund der letzten Bemerkung, als An-
wendung der Rechenregeln fiir konvergente Folgen unmitelbar klar, s. Satz 3.1:

Satz 3.11  (Rechenregeln fiir konvergente Reihen)

o0 o0
Seien > ap und ) by zwei konvergente unendliche Reihen.
k=0 k=0

oo
(i) > (ar £ by) ist jeweils eine konvergente unendliche Reihe, und es gilt:
k=0

Z(akﬂ:bk) = Zak + Zbld
= k=0 k=0

k=0
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oo
Ist ¢ € R, soist ) (c-ay) eine konvergente unendliche Reihe, und es gilt:
k=0

x o
Z(c'ak) = c- Zak.
k=0 k=0

In Worten:

Konvergente Reihen konnen gliedweise addiert, subtrahiert oder mit Kon-
stanten multipliziert werden.

Fiir die Multiplikation und Division unendlicher Reihen gilt unter der
Bedingung der bloflen Konvergenz ein analoger Sachverhalt nicht; hier
benotigt man den Begriff der sog. absoluten Konvergenz, s. Definition
3.11.

(ii) Sind ng € Ny und ay = by, fiir alle k > ng, so gilt:

oo (o)
Z ap ist konvergent = Z by ist konvergent.
k=0 k=0

In Worten:

Das Konvergenzverhalten einer unendlichen Reihe héngt nicht von endlich
vielen ,, Anfangsgliedern“ ab. Im Falle der Konvergenz allerdings hingt der
Wert der Reihe natiirlich schon von allen Gliedern ab!

3.2.3 Beispiele

Beispiel 3.10  (Geometrische Reihe)

o0
Seien ¢ € C, |¢| < 1, und a;, := ¢* (k € Np). Dann ist die Reihe Y ay

k=0
konvergent, und es ist

(o] o0 1
Sa = Yd =
k=0 k=0 q

Beweis

Aufgrund der geometrischen Summenformel (3.7) gilt fiir die zugehorige Parti-

alsumme
1— qn+1

n
Sn :Zak == 1_7 (TLG]NO)
k=0 q

Beh. lim ¢" = 0

n—oo
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Bew.  Beispiel 3.6 fiir r =0

Aufgrund der Rechenregeln fiir konvergente Folgen existiert somit lim s,, und

n—oo
es ist
n 1 gntl lim 1 — lim ¢"*! 1
Z BT — q _ n—oo n—00 _
ag im s, im : - .
n—00 n—oo 1 —gq lim 1 — lim ¢ 1—gq
k=0 n—oo n— o0
Anwendung

Der griechische Philosoph Zenon (4957 - 4357 v. Chr.) versuchte, durch mehrere
Paradoxa die Unmoglichkeit aller Bewegungen zu ,,beweisen®. Eines liest sich
etwa so:

Wenn der griechische Krieger Achilleus mit einer Schildkréte einen Wettlauf
veranstaltet, wird er sie nie einholen, vorausgesetzt, diese erhélt zu Beginn
einen Vorsprung. Begriindung: wenn Achilleus die Stelle erreicht, an welcher
die Schildkrote gestartet ist, ist sie schon ein Stiick weiter bis zu einer neuen
Position gelaufen. Erreicht Achilleus auch diese Stelle, so ist sie schon wieder
ein Stiick weiter, etc.

Aufgabe

Man widerlege den griechischen Philosophen durch eine Anwendung der geome-
trischen Reihe. Man nehme der Einfachheit halber an, Achilleus laufe zehnmal
so schnell wie die Schildkrote, und diese erhalte einen Vorsprung von einem
Stadion (altgriechisches Wegmaf: 160 m; spater 192 m).

Beispiel 3.11  (Harmonische Reihe)

o0
Die harmonische Reihe Y 1 verdankt ihren Namen der Tatsache, daf das Glied
k=1

am das sog. harmonische Mittel seiner beiden Nachbarn ist (meNN, m>2):

1 1 n 1 1 1 n 1
am 2 \Gm-1 Gyt I/m 2\1/(m—-1) 1/(m+1)
Beh. Die harmonische Reihe divergiert.

Beweis

Seien m € IN und n := 2™. Dann gilt

—1+1+ 1+1 + 1+1+1+1 +..+ ! + +1
S = 2" \371 576 7 8) T \gm i1 T T om
1 1 1 1
> 14+- + 2-- 4.= PAC —
> 1+5 +2.4 + s + o
= 1—|—m-§ — 0 (m — o0).
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Die Partialsummenfolge {s;}nenw der (aus positiven Gliedern) bestehenden
harmonischen Reihe wichst also unbeschrinkt, d.h. insbesondere, dafl sie nicht
konvergiert.

Bemerkung
oo
Wie dieses Beispiel zeigt, ist zur Konvergenz einer unendlichen Reihe ) ay
k=0

nicht hinreichend, daf8 die Folge {a,}nen eine Nullfolge ist. Diese Bedingung
ist jedoch notwendig.

Anwendung (Bau eines Turms aus CD-Hiillen; s. Abb. 3.3)

A

Tr1 = % T2 I3 1 T
Abbildung 3.3: Zur Divergenz der harmonischen Reihe

Sei xy, der Schwerpunkt des Systems aus & CD-Hiillen, von oben gez#hlt (k € IN),
dann findet man:

T = i = 1.
mo=omEmEH o8- by
o= EEE) 4 Lasde)
DI I (ST )

(=D wpo1+l(zao1+3) N
Ty = m =

k

n

N[ =
=

1

Die Anzahl der CD-Hiillen, die benétigt werden, um eine vorgegebene Entfer-
nung d zu iiberbriicken, 148t sich mit Hilfe eines Integralkriteriums abschétzen.
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Damit wird im 2. Semester gezeigt, dal die harmonische Reihe der folgenden
Abschétzung geniigt:

N
Ogln(l—k%) < Z%—ln]\fgl (N € IN). (3.9)

Die Abschétzung (3.9) besagt im Wesentlichen, dafl man hochstens einen Fehler
N

von der GroBe 1 macht, wenn man den Ausdruck % durch In N ersetzt.
n=1

Damit nun der Schwerpunkt z von N CD-Hiillen — welcher sich innerhalb der
Breite der zuunterst liegenden CD-Hiillen befindet — grofler als d ist, mufl gelten

N
WE
S

(N +1) = ln[N-<1+%>] - lnN+1n<1—|—%)

3
Il
_

die Bedingung
2d < In(N +1) — e < N+1

hinreichend, d.h. es werden N > €2 CD-Hiillen benétigt.

3.2.4 Umordnung von Reihen, absolute Konvergenz

o0
Wir haben gesehen, dafl die harmonische Reihe ) % divergiert. Ganz anders
k=1

verhéilt es sich, wenn die Glieder abwechselnd posi{ive und negative Vorzeichen
haben, man erhélt dann die sog. alternierende harmonische Reihe

e -1 k+1
> e
k=1

Diese Reihe konvergiert nach dem

Satz 3.12  (Leibniz-Kriterium)
Sei {an }nen eine monoton fallende Folge mit dem Grenzwert 0; alle Folgenglie-

der sind also notwendig nichtnegative Zahlen:

ay>ax>...>2ap > Gpiy1 > ... >0, lim a, = 0.

n—oo

Dann gilt:

o0
(i) Die Reihe s := > (—1)**1a; konvergiert.
k=1

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



194 KAPITEL 3. FOLGEN UND REIHEN

(ii) Es gilt die Fehlerabschétzung |s — s,| < ap+1.

Beweis

Die beiden Paare von Folgen (([sp,Sn+1])nen fiir gerades n  bzw.
([Sn+1, Sn])nen fiir ungerades n) bilden eine Intervallschachtelung (Definition
3.6). Im ersten Fall (Abb. 3.4) gilt

‘3_5n| < Sptl — Sp = (_1)n+2an+1 = Qp+1-

] ] ] ] ]
T T T T T

Sn Sn+2 S Sn+1 Sn—1

Abbildung 3.4: Konvergenz einer alternierenden Reihe

Aufgabe

Man zeige die Konvergenz der Reihe
(D
= vk

und schétze ab, wieviele Glieder beriicksichtigt werden miissen, damit der ab-
solute Fehler |s — s,| kleiner als 1072 ist.

Beispiel 3.12

Die alternierende harmonische Reihe
1 1 1 > 1
l—c+-—-+—...= E (=)t =

konvergiert, weil die Folge {%}nem eine monoton fallende Nullfolge ist, und es
gilt |s — sp| < n%rl (n € IN) (als Nebenprodukt einer Anwendung von Taylor-
Reihen wird in der Bemerkung auf p. 338 gezeigt, dal diese Reihe den Wert

In2 = 0,6910 hat).

Figentiimlicherweise dndert sich der Grenzwert dieser Reihe, wenn man sie um-
ordnet:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -
1—§+§—1+g—g+7—g+§—ﬁ+ﬁ—ﬁ +—- ... = s
O+i4+0-2+0+i+0-L+0+45+0-% +- ... = 3

1 1 1 1 1 1 1 1 _ 3
1 +3—3*+3% +5s—3113 +aqg—-— g+ t+—... = 3s

Obwohl die letzte Reihe bis auf Umordnung die urspriingliche Reihe ist, hat sie
den Wert %s.

Definition 3.11

[e.°]

Man betrachte die unendliche Reihe ) ay.
k=0
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o0
(i) > ax heiit absolut konvergent =
k=0 -
Z |ak| ist konvergent.
k=0
o0
(ii) ay, heifit unbedingt konvergent =
k=0 o
Jede Umordnung von Z ay, konvergiert.
k=0
o0
(iii) > ay heifit bedingt konvergent =
k=0

oo
Z ay, konvergiert, aber nicht notwendig unbedingt.
k=0

Eine absolut konvergente Reihe konvergiert also unabhéngig von den Vorzeichen
ihrer Glieder; eine unbedingt konvergente Reihe darf man beliebig umordnen,
ohne die Konvergenz zu zerstoren.

A priori haben beide Begriffe nichts miteinander zu tun. Um so iiberraschender
ist der folgende Satz:

Satz 3.13

(i) Eine Reihe ist absolut konvergent <=  Diese Reihe ist unbedingt kon-
vergent.

(ii) Jede Umordnung einer unbedingt konvergenten Reihe konvergiert gegen
denselben Grenzwert.

(iii) (Riemann’scher Umordnungssatz)

Sei a € R. Dann besitzt jede nur bedingt konvergente Reihe eine Umord-
nung, die gegen a konvergiert.

Bemerkung

(i) Mit unbedingt konvergenten Reihen — oder, was nach (i) des letzten Satzes
dasselbe ist — mit absolut konvergenten Reihen kann man also ,wie mit
endlichen Summen“ rechnen.

(ii) Das pathologische Verhalten einer nur bedingt konvergenten Reihe, wel-
ches im Riemann’schen Umordnungssatz angesprochen ist, rithrt daher,
dafl die aus den positiven - und negativen Gliedern separat gebildeten
Reihen einzeln divergieren.
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Der folgende Satz driickt aus, dafl absolute Konvergenz eine stérkere Bedin-
gung an eine Reihe darstellt als die gewthnliche Konvergenz und daf§ die fiir
konvergente Reihen giiltigen Rechenregeln fiir absolut konvergente Reihen auch
separat gelten.

Satz 3.14
[e.e] [e.e]

Vorgelegt seien die beiden unendlichen Reihen ) ap und > by, sei v € C.
k=0 k=0

Dann gilt:

o o0
(i) a, ist absolut konvergent = ) aj ist konvergent;
k=0 k=0

o0 o0 o0

(ii) > arund > bg sind absolut konvergent == Y (ap%bi) sind absolut
k=0 k=0 k=0
konvergent, und es gilt:

Z(akﬂ:bk) = Zak + Zbld
= k=0 k=0

k=0
o0 o0
(iii) > ag ist absolut konvergent = Y (aay) ist absolut konvergent,

k=0 k=0
und es gilt:

oo o0

Z(aak) = «- Zak.

k=0 k=0

Beispiel 3.13

Das Paradebeispiel einer konvergenten, jedoch nicht absolut konvergenten Reihe
ist die oben beschriebene alternierende harmonische Reihe (Beispiel 3.12)

0 —1)k+1
> e

k=1

(a) positive Glieder:

11 1
I+-+-+=+...

>
3 5 7 -
1+1+ 1+4'+ =
2 4 8 16 -
1 1+1+1+ ( )
-+t ... — — .
2 41"y o o
(b) negative Glieder:
2 4 6 8 2 2 3 4 7
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Wiirde die linke Seite konvergieren, dann nach (iii) des letzten Satzes auch
die mit —2 multiplizierte linke Seite (beide Reihen hier sind, wenn kon-
vergent, dann auch absolut konvergent). Die harmonische Reihe ist jedoch
divergent (Beispiel 3.11). .

Bemerkung

Man erhélt hier eine Idee, wie der Beweis des Riemann’schen Umordnungssatzes
(Satz 3.13 (iii)) funktioniert:

O.B.d.A. sei ¢ > 0. Dann nimmt man von der Reihe so viele positive Glieder,
bis man a das erste Mal iiberschritten hat, danach so viele negative Glieder,
bis man a das erste Mal wieder unterschritten hat, etc.

Folgerung

Sei {zn }new = {Zn + iYn fnen eine Folge komplexer Zahlen. Dann gilt:

oo
Die Reihe Z 21 konvergiert (absolut)
k=0

—

oo o0
ka und Zyk konvergieren (absolut).
k=0 k=0

Im Falle der Konvergenz gilt:

o o0 oo
sz = § T + i'zyk-
k=0 k=0 k=0

Beweis
W,
y —> .

Daf3 die Konvergenz der komplexen Reihe hinreichend ist fiir die Konvergenz
der beiden reellen Reihen, folgt unmittelbar aus dem entsprechenden Satz fiir
Folgen (Satz 3.4), angewandt auf die Folgen der Partialsummen. Die Aussage
iiber die absolute Konvergenz erhélt man aus den Abschéitzungen (m € INy):

m m o0
Slakl < > ekl <€ D> |l < o0,
k=0 k=0 k=0

IN

m m oo
Dolul < D lakl < D ekl < oo,
k=0 k=0 k=0

” <: “ :
Satz 3.14.
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Beispiel 3.14

Die beiden Reihen 3 k%sin kx und k:% cos kx konvergieren fiir jede Zahl

k=1 k=1
z € R. Wegen
= 1
;2 sin kx| | Zk2\cosk$| < Zk2 00 (x € R)
o0
hat man ndmlich in ) ,712 eine konvergente Vergleichsreihe gefunden, welche
k=1

sogar von x unabhéngig ist; der entsprechende genaue Sachverhalt wird noch
in Satz 3.19 behandelt.

Aufgabe

Man begriinde anhand von

1 1 1

K2~ k(k—1) k-1

(k> 2)

=

und anschliefender Summation, dafl Z konvergent ist.
k=1

(&) o0

Man sagt, die beiden Reihen 3 k—lz sinkz und Y 2 7z cos kx  konvergieren
k=1 k=1

gleichméiBig. Nach dem letzten Satz konvergiert dann auch die komplexe Reihe

© 1 > 1 1 =1
Z]? et = kzlkg(coskx—ki‘sinkx) = ;kzcosk:c+i~;k281nk$

fiir alle reellen Zahlen x.

3.2.5 Konvergenzkriterien

Hier werden einige Kriterien aufgelistet, mit Hilfe derer sich eine vorgelegte
Reihe auf Konvergenz untersuchen 148t.

Man beachte

Mit Hilfe eines Konvergenzkriteriums kann lediglich festgestellt werden, ob eine
Reihe konvergiert. Von Ausnahmefillen abgesehen, 148t sich nicht feststellen,

e wie schnell eine Reihe ggfs. konvergiert,

e welchen Grenzwert sie bei Konvergenz hat.

Die Frage nach der Konvergenzgeschwindigkeit ist ein Problem der numerischen
Mathematik, das Problem der Berechnung des Grenzwertes 148t sich nur in
Spezialfiillen 16sen.
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Satz 3.15  (Cauchy-Kriterium fiir Reihen)

[e.o]

Die Reihe ) aj konvergiert genau dann, wenn ihre Partialsummenfolge
k=0

{8n}nen eine Cauchy-Folge ist, m.a.W.

AVoA <m,n>p —

e>0 peR

m,nelN
m<n

Beweis Satz 3.5

Das Cauchy-Kriterium wird selten verwendet, um konkrete Reihen auf Kon-
vergenz zu untersuchen. Es wird aber zum Beweis anderer Konvergenz- bzw.
Divergenzkriterien benutzt, welche dann in konkreten Fillen bequemer ver-
wendbar sind. Auflerdem ist es ein Kriterium, bei welchem die explizite Gestalt
des Grenzwertes nicht auftritt.

Satz 3.16  (Notwendiges Kriterium)

oo
Sei Y ay eine konvergente Reihe. Dann gilt:
k=0
(i) lima, =0
n—oo

(i) lm > ar =0

=0 p—p+1

Bei einer konvergenten Reihe bilden sowohl die einzelnen Summanden als auch
die Reihenreste eine Nullfolge.

Beweis

(i) Satz 3.15 mit m:=n —1

(ii) Die Grofle e in Satz 3.15 (ii) hdngt von m und n nicht ab, die Aussage gilt
also gleichméfig in m und n.

Dieser Satz liefert nur ein notwendiges, kein fiir die Konvergenz einer Reihe hin-
reichendes Kriterium. Die harmonische Reihe ist ein Gegenbeispiel. Aufgrund
von

A — B = -B — —-A

148t sich dieses Kriterium aber verwenden, um auf die Divergenz einer Reihe zu
schlieflen:

o
- ( lim a, = 0) = Zak divergiert.

n—00
k=0
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* Beispiel 3.15

o0 [e.@]

Hier soll nachgewiesen werden, daf8 die beiden Reihen ) sinkx und ) coskz
k=0 k=0

fiir keine Zahl x € R konvergieren mit der Ausnahme, dafl die erste Reihe fiir

ganzzahlige Vielfache von 7 trivialerweise doch konvergiert. Im weiteren Verlauf
dieses Beispiels wird daher z € R, x # nr, (n € Z) vorausgesetzt.

Wiirde eine der beiden Reihen konvergieren, so miiffite nach Satz 3.16 die Folge
der Reihenglieder {sinkz}ren, oder {coskx}ren, eine Nullfolge sein. Es wird
jetzt gezeigt, dafl diese beiden Folgen nicht einmal konvergieren.

Im Widerspruch dazu konvergiere etwa die erste, sei b := klim sin kx. Wegen
— 00

cos’y + sin?y = 1 (y € R)

und Anwendung der Rechengesetze fiir konvergente Folgen (Satz 3.1) konver-
giert dann auch die Folge {cos®kz}ren,, und zwar gegen 1 — b2, Also hat
die Folge {coskz}ren, selbst einen der Punkte +v1—52 (u.U. beide) als
Haufungspunkt, 0.B.d.A. a := +v1 —5b2. In jeder Umgebung von a liegen
dann unendlich viele Glieder der Folge, und nach Definition 3.8 und dem an-
schlieBenden Satz existiert eine Teilfolge {cos kjz }ien, von {cos kz}ren,, welche
gegen a konvergiert:

lim coskiz = a.
l—o0

Fiir diese Teilfolge gilt dann wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes auch

b= lim sinkx = lim sink;x.
k—o0 l—o0

Nach Satz 3.4 wiirde dann auch die komplexe Folge

T — coskiz + i-sinkz

fir | — oo einen Grenzwert haben, und das ist aufgrund einer Hausaufgabe
nicht der Fall.

Bemerkung
In Beispiel 3.14 wurde die gleichméflige Konvergenz der beiden Funktionenrei-

&) (e8]
hen k% sinkx und ) k% cos kx fiir z € R nachgewiesen. Im letzten Beispiel
k=1 k=1

oo oo

ergab sich, daf§ die beiden Funktionenreihen ) sinkx und ) coskz (aufer
k=1 k=1

der Sinusreihe fiir x = n7) fiir kein € R konvergieren.

Man kann sich fragen, wo die ,,Grenze*“ zwischen Konvergenz und Nicht-
Konvergenz liegt, m.a.W., fiir welches a € [0, 2] konvergieren

1 1
g k—asinkx und g k—acoskx,
k=1 k=1

und fiir welche « divergieren sie?
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Diese Frage ist recht schwierig zu beantworten. Man kann die Konvergenz bei-
der Reihen fiir & = 1 (aufler der Kosinusreihe fiir x = n - 27w, n € Z) zeigen,
allerdings erfordert das schon einen ziemlichen technischen Aufwand (Fourier-
Reihen, Taylor-Reihen, komplexe Analysis). Man erhélt

1
- 1n(2 sin g) = kz_l Z sin kz (x € R)
_ > 1
7r2:z = choskx (x € R,z #n-2m)
k=1

Satz 3.17

Eine Reihe mit nichtnegativen Gliedern konvergiert genau dann, wenn die
(monoton wachsende) Folge ihrer Teilsummen beschrinkt ist.

Die folgenden beiden Kriterien sind Vergleichskriterien. Im Falle der Konvergenz
liefern sie gleich die absolute Konvergenz.

Satz 3.18 (Majorantenkriterium, hinreichendes Kriterium fiir absolute Kon-
vergenz)

Seien {ay}ren eine reelle oder komplexe Folge, {by}rew eine reelle Folge,
N € IN. Es gelte

(i) lax| < b (k> N),

o0
(ii) > by ist konvergent.
k=0

[ee]
Beh. > ay ist absolut konvergent.
k=0

Satz 3.19 (Minorantenkriterium, hinreichendes Kriterium fiir Divergenz re-
eller Reihen mit nicht-negativen Summanden)

Seien {ay}renw und {b; trew zwei reelle Folgen, N € IN. Es gelte

(i) ap > by >0 (k > N),

[e.°]
(ii) > by ist divergent.
k=0

o0
Beh. > ay ist divergent.
k=0
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Bemerkung

(i) Beim Majorantenkriterium kann man auf die absolute Konvergenz von

oo
>~ ay, schliefen. Beim Minorantenkriterium darf die Bedingung
k=0
ap > by (k> N)
nicht ersetzt werden durch die Bedingung
wie das folgende Gegenbeispiel zeigt:
1 (—1)k
b = — = kelN
k ok 0 A (k € IN),
dann ist
o0
by < |ax| (keN) A Zbk divergent,
k=1
jedoch ist

oo
—1)k
Z ( k:) konvergent.
k=1
(ii) Mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums (Satz 3.15) zeigt man, dafl eine absolut
konvergente Reihe erst recht konvergent ist.

Bemerkung

Um das Majoranten- oder Minorantenkriterium anwenden zu kénnen, wird ein
Vorrat an Vergleichsreihen benétigt, deren Konvergenz bzw. Divergenz bekannt
ist. Als wichtigste seien hier notiert:

. X . konvergent fir 0<a<1
k >

(i) ,go ar st { divergent  fir 1<

oo

konvergent fiir 1< «

. .
(if) k,ll?l 15t { divergent fiir a <1

Beispiele 3.16

o0

(i) Sei ap:=+vn?+1—n (necNy), dann ist die Reihe } a; divergent:
k=0

2 1— . 2 1
0 = - — (Vn? + n)-(vVn?+1+n)
vn2+1+n

B n?+1—n? S 1
vnZ+1l4+n = VnZ4+2n+1+n
1 1
= — > (n € IN),

n+1l4+n — 3n

und die harmonische Reihe ist divergent.
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oo
(i) Sei a,:=+vnt+1—-n? (n € Ny), dann ist die Reihe > a; konvergent:
k=0

lan] = |[Vnt+1—n? = Vni+1-—n?

4 4
n*+1—n 1
= — < — € IN),
) Vni4+14+n2 T 2n? (n )

—~
—

o0
und die Reihe ) k% konvergiert nach (ii) der letzten Bemerkung oder

dem folgenden direkten Argument:

"1 "1
ogsnzzﬁzwzﬁ
k=1 k=

[\

n

< 1+ kZ:Qk:(kl—l) =1+ H(zfifi)
G (D
1

- 1+(1—f) < 2
n

Die Partialsummenfolge dieser positiven Reihe ist also monoton wachsend
und bechrénkt, somit ist die Reihe konvergent.

Die folgenden beiden Kriterien liefern zwar immer gleich die absolute Kon-
vergenz der vorgelegten Reihe, sie bilden jedoch die wichtigsten technischen
Hilfsmittel fiir Konvergenzuntersuchungen. Sie fuflen auf dem Majoranten- bzw.
Minorantenkriterium und benutzen als Vergleichsreihe die geometrische Reihe

(0.@)
>,
k=0

welche fiir |g| < 1 absolut konvergent und fiir |¢| > 1 nach Satz 3.16 divergent
ist.

Satz 3.20  (Wurzelkriterium)

oo

Vorgelegt seien die unendliche Reihe > aj und eine Zahl g € [0,1). Dann gelten
k=0

die folgenden Aussagen:

o0
i) A Vlaw < g == > aj ist absolut konvergent.
nelN k=0

o0
(i)  {/lan| > 1 fiir unendlich vielen = ) ay ist divergent.
k=0
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o0 o0
@) Vlanl < ¢ = lanl < " = Ylal < X d* < .
k=0 k=0

(ii) In diesem Fall ist {ay }nen keine Nullfolge, da fiir unendlich viele n auch
lan| > 1 ist.

Satz 3.21  (Quotientenkriterium)

o0
Vorgelegt seien die unendliche Reihe ) aj und eine Zahl ¢ € [0,1). Fiir alle

k=0
n € IN sei a,, # 0. Dann gelten die folgenden Aussagen:

oo
(i) A % < q = ). aj ist absolut konvergent.
neN " k=0
o
(i) |™] > 1fiir fast allen = > ay ist divergent.

k=0

Beweis

An+1
an

(i) Aus der Bedingung < ¢ folgt mit vollstandiger Induktion die

Beziehung
lan| < laol - ¢,

o0
also ist die geometrische Reihe |ag| Y ¢* eine (konvergente) Majorante.

k=0
(ii) Ist von einer Zahl N € IN ab aZ—:l > 1 fur alle n > N, so gilt fiir diese
Zahlen n
lan| > lan],

d.h. {a, }nen ist keine Nullfolge.

Bemerkung

(i) In den Teilen (i) des Wurzel- und des Quotientenkriteriums kann die Be-
dingung ,fiir alle n* ersetzt werden durch , fiir fast alle n*.

(ii) Will man das Wurzel- oder das Quotientenkriterium anwenden, so darf
man sich nicht mit dem Nachweis begniigen, daf§ der Ausdruck {/|a,|

An4-1
n

oder ‘ o fast immer < 1 ist; es ist unumgénglich, eine feste positive

Zahl ¢ < 1 zu benennen, welche ab einem gewissen Index N ab nicht
mehr von diesen Ausdriicken iibertroffen wird, andernfalls versagen beide
Kriterien.
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Beispiel 3.17

Seien a, =1, b, := # (n € N), dann sind die beiden Reihen

o0 oo
Z a, divergent , Z b, konvergent;

n=1 n=1

beide Male gilt aber fiir alle n € IN:

V) <1, |2 <1,
29
b
Vbl <1, nrll <.
bn
Beispiel 3.18
o0
Seien z € R und a,, := % (n € INg), dann konvergiert > aj absolut:
k=0
A1 a"tonl | g <, 1 <1
an | |(n+Dlan] 1 =17 3

fiir alle hinreichend groflen n.

Hinweis: e’ = Z T (x € R).

Beispiel 3.19

Seien x € R und a,, := (—1)"- % (n € IN), dann erhélt man mit dem Quotien-
tenkriterium fiir n € IN:

anrl ‘n

(n4+1)-an

o] - =
pr €Tl - pry
n+1

an+1
Qnp

> 1 fiir fast alle n, also liegt Divergenz vor;

n

(i) || > 1: ]Lgﬂ

(ii) |z| < 1: ]4

a

< |z| < 1 fiir fast alle n, also liegt Konvergenz vor;

(iii) = +1: Konvergenz nach dem Leibniz-Kriterium (Beispiel 3.12);

(iv) x = —1:  Divergenz (harmonische Reihe, Beispiel 3.11).
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Hinweis:  In(1+z) = Z(—m“‘% (|| < 1).

n=1

In vielen Beispielen existiert der Grenzwert lim . In solchen Féllen lassen

n—oo
sich die Konvergenzaussagen etwas iibersichtlicher formulieren.

Ant1
an

Satz 3.22
Sei {an }nen eine Folge mit a,, # 0 (n € IN). Dann gilt:

(i) Wenn o := lim |2+ existiert, dann existiert auch 8 := lim {/|a,|,
n—o0 n n— o0
und es ist a = [.

oo

(i) a<lvVv p<l = > ay, ist absolut konvergent,
k=1
o0

a>1V g>1 = > ay ist divergent.
k=1
Bemerkung
(i) Wieder 148t sich im Fall & = 1 keine Aussage iiber Konvergenz oder

Divergenz treffen.

(ii) Wenn die Konvergenz einer unendlichen Reihe iiber das Quotientenkrite-
rium festgestellt werden kann, dann auch iiber das Wurzelkriterium; letz-
teres ist also leistungsfdhiger, i.a. aber auch schwieriger zu handhaben.

Beispiel 3.20

Dieses Beispiel zeigt, dafl das Wurzelkriterium stérker ist als das Quotienten-
kriterium. Untersucht werden soll die Reihe

o0

. 24 (—1)"
Zan mit ap, = én) (n € INop).
n=0

(i) Quotientenkriterium:

an+1 — (="
an, —

2
24 (-

DN |

_ 21 (_1)n+1 on
- on+1 2+ (_1)n

An+1
an

Die Folge { } N hat die beiden Haufungspunkte 1/6 und 3/2, kon-
ne

vergiert also nicht:

An+1
an |

= lim

<§ lim
2

Mit Hilfe des Quotientenkriteriums sind demnach keine Aussagen in bezug

o0
auf das Konvergenzverhalten der Reihe Y a,, moglich.
n=0

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



3.3. POTENZREIHEN 207

(ii) Wurzelkriterium:
Mit dem Wurzelkriterium hingegen 1ét sich die Konvergenz der Reihe
[e.9]

>~ ay nachweisen:
n=0

Van| = 2+ 24+ (— (n € IN).

Daraus gewinnt man die Abschétzung (n € INp)

L ff<7</\7<ff - %

2 n—oo

nach Beispiel 3.8.
Also ist die vorgelegte Reihe konvergent nach Satz 3.3 (ii).

3.3 Potenzreihen

Im Anschluff an das Wurzel- und Quotientenkriterium wurden zwei Beispiele
von unendlichen Reihen behandelt, welche in der Mathematik und ihren An-
wendungen in den Ingenieurwissenschaften eine fundamentale Rolle spielen.

Definition 3.12

Seien {an},cp, eine reelle oder komplexe Zahlenfolge und 2,z € C. Ein Aus-
druck der Form

Zan(z—zo)" = a4 a1(z — 20) + as(z — 20)* + ... (3.10)

heiflt eine Potenzreihe mit dem Entwicklungspunkt oder Mittelpunkt zy und
den Koeffizienten ay,.

Bemerkung

(i) So wie unendliche numerische Reihen in einem gewissen Sinne Verallge-
meinerungen endlicher Summen sind, so sind Potenzreihen die analoge
Verallgemeinerung von Polynomen.

(ii) Wie bei Polynomen auch kann man mit Hilfe der Substitution ¢ := z — 2
eine Potenzreihe immer auf die Gestalt

0
> anc”
n=0

mit dem Entwicklungspunkt (y = 0 bringen. Daher beschrinkt man sich
manchmal auf die Betrachtung von Potenzreihen mit dem Entwicklungs-
punkt 0.
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Mit der bisher entwickelten Theorie der unendlichen Reihen ist man in der Lage
anzugeben, fiir welche z € C die Reihe

oo
Z an(z - ZO)n
n=0

konvergiert.

3.3.1 Konvergenz von Potenzreihen
Es scheint plausibel, daf die Potenzreihe (3.10) konvergiert, wenn |z —zg| ,,klein®

ist und divergiert,wenn |z — zg| ,gro“ ist, wobei die Begriffe klein und grofl
natiirlich noch von den Koeffizienten a,, abhéngen.

Sei K(zp) der Konvergenzbereich

K(z) = {z : z€C, i an(z —20)" konvergiert}.

n=0

Der Ausdruck |z — zp| ist ,klein® fiir alle Zahlen z innerhalb eines Kreises vom
Radius r um zg und ,,grof3“ fiir alle Zahlen z auflerhalb dieses Kreises.

Vermutung (Abb. (3.6))

\/ K, (20) = K(20) = {2: z€C, |z— 2| <r}.
r>0

|z — 20| > 7

|z — 20| =7

Rz

Abbildung 3.5: Konvergenzbereich einer Potenzreihe

Die Vermutung besagt also, daf} es sich bei dem Konvergenzbereich der Potenz-

reihe
o0
Z an(z — 2z0)"
n=0

um einen Kreis vom Radius 7 um den Punkt 2y in der komplexen Ebene handelt.
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Problem Wie berechnet man r?
Zur Losung dieses Problems wird zunéchst die folgende Annahme gemacht:

Annahme
Die Folge { Y/ ]an|} N konvergiere gegen eine Zahl # 0. Sei
nelNg

po— L (3.11)

lim ¥/]an|

n—oo

Nach dem Wurzelkriterium (Satz 3.20) konvergiert die Potenzreihe fiir solche
Zahlen z € C, fiir die gilt:

\  Vanz— 20" = |z 20| {aal < 4

q€[0,1)

fiir fast alle n € INp (alle bis auf endlich viele). Genau fiir diese Zahlen z gilt

nun
\/ |z — 20| - lim {/|a,| = Iz = 20 <gq< 1L
¢€(0,1) e g
Nun gilt die Aquivalenz
= ‘Z;zol <1 @ = |z — 20| < 7,

d.h. mit Hilfe des Wurzelkriteriums erhélt man die Konvergenz der Potenzreihe
fiir alle Zahlen z innerhalb des Konvergenzkreises K, (zp).

Definition 3.13

Sei {an tnen, eine Folge. Sei r definiert durch eine der folgenden Bedingungen:

(i) (cf. Satz und Definition 3.9 (p. 183) sowie auch (ii) - (iv) der Bemerkung
auf p. 211)

1
lim {/]an|
(ii) r :=0, falls die Folge { ¥/ ‘an‘nelNo} unbeschrankt ist.
(iii) Man benutzt die Konvention r = oo, falls gilt: ~ lim {/|a,| = 0.
n—oo

o0
r heiflt Konvergenzradius der Potenzreihe _ a,(z — 2z9)".
n=0

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Satz 3.23  (Konvergenzsatz fiir Potenzreihen)

Gegeben sei die Potenzreihe

oo
Z an(z — 20)"
n=0

und mit den Konventionen von Definition 3.13 sei r definiert durch

1
I /Jaa]

Dann ist die Potenzreihe konvergent fiir die folgenden z € C:

: INAW
(i) r= oo(: . )
absolut konvergent fiir jedes z € C.
(il)) 0 <7 < oo:
(a) absolut konvergent fiir {z : |z — 2¢| < r};
(b) divergent fiir {z: |z — 20| > 1};
(c) konvergent oder divergent fiir {z: |z — 29| = r}.
(iii) r = 0:

konvergent nur fiir z = 0.

Beweis

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem Wurzelkriterium und wurde oben
schon angedeutet:

|z — 20

lim {/|an(z — 20)"| = |2 — 20| - lim ¥/]a,| = .

|z — 2o <

1
(i) r=o00 = _q::§<1fﬁrallez€C
r

|z — 20| { <1 : absolute Konvergenz

() 0<r<oo = >1 : Divergenz

r

(iii) r=0 = |z — 20| - lim {/|a,| = 0 < 1 nur fiir 2 = 2.

Aus der Abbildung 3.6 werden die Namen Konvergenzkreis und Konvergenzra-
dius versténdlich.
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Divergenz

20

absolute Konvergenz oder Divergenz

Konvergenz

- Rz

Abbildung 3.6: Konvergenzkreis einer Potenzreihe

Bemerkung

(i)

(i)

(iii)

Im reellen Fall tritt an die Stelle des Konvergenzkreises ein symmetrisches
Intervall um den Punkt z = z¢ der Lénge 2r (Abb. 3.7).

Falls lim {/|ay| existiert, so ist
n—oo

1

1
lim {/]an] N TZILIBO Vlan| ‘

QAn41
n

Falls lim

n—oo
auch durch

=: « existiert, dann kann man den Konvergenzradius

1
r = —
Q@

angeben, wobei wieder vereinbart wird:

{

In (iii) wird eine Aussage gemacht fiir den Fall, dafl

a=0 — r =00
An+1
Gnp

} unbeschrankt — r=20
n€lNg

Qn+41
an

lim

n—oo

existiert. Keinesfalls darf daraus abgeleitet werden, daf} sich im Falle der
Nichtexistenz dieses Grenzwertes der Konvergenzradius aus

berechnen 1a3t!
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To—T xQ xo+ T

( | \
\ I / .

Rz
Divergenz absolute Konvergenz Divergenz
keine allgemeine

Konvergenzaussage moglich

Abbildung 3.7: Konvergenzintervall einer reellen Potenzreihe

Beispiele 3.21

Uy

n=0

Das Quotientenkriterium liefert

Ap+1 2" _ 1
an 2ntl 2
Der Konvergenzradius ist also
L 2
r = — =
1/2

Mit dem Wurzelkriterium kommt man hier ebenso einfach zum Ziel:
1

1
lim {/]ay| lim {/ 5

n—oo

Untersuchung der Randpunkte

An jedem Punkt z mit |z| = 2 liegt Divergenz vor, denn

oozn [e%s)
p=2:0 = 3 =
n=0 n=0

und diese Reihe ist divergent, da ihre Glieder wegen |e!"?| = 1 fiir n € Ny
keine Nullfolge bilden.

(i) Man betrachte die drei reellen Potenzreihen

o0 o0 (o)
1 1

E " E -z E — "
n n

n=1 n=1 n=1

Der Konvergenzradius aller drei Reihen ist gleich 1 = 1/1 wegen

1 [1
lim%:lim’\’/>:lim"2:1.
n—oo n—oo n n—oo n
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Damit konvergieren alle drei Reihen im Intervall (0, 1) absolut und diver-
gieren in (—oo,—1) U (1, 00). Eine Untersuchung der Randpunkte liefert
jedoch (warum?):

[e.e]
Z " konvergiert = ze(—-1,1)
n=1
— 1
Z — 2" konvergiert = xe€[-1,1)
n=1 "
— 1
Z — «"  konvergiert = x € [-1,1]
n=1 n
X _n
(iii) Die Potenzreihe )’ % ist konvergent fiir alle z € C, denn es gilt:
n=0 """
! 1
ity T — 0 (n — 00).
an n+ 1! n+1

Eine fiir alle z € C konvergente Potenzreihe heifit bestédndig konvergent.

3.3.2 Eigenschaften von Potenzreihen

Potenzreihen diirfen dort, wo sie konvergieren, gliedweise addiert, subtrahiert,
multipliziert und dividiert werden:

Satz 3.24
o0 o0

Die Potenzreihen ) a,(z—zp)" und ) b,(z — 29)"™ mogen die Konvergenzra-
n=0 n=0

dien r, und r, haben.

(i) Fir alle z € C mit |z — 29| < min{rg, 7} ist

(a) fo an(z = 20)" + fo ba(z — )" = f;o(an £ b,)(2 — 20)"
(b) i an(z - ZD)n : § bn(z - ZO)n = i Z akbl(z — ZQ)”
n=0 n=0 n=0 k+l=n
(i) Ist f(2) := § an(z — 2p)" fiir |z — 29| < rq und ist f(z0) = ag # 0,
n=0

so 1aBt sich 1/f in einer gewissen p-Umgebung von zy wieder durch eine
Potenzreihe darstellen:

f(lz) = Zdn(z—zo)" (|2 — 20| < p).
n=0

Die Koeffizienten d,, sind allerdings einigermafien miihsam zu bestimmen.
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Zur Motivation des folgenden Satzes dient der Identitdtssatz fiir Polynome
(Satz 3.3)

Stimmen die Werte zweier Polynome vom Grad n

n

p(z) = Zakzk und q(z) = Zbkzk (z€C)
k=0

k=0

an (n+ 1) verschiedenen Stellen iiberein, so sind die Polynome voll-
kommen identisch, d.h. es ist a; = by fiir k € {0,...,n} und somit
p(z) = q(=) fir alle z € C.

Fin dazu analoges Ergebnis gilt auch fiir Potenzreihen:

Satz 3.25  (Identitétssatz fiir Potenzreihen)

Die beiden Potenzreihen
f(z) == ap(z—2)F  und  g(z) =D be(z—20)" (2 €C)
k=0 k=0

mogen einen gemeinsamen Konvergenzkreis um 2y herum haben, etwa den Kreis

K = {z: 2z€C, |z — 2| <min{ry,m}}.

Beh. /\ f(z) = g(2) — /\ ar = by.

zeK kelNg

Bemerkung

Dieser Satz liefert die Grundlage fiir den Koeffizientenvergleich zweier Potenz-
reihen. Hinreichend fiir seine Anwendbarkeit ist {ibrigens schon, dafy die Werte
von f(z) und ¢g(z) nur an unendlich vielen Stellen z iibereinzustimmen brau-
chen, die sich bei zg hdufen, also:

(a) {zn}nen sei eine Folge, z, € K, z, — 2
n—oo

(b) f(zn) = g(zn) (n€N)

Der folgende Satz liefert eine Anwendung des Identitéitssatzes durch Koeffizi-
entenvergleich zweier Potenzreihen und klért (hoffentlich!) abschlieend, wo die
Begriffe , gerade Funktion* und ,,ungerade Funktion“ ihren Ursprung haben:

Satz 3.26
o0

Sei > agz® eine reelle Potenzreihe mit dem Entwicklungspunkt zg = 0 und
k=0

dem Konvergenzradius r > 0. Sei

fl@) = apa® (z € (—=r,1)).
k=0
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Dann gilt:

f ist eine gerade Funktion — ap, = 0 fiir ungerade Indices k,

f ist eine ungerade Funktion = a, = 0 fiir gerade Indices k.

Beweis

f ist eine gerade Funktion <= f(z) = f(—x) (lx| <)

<~
(o, ¢] (o] oo
Zakmk = Zak(—x)k = (—1)*aga” (lx] <)
k=0 k=0 k=0

Nach dem Identititssatz fiir Potenzreihen (Satz 3.25) folgt daraus aj, = (—1)*ay,
fiir alle £ € INg, also aj = 0 fiir ungerade Indices k& € INp.

Der Beweis fiir ungerade Funktionen verlduft analog.

3.3.3 Beispiele

Beispiel 3.22

Die drei Potenzreihen

fz) = Z%T (3.12)
n=0
e Z?n

g(z) = ) (-1)" ) (3.13)
no_oo Z2n+1

h(z) = ZZ:O(—WM (3.14)

sind besténdig konvergent, d.h. sie konvergieren fiir alle Zahlen z € C.

Beweis

Fiir die Reihe (3.12) wurde das im Beispiel auf p. 213 nachgewiesen. Fiir die
beiden anderen Reihen ist die Reihe (3.12) eine absolut konvergente Majorante,
etwa fiir die Reihe (3.13):

[es) ( )n Z2n [ |Z|2n ) ’Z‘n

E -1 < < g <
1l — | — | !

n=0 (277,) n=0 (271) n=0 n

analog fiir die Reihe (3.14). Insbesondere lassen sich diese drei Potenzreihen fiir
alle z € C auswerten und gliedweise addieren.
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Seien € R und z := iz. Dann erhélt man fiir die Funktionen aus (3.12) -
(3.14) die Beziehung

) (1) -2 = ) pntl
g(z)+i-h(z) = ng() e + i nzo —2n+ :
B i (12)n . p2n N io: i- n p2n+1
B (2n)! 2n +1)!
n=0 n=0
B i (iz)" N i (iz) 2t (3.15)
= () — (2n+1)!
_ i (iz)"
- n=0 n!
= f(izx)
Es sind
T P— - :Cn
et — nzzo n! (x € R),
) o0 . 72n
cosz = ReT = 7;(—1) o)l (x € R), (3.16)
) oo x2n+1
o -— xplT — _ n
sinz = Qe = ;( 1) Gn 1) (x € R),

und (3.15) ist die Euler’sche Formel fiir x € R.

Diese drei Potenzreihen konvergieren fiir alle z € C absolut, so dafl man schreibt:

[e.e] Zn
e’ = Z ol (z€C),
n=0
o0 2n
n 2
cosz = Z (-1) o)l (z € ©), (3.17)
n=0 ’
o0 2n+1
sinz = Z 2n+1) (z € ©),

ja, man hat dadurch die komplexe Exponentialfunktion und die komplexen
trigonometrischen Funktionen {iberhaupt erst einmal definiert.
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Aufgabe
Man zeige die bestdndige Konvergenz der Potenzreihe fiir die komplexe Expo-
nentialfunktion mit dem Wurzelkriterium. Dazu ist zu zeigen: lim —= = 0

n—oo n\? TL'
oder, was auf dasselbe hinausliuft: Vn! — oo fiir n — oo.

3.4 Zusammenfassung

(1) Was jeder Ingenieur wissen muf:

e Folgen:
— Konvergenz
— Divergenz

— Grenzwert

— Nullfolge

e Rechenregeln fiir konvergente Zahlenfolgen

e Grundlagen unendlicher Reihen (Konvergenz und Divergenz)
(2) Was jeder Ingenieur wissen sollte:

e Beispiele konvergenter und divergenter unendlicher Reihen
e Rechnen mit konvergenten unendlichen Reihen
e Umordnung von Reihen, absolute Konvergenz

e Potenzreihen
(3) Was jeder gute Ingenieur wissen sollte:

e Konvergenz- und Divergenzuntersuchungen bei unendlichen Reihen,
Anwendung von Vergleichsreihen

e Berechnung des Konvergenzradius’ von Potenzreihen
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Kapitel 4

Grenzwerte und Stetigkeit

4.1 Grenzwerte von Funktionen

Bei der Untersuchung des funktionellen Zusammenhanges zweier Groflen ist
héufig nicht der Ist-Zustand einer gegebenen Grofle, also ihr Funktionswert,
von Interesse sondern die Frage, welches Anderungsverhalten diese Grofie zeigt.

Beispiel

Nicht nur der Blick aus dem Fenster, sondern vor allen Dingen der Blick auf das
Barometer kann morgens dariiber Aufschlufl geben, ob der Luftdruck gesunken
ist und man daher einen Regenschirm mitnehmen sollte.

4.1.1 Problemstellung

Beispiel 4.1

Man betrachte eine stromdurchflossene elektrische Doppelleitung aus zwei lan-
gen parallelen Leitern, deren Durchmesser gegeniiber dem Abstand d := 2a der
beiden Leiter voneinander vernachlissigbar klein sein soll, s. Abb. 4.1.

Die Stréme in den beiden Leitungen haben die gleiche Starke I, flielen jedoch in
entgegengesetzte Richtungen. Sie erzeugen, kreisformig um die jeweiligen Leiter,
ein radialsymmetrisches Magnetfeld mit jeweils entgegengesetzter Orientierung.

Problem

(i) Wie gro8 ist das Magnetfeld H auf der Verbindungslinie der beiden Lei-
terquerschnitte (Abszisse), d.h. wie dndert es sich in Abhéngigkeit von
z (z € R)?

(ii) Wie hingt das Magnetfeld H vom Strom I ab?

218
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Y
H,
Hy
L1 L2
—a T a
a—+x a—x

Abbildung 4.1: Magnetfeld eines elektrischen Doppelleiters

Loésung

Nach dem Biot-Savart’schen Gesetz ist das vom Leiter L; am Aufpunkt
(z,0) € R? erzeugte Magnetfeld gegeben durch die (vektorwertige) Funktion

H\(z) = hy(z,0) := M.@ = %(afm.@ (z # —a);

analog lautet das durch den Leiter Ly an der Stelle (x,0) hervorgerufene Feld

N - I I
H = h 0 = == o = — e .
2(7) 2(2,0) 27|z — al 2 27(a — x) 2 (z #a)

Eine Funktion von R™ nach R™ (bzw. von V" nach V™, s. die Bemerkung im
Skript ,,Lineare Algebra®) fiir geeignete m,n € IN nennt man auch ein Vektor-
feld.

Das resultierende Magnetfeld beider Leiter ist dann die Superposition der ein-
zelnen Felder:

H(z) = h(z,0) := hy(z,0) + ho(z,0)

I 1 n 1 . Ila 1 .
= _ - e = —  — . e
2r \a+=x a—x T a—x2 °

und ist definiert fiir x € R\{—a,a}, s. Abb. 4.2.

[\

Eigenschaften des Magnetfeldes H

e Dic Norm |H| des Feldstérkevektors H (korrekt: der Feldstirkefunkti-
on H(-)) ist eine gebrochenrationale Funktion mit den beiden Polstellen
z=—aund z = a.

e Zwischen den beiden Leitern nimmt die Feldstéirke in Richtung auf die
Leiter zu und wird bei Anndherung an diese beliebig grof3.
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g

> -1 0 1 2

Abbildung 4.2: Vorzeichenbehaftete Stirke des Magnetfeldes einer elektrischen
Doppelleitung in Umgebungen von x = —1 und z =1

e Nach auBen hin (fiir x — +o00) féllt die Feldstirke gegen Null ab, wobei
sich gleichzeitig die Orientierung des Feldstédrkevektors umkehrt.

e Das Magnetfeld hingt auch vom Strom I ab, und zwar linear.

Die Abhéngigkeit des Magnetfeldes H vom Strom I ist so ,verniinftig®, dal man
die Grofle I der jeweiligen Stromstérke einfach in die Gleichung ,,einsetzen® und
H ,ausrechnen® kann. Anders dagegen verhélt es sich mit der Abhéngigkeit vom
Ort z:

Fiir & € {—a,a} ist H(z) nicht definiert, und man muB die Funk-
tionswerte von H (z) fiir ,in der Nihe von —a oder a* gelegene Werte
von x ausrechnen und damit das Verhalten untersuchen, wenn ,x
gegen —a oder a strebt*.

Beispiel 4.2

Ffo O R\{1} — R

sel definiert durch

332— X
flz) = % (z € R\{1}).
Nun ist
fay = EEEZD s wemuy,

und obwohl f an der Stelle x = 1 nicht definiert ist, verhilt es sich bei x = 1
,verniinftig® in dem Sinne, daffl man eine glatt durchgezogene Linie erhélt, wenn
man den Punkt (1, —1) zum Funktionsgraphen hinzunimmt, s. Abb. 4.3.

Im folgenden sollen die Begriffe

e _strebt gegen*
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> X

T gehort nicht zu f

Abbildung 4.3: (Behebbare) Definitionsliicke einer Funktion f

e ,verhilt sich verniinftig bei Anndherung an“

prézisiert werden.

Definition 4.1

Seien € > 0 und £ € R.
(i) U:(&) := (§ —e,£+¢) heifit e-Umgebung von &.

(if) U=() = U=(\{€} = {w: 2 €R, 0<[o—¢ <e}
heifit punktierte oder gelochte e-Umgebung von &.

(iii) Seien M C R und £ € R. & heifit Hiufungspunkt von M, wenn in jeder
e-Umgebung von £ beliebig viele Punkte aus M liegen:

N\ MU # 0.

e>0

Dazu dquivalent ist:

Es existiert eine Folge {z,, }nen aus M, die gegen £ konvergiert und deren
Glieder alle von £ verschieden sind.

Man beachte: ¢ kann, muf} aber nicht zu M gehoren!

(iv) Ist £ € M und £ nicht Haufungspunkt von M, dann heifit £ ein isolierter
Punkt von M.

Beispiele 4.3

(i) M :=(0,1): Jeder Punkt & € [0, 1] ist ein Haufungspunkt von M.

(ii)) M :=10,1]U{2}: 2 ist ein isolierter Punkt von M, also kein Haufungs-
punkt.
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(iii) Sei die Folge {ap}nen definiert durch
ap = (—1)" (n € IN).

Dann sind die Zahlen —1 und +1 zwei Haufungspunkte der Zahlenfolge
{an}nen (Beispiel 3.4), aber nicht Haufungspunkte der Menge

M = {a,: n €N geeignet} = {-1,1}.

Bemerkung

Fragen nach Grenzwert, Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Funktionen sind
nur fiir Hiufungspunkte definiert (Grenzwert und Differenzierbarkeit), bzw.
interessant (Stetigkeit). Im folgenden wird daher oft vorausgesetzt, dafl es sich
beim Definitionsbereich einer Funktion um ein Intervall oder um eine endliche
Vereinigung von Intervallen handelt. Nach (i) des letzten Beispiels ist dann jeder
Punkt des Definitionsbereiches ein Haufungspunkt.

4.1.2 Eigentlicher Grenzwert

Man betrachte die Funktion f aus Beispiel 4.2 des letzten Abschnittes:

flz) = 22 — 37 +2 _ (x —1)(z — 2) a9 (x € R\{1}).

r—1 r—1

f ist an der Stelle £ = 1 nicht definiert, unterscheidet sich bei Annidherung an
& =1 aber beliebig wenig vom Wert

(x —2) = —1.

r=1

Definition 4.2
Seien f eine Funktion, £ € R ein Haufungspunkt von D(f) und n € R.

f besitzt an der Stelle & den Grenzwert 7, wenn fiir jede Folge {zp}nen aus
D(f), die gegen & konvergiert und deren Glieder z,, alle # & sind, stets auch
die Folge { f(zn) }nen konvergiert, und zwar gegen 7.

Schreibweisen:

o f(z) — n fiir x — &

o limf(z) =n

r—E

e lim f(z) =17
r—¢

I
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Satz 4.1

Hat eine Funktion f an einer Stelle £ den Grenzwert 7, so ist dieser eindeutig
bestimmt.

Beweis
Im Widerspruch dazu gebe es zwei Grenzwerte n und 7:
Tp — § = f(xn) - 7 (n—>oo),
o — & = flpw) — 7 (n — o0).
Dann konvergiert auch die ,,gemischte” Folge
T1,Y1,22,Y2, 23, Y35 - - -

gegen £. Nach Voraussetzung konvergiert dann auch die ,,gemischte Folge* der
Funktionswerte

f(x1), f(yr), f(x2), f(y2), f(3), f(y3),. ..

Diese Folge hat die beiden Haufungspunkte (Definition 3.7, p. 181) n und 7,
also folgt n = 7.

Beispiel 4.4

(i) Die Funktion
flx) = 2 (z € R)

hat fir z — & =2 den Grenzwert n = 4.

Ohne entsprechende Sétze zur Verfiigung zu haben, reicht es nicht, den
Wert & = 2 einfach in die Funktionsgleichung ,einzusetzen“; zumal
das korrekt auch gar nicht immer geht, da f an der Stelle & nicht
definiert zu sein braucht. Man mufl vielmehr das Verhalten von f in
einer ganzen — wenn auch kleinen — Umgebung des Punktes £ untersuchen.

Vorgehensweise:

Man muf} das, was man klein machen will, ndmlich | f(x)—n|, abzuschitzen
versuchen durch das, was man klein machen kann, ndmlich |x —¢|. Anders
ausgedriickt: man mufl die Toleranz |f(xz) — n| abzuschétzen versuchen
durch die Einstellgenauigkeit |z — &|.

Wenn man eine Konstante L > 0 finden kann, so daf$ fiir alle x € D(f),
welche in der Nihe von £ liegen, gilt:

[f(@)=nl < L-|z—¢] (4.1)

so ist man fertig, denn die Konvergenz der rechten Seite gegen Null zieht
auch die Konvergenz der linken Seite gegen Null nach sich (warum?).
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Die Konstante L spielt hier die Rolle der (maximalen) , Ubersetzung®.
Diese Vorgehensweise mufl zwar nicht immer zum Ziel fithren, klappt bei
einfachen Beispielen allerdings meistens.

Sei also & = 2. Dann ist

[f@)=nl = [fx)—4] = 2" —4] = ¢ +2] |z -2
< 5-lz—2 = 5l¢—2|.
(121<3)

Da man lediglich am Verhalten von f in der Ndhe von £ = 2 interessiert
ist, 148t sich die Einschrénkung 0 < |z| < 3 ohne weiteres machen.

o 2, x#2
g(z) = { 1 e=2

(ii) Die Funktion

hat fiir z — & =2 ebenfalls den Grenzwert n = 4.

Der Beweis ist derselbe wie in Teil (i). Man ist nur am Verhalten der
Funktion in der Umgebung des Punktes £ = 2 interessiert, nicht an ihrem
Verhalten an diesem Punkt selbst — dort kann die Funktion irgendeinen
Wert haben, ja sie mufl dort nicht einmal definiert sein.

(iii) Aufgabe
Hat die Funktion

h(z) = a? (x € R\{2})

hat fiir * — £ =2 einen Grenzwert? Wenn ja, welchen?

Beispiel 4.5
Die Funktion

2 — 37 +2 (x—1)(x—2) x—2

f(x) = | i e R (z € R\{0,1})

hat fiir  — =1 den Grenzwert n = —1.

Sei also z € R\{0,1}. Dann ist

xr—2
T

2
= — |z —1].

#@) = (1) = =

#1| =

Da man am Verhalten von f in der Ndhe von £ = 1 interessiert ist, kann man

die Einschrankung
1
0 -1 =
< |Jzr—=1] < 5
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o
= T
—
vl

{z: \x—1\<%}

Abbildung 4.4: Betragsméfiige Abschétzung

machen, denn dann muf} z betragsmifig grofier als 1/2 sein, s. Abb. 4.4:

1 1
=1 -1 >21—-jz—-1 >1—-—=- = —.
ol = =1 2 1-fo—1] > 1-5 =

Mit solchen Werten fiir £ kann man dann in obiger Rechnung weiter fortfahren
und erhélt

2 2
—(-)| = —-|z—-1 — =1 = 4|z -1].
F@) = (D] = Crele =1 < e le=1] = 4 e 1]
Jetzt ist leicht einzusehen, daf f fiir ¢ — 1 den Grenzwert n = —1 hat:

Seien € > 0 und N € IN so bestimmt, daf§ gilt:

1
n>N = |z,—1] < min{i,i}.

Dann erhilt man mit der Abschéitzung oben fiir alle n > N:
F@) = (-1 < 4-la—1] < 4-5 = =

Da die gegen ¢ = 1 konvergierende Folge {x,}nen beliebig gew#hlt werden
kann, ist die Existenz des Grenzwertes n = —1 damit nachgewiesen.

Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte von Zahlenfolgen (Satz 4.1) ergeben sich
sofort entsprechende Regeln fiir Grenzwerte von Funktionen:

Satz 4.2

Seien f und g zwei Funktionen, £ sei ein Haufungspunkt von D(f) N D(g). Die
folgenden Grenzwerte mogen existieren:

a := lim f(x) , b := lim g(x).

r—E r—¢&

Dann gilt:

(1) lirré (f £ g)(z) existieren, und es gilt:

lim (f(z) £g(z)) = lim f(z) £ limg(z) = a £ b

r—¢ r—¢ r—¢
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(ii) Ist A € R, so existiert liné (A- f)(z), und es gilt:

lim (A- f(z)) = Ai:néf(x) = Xa

r—E

(iii) lim (f - g)(z) existiert, und es gilt:

r—E

lim (f(2)- g(@)) = (lim f(2)) - (lmg(x)) = a-b

r—¢ —¢

(iv) Ist b # 0, so existiert lirré (f> (x), und es gilt:
r— g

lim
r—E

. lim f(=)
(%)Z@Zg(w) b

Dieser Satz sagt somit aus, daf die Grenzwertbildung mit den Grundrechenar-
ten vertauschbar ist.

Fiir Kenner und Geniefler der Linearen Algebra

Aus dem letzten Satz (i) und (ii) ergibt sich, daf die Menge der Funktionen,
die an der Stelle £ einen Grenzwert haben, einen Vektorraum bildet und dafl
die Abbildung, die jeder dieser Funktionen ihren Grenzwert zuordnet, eine
lineare Abbildung ist.

Der folgende Satz liefert eine dquivalente Charakterisierung des Grenzwertbe-
griffes und erlangt auch im ndchsten Abschnitt iiber Stetigkeit Bedeutung:

Satz 4.3
Seien f eine Funktion, ¢ ein Haufungspunkt von D(f) und n € R.

Beh. f besitzt an der Stelle £ den Grenzwert 7 —

AV A [o<i-g<i = |f@-n<c]

e>0 0>0 zeD(f)

Die Aussage liné f(x) = n bedeutet anschaulich, daf§ die Funktionswerte
xTr—

f(x) beliebig nahe bei 7 liegen, wenn die Argumente x hinreichend wenig von
& abweichen — ohne je mit £ zusammenzufallen.

Zu jedem horizontalen Streifen der Breite 2¢ um 7 kann man stets einen verti-
kalen Streifen der Breite 26 um & finden, so daf§ der Funktionsgraph von f um
den Punkt (£, n) herum — mit der moglichen Ausnahme des Punktes (&, f(£)) —
das zugehorige e0-Rechteck nicht verlassen kann, s. Abb. 4.5 und Abb. 4.6.
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Y Y
FE) [ :
7” .
: : o } T
=0 & &+90 £
Abbildung 4.5: Grenzwert Abbildung 4.6: Grenzwert
lim f@)=mn lim f@)=n
f(&) nicht definiert f&) #n
Y Y
N ~__
I N
| T | . T
£ £
Abbildung 4.7: Kein Grenzwert Abbildung 4.8: Kein Grenzwert
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Dabei liegt die Betonung auf der Moglichkeit, das Schaubild von f in ein be-
lrebig niedriges Rechteck einsperren zu konnen. Je niedriger man das Rechteck
wahlt, desto schmaler wird man es allerdings machen miissen. Wenn auch das
nicht funktioniert, dann hat die Funktion an der Stelle £ keinen Grenzwert,
s. Abb. 4.7 und 4.8. Wie man aus Abb. 4.8 erkennt, wiirde bei der Wahl dieses
(kleinen) Rechteckes mit (€, 7) als Mittelpunkt eine Reduzierung der Breite des
Rechteckes auch nicht dazu fithren, daBl der Graph von f vollstindig in ihm
enthalten ist.

Aufgabe

Strenggenommen ist mit einer Situation, wie in Abb. 4.8 beschrieben, nicht
gezeigt, dal die Funktion f bei x = £ keinen Grenzwert hat sondern nur, dafl
eben 7 nicht ein Grenzwert sein kann.

Wie etwa konnte ein Beweis dafiir aussehen, dafl f an dieser Stelle iiberhaupt
keinen Grenzwert besitzt?

Nachdriicklich sei noch einmal betont, dal man bei der Untersuchung des
Grenzwertes lim f(z) den Punkt £ nicht zu ,betreten“ braucht, ja u.U. (falls

T—¢
¢ ¢ D(f)) gar nicht betreten darf. Welchen Wert die Funktion f im Punkt
& hat oder ob sie dort iiberhaupt definiert ist, spielt bei der Frage nach dem
Grenzwert fiir x — € gar keine Rolle. Entscheidend ist allein das Verhalten von
f in den punktierten J-Umgebungen von &:

Us() = Us(&)\{€}-

Beispiel 4.6

Untersuchung des Grenzwertes der Funktion

f(z) = MY (x #0) fir « —0.
x
f ist an der Stelle 0 nicht definiert, da 0 ¢ D(f), aber 0 ist ein Hiufungspunkt
von D(f). Es ist also sinnvoll, den Grenzwert zu untersuchen. Da f eine gerade
Funktion ist (warum?), kann man sich auf die Untersuchung des rechtsseitigen

Grenzwertes

sinzx
lim =1
z—0 X
x>0

beschranken.

Aus Abbildung 4.9 liest man die folgenden Beziehungen ab:

A OAD < Sektor OBD < A OBC

sinx - cosx < T 2 < 1-tanzx
.7'['.
2 2m -1 2
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W Y
5 C
1
T
. tanx
sin x
O COS T A B r

Abbildung 4.9: Zum Grenzwert % fir x — 0

Fiir x > 0 148t sich die Ungleichung durch % > 0 dividieren, und man erhlt

1
cosx < — ,
sin cos T
also wegen cosx > 0 fiir x € (—n/2,7/2) auch
1 sinz
> > cosz.
cos T
Die Funktionen
1
T — und I —— COSZX
cos T

haben fiir + — 0 den Grenzwert 1. Das ist anschaulich klar, dort sind die
Funktionen auch definiert; allerdings ist das noch kein Beweis, welcher etwa
wie folgt aussehen konnte:

Aus Abbildung 4.9 liest man ebenfalls ab:

0 < sinz < x (x > 0).
Wegen lim z = 0 folgt also auch lim sinz = 0. Nun ist
z—0+ z—0+
lim cos’z = lim (1 —sin®z) = lim 1 — lim sin?z = 1 -0 = 1.
z—0+ z—0+ r—0+ z—0+

Fiir jede Nullfolge {z,},en hat die Folge {coszy}new die beiden Hiufungs-
punkte (Definition 3.7) —1 und +1. Wegen cosz > 0 fiir z € (—7/2,7/2) folgt
insgesamt lim cosz = 1.

r—0+

Damit gilt:

Bemerkung
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_0_5,

o -10 0 10 5 20

Abbildung 4.10: Grenzwert von % firx — 0

Aufgrund von
. sinx . sinx —sin0
lim = lim — "~ =1
z—0 X z—0 x—0

bedeutet dieser Grenzwert die Ableitung der Sinusfunktion an der Stelle 0 :

sinx —sin0

d . :
(g 5m)(© = lmy === = 0,
4.1.3 Einseitiger Grenzwert

Oft ist es zweckméBig, an einer Stelle sog. einseitige Grenzwertuntersuchungen
anzustellen. Darunter versteht man die Einschrankung, dafl man sich dem in
Frage stehenden Punkt = & nur von einer Seite her néhert, also von links oder
von rechts.

Definition 4.3
Seien f eine Funktion, £ € R ein Haufungspunkt von D(f) und n;,7n, € R.

f besitzt an der Stelle £ den linksseitigen Grenzwert n; (bzw. den rechtsseitigen
Grenzwert 1,), wenn fiir jede Folge {z,}nen aus D(f), die von links (bzw.
rechts) gegen & konvergiert und deren Glieder z,, alle # ¢ sind, stets auch die
Folge {f(zn)}nen konvergiert, und zwar gegen n; (bzw. gegen n,):

lim  f(z,) = n (bZW. lim  f(z,) = 77r)

n — oo n — oo

Tn < € Tn > €
Schreibweisen:
o= lim f(z) = xh;ng fl@) = i f(@)
<€
o = hig flz) = Jim, f(@) = i, f(z)
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Satz 4.4

Fine Funktion f hat an der Stelle ¢ genau dann einen Grenzwert, wenn sie
dort einen linksseitigen - und einen rechtsseitigen Grenzwert hat und beide
iibereinstimmen.

Beispiele 4.7

(i) In Beispiel 4.6 kommt es nicht darauf an, wie man sich der Stelle { = 0

nahert: . . .
. sinz . sinz . sinz
lim = lim = lim =1
z—=0 =0 z—0 x
<0 x>0

(ii) ,S#gezahnspannung“ mit periodischen Sprungstellen, s. Abb. 4.11.

 f(2)

. . . . = t
T 2T 3T 4T

Abbildung 4.11: Sprungstelle bei einer ,,Sdgezahnspannung*

ft) == t—n-T (t € [nT,(n+1)T), n € Ny)
tﬂhr?%f f) =T ’ tiir{%+ ) =0

Da links- und rechtsseitiger Grenzwert nicht iibereinstimmen, existiert der
Grenzwert von f fiir ¢ — nT nicht.

Bemerkung

(i) Die Grenzwertsitze gelten sinngeméf auch fiir links- bzw. rechtsseitige
Grenzwerte.

(ii) Das Vorliegen einer Unendlichkeitsstelle bei x = ¢ kann man kurz durch

lirré f(x) = 400 bzw. —o0

beschreiben. Entsprechend versteht man
lim f(z) = +o0 bzw. —oc.
r—E+
Manche Autoren bezeichnen auch ein solches Verhalten einer Funktion als ,,un-

eigentlicher Grenzwert“. Das werde ich hier nicht tun und reserviere diesen
Namen fiir das im néchsten Abschnitt zu besprechende Phinomen.
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4.1.4 Uneigentlicher Grenzwert

Man betrachte die sog. ,,geddmpfte Schwingung® (Beispiel 4.8 und Abb. 4.12)
f@t) == e M. sin(wt + @) (t >0, A > 0 geeignet).

Fiir wachsende Zeiten ¢ wird |f(¢)| immer kleiner und ,,;strebt gegen Null®.

Dieser Sachverhalt soll jetzt prézisiert werden. Wie bei dem bereits eingefiihr-
ten eigentlichen Grenzwert mufl zur Festlegung des Begriffes ,,uneigentlicher
Grenzwert“ sichergestellt werden, daf ,,in der Ndhe von Unendlich“ immer noch
Punkte aus D(f) liegen.

Definition 4.4
Sei f:D(f) — R eine Funktion und gelte

A (e,00)ND(f) # 0

ceR
(man sagt dann, oo sei ein Haufungspunkt von D(f)). Sei n € R.

f hat fiir x — oo oder bei oo den (uneigentlichen) Grenzwert n, falls gilt:

AV A [reex) = f@-n<e]

e>0 ceR  zeD(f)

Bemerkung

(i) Wieder gilt, daf aus der Existenz eines uneigentlichen Grenzwertes folgt,
daB dieser eindeutig bestimmt ist; er wird mit lim f(x) bezeichnet.
r—00

(ii) Vollig analog wird f(z) — n (r — —o0) eingefiihrt.

Beispiel 4.8
Seien \,w,® € R, A > 0 und (Abb. 4.12)

f(t) == e . sin(wt + @) (t>0).

Beh. lim f(t) = 0.

t—oo

Beweis
Wegen D(f) = R ist oo ein Haufungspunkt von D(f). Sei e > 0, dann gilt

0 < [f@O)] = e [sin(wt+9)] < e < &

fiir alle ¢ € (c,00) mit ¢ =} -In 1.

>|=

Bemerkung

FEine Funktion f hat fiir £ — oo nur dann den uneigentlichen Grenzwert 7,
wenn ab einer Zahl ¢ > 0 wirklich alle x € (¢, 00) die Bedingung |f(z) —n| < e
erfiillen, und zwar dann ohne Ausnahme. So hat die in Abb. 4.13 dargestellte
Funktion bei oo keinen uneigentlichen Grenzwert.
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0 20 40 60 80

Abbildung 4.12: Geddmpfte Schwingung

f(z)
1 - 10 11 -~ 100 w01 .- "

Abbildung 4.13: Kein uneigentlicher Grenzwert fiir x — oo

4.2 Stetigkeit von Funktionen

Im letzten Abschnitt wurden Grenzwerte von Funktionen an Haufungspunkten
ihres Definitionsbereiches untersucht. Ist £ ein Hiufungspunkt des Definitions-
bereiches D(f) einer Funktion f, so braucht £ kein Element von D(f) zu sein,
kann es aber.

In einem solchen Fall gibt es drei Moglichkeiten:

(i) Fiir z — € hat f keinen Grenzwert, s. Abb. 4.14.

%,l‘;’éo KV
0, == \ x

Abbildung 4.14: Kein Grenzwert an der
Stelle £ =0

(ii) liné f(z) existiert, ist aber # f(&£) (Abb. 4.15):

L =n:= ii_)néf(ﬂ«“) # f§) = f(0) =0
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Abbildung 4.15: Grenzwert n = 0, aber
nicht stetig

(iii) lirré f(z) existiert und ist gleich dem Funktionswert f(£) (Abb. 4.16):

0 =mn = lim f(z) = f(§) = f(0) =0

r—E

Abbildung 4.16: stetig in £ =0

Das letzte Beispiel zeigt, dafl es Funktionen gibt, die sich in bezug auf die
Grenzwertbildung in folgendem Sinne regulér verhalten:

Der Grenzwert n := lirré f(z) an der Stelle £ exisitiert und stimmt
Tr—

mit dem Funktionswert f(£) an der Stelle ¢ iiberein.

Definition 4.5
Sei ¢ ein Haufungspunkt von D(f).

(i) f heifit stetig an der Stelle £, wenn gilt:

(a) £ € D(J)
(b) Der Grenzwert n := hrré f(x) existiert.

() m = f(&)
(ii) f heiBit stetig, wenn f an jeder Stelle £ € D(f) stetig ist.

)
)

(iii) f heift stetig in (einer Menge) D, wenn D C D(f) gilt und f | D stetig
ist.
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Beispiele 4.9

(i) Fiir jede Zahl ¢ € R sind f(x) :=c¢ und g(z) := = stetige Funktionen
in ganz R (Beweis?).
(ii) Die Signumsfunktion ist an der Stelle & = 0 nicht stetig:

Geméf Definition 4.2 sei dazu die Folge {zy, }new aus D(f) definiert durch
T := = (n € N), dann gilt:
e lim z, =0
n—oo
e lim z, = lim sgn (1) =1 # 0= f(0)
n—oo n—oo
(iii) Die Funktion
1
f) = - (v € D(f) = R\(0})
ist stetig. Sie ist in & = 0 weder stetig noch unstetig, sondern einfach gar
nicht definiert.

Dagegen ist die Funktion

g(z) = {

an der Stelle £ = 0 unstetig.

O R

€Tr =

Der folgende Satz liefert eine Charakterisierung des Stetigkeitsbegriffes mit Hil-
fe der ed-Definition bzw. mit Hilfe der Definition {iber Folgen. Sein Beweis
folgt unmittelbar aus den analogen Definitionen und Sétzen fiir Grenzwerte
von Funktionen im allgemeinen.

Satz 4.5

Seien f eine Funktion, £ € D(f) und ¢ ein Héufungspunkt von D(f). Dann
sind folgende Bedingungen dquivalent:

(i) f ist an der Stelle ¢ stetig.

(ii) Fiir jede Folge {x,}new aus D(f), die gegen ¢ konvergiert, konvergiert
stets auch die Folge {f(x,)}nen, und zwar gegen f(€).

i) A VA [le-gd<i = [f@) -l <e]

>0 §>0 zeD(f)

Bemerkung

Anschaulich bedeutet die Stetigkeit von f in £, dafl man zu jedem horizontalen
Streifen der Breite 2¢ um f(§) stets einen vertikalen Streifen der Breite 20 um
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vy
f&) +el -
fE& | \,\f
7€) - |
§—90 f E+6 "

Abbildung 4.17: Stetigkeit von f im Punkt £

¢ finden kann, so da} der Funktionsgraph von f um den Punkt (¢, f(£)) herum
das zugehorige ed-Rechteck nicht verlassen kann, s. Abb. 4.17.

Wieder liegt hier die Betonung auf der Moglichkeit, das Schaubild von f in ein
beliebig niedriges Rechteck einsperren zu kénnen.

Beispiele 4.10

(i) Konstante Funktionen f(z) := ¢ (c € R geeignet) sind in ganz R stetig:
zu € > 0 wihle § > 0 beliebig.

(ii) g(x):=x (x € R) ist stetig:
zu € > 0 withle ¢ := e. Dann gilt fiir alle £,z € D(f) = R mit |x — £| < 6:

lg(z) —g(§)| = [z =& < 6 = e

(iii) Die Signumsfunktion ist an der Stelle £ = 0 unstetig, s. Abb. 4.18:

wihle etwa € := %

Abbildung 4.18: Unstetigkeit der Signumsfunktion in £ =0

An allen anderen Stellen ist sgn stetig, d.h. die zwei Funktionen sgn [ (—o0,0)
und sgn | (0, 00) sind stetige Funktionen.

Bemerkung *

(i) Wegen lin% x = £ kann die Stetigkeit in £ auch wie folgt formuliert werden:
r—

f ist stetig in & =
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(iii)

lim f(z) = f(¢) = f(lim «)

Bei stetigen Funktionen kann die Anwendung der Funktionsvorschrift also
mit der Grenzwertbildung vertauscht werden: eine stetige Abbildung ist
ystrukturerhaltend“ in dem Sinne, dafl es egal ist, ob man

e zuerst z auf f(x) abbildet und danach den Grenzwert liné f(z) bildet;

oder

e zuerst den Grenzwert x — ¢ bildet und danach diesen abbildet:

(tim ).

Eine stetige Abbildung ist fiir die Analysis — Erhaltung der Grenzwert-
struktur — somit das, was eine lineare Abbildung fiir die Lineare Algebra
— Erhaltung der Vektorraumstruktur — ist.

Meistens wird Satz 4.5 (ii) oder (iii) als Definition fiir den Begriff , Ste-
tigkeit* verwandt, da man — im Gegensatz zur Definition mit Hilfe des
Grenzwertes — hier nicht vorauszusetzen braucht, dafl es sich bei dem
Punkt £ um einen Hiufungspunkt des Definitionsbereiches handeln muf.
M.a.W., verwendet man Satz 4.5 ((ii) oder (iii)) als Definition, so 148t sich
die Stetigkeit von Funktionen an jeder Stelle £ € D(f) erkliren.

Aus der letzten Bemerkung folgt dann auch, daf} eine Funktion f an einem
isolierten Punkt ¢ ihres Definitionsbereiches immer stetig ist, denn fiir
jede gegen ¢ konvergierende Folge {z,, }new aus D(f) gilt, dal von einem
gewissen Index IV ab ihre Glieder konstant gleich £ sein miissen.

Insbesondere ist eine auf einer diskreten Menge definierte Funktion an je-
der Stelle ihres Definitionsbereiches stetig, also etwa eine Folge (betrachtet
als Funktion a mit D(a) = IN!):

a: N — R

n +— a(n) = a, (n e IN)

Bemerkung

Wenn eine Funktion f in einem Punkt £ ihres Definitionsbereiches unstetig ist,
dann konnen im Prinzip die folgenden vier Moglichkeiten auftreten:

(i)

(i)

(i)
(iv)

Sprungstelle: links- und rechtsseitiger Grenzwert existieren, sind aber
verschieden (Abb. 4.19).

liné f(x) existiert, aber es ist
lim f(@) # 7(6)
(Abb. 4.20).

Polstelle: links- und rechtsseitiger Grenzwert existieren nicht (Abb. 4.21).

Oszillationsstelle:  links- und rechtsseitiger Grenzwert existieren nicht
(Abb. 4.22).
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lim f(z) # lim f(x) 3
3 - 25 |
ol /
[ = Iliing f(z) 15
T <& 1l
Vv
0.5t
f(§) = lim  f(z)
TSE 1 2 3 4 5 6

Abbildung 4.19: Sprungunstetigkeit

lim f(z) = lim f(x)

r— £ z— &
Tz <€ x>
# f(&)

Abbildung 4.20: Grenzwert und Funk-
tionswert sind verschieden

Abbildung 4.21: Polstelle
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1.5

0.5

-0.5

_1.':
Abbildung 4.22: Oszillationsstelle

4.2.1 Rechenregeln fiir stetige Funktionen

Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte (Satz 4.2) folgt fiir stetige Funktionen
unmittelbar der folgende

Satz 4.6

Summe, Differenz, Produkt und Quotient von (in einem Punkt £ ihres gemein-
samen Definitionsbereiches) stetigen Funktionen sind in £ stetig; der Quotient
allerdings nur, falls der Nenner an der Stelle £ # 0 ist.

Folgerung

Polynome und rationale Funktionen sind stetig.

Beweis

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dafl konstante Funktionen und die
Identitét (f(z) := « (z € R)) stetige Funktionen sind. Dann wende man Satz
4.6 wiederholt an.

Weitere stetige Funktionen

e Betragsfunktion

Potenzfunktionen mit reellen Exponenten

Exponentialfunktionen

Umkehrfunktionen der Exponentialfunktionen (Logarithmusfunktionen)

Trigonometrische Funktionen

Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen (Arcusfunktionen)
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Satz 4.7
Die Komposition (f o g) stetiger Funktionen ist stetig.

Beweis

Aus x,, — & folgt g(z,,) — g(§), also damit

(fog)(xn) = f(g(an)) - f(9(8) = (fog)(é).

4.2.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

In diesem Abschnitt werden einige bemerkenswerte Figenschaften behandelt,
welche Funktionen allein aufgrund ihrer Stetigkeit haben.

Satz 4.8  (Zwischenwertsatz)

Locker gesprochen, besagt der Zwischenwertsatz, dafl eine auf einem ab-
geschlossenen und beschrinkten Intervall [a,b] definierte und dort stetige
Funktion jeden Wert zwischen f(a) und f(b) annimmt.

Genaue Formulierung;:

Seien a,b € R, a < b, f stetig und [a,b] C D(f). Seien

o == min{f(a), fB)} . B := max(f(a), F(B)}.

Dann existiert zu jedem Wert y € [«, ] ein Urbild « € [a, b] mit der Eigenschaft
y = f(x).

Graphische Formulierung;:

Ist y € [o, §], dann hat die Parallele zur Abszisse in der Hoéhe y mit f | ([a, b])
wenigstens einen Punkt gemeinsam, s. Abb. 4.23.

Abbildung 4.23: Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen

Ist die Funktion nicht stetig, so braucht der Zwischenwertsatz nicht giiltig zu
sein, s. Abb. 4.24.
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Abbildung 4.24: Der Zwischenwertsatz ist nicht giiltig

Folgerung

Jedes Polynom mit reellen Koeflizienten und einem ungeraden Grad besitzt
mindestens eine reelle Nullstelle.

Beweis

Jedes Polynom ist in ganz R stetig. Da der Grad ungerade ist, gilt entweder

p(z) ey A p(w) oy &
oder
p(z) Pamt A p(x) oy

Dann muf p die reelle Achse wenigstens einmal schneiden.

Beispiel 4.11  (Ham-Sandwich-Problem)

Eine Scheibe Brot sei mit Schinken belegt. Dann gibt es einen geraden Schnitt,
mit dem Brot und Schinken gleichzeitig halbiert werden.

Losung

Zu jeder Schnittrichtung gibt es eine Gerade, die das Brot halbiert. Sei ¢
der Winkel zwischen einer festen orientierten Geraden und einer orientierten
Schnittgeraden (¢ € [0, 27) geeignet). Seien [(¢) die links -, 7(¢) die rechts von
der orientierten Schnittgeraden liegende Schinkenmenge. Es ist

f :[0,27) — R
¢ —  fl9) = Us)—r(d)

eine stetige Abbildung (warum?).

Ist nun (0.B.d.A.) f(¢) > 0 fiir einen Winkel ¢ € [0,27), so ist
flo+m)=—f(¢) < 0. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es daher einen Winkel
¢o € [¢, ¢ + w] mit f(pg) =0, d.h I(¢do) = r(do).
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Satz 4.9

Die Funktion f sei stetig auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b]. Dann nimmt
f dort sein Minimum und sein Maximum an, genauer:

\V  fm) = min{f(@): € o]},

me[a,b]
\/ f(M) = max{f(z): x € [a,bl]}.
MEée|a,b]

Insbesondere ist f auf [a, b] beschréinkt.

Aufgabe

Man gebe ein Beispiel fiir eine Funktion, die auf einem offenen Intervall (a,b)
definiert, stetig und beschrankt ist, dort aber kein Minimum und kein Maximum
besitzt.

Satz 4.10
Sei f stetig in & und gelte f(§) >0 (bzw. f(§) < 0). Dann gilt:

\/ /\ f(xz) >0 (bzw. flx) < 0),

e>0 IGUS(&-)

Aufgabe

Man beweise diesen Sachverhalt mit einem Widerspruchsbeweis.

Sehnenverfahren (Regula falsi)

Seien f eine stetige Funktion und z; und z9 zwei Nidherungslésungen der
Gleichung f(x) = 0, so daBl f(x1) und f(x2) jeweils verschiedene Vorzei-
chen haben. Dann kann man den Graphen von f zwischen x; und zo néhe-
rungsweise durch die Sehne ersetzen, welche die beiden Punkte (z1, f(z1)) und
(x9, f(x2)) miteinander verbindet. Deren Schnittpunkt (xg,0) mit der z-Achse
liefert hiufig eine bessere Niherungslosung xg fiir die Gleichung f(z) = 0,
s. Abb. 4.25.

WY

T xg .

Abbildung 4.25: Sehnenverfahren der Regula Falsi
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Die Gleichung der Sehne lautet

y—flz) _ flaz) — f(z1) Ty — T
= — xg = 11— f(x1) ———
Tr—x To — I o ! f( 1) f(x2)_f(x1)
Beispiel 4.12
flx) = e —bx+1 (x € R)
21 = 0,54 , f(z1) = 0,016 > 0
2y = 0,55 , f(za) = —0,017 < 0
0,01

— 25 = 0,54—0,016 -

~ 0,545
—0,033 ’

Mit z3 := xg und f(x3) = —0,00039 < 0 148t sich dieses Verfahren dann
iterieren.

Satz 4.11

Sei f auf D(f) stetig und streng monoton wachsend (bzw. streng monoton
fallend). Dann ist die Umkehrfunktion

7t W) — D(f)

stetig und streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend).

Bemerkung

Die Aussage dieses Satzes bleibt sogar dann richtig, wenn die Funktion f selbst
nicht einmal stetig ist.

Beispiel 4.13
f(z) = a3 (z € R?)

ist eine auf ganz R definierte stetige und streng monoton wachsende Funktion.
Thre Umkehrfunktion

Jr , x>0
1) —
=) {—\ij , £<0

ist auf ganz R definiert und stetig, s. Abb. 4.26 und 5.4.

4.3 Zusammenfassung

(1) Was jeder Ingenieur wissen muf:

e Begriff des Grenzwertes von Funktionen

e Rechenregeln fiir Grenzwerte (Satz 4.2)
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)

i
5 ) /
Or 0
J /
-5/ )

S 2 1 0 1 2 x3 -10 5 0 5 x 10

=

Abbildung 4.26: f(z) = a3 Abbildung 4.27: f~!(x)

Finseitige Grenzwerte, Beispiele

Uneigentliche Grenzwerte, Beispiele

Stetigkeit von Funktionen

Rechenregeln fiir stetige Funktionen (Satz 4.6)

(2) Was jeder Ingenieur wissen sollte:

e Mehrere Charakterisierungen stetiger Funktionen (Satz 4.5)
e Arten der Unstetigkeit von (nicht stetigen) Funktionen

e Regula Falsi zur Nullstellenverbesserung
(3) Was jeder gute Ingenieur wissen sollte:

e Eigenschaften stetiger Funktionen:

— Abbildungseigenschaften
— Zwischenwerteigenschaft
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Kapitel 5

Differentiation von Funktionen
einer reellen Variable

Wie schon im letzten Kapitel steht auch hier bei der Untersuchung des funktio-
nalen Zusammenhanges zweier Groflen nicht der Ist-Zustand einer gegebenen
Grofle, also ihr momentaner Wert im Vordergrund sondern die Frage, welches
Anderungsverhalten diese Grofie zeigt.

Zwei Anderungsmodi kennen wir bereits: Monotonie und Stetigkeit. Im weiteren
Verlauf soll nun die Anderung der Funktion f an einer Stelle &, also die Differenz

verglichen werden mit der Anderung der einfachsten nichtkonstanten Funktion,
némlich mit

g(x) = x (x € R).

Untersucht wird dabei der sog. Differenzenquotient an der Stelle &

Af_ f@) - f©)
AT e (z e D(f), = #¢),

um aus seinem Verhalten Riickschliisse auf das Verhalten von f ,in der Ndhe“
von & zu ziehen.

Erste Ansiitze zur Untersuchung des Differenzenquotienten sind schon bekannt,
denn es gilt:

/\ M > 0 (<0)

r—y
z,yeD(f)
T#Y
= f ist monoton wachsend (fallend).
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5.1 Differenzierbarkeit einer Funktion

5.1.1 Definition und Beispiele

Die Differenzierbarkeit einer Funktion an einer Stelle ¢ ihres Definitionsberei-
ches benutzt wesentlich den Begriff des Grenzwertes. Daher ist es erforderlich,
dafl ¢ ein Haufungspunkt von D(f) ist. Das ist insbesondere dann erfiillt, wenn
D(f) ein Intervall oder eine endliche Vereinigung von Intervallen ist.

Im folgenden wird daher oft vorausgesetzt, dafl D(f) ein Intervall ist.

Definition 5.1

(i) Seien Z C R ein Intervall, f:Z — R eine Funktion und £ € Z. f heifit
an der Stelle ¢ differenzierber, wenn

lim f(z) = f(§)
c—¢ =&
v #E

oder, was dasselbe ist,

o FEHR) = F©)

h—0 h
h#0

(eigentlich) existiert, d.h.existiert und endlich ist. Dieser Grenzwert wird
mit f'(£) bezeichnet und heiit Ableitung von f an der Stelle &.

(ii) Ist f an jeder Stelle £ € Z differenzierbar, so heifit f differenzierbar
schlechthin, und die Funktion

heifit die Ableitung von f.

Beispiele 5.1

(i) Seien ¢ € R und f(x) := ¢ (z € R), also f eine konstante Funktion. Dann
ist f an jeder Stelle £ € R differenzierbar, und man erhélt:

f(x) = 1) c—c

() = lim ————=% = lim = 0.
©) z— £ r—¢ r—¢ T—E&
2 € oy

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



5.1. DIFFERENZIERBARKEIT EINER FUNKTION 247

(ii)) f(z):==z (x € R) ist an jeder Stelle £ € R differenzierbar, und es ist:

J€) = lim f(xgzig({) = lm i:g = L
x#E T#E

(iii) f(z) := V& (z € [0,00)) ist fiir alle £ € (0,00) differenzierbar mit der

Ableitung
c—¢  T—§ z—¢ T—E
x #E T#E

V- VeVt VE

- xling Jl—f \/E‘F\/E
T £

= lim L -

B ﬁ;f VI+VE  2VE

aufgrund der Stetigkeit der Wurzelfunktion. Dies ist ein Beispiel, fiir wel-
ches der Definitionsbereich der Ableitung echt kleiner ist als der Definiti-
onsbereich der urspriinglichen Funktion:

D(f') & D(f)-

(iv) f(x) :=2" (n € N geeignet) ist (iiberall) differenzierbar mit der Ableitung

f€ =n-¢t (€ eR).
Der Nachweis der Differenzierbarkeit wird mit einem Induktionsbeweis
gefiihrt:
" — é:n n—1
Beh. p: = ng'm”_k_l (z,£ € R, neN)
k=0
Bew.
o 1-1
. -§ . koo1-k—1
Firn =1 ist x_g—l—kz_o{-x .
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Sei m € IN und gelte die Behauptung fiir alle Zahlen n < m. Dann folgt

xn+1_§n+1 _ $n+1_$_£n+x.£n_£n+l
r—§ a r—§
B 'xn_gn n.x_g
=T TV

n—1
— x'2§k‘xn—k—1 + gn
k=0
n—1
— Z&kxnfk_’_é-nxo
k=0
n
_ ng . l,n—k
k=0

Nun sind die Potenzfunktionen fiir alle £ € R stetig, d.h. fiir x — & gilt:

F© = lim

Folgerung
Die Funktion F', definiert durch

F(z) = r—§ (z €R)

ist eine auf ganz R definierte stetige Fortsetzung der Funktion

mn_gn

=8

(z € R,z #¢).
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Bemerkung

(i)

(iii)

Statt der Bezeichnung f’ fiir die Ableitung einer Funktion f werden auch
andere Schreibweisen verwendet:

a d .y
%.—f oder dxf.—f.
Sie sind folgendermaflen motiviert:
(@) Af:=f(z)-f() ., Az:=z-¢ (,£ €T, z#¢)
ey A df
—> Fe) = AvmoAz  dr =t

Die Ableitung ist der Grenzwert eines Differenzenquotienten.

(b) Der Differentialquotient

_ 4

f . (gesprochen: df nach dx)

verhilt sich in manchen Rechnungen so, als wire er ein Quotient, was
er aber nicht ist!

Die Tatsache, dafl f an der Stelle & die Ableitung f’(£) besitzt, bedeutet

nach dem Folgenkriterium fiir Grenzwerte:

Fiir jede Folge {xy, }nen aus Z mit x,, — &£, x, # £ (n € IN) gilt:

Tp — & (n—o0)

f besitzt an der Stelle £ genau dann die Ableitung f’(£), wenn die Funktion

@) -re
Fg = T — f ’ 7& 5
fl(g) y L= g

in ¢ stetig ist, d.h. der Differenzenquotient ist — als eine in R\{{} definierte
Funktion — in & = £ stetig ergénzbar.

Ist ¢ ein Randpunkt von Z, so ist der Grenzwert des Differenzenquotienten
ein einseitiger Grenzwert. Man nennt f’(£) dann die einseitige Ableitung
(rechts- bzw. linksseitig) von f an der Stelle &.

Der folgende Satz zeigt, daf3 die Differenzierbarkeit einer Funktion eine stérkere
Bedingung ist als deren Stetigkeit.

Satz 5.1

Ist f in £ € 7T differenzierbar, so ist f in £ auch stetig.
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Beweis
Sei {zy, }nen eine Folge aus Z mit x,, — &, x, # £ (n € IN). Dann gilt
flan) — F(E)

Tp — § (n—00)

flan) = (&) =

Bemerkung

(i) Dieser Satz ist nicht umkehrbar: es gibt stetige Funktionen, welche nicht
differenzierbar sind:
f(z) :==|z| (x € R) istin & = 0 stetig, aber nicht differenzierbar,
weil z.B. fiir die beiden Folgen {z, }nenw und {yn }nen, definiert

durch 1 1
Tn =, Yn = (n e IN)
gilt: Ty — 0, yp — 0 (n— 00), jedoch
[~ FO© el i
Tn, — 0 1/1’L—0 1/n (n—o0) ’
) SO _ [=tnl-p i
Yn — 0 —-1/n—0 —1/n (n—oo)

(ii) Das Beispiel der Betragsfunktion unter (i) ist noch iiberall einseitig dif-
ferenzierbar (Anniherung nur von links oder nur von rechts), auch im
Nullpunkt. Ein anderes Beispiel ist die Wurzelfunktion f(z) = /z; im
Nullpunkt liegt, wie wir gesehen haben, keine Differenzierbarkeit vor, der
Differenzenquotient besitzt aber wenigstens noch ein eindeutiges Verhal-
ten fiir x — 0.

Man kann aber Beispiele angeben, wo dies alles nicht zutrifft:

rsint | x#0
f(z) = v N
0 , =0

Die Untersuchung dieses Beispiels ist Inhalt einer Hausaufgabe.

(iii) Interessant ist auch das Beispiel der Funktion

?sint | x#£0
f($) _{ 0 ’ =0 )

welche iiberall, auch im Nullpunkt, differenzierbar ist, deren Ableitung

1 1
{Q:Csmx—cosx , +#0

fix) = 0 2= 0

jedoch im Nullpunkt nicht stetig ist.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



5.1. DIFFERENZIERBARKEIT EINER FUNKTION 251

(iv) Von B. Bolzano und K. Weierstra! stammen die ersten Beispiele von
Funktionen, die fiir alle = stetig, aber nirgends differenzierbar sind. Ein
Beispiel ist die iiber eine unendliche Reihe definierte Funktion

[e.9] n

Zg—n sin(2™x) (x € R).

n=1

5.1.2 Zur historischen Entwicklung der Differentialrechnung

Am Anfang der Entwicklung der Differentialrechnung stehen eine geometrische
und eine physikalische Fragestellung.

Das Tangentenproblem

Gesucht ist eine Gerade, die durch einen gegebenen Punkt Py eines glatten
Kurvenstiickes lduft und dieses Kurvenstiick ,,moglichst gut® approximiert,
s. Abb. 5.1.

Abbildung 5.1: Zur Definition der Tangente

Der Quotient w liefert die Steigung der Sehne durch die beiden
Punkte
= (& f(€)  wnd  P= (z, f(2)).

Die Steigung derjenigen Geraden, welche die Kurve in Py beriihrt, erhilt man
anschaulich, indem man die Steigung der Sehne durch Py und P ermittelt und
dann P in Richtung auf Py ,wandern 148t“. Falls der Grenzwert

o f@) - fE
Jm = f(§)
v #E

existiert, interpretiert man ihn als die Steigung der Funktion f im Punkt &.

Die Gerade durch Py mit der Steigung f/(£), also die Gerade

y = f&) + f1(&) (x—¢ (z € R)

'Bernhard Bolzano (1781-1848) und Karl Weierstraf (1815-1897), deutsche Mathematiker
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heilt die Tangente an f im Punkt Py. Man mache sich klar, dafl man durch
diese Konstruktion die Tangente nicht nur berechnet, sondern sie zunéchst erst
einmal definiert hat.

Das Problem, die Tangenten einer Kurve zu bestimmen, ja {iberhaupt erst ein-
mal zu definieren, hat im 17. Jahrhundert die Entwicklung der Differential-
rechnung méchtig vorangetrieben. Das Tangentenproblem hatte — neben der
mathematischen Interessantheit — eine grofle praktische Bedeutung, z.B. bei
der Herstellung optischer Linsen.

Um das Brechungsgesetz anwenden zu konnen, mufl man den Winkel a zwi-
schen dem einfallenden Lichtstrahl und der sog. Normalen n der Linse im
Einfallspunkt Py kennen. Da aber n die Senkrechte auf der Linsentangente
t in Py ist, muB der Linsenkonstrukteur diese Tangente bestimmen koénnen,
s. Abb. 5.2.

Abbildung 5.2: Zum Brechungsgesetz

Das Problem der Momentangeschwindigkeit

Ein Teilchen bewege sich ldngs einer geraden Linie. Sei s(t) der Weg, den das
Teilchen, beginnend bei der Zeit ¢ = 0 und der Streckenmarkierung s(0) = 0,
nach der Zeit ¢ zuriickgelegt hat. Die Funktion ¢+~ s(¢) nennt man auch das
Weg-Zeit-Gesetz der Bewegung.

Was bedeutet es nun, wenn man sagt, das Teilchen habe zur Zeit t = 7 ei-
ne gewisse Geschwindigkeit? Empirisch bestimmbar ist doch nur die mittlere
Geschwindigkeit zwischen den Zeitpunkten 7 und ¢ # 7, also der Quotient
s(t) — s(7)
t—1
Dieser héngt aber von der willkiirlichen Wahl des Zeitpunktes ¢ durch den
Beobachter ab. Empirisch stellt man nun fest, dafl bei den gemeinhin vorkom-
menden Bewegungsvorgéingen die mittleren Geschwindigkeiten ,stabil® sind in
dem Sinne, daf} sie sich kaum noch dndern, wenn sich nur ¢ hinreichend nahe

bei 7 befindet.
Folgende Definition der Geschwindigkeit v(7) im Zeitpunkt T liegt daher nahe:

: s(t) — s(7)
v(T) = $(1) = tlflT T L
t#T
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vorausgesetzt, dafl dieser Grenzwert iiberhaupt existiert. Wieder beachte man,
dal dadurch die Momentangeschwindigkeit zur Zeit 7 nicht nur ausgerechnet,
sondern zuerst einmal definiert wird.

Beispiel 5.2

Fiir den sog. ,,freien Fall (= Fall eines Korpers im Vakuum) erhélt man empi-
risch das Weg-Zeit-Gesetz

1
s(t) = 59t (t > 0)
mit der Fallbeschleunigung g :=9,813. Infolgedessen ist die Fallgeschwindig-
keit im Zeitpunkt 7 definitionsgeméfl

1 =72 1 . (t=7)(t+T1)
B S L o

Die so definierte momentane Geschwindigkeit ist selbst eine Funktion der Zeit:

t o () (t>0).

Die mittlere Beschleunigung des Teilchens zwischen den Zeitpunkten 7 und
t # 7, also die mittlere Anderung der Geschwindigkeit, ist gegeben durch den
Differenzenquotienten

v(t) —o(7)

t—71

und ganz dhnliche Uberlegungen wie bei der Definition der Momentangeschwin-
digkeit fithren dazu, die momentane Beschleunigung a(7) zum Zeitpunkt 7 fol-
gendermaflen zu definieren:

o(t) — (7).

t— T t—T1

Da es sich hierbei um die Ableitung einer Ableitung handelt — die sog. zweite
Ableitung — schreibt man dafiir auch

5.2 Ableitung elementarer Funktionen

Die Tabellen 5.2 und 5.1 liefern die Ableitung einiger elementarer Funktionen.

Exemplarisch soll die Ableitung der beiden wichtigsten trigonometrischen
Funktionen gezeigt werden.
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Funktionenklasse | Funktion f Ableitung f’ D(f")
nz" 1 (n€Z, n>0) R
nz" ' (ne€Z, n<0)| R\{0}
Potenzfunktion "
nz" ' (neR, n>0)| (0,00)
nz" ! neR, n<0)| (0,00)
Exponential- e’ e” R
funktionen a® (Ina) - a” R
. 1
Logarithmus- Inz - (0,00)
x
Funkti I ! (0, 00)
one o —
unktionen g, T na) = , 00
Trigono- sinz cos R
CoST —sinx R
metrische
1
tan x — x # L;lﬂ'
cos? x
. 1
Funktionen cotx - x #km
sin® x
' - (=1,1)
arcsin e -1,
V1— 22
A ! (—1,1)
reus- arccos T -1,
V1— 22
t ! R
arctan x 522
funktionen
1
t e R
arccot 52
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Funktionenklasse | Funktion f | Ableitung f’ D(f")
sinh z cosh x R
Hyperbel-
coshx sinh z R
1
tanh x — R
cosh” x
funktionen
1
cothz —_ R\{0
sinh? z MO}
. 1
arsinh x R
2 +1
1
Area- arcosh x (1,00)
2 -1
tanh ! (—1,1)
artanh x —
1 — 22 ’
funktionen
1
arcoth = T (—o0,—1) U (1, 00)

Tabelle 5.1: Ableitungen der elementaren Funktionen
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Ableitung der Sinusfunktion

. sin(x 4+ h) —sinz . sinxcosh + cosxsinh —sinx
lim = lim
h—0 h h—0 h
. . 1—-cosh . sinh
= —ginz-lim ——— + cosz - lim
h—0 h h—0
in h
Beh.l  lim o0 — 1.
h—0 h

Bew. Beispiel 4.6

1—cosh
Beh.2 lim — =" —
h—0 h
Bew. Mit der Formel sin? & = (1 — cos h) erhilt man
22 h
lim 1—cosh — lim 2sin” 5
h—0 h h—0
( sin%) ( ) . )
= im — - | lim sin —
h—0 B2 h—0
2
= 1-0=0
Insgesamt folgt also
. B) — i
(sin’)(z) = lim sine + h) — sina = cosx (x € R).

h—0 h

Ableitung der Kosinusfunktion

. cos(x+ h) —cosx . cosxcosh —sinxsinh — coszx
lim = lim
h—0 h h—0 h
. 1—cosh . . sinh .
= —cosx-lim —— — sinz - lim = —sinxz
h—0 h h—0 h

nach der Argumentation bei der Ableitung der Sinusfunktion. Damit folgt

B) —
(cos’)(z) = }llirr(l) COS($+h) BT _sing (x € R).

5.3 Differentiationsregeln

In diesem Abschnitt werden Regeln hergeleitet, mit Hilfe derer man Summen,
Differenzen, skalare Vielfache, Produkte, Quotienten und Verkettungen diffe-
renzierbarer Funktionen differenzieren kann.
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5.3.1 Summen-, Differenz-, Produkt- und Quotientenregel

Satz 5.2

Die Funktionen f und ¢ seien auf dem Intervall 7 definiert und im Punkt &
differenzierbar, sei a € R. Dann sind auch die Funktionen

i (f+a9), (f—9)

(i) (- f)
(i)  (f-9)
@ (4

in ¢ differenzierbar; letztere allerdings nur, wenn g(£) # 0 ist. Die Ableitungen
werden durch die folgenden Formeln gegeben:

i) (F+9'©) = fO+4E€ (-9 = f(€) -4

(i) (- )€ = a-f(¢)

(i)  (f-9)'(€) = f(&)-9(&) + f(&)-g(&)

Beweis

Eine im Punkt ¢ differenzierbare Funktion ist dort stetig. Damit folgt aus den
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Rechenregeln fiir Grenzwerte:

(f(z) £ g9(x)) = (f(O) £9() _ flz) = f(©) L 9(@) —9(§)
r—£ r—& x—E&
= [ £ g
af(r)—af©) _ @)= 1)
x—& x—E&
= a- f(§)

o &g +  f&-4©
flx)  f&)
B e
¢ @@ | w—¢ I
o e@) = g(©)

Beispiele 5.3

(i)  Summenregel

%(:UQ—G—sinx) = %(1'2) + %(sinx} = 2r + cosz (x € R)

(i)  Faktorregel

d d
%(6332) = 6-%(952) =6-2r = 122 (z€R)

(iii)  Produktregel
d o d d

e (x-sinz) = e (%) - (sinz) + 22 - e (sinx)

= 2z-sinz + 2?-cosx (x € R)
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(iv)  Quotientenregel

d z? _ % (22) - (cosz) — 2% - % (cosx)
dr \ cosx cos? x
_ 2z-cosz — z? - (—sinx)
B sin? x
2z - cot 2
_ w (r€R, £k -7, keZ)
sin x
Bemerkung

(i) Beider Produktregel ist es gleich, in welcher Reihenfolge die differenzierten
Glieder addiert werden:

f1€) - g(&) + £(&) (&) oder  [f(§)-g'(&) + f'(§)9(d),

bei der Quotientenregel ist es das nicht! Man gewohne sich daher am be-
sten an, auch bei der Produktregel nach der ersten Variante zu verfahren.

(ii) Bei mehr als einem Faktor gilt die Produktregel in der folgenden Form:

n / n n f/
<Hfz> = <Hfz> Z?Z (n € IN)
i=1 i=1 i=1""
an solchen Stellen x, an denen alle Funktionen f; # 0 sind.

Aufgabe Man beweise diese Formel mit Hilfe vollstdndiger Induktion.

(iii) Die konstante Funktion f(z):= ¢ (z € R) ist iiberall differenzierbar, und
ihre Ableitung ist Null. Daher folgt aus der Quotientenregel die niitzliche

Reziprokenregel
1y’ !
<7) © = - 9'(€)

9 9(§)*’
wenn ¢ in £ differenzierbar und g(§) # 0 ist.

(iv) Die ersten zwei Regeln des letzten Satzes lassen sich in der folgenden
Formel zusammenfassen und zugleich verallgemeinern:

<Zakfk> &) = D anfil8)
k=1 k=1

fiir beliebige Zahlen oy und in £ differenzierbare Funktionen fi.

(v) Die auf Z differenzierbaren Funktionen bilden einen Vektorraum, und die
Abbildung D, die jeder Funktion f ihre Ableitung f’ zuordnet, ist eine
lineare Abbildung dieses Vektorraumes in den Funktionenraum aller auf
7 definierten Funktionen.
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5.3.2 Kettenregel

Fine der wichtigsten Differentiationsregeln ist die sog. Kettenregel:

Satz 5.3  (Kettenregel)

Die Kompositionsabbildung (g o f) sei auf dem Intervall Z definiert. Seien f in
¢ und g in n = f(&) differenzierbar.

Dann ist (g o f) in £ differenzierbar, und es gilt:

(go f)(&) = gf(&)] f(©).

Beispiel 5.4
(i) % (sin(z?)) = cos(z?) - 2z (x € R)

(11) i (elnx) — elnx .

1

L&Bt sich (ii) auch einfacher berechnen? Was ist zum Definitionsbereich
zu sagen?

Bemerkung

(i) Man bezeichnet den Ausdruck ¢'[f(€)] als duflere Ableitung oder Ablei-
tung der duBeren Funktion y — z = g(y) an der Stelle n = f/(£), den
Faktor f’(¢) als innere Ableitung oder Ableitung der inneren Funktion
x+— y = f(x) an der Stelle £, das Hinzufiigen des Faktors f(£) als Nach-
differenzieren der inneren Funktion f.

(ii) In der Ingenieurliteratur wird oft zwischen einer Funktion und ihrer
abhéngigen Variable nicht unterschieden. So liest man héufig

y = y(z) anstelle von y = f(x),
z = z(y) anstelle von z = g(y).

Das fiithrt dann dazu, dafl die Kettenregel in einer vermeintlich ,,besonders
einprigsamen® und suggestiven Schreibweise dargestellt wird:
dz  dz dy

-— = anstelle von dgo f) = @ﬁ
de  dy dz’ dx dy dx

Diese ist jedoch nicht korrekt: im ersten Faktor % hat y die Bedeutung

der unabhéngigen Variable, nach welcher die Funktion z = ¢ differenziert
wird, im zweiten Faktor % diejenige einer Funktion, welche selbst diffe-
renziert wird. Dariiberhinaus: héngt die Funktion z nun von der Variable

x oder von y ab?
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Aufgabe

Welches sind in Beispiel 5.4 jeweils die dufleren -, welches die inneren Funktio-
nen?

Beweis von Satz 5.3

Wenn man von den Differenzenquotienten ausgeht, so liegt folgender Beweis fiir
die Kettenregel nahe:

glf @) = glf (O] _ glf(@)] —glf (O] = flz) — f(E)

x—§ o fl@) = f(©) x—§
Hier ist jedoch eine kleine zusétzliche Verrenkung zu spendieren, da man beriick-
sichtigen muf}, daf} es in jeder Umgebung von £ einen Wert = # £ geben kann, fiir
den f(x) — f(&) = 0 ist. Daher wird der obige Beweisansatz etwas modifiziert:

i) —olr@) _ s - s [ LIPS @ £ s
2

z-8 r-8 JUE . fl@)=FE)

Nach Voraussetzung ist g in n = f(&) differenzierbar, also ist ¢'[f(&)] definiert.
Im Falle f(z) = f(£) steht auf beiden Seiten der Gleichung jedoch Null. Da
f in & differenzierbar ist, ist f in & auch stetig, d.h. fiir x — & gilt auch

f(x) = f()

Natiirlich kann man die Kettenregel auch mehrfach anwenden und mit den
anderen Regeln kombinieren:

Beispiel 5.5

d esinz 1 ST . cosz - (22 + 1) — 507 2y
d.fC [1:‘2 —|— 1 - 2 esinw (xQ + 1)2

241

o cosx-(z?+1) — 2

5.3.3 Differentiation der Umkehrfunktion

Im letzten Kapitel wurde an Beispielen deutlich, da3 die Umkehrfunktion einer
stetigen Funktion, sofern sie iiberhaupt existiert, wieder stetig ist (Satz 4.11);
fiir dieses Ergebnis braucht im {ibrigen die Ausgangsfunktion selbst nicht einmal
stetig zu sein, ihre strenge Monotonie — und damit ihre Umkehrbarkeit — ist fiir
die Stetigkeit der Umkehrfunktion schon hinreichend.

Beispiel 5.6

Die kubische Parabel y = f(x) := 2% verliuft in ganz R = (—o00,00) streng
monoton wachsend (Abb 5.3), ist dort also umkehrbar. Wie lautet ihre Um-
kehrfunktion?
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Die Wurzelfunktion

y = g(x) = Vu (z > 0)

ist definitionsgemifl die Umkehrfunktion der auf den ersten Quadranten be-
schrénkten kubischen Parabel.

Die Funktionsgleichung der Umkehrfunktion fiir z < 0 lautet
y = h(z) = —v/—2 = —/|z| (x <0).

Insgesamt erhilt man damit in R = (—o00,00) die folgende Darstellung der
Umbkehrfunktion (Abb. 5.4)

y = fH(2) =
—/—x , <0
10 .
€3 =3
= | ]
1 /
Or 0
5 )
3
BTS00 1 2 x 3 10 -5 0 5 x 10
Abbildung 5.3: f(x) = 3 Abbildung 5.4: f~!(x)

Die Umkehrfunktion f~! ist an der Stelle z = 0 nicht mehr differenzierbar
(warum nicht?). Wenn man allerdings von der (umkehrbaren) Ausgangsfunk-
tion f an der Stelle ¢ {iber die Differenzierbarkeit hinaus fordert, dafl auch
die Ableitung dort ungleich Null ist, so trifft dieser Sachverhalt auch fiir ihre
Umkehrfunktion f~! an der Stelle n = f(&) zu, genauer:

Satz 5.4

f sei stetig und streng monoton auf dem Intervall Z, so dafl die Umkehrfunktion
auf dem Intervall(!)

F(T) == {y: y=f(x), @ €T gecignet}

existiert.

Ist im Punkt & € Z die Ableitung f/(¢) vorhanden und # 0, so ist f~! im Punkt
n = f(§) differenzierbar, und es gilt
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I T
U = 7y = 7wy

Beweis

Ist {yn}nen eine Folge aus f(Z) mit y, #n, yn — 1, 1 # 0 (n € N), so liegen
die Folgenglieder z,, := f~!(y,) alle in Z, sind wegen der strengen Monotonie
von f alle # £, und wegen der Stetigkeit von f~! gilt:

zn = fHyn) — ) = ¢

(n—o0)

Damit ergibt sich fiir die Folge der Differenzenquotienten

T e A ) B et S
Yn — 1N f(xn)_f(g) %:g(g)
— 1 = 1

Bemerkung

Die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion selbst kann man auch iiber
die Kettenregel erhalten:

FFw) = (fefHw = v (yeU(n))
d _
—) jy(fof 1)‘1,/:77 - 1‘y=n: !
— ST W) - m) = 1
. —1y/ _ 1
() () )

Warum ist das allein jedoch noch kein Beweis?

Beispiele 5.7

(i) y = flx) = ¢ (z € R)
— v =f"(y) = Iny (y>0)
/ . 1 _ - _
W= g~ & =
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. ._ ._ T T
(ii) y = f(x) := tanz (z € ( 5 2))
— T = f_l(y) = arctany (yE (—oo,oo))

e

1 1
1 - -2 sin2
o SEELES
1 1

1+tan2é 1472

Aufgabe

(i) Die Umkehrfunktion aus Beispiel 5.6 ist in & = 0 nicht differenzierbar.
Warum nicht?

(ii) Wie lautet die Ableitung der Umkehrfunktion aus Beispiel 5.6 fiir Werte
§£7#07

Bemerkung

Die folgende Merkregel ist sehr risikoreich. Man kann nur als Kenner ausein-
anderhalten, was der Name einer Funktion und was der Name einer (Zahlen-)
Variable ist. Schreibt man wieder — wie bei Ingenieuren oft {iblich —

y = y(x) anstelle von y = f(x) und
x = z(y) anstelle von r = [y,

dann liest sich die Aussage von Satz 5.4 so:

dz(y) _ 1

dy dy(x)
dx

z=z(y)

oder unter Weglassung der jeweiligen Argumente noch kiirzer (und noch gefihr-
licher):

dx_l
dy — dy’
dzx

5.4 Wichtige Sitze der Differentialrechnung

Einer der wichtigsten Sitze der Analysis ist der sog. Mittelwertsatz (der Diffe-
rentialrechnung). Er und der Satz von Rolle als eine vereinfachte Version sowie
sich daraus ergebende Folgerungen sollen in diesem Abschnitt besprochen wer-
den.
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5.4.1 Satz von Rolle

Definition 5.2

Seien Z C R ein Intervall oder eine endliche Vereinigung von Intervallen, £ € 7
und f:Z — R eine Funktion. Fiir 6 > 0 sei Us(§) := (£ — 0,§ + 9).

(i) f besitzt an der Stelle £ ein relatives oder lokales Maximum bzw. Mini-
mum, wenn gilt:

V A f@<f©) baw ()= fO).

Us(€) xeUs(6)NT
Lokale Maxima oder - Minima heiflen auch lokale oder relative Extrema.

(ii) Das relative Extremum heiit strenges relatives Maximum bzw. Minimum,
wenn gilt:

V A f@<f© baw fl@)> f(©)

Us(§) z€Us(§)NT

mit der punktierten Umgebung

Us(€) = Us(&)\{¢).

Bemerkung

Ein lokales Maximum von f kann sehr wohl kleiner sein als das Maximum von
f auf dem gesamten Intervall Z, dem sog. globalen Maximum, falls letzteres
iiberhaupt existiert. Ein globales Extremum ist natiirlich erst recht ein lokales
Extremum; s. Abb. 5.5.

‘ & :  lokale Minima
n; : lokale Maxima
& :  globales Minimum
ns : globales Maximum

&m & n2 & M3
Abbildung 5.5: Lokale - und globale Extrema einer Funktion

Der folgende Satz liefert ein notwendiges Kriterium fiir das Vorliegen eines
relativen Extremums und ist zumindest anschaulich klar:
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Satz 5.5  (Notwendiges Kriterium)

Sei Z C R ein Intervall oder eine endliche Vereinigung von Intervallen, & € 7
sei ein innerer Punkt und f : 7 — R sei eine in £ differenzierbare Funktion, die
in £ ein lokales Extremum habe.

Beh. F1(€) = 0.
Aussage: f hat im Punkt (£, f(§)) eine horizontale Tangente.
Bemerkung

(i)

(iii)

Die Voraussetzung, dafl £ ein innerer Punkt von D(f) ist, ist wesentlich:

flz) = = (z €0,1])

besitzt in £ = 0 ein lokales (sogar globales) Minimum, es gilt jedoch

-0
0) = lim —— =1
f(0) Jm 0
z#0
Dieser Satz ist nicht umkehrbar:
flz) = 2° (z € [-1,1]),

und im inneren Punkt & = 0 gilt: f/(£) = 0, jedoch hat f in & = 0 kein
Extremum.

Ist f auf dem offenen Intervall (a, b) definiert und in jedem Punkt differen-
zierbar, so kénnen lokale Extrema nur an denjenigen Stellen £ vorhanden
sein, an denen f’(£) = 0 ist; solche Punkte heiflen kritische Punkte. Ob
dann die kritischen Punkte tatséchlich Stellen lokaler Extrema sind, mufl
in jedem Einzelfall gesondert gepriift werden.

Die letzte Bemerkung unterstreicht noch einmal, dafl es sich bei Satz 5.5
nur um ein notwendiges Kriterium fiir das Vorliegen eines lokalen Extre-
mums handelt. Ein hinreichendes Kriterium steht im Abschnitt ,, Kurven-
diskussion“ und wird im Abschnitt ,, Taylor’sche Formel“ ergéinzt.

Da man die lokalen Extrema einer Funktion in der Menge derjenigen £ suchen
muf, in denen f’ verschwindet, ist man an Bedingungen interessiert, unter denen
das der Fall ist:
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Satz 5.6  (Satz von Rolle?)
Seien a,b € R,a < b. f sei stetig in [a,b] und differenzierbar in (a,b). Es gelte

fla) = f(b).

Beh. \/ f1(€) = 0.

Bemerkung

(i) Der Satz von Rolle ist eine , Ubersetzung® des folgenden geometrischen
Sachverhaltes in die Sprache der Analysis:

Ist die Funktion f zwischen zwei Punkten a und b mit gleichen
Funktionswerten differenzierbar, dann gibt es wenigstens einen
Punkt von f mit einer zur Abszisse parallelen Tangente.

AN A, -

Abbildung 5.6: Satz von Rolle

Insbesondere 148t sich der Satz natiirlich fiir den Bereich einer differen-
zierbaren Funktion zwischen zwei Nullstellen anwenden; s. Abb. 5.6.

(ii) Die Aussage des Satzes wird falsch, wenn f nicht mehr {iberall in (a,b)
differenzierbar (Abb. 5.7) oder in [a, b] nicht mehr stetig ist (Abb. 5.8).

_

a b a b
Abbildung 5.7: f in (a,b) Abbildung 5.8: f in (a,b) differen-
nicht mehr differenzierbar zierbar, aber in [a, b] nicht stetig

(iii) Wiirde man in der Voraussetzung die Differenzierbarkeit allerdings auch
noch in den Randpunkten fordern, so wiirde man die Giiltigkeit des Satzes
unnotig einschrénken; s. Abb. 5.9.

Beweis des Satzes von Rolle

(i) Ist f eine konstante Funktion, so ist f’(z) = 0 fiir alle z € (a,b), damit
ist in diesem Falle die Behauptung wahr.

*Michel Rolle (1652-1719), franzésischer Mathematiker
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=Va?—2? (z €[—a,a))

= —Va?—2% (z€[-a,a])

Abbildung 5.9: Keine Differenzierbarkeit in den Randpunkten —a, +a

(ii) Sei also f keine konstante Funktion. Als stetige Funktion nimmt f auf
dem abgeschlossenen Intervall [a,b] ihr Minimum und ihr Maximum an
(Satz 4.9), welche wegen der Nichtkonstanz verschieden sind:

f(z1) = min{ f(z): x € [a,b] }
< max{ f(z): z €la,b]} = f(z2)

Wegen f(a) = f(b) liegt einer der Punkte x1, z9 in (a,b), etwa x1. Somit
ist x1 ein innerer Punkt, an dem ein lokales (sogar globales) Minimum
vorliegt. Nach Satz 5.5 folgt

f’(xl) = O

5.4.2 Mittelwertsitze der Differentialrechnung

In einer etwas anderen Formulierung besagt der Satz von Rolle:

Ist die Funktion f zwischen zwei Punkten a und b mit gleichen Funk-
tionswerten differenzierbar, dann gibt es wenigstens einen Punkt von
f, dessen Tangente zur Sehne zwischen den Punkten

{a, f(a)) und (b, f(b))

parallel ist; s. Abb. 5.6. M.a.W., es gibt eine Zahl £ € (a,b), so da8
die Tangente an f in ¢ die gleiche Steigung hat wie die Sehne durch
die beiden Kurvenpunkte

(@, f(a)) und (b, f(b)).

Der Mittelwertsatz (genauer: 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung) ist nun
eine Verallgemeinerung dieses Sachverhaltes dahingehend, dafl die Sehne bzw.
Tangente nicht notwendig horizontal verlaufen miissen. Das ist auch anschaulich
klar, denn der mathematische Sachverhalt des Rolle’schen Satzes sollte nicht da-
von abhéngen, ob die betrachteten Objekte in der Zeichnungsebene gleichzeitig
gedreht werden, s. Abb. 5.10.
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Abbildung 5.10: Mittelwertsatz

Satz 5.7 (1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

f sei im (abgeschlossenen) Intervall [a, b] stetig und im (offenen) Intervall (a, b)

differenzierbar. Dann existiert eine Zahl £ € (a,b) mit der Eigenschaft

Fb) = f(a)

&) = 5=

Der Mittelwertsatz 1é8t sich auch physikalisch interpretieren:

Ein Teilchen bewege sich lings einer Strecke, s(¢) bezeichne seinen
Ort zur Zeit t. Die mittlere Geschwindigkeit zwischen den Zeitpunk-
ten t1 = a und to = b ist dann

__s) = s@)
= 0 el

Nach dem Mittelwertsatz gibt es dann wenigstens einen Zeitpunkt
T € (t1,t2), zu dem die Momentangeschwindigkeit gleich der mitt-
leren Geschwindigkeit ist:

VAR 1 k. CO Ry VRS

TE(tl,tz)

Beweis des Mittelwertsatzes

Man definiere die Funktion g : [a,b] — R durch

“(x—a) (x € [a,b]).

Dann geniigt g den Voraussetzungen des Satzes von Rolle (u.a. g(a) = g(b) = 0).

Daher existiert eine Zahl £ € (a,b) mit ¢’(¢) = 0. Fiir dieses ¢ ist

f(b) — f(a)

b—a

'€ =
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wie man durch Differenzieren von g erkennt.

Der Mittelwertsatz erscheint oft in einer anderen Formulierung, in der die auf-
tretenden Groflen a,&,b auf das linke Intervallende a bezogen werden. Man
setzt

T = a, h :=b—a; 0 = = (€ (0,1))

und erhilt die Aussage:
Ist f auf [x,z + h] stetig und auf (z,z + h) differenzierbar, so gilt:

\/  fl@+h) = f(z)+ fz+0h)-h.

0e(0,1)
Man beachte: 6 héngt von x und von h ab.

Neben dem ersten - gibt es noch einen zweiten Mittelwertsatz der Differential-
rechnung; dieser spielt beim Beweis der Regeln von de I’Hospital eine Rolle.

Satz 5.8  (Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

f und g seien im (abgeschlossenen) Intervall [a, b] stetig und im (offenen) Inter-
vall (a,b) differenzierbar, und es gelte

g(x) # 0 (z € (a,b)).
Dann gilt:
VERRIUES (RO
cetapy IO —9l@) g€
Bemerkung

(i) W&hlt man g(z) := z (= € [a, ], so geht der verallgemeinerte Mittelwert-
satz in den ,,gewhnlichen“ Mittelwertsatz {iber.

(ii) Nach dem ,gewohnlichen“ Mittelwertsatz gibt es Stellen &1, &2 € (a, b) mit

f(0) = f(a) g(b) — g(a)

b—a b—a = 91(52)’

= f'(&1) ;

also auch . ,
[0~ fa) _ (b-a) &) _ F(€)
9(b) — g(a) (b—a)g (&)  d(&)
Die Betonung der Aussage des verallgemeinerten Mittelwertsatzes ruht

nun darauf, dafl es eine Stelle £ = & = & gibt, welche man benutzen
darf.
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Im folgenden sollen einige wichtige Anwendungen besprochen werden, deren
Beweise sich auf den Mittelwertsatz zuriickfithren lassen. So besagt etwa der
nichste Satz, dafl eine differenzierbare Funktion durch ihre Ableitung bis auf
eine additive Konstante schon eindeutig festgelegt ist:

Satz 5.9

Seien 7 ein Intervall, g; und go auf Z definiert, auf Z stetig und im Inneren von
7 differenzierbar mit gleichen Ableitungen, d.h. es gelte

gi1(z) = go(x) (z € 1).
Dann gilt:
V A 9@ = e@) +e
ceR x€Z
Beweis

Dieses Ergebnis ist eine Anwendung des Mittelwertsatzes. Sei dazu f := g1 — go.
Dann gilt f’(z) =0 (z € 7). Ein beliebiger Punkt = € Z l#8it sich in der Form

r = 1x9+ h

darstellen mit einer geeigneten Zahl h € R. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes folgt
dann die Existenz eines & € (xg,zg + h), so daf gilt:

f@) = fl@o+h) = f(zo) + f'(§) h
= f(zo) +0-h
= f(=o)
Wahlt man ¢ := f(x¢), so folgt

g1(x) = ga(x) + ¢ (x €1).

Folgerung

f' =0 in einem Intervall Z == f = const.

Beweis

Anwendung des letzten Satzes mit go := 0.
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Bemerkung

(i) Eine differenzierbare Funktion f ist durch ihre Ableitung f’ demnach bis
auf eine additive Konstante eindeutig festgelegt. Daher mufl es grundsétz-
lich méglich sein, f aus f’ und einem gegebenen Funktionswert f(zg) zu
rekonstruieren. Wie das zu bewerkstelligen ist, wird man im Kapitel iiber
Integration sehen.

(ii) Die Aussage der letzten Folgerung lafit sich auch anders formulieren:
Ist f eine Losung der Differentialgleichung
y/ =0 (z € 1),

dann ist f eine konstante Funktion:
V. A f@) =
ceR zeT

Umgekehrt ist natiirlich auch jede auf einem Intervall definierte konstante
Funktion eine Losung der Differentialgleichung 3’ = 0.

Folgerung
f ist eine Losung des Anfangswertproblems (AWP) auf dem Intervall 7

y =Y
y(0) = o
—
D(f) ist ein Intervall, und es gilt
f(@) = yo-e (z € D(f))-
Beweis
”<: “

Einsetzen und Rechnen!

- [13
7

Sei f eine Losung des AWP und sei (die differenzierbare Funktion) g definiert
durch

g(x) = f(x)-e™" (z € D(f))-
Dann gilt

gx) = flx)e™ = flx)e™
= [f@)—fl@)e™ =0 (z € D(f))-

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



5.4. WICHTIGE SATZE DER DIFFERENTIALRECHNUNG 273

Die Folgerung im Anschlufl an den Mittelwertsatz liefert dann

g(x) = const. = g(0) (x € D(f),

also

somit

Als eine weitere unmittelbare Anwendung des Mittelwertsatzes wird ein Zu-
sammenhang zwischen der Ableitung einer Funktion und ihrer Monotonie her-
gestellt:

Satz 5.10

f sei in einem Intervall [a, b] stetig und in (a,b) differenzierbar. Dann gilt:

(i) f(x)>0 (ze€(a,b)) = fistin [a,b] streng monoton wachsend
(ii) f'(x)>0 (z€(a,b)) <= fistin [a,b] monoton wachsend
(iii) f(z) <0 (z € (a,b)) = fistin [a,b] streng monoton fallend
(iv) f'(x) <0 (z € (a,b)) <= fistin [a,b] monoton fallend

Bewiesen werden soll von diesem Satz die ,,=“-Richtung, da diese eine Anwen-
dung des Mittelwertsatzes darstellt.

Seien dazu 1, x9 € [a,b], 1 < x2. Nach dem Mittelwertsatz existiert eine Zahl
€ € (1, x2) mit
flx2) = f(z1) = f(&) - (z2— 1),

>0

also gilt
sgn [f(z2) — f(z1)] = sgn[f'(§)]-

Damit ist in ,,=“-Richtung alles gezeigt.

Man beachte:

Im Fall strenger Monotonie gilt ,,<=* nicht unbedingt, wie etwa an dem Beispiel

f(z) = 2* (x € [-1,1])

zu sehen ist:

f ist in [—1, 1] streng monoton wachsend, aber es gilt nicht:

F(z) >0 (x € (=1,1)).
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Die Zerlegung des Definitionsbereiches einer Funktion in ,,Monotonie-Intervalle“
ist oft hilfreich bei der qualitativen Diskussion und dem Skizzieren einer Funk-
tion, wie an dem folgenden Beispiel zu erkennen ist:

Beispiel 5.8
x

f(z) = 1522 (z €R)
. 2y _ . — 22
— fl(x) = . (1(—;:_7_;2)2:6 2 (11+ ;2)2 (z € R)
Somit gilt
fllx) <0 <= 1-22<0 < |z| > 1
fllr)=0 <+ 1-22=0 <<= |z]=1
fllx)>0 = 1-22>0 <<= |z|]<1,

also ist f in (—oo, —1] und [1, 00) streng monoton fallend und in [—1, 1] streng
monoton wachsend. Ferner sind

I R [

und flz) =0 <= =z =0.
Das Schaubild von f sieht daher aus wie in Abb. 5.11.

1,

B3 0 5

Abbildung 5.11: Graph der Funktion f(x) = (r €R)

_z
1+x2
Als letztes Ergebnis dieses Abschnittes soll eine bemerkenswerte Eigenschaft
der Ableitung einer differenzierbaren Funktion erwihnt werden, ndmlich ihre
Zwischenwerteigenschaft. Sie besagt im wesentlichen, dafl eine eventuelle Un-
stetigkeit der Ableitung nur eine Oszillationsstelle sein kann (cf. p. 239), also
keine Sprungstelle und kein Pol:

Satz 5.11  (Zwischenwertsatz fiir Ableitungen)

f sei auf [a,b] differenzierbar, und es gelte f’(a) # f/(b). Dann nimmt die
Ableitung f’ in (a,b) jeden Wert zwischen f’(a) und f/(b) an.
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5.5 Anwendungen der Differentialrechnung

Fiir manche Anwendungen der Differentialrechnung werden auch héhere Ablei-
tungen von Funktionen benétigt.

Schlagwort
Die Beschleunigung ist die zweite Ableitung des Weges nach der Zeit.

5.5.1 Hohere Ableitungen

Definition 5.3

Seien n € IN und f eine Funktion.

(i) Die n-te Ableitung f™) von f ist rekursiv definiert durch
fO = f
/
FO = () (ke {L,...,n})

(ii) f heifit in & n-mal differenzierbar, falls £ € D( f (”)).
(iii) Ist G C R, so heit f in G n-mal differenzierbar, falls G C D(f™).
(iv) f heift n-mal differenzierbar, falls D(f™) = D(f).
Ist G C R, so sei vereinbart
CY(G) = {f: GC D(f), fistin G n-mal differenzierbar,

™ ist in G stetig}

C*(G) = {f: GCD(f), fistingG
beliebig oft differenzierbar}

= )¢9

nelN

Bemerkung

(i) La. werden die Definitionsbereiche von f(™ mit wachsendem 7 kleiner; sie-
he z.B. die Funktion f(x) := v/z (z > 0), die in £ = 0 nicht differenzierbar
ist.

(ii) Beispiele fiir C*>°-Funktionen:

e Polynome

e Rationale Funktionen
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e Trigonometrische Funktionen
e ccC®(R)

o In € C((0,00))
(iii) Fiir die erste Ableitung einer Funktion f sind auch die Bezeichnungen %
oder % f gebrauchlich. Analog werden fiir hohere Ableitungen auch die

. n m
Bezeichnungen 4% oder 4% f verwendet.
dx dx

(iv) Die folgende Funktion ist iiberall einmal stetig differenzierbar, im Null-
punkt aber nicht zweimal differenzierbar:

-z , <0

x2 , >0
f(z) = { —  feCHR)NC™(R\{0}), [ ¢ C*(R)

5.5.2 Grenzwertbestimmung unbestimmter Ausdriicke

Die Bestimmung des Grenzwertes lin% % kann erhebliche Schwierigkeiten
T—

bereiten, wenn Zihler Nenner fiir z — £ beide gegen 0 streben, wenn also gilt:

lim f(z) =0 und lim g(z) = 0.

r—E& r—E

Beispiel 5.9
X
-1
lim ¢ =7
z—0 2z

Hier darf man selbstverstdndlich nicht den folgenden Grenzwertsatz fiir einen
Quotienten verwenden (warum nicht?):

S
z—¢ g(x) lim 9(@)

Man beachte, dafl auch dem Problem der Differenzierbarkeit einer Funktion ein
dghnlich gelagerter Grenzwert zugrundeliegt:

)t TS

x—¢ x—£

Die Berechnung eines solchen Grenzwertes ist jedoch vollig problemlos, wenn
gilt:

e /(&) und ¢'(&) existieren,

° g'(§) #0.
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In einem solchen Falle gilt ndmlich f(§) = g(&) = 0, weil wegen der Differen-
zierbarkeit von f und g in £ beide Funktionen in ¢ stetig sind. Also folgt:

f(€) = lim f(z) = 0, ) g(§) = lim g(z) = 0.

r—E r—&

Daraus erhilt man dann

g(x) g(x) — g(§) 9@)=9(§) (@) g ()

Im Eingangsbeispiel 5.9 ist g(x) = 2z, also ¢’(0) = 2 # 0 und somit

. e:c_eO
L f@) o erm1 M 0
lim —< = - T -5 — 3
z—0 g(x) z—0 2% a]glir(l) =0
Beispiel 5.10 (vgl. Beispiel 4.6)
. lim sin x—sin 0
lim sinx ;59 0 _cosO 1
a0 x lim 2=0 1
2—0 20

In diesem Fall — wie im Fall des eben behandelten Beispiels 5.9 iibrigens auch
— sind allerdings sowohl die Zéahler- als auch die Nennerfunktion im Nullpunkt
stetig differenzierbar, und daher kénnte man hier auch schreiben

f(x) . sinz cos 0 31;11,% cosx . f(x)
m——~ = lim = = - =
z—0 g :x) z—0 X 1 hn}) 1 r—0 g/(JI)
xr—>

Anstelle des Grenzwertes lim f(z) 158t sich also auch der Grenzwert lim £ //(x)
z—0 g(z) z—0 9 (z)

untersuchen.

Eine weitreichende Verallgemeinerung dieser Ausfithrungen bringt die sog. Re-
gel von Bernoulli® und de I’Hospital*

Satz 5.12  (Regel von Bernoulli - de I’'Hospital)

Seien a,b € R := RU{—00,}, T := (a,b), f und g seien auf Z differenzierbar
mit ¢'(x) # 0 (z € 7). Es treffe eine der beiden folgenden Voraussetzungen zu:

(V1) lim f(z) = lim g(x) = 0

r—a+ T—a+

3Johann Bernoulli (1667-1748), schweizer Mathematiker
4Guillaume Francois Antoine Marquis de 1’Hospital (1661-1704), franzosischer Mathema-
tiker, veroffentlichte als erster die von Bernoulli gefundene Regel
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(V2) glr) — —o0 oder g(r) — o0

(z—at) (z—at)
Der Grenzwert hm+ i; :gg moge als eigentlicher Grenzwert (a € R) oder als
rT—a
uneigentlicher Grenzwert (a = —o0) existieren. Dann gilt:
(i) xlirgr () existiert;

(i) lim go5 = lim ey

(iii) Ein entsprechender Sachverhalt gilt fiir den Grenzwert x — b—.

Bemerkung

(i) Man leite Zéhler- und Nennerfunktion getrennt ab — also nicht nach der
Quotientenregel — und setze danach z = a ein. Ergibt sich dann eine reelle
Zahl, so ist diese der gesuchte Grenzwert.

(ii) Wenn die Stelle der Grenzwertbetrachtung — etwa a — endlich ist sowie
f(a),g(a), f'(a),¢'(a) existieren mit f(a) = g(a) = 0 und ¢'(a) # 0, so
trifft das eingangs Gesagte zu, und die Anwendung dieses Satzes ist miiflig.
Die eigentliche Bedeutung liegt daher in der Anwendung auf Fille, in
denen a = —oo oder b = oo ist.

(iii) Wenn die ersten Ableitungen f’ und ¢’ fiir 2 — a+ oder x — b— ein #hnli-
ches Verhalten zeigen wie f und ¢, so kann man im Falle der mehrmaligen
Differenzierbarkeit von f und ¢ natiirlich auch die héheren Ableitungen
zu Rate ziehen und diesen Satz mehrmals anwenden.

(iv) Aus Griinden der vereinfachenden Schreibweise werden bei der Anwen-
dung der I’Hospitalschen Regel folgende Abkiirzungen vorgenommen:

lierf(l’) = —00 <=  f(x) 5> -0 firz—a+
lim+f(a:) = o0 = flx)— oo firzx—a+

Analog fiir Grenzwerte © — b—.

(v) Symbolisch(!) werden bei Vorliegen der beiden Voraussetzungen (V1) bzw.
(V2) die entsprechenden Fille als

Fall % bzw. Fall

818

bezeichnet.
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Beweis  (Spezialfall)
Der Beweis wird fiir den Fall gefithrt, dafl die Voraussetzung (V1) zutrifft.

eigentlicher Grenzwert:

Wenn f und g an der Stelle a nicht definiert sind, so verschaffe man sich jeweils
in a stetige und fiir x > a differenzierbare Fortsetzungen durch

F()'—{O , T=a q G()'—{O , T=a
- flx) , z#a o glx) , z#a

und arbeite dann mit den Funktionen F' und G weiter, auf welche der erweiterte

Mittelwertsatz angewendet wird:

F(z) _ F(z) — F(a) _ F'(a+60(x —a))
G(x) G(z) — G(a) G'(a+6(x—a))

Fiir x — a strebt auch a + (x — a) — a, und es folgt

f@) o F@) o Fla) )

it g(z) | amat G(z) | amar Glx) | a—at gl(x)

uneigentlicher Grenzwert:

Mit Hilfe der Transformation x = % fithrt man diesen Fall auf den schon be-
wiesenen zuriick, indem man setzt:

@) o f/w)

f'(1fu) - (=1/u?)

im = lim = lim = lim f’(az).
r——c0 g(z)  w—0-g(l/u)  u=0-g'(1/u)- (=1/u?)  w——c0 g'(z)

Sowohl fiir den eigentlichen - als auch fiir den uneigentlichen Grenzwert gilt ein
entsprechender Sachverhalt mutatis mutandis natiirlich fiir den Fall x — b—.

Beispiele 5.11

i) 1 % 4+ 5x —24 . 2z+5 11
i) im ——— = lim —
r—3 x2—2x—3 z—32x — 2 4

Dieses Beispiel hétte sich allerdings auch ohne die 'Hospital’sche Regel
wie folgt behandeln lassen:

. 22 +5r—24 . (x—=3)(x+8) . T+8 11
lim ~————— = lim ——~———~ = lim - =
a—3 22 —2x —3 =3 (x — 3)(xz + 1) z—3x + 1 4
v .. 1l—cosz . sin x . 1 1
(i) lim ——— = lim ~———+——— = lim = -
z—0 sin“z z—0 2sin T cos x z—0 2coST 2
ooy 5. T —sinz . l—coszx . sinx . Ccosw 1
(iii) lim ——— = lim ——— = lim = lim = =
z—0 x3 z—0 372 z—0 6x z—0 6 6

Man beachte, daf bei jedem der Schritte die Voraussetzung (V1) von Satz
5.12 erfiillt ist.
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. L vl . nn—=1)--- ZY
(iv) lim — = lim =...=lim ———————
r—o0 T r—oo ev 500 et

=0 (n € IN)

Man sagt, ,,e” strebt stiarker gegen oo als jede Potenz von x“

Bemerkung

Da der Mechanismus, welcher der I’'Hospital’schen Regel zugrundeliegt, immer
wieder zu Mifiverstdndnissen Anlaf} gibt, sei der Sachverhalt hier noch einmal
hervorgehoben:

(i) Ein Ausdruck der Form 3 oder 2 ist und bleibt sinnlos und wird auch

mit dieser Regel nicht bestimmt.

(ii) Die Regel gestattet die Bestimmung von Grenzwerten héchstens an sol-

chen Stellen, an denen die gegebene Funktion % eine behebbare Defini-
tionsliicke besitzt.

(iii) Fiithrt die Anwendung der Regel bei einer Liicke im Endlichen (eigentlicher
Grenzwert) zum Ziel, so lduft ihr Formalismus auf die Erzeugung einer
Ersatzfunktion hinaus, die an der fraglichen Stelle stetig ist und dort den
gesuchten Grenzwert als Funktionswert besitzt.

* Aufgabe

Die Voraussetzungen des Anstriches (ii) der Bemerkung von p. 278 mégen zu-
treffen; es seien also a € R, ¢'(a) # 0 und es gelte

2)—f(a lim {@—f(a)
Cf@) @)= fa) R TR )
lim = lim = lim = =
z—a+ g(x) z—a+ g(x) — g(a) z—at 9(z :9(“) lim 9(513):9(“) J'(a)

mit einer Zahl a € R. Unter welchen Zusatzvoraussetzungen an die Funktionen
f und g folgt daraus auch

TR S C) I
g'(a) lim ¢'(z)  w—at+ g'(z)

r—a+

Hinweis
Man studiere dazu die beiden Eingangsbeispiele 5.9 und 5.10 sowie untersuche

das Beispiel
z2sinl | z#0
f(z) = v :
0 , =0

Beispiel 5.12

Dieses Beispiel ist eine Verallgemeinerung von Beispiel 5.11 (iii).

=0 fiir jede Zahl a > 0.
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P z \’
Wegen — = ( am) folgt daraus mit Hilfe von Satz 4.2 (ii)
. @

lim — =0 Yquadfiir alle Zahlen «, 8 > 0.

In Worten:

Jede noch so kleine (positive) Potenz von e* geht fiir x — 400 wesentlich
schneller gegen +o0o als jede noch so grofle Potenz von x. Insbesondere folgt
daraus (warum?)

lim p(z)-e* =0

T— 00

fiir jedes Polynom p und jedes o > 0.

Beispiel 5.13

1 1 1
lim -2 = lim —2— = lim — = 0 fiir jede Zahl a > 0.
r—o00 % r—o0 a1 T—00 (™
Inz)? Iz’
Wegen il ( nf) folgt daraus mit Hilfe von Satz 4.2 (ii)
xB
1 B
im 27 0 i alle Zahlen o, § > 0.
r—oo %
In Worten:

Jede noch so grofie Potenz von Inx geht fiir + — +o00 wesentlich langsamer
gegen +oo als jede noch so kleine (positive) Potenz von z.

Beispiel 5.14

1

. . Inx . = ) 1

lim z% - lnz = lim — = lim % = lim [([——2z%) =0
z—0+ z—0+ ¢ z—0+ —axr &~ z—0+

fiir jede Zahl o > 0. Wie in den voranstehenden Beispielen schliefit man

a B
lim - (Inz)? = lim (:z:ﬁ -lnaj) =0
z—0+ z—0+

fiir alle Zahlen o, 3 > 0.
In Worten:

Jede noch so grofle Potenz von Inx geht fiir + — 0+ wesentlich langsamer
gegen —oo als jede noch so kleine (positive) Potenz von x gegen Null.

Manchmal kann auf einen Ausdruck die I’Hospital’sche Regel erst angewendet
werden, nachdem er umgeformt worden ist; schon beim letzten Beispiel wurde
davon Gebrauch gemacht.
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Beispiele 5.15

() £() == fu(a) - fa(a), wobei gilt:

filr) — 0, fo@) — o0 (z—¢).
Hier betrachtet man stattdessen
Ji(x Ja(z
A e = 2 e i) p) = 29
fo(z) f1(z)
Konkret: lim sinx-cotx:
z—0+
lim f(z) = lim sullx = lim 2% = lim g =1
x—0+ r—0+ ot z—0+ tan x x—0+ ol

[ I (x)]fz(m) mit einer nichtnegativen Funktion f;, wobei gilt:

(i) f(z):=

file) — 0 , fa(x) — 0 (z—¢) oder
file) — 1, fa() — o0 (z—¢) oder
filz) — o0, folz) — 0 (z—¢).

Hier verwendet man die logarithmische Identitit f(z) = e™f(®) und be-

trachtet stattdessen
ef2(x)In fi(z)

[fl(l‘)]fz(x) —

und verwendet die Stetigkeit der Exponentialfunktion

Konkret: lim z5"% = lim esin@nz
z—0+ z—0+
o . Inz :
Nebenrechnung: lim sinz:lnz = lim —— = lim —Z—
z—0+ —0+ — =0+ — ==
sinx sin® x
sin? x sinx
= — lim = — | lim ‘| lim tanx | = 1.0 =0
z—0+ X z—0+4

z—0+ 2 - Ccos T
Damit erhélt man unter Ausnutzung der Stetigkeit der Exponentialfunk-

tion das Ergebnis

. : lim (sinz-lnz)
lim 217 = st =1
z—0+
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(iii) f(2z) = fi(z) = fo(z), mit  fi(z), fo(z) = 00 (z = ).

Hier kann man wie folgt umformen:

1 1
1 1 Fal@) ~ Fi(@)
Ao = o) = A o) (15— ) = P
fa(@)  h) FOR®
Konkret: 11161+ cotx —cothx : Als Quotient geschrieben, lautet das
Cotlhx - Coltm _ tanhz —tanx

cotxz — cothx =

1

—Trcois tanhz - tanx

Auf diesen Ausdruck kann die I’'Hospital’sche Regel (,, %“) angewendet wer-
den, und man erhélt

1 1
m tanhx — tanx _ iy coh’r e oo cos? x — cosh?
z—0+ tanhz - tanz z—0+ CZZ‘% + f;rslgg 2—0+ L (sin 2z + sinh 2z)

Eine nochmalige Anwendung der Regel liefert

cos? z — cosh? x . —2coszsinz — 2cosh z sinh x
im 5 - = lim 2
z—0+ 5(sin 2z + sinh 2z) z—0+ 2 cos2x + 2 cosh 2z
. sin 2z 4 sinh 2z m1_1>%1+ (sin 22 + sinh 2z) 0
= — lim 2 = —2= = —2- = 0.
z—0+ cos 2z + cosh 2z lim (cos2x + cosh 2x) 1

z—0+

5.5.3 Kurvendiskussion

Unter Kurvendiskussion versteht man die systematische Untersuchung des Ver-
laufs einer Funktion und der Gestalt ihres Funktionsgraphen. Man méchte mit
moglichst wenig Arbeitsaufwand den Verlauf des Graphen an seinen wesentli-
chen Stellen erkennen.

Daher ist es unfruchtbar, wahllos eine grole Anzahl von Wertepaaren zu be-
rechnen; dabei konnen wichtige Daten wie Unstetigkeitsstellen, Nullstellen, Ex-
tremwerte, etc. iibersehen werden. Es kommt vielmehr darauf an, die charakte-
ristischen Eigenschaften einer Funktion zu erkennen.

Bei einer Kurvendiskussion sollten die folgenden Fragen untersucht werden,
wobei die Reihenfolge nicht zwingend vorgeschrieben ist:

Untersuchung bei einer Kurvendiskussion

(i) Definitionsbereich

e Fiir welchen Teil des Definitionsbereiches liegt ein Interesse vor? Ist
die unabhiingige Variable beispielsweise eine Lénge, eine Frequenz
oder die Zeit, so interessieren keine negativen Werte.
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(i)

(iii)

(vii)

(viii)

e Gibt es Definitionsliicken?

e Wie verhélt sich die Funktion am Rand ihres Definitionsbereiches?

Wertebereich

Ist f beschrénkt (wodurch?) oder unbeschrankt?
Symmetrien

e Ist die Funktion gerade oder ungerade?
e Ist die Funktion anderswie symmetrisch?

e Ist die Funktion periodisch?
Giite der Funktion

e Wo ist die Funktion stetig?
e Wo ist die Funktion differenzierbar?

o Wo verlduft die Funktion (streng) monoton?
Unendlichkeitsstellen

e Solche konnen an Definitionsliicken auftreten, etwa bei rationalen
Funktionen an Stellen, an denen der Nenner verschwindet und zu-
gleich der Z&hler ungleich Null ist.

e Ist die Unendlichkeitsstelle ein Pol?

Verhalten am Rand des Definitionsbereiches D(f) := (a, b)

Hier sind die Grenzwerte hm+ f(x) oder lirbn f(x) zu untersuchen.
T—a r—b—

Ordinatenabschnitt
Schnittpunkt von f mit der Ordinate:  yo = f(0).

Nullstellen

Schnittpunkte von f mit der Abszisse (z-Achse, t-Achse) heifien Nullstel-
len von f. Zu ihrer konkreten Bestimmung lassen sich auch Naherungsver-
fahren verwenden, wie z.B. die Regula Falsi oder das Newton’sche Nahe-
rungsverfahren.

Extremstellen

An den Nullstellen der ersten Ableitung (den kritischen Punkten von f)
konnen relative Extremwerte liegen. Mit Hilfe der hoheren Ableitungen
148t sich dann feststellen, ob es sich dabei tatsidchlich um relative Extrem-
werte handelt und wenn ja, ob ein relatives Minimum oder ein relatives
Maximum vorliegt:

Gilt neben f'(xg) = 0 auch noch f”(xg) # 0, so liegt an der
Stelle z g ein Extremwert vor, und zwar

e cin lokales Minimum, falls f”(xg) > 0,
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e cin lokales Maximum, falls f”(zg) < 0.

(x) Wendepunkte

Ein Wendepunkt ist ein Kurvenpunkt, in dem der Graph der untersuch-
ten Funktion von einer Links- in eine Rechtskurve iibergeht oder umge-
kehrt. Somit ist ein Wendepunkt ein relatives Extremum der Ableitung.
Linkskurven heiflen auch konvex, Rechtskurven konkav. Die analytische
Bedingung fiir Links- bzw. Rechtskurven ergibt sich aus der folgenden

SchluBlkette:
Linkskurven Rechtskurven
r1 < 9 1 < X9
< tana; < tanas <= tanaj > tanas
= fl(z1) < fl(2) = fl(x1) > f(22)
<= f’ wiichst monoton <= f’ fillt monoton
— f"()>0 — f"()<0
Yy Yy
l"l T2 'l' i’l i’g 'SL'

Links- und Rechtskurven werden also durch das Vorzeichen der zweiten
Ableitung bestimmt. Beim Ubergang von einer Links- in eine Rechtskurve
wechselt die zweite Ableitung ihr Vorzeichen, und zwar:

Linkskurve — Rechtskurve : Wechsel von positiv nach negativ

Rechtskurve — Linkskurve : Wechsel von negativ nach positiv

In einem Wendepunkt hat die Steigung des Funktionsgraphen (= erste
Ableitung) einen Extremwert. Eine notwendige Bedingung dafiir ist be-
kanntlich das Verschwinden der Ableitung (der ersten Ableitung), mithin
der zweiten Ableitung von f. Wenn die zweite Ableitung an einer solchen
Ubergangsstelle (dem ,, Wendepunkt*“) also iiberhaupt existiert, so muf sie
dort verschwinden:

(xw, f(zw)) ist ein Wendepunkt = f"(zw) = 0.

Gilt zusétzlich f"(zw) # 0, so sind beide Bedingungen auch hinreichend
fiir das Vorliegen eines Wendepunktes. Dabei gilt:

" (zw) <0 : Linkskurve — Rechtskurve,
f

"(xw) >0 : Rechtskurve — Linkskurve.
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Es muf} allerdings betont werden, dafl ein Wendepunkt auch dann vorlie-
gen kann, wenn die Funktion an der besagten Stelle gar nicht differenzier-
bar ist, man also gar nicht von Ableitungen (jedweder Ordnung) sprechen
kann. Ein Beispiel dafiir liefert die schon bekannte Umkehrfunktion der
kubischen Parabel, s. Abb. 5.12:

flx) =
—/—x , <0
=3
)
2
1 /
0
_2,/
_3,
-10 -5 0 5 x 10

Abbildung 5.12: Eine am Wendepunkt nicht differenzierbare Funktion

Beispiel 5.16

f(z) == 3z* — 823 + 62 = 2%(32% — 8z +6) (x € R)

Da die ersten drei Ableitungen von f sowieso benétigt werden, sollen diese
gleich zu Anfang bereitgestellt werden:

fl(z) = 122% — 2422 + 122 = 12z(z —1)? (r €R)
f"(r) = 3622 —48r+12 = 12(3z% —4dx +1) (z €R)
f"(x) = T2x—48 = 24(3z —2) (z € R)

(i) Definitionsbereich

D(f) = R

(ii) Wertebereich

W(f) = [min f,o0), da die fithrende Potenz von f gerade ist.

(iii) Symmetrien

Die Funktion ist weder gerade, noch ungerade, noch periodisch.

(iv) Unendlichkeitsstellen

Keine
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(vii)

(viii)

(ix)

(x)

(xi)

Verhalten fiir grofle Werte von |z|

f(x) — oo fir z — +o0

Ordinatenabschnitt

f(0) =0

Giite der Funktion

feC>(R)

Nullstellen

Doppelte (reelle) Nullstelle beiz =0: an, =2n, =0
Extremstellen

Fx) =0 = ap =0V ap =1

f"(xg,) =12 >0 — relatives Minimum; f(zg,) =0
f"(xg,) =0 — keine Aussage moglich; f(zpg,) =1
Wendepunkte

f”(x);() = aw, =3 V aw =1

" (xw,) = =24 < 0 — Wendepunkt

(xw, ist ein relatives Maximum von f’; also Linkskurve — Rechtskurve)

flzw,) = %—%—i—% = % ~ 0.41

" (xw,) = 24 > 0 — Wendepunkt

T, ist ein relatives Minimum von f’, also Rechtskurve — Linkskurve
2

flaw,) =3-8+46 =1

Schaubild
(Abb. 5.13)

M 05 0 05 1 15 ,2

Abbildung 5.13: Graph der Funktion f(z) = 3z* — 823 + 622
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Beispiel 5.17

f(z) = (Inz)>—lnz = Inz(nz—1) (x >0)

Wieder sollen die ersten drei Ableitungen der Funktion f zuerst berechnet wer-
den (z > 0):

fllz) = olng. & L _ 2nz-1
T xT xT

1 1 3—2Ilnzx

1.2 4(lnx — 2)

(i) Definitionsbereich
D(f) = (0,00)

(ii) Wertebereich
W(f) = [min f,o0)

(iii) Symmetrien
Keine

(iv) Unendlichkeitsstellen

Keine

(v) Verhalten fiir z — 0+ und z — oo

Fir z € (0,1) ist sgn(lnz) =sgn (Inz — 1) = —1, und daher gilt

Inx — —00

Inzr—-1 — - } (z—0+)
— Inz(lnx—1) — oo (x — 0+4)

Inx — 400 (& — o0)

Inzx—1 — +o00 v o0
— hz(lhzr—-1) — (x — o0)

(vi) Ordinatenabschnitt

Existiert nicht

(vii) Giite der Funktion
f €C>((0,00))

(viii) Nullstellen

fl@)=0 = =0 — oy =1
Inzr=1 — zn,=e=2,72
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(ix) Extremstellen
Flz)=0 = 2lmaz=ha?=1 — 25 =e=1,65

3—-21 2
(zg,) = en\/é =-> 0 — relatives Minimum;

1\? 1
flzp) = (ln\/é)2 —Inye= <2) 5= —0,25
x) Wendepunkte f”(x ;0 = lna::§ — aw, = Ve’ =448
( ) 2 1
4 /3 2
" Y _
[ owy) = e9/2<2 2) 92 <0 — Wendepunkt

(relatives Maximum fiir f’, also Linkskurve — Rechtskurve)
fla )—(§>2—§—075
wy) — 2 2 =Y

(xi) Schaubild
(Abb. 5.14)

(%)

0 2 4 6 8 10 12X

Abbildung 5.14: Graph der Funktion f(z) = (Inz)? —Inx

Bemerkung

Bei manchen Funktionen geben die erste - und zweite Ableitung allein noch
keinen Aufschlufl iiber die Art eines Extremums (bzw. die zweite - und dritte
Ableitung iiber einen Wendepunkt).

Beispiel f(z) = 2™ mit n>4.

Hier ist der folgende Satz hilfreich, welcher, locker formuliert, aussagt:

Hinreichend fiir das Vorliegen eines Extremums ist, daf} die erste in £
nicht verschwindende Ableitung von gerader Ordnung ist; fiir einen
Wendepunkt muf die erste in £ nicht verschwindende Ableitung von

ungerader Ordnung sein.
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Satz 5.13
Seien n € N, £ € R und r > 0.

(i) Sei f e C*(U,(€)). Gilt
@ =...=rYg=0, [ +#0
dann hat f an der Stelle £ ein relatives Extremum, und zwar

e cin strenges relatives Minimum, falls ™) (¢) > 0,

e cin strenges relatives Maximum, falls ™ (£) < 0 ist.
(ii) Sei f € C* 1 (U,(€)). Gilt
'€ =...=re =0, s £0,

dann hat f an der Stelle £ einen Wendepunkt.

Der Beweis wird spéter (p. 327) im Anschluf an die Taylor’sche Formel ge-
bracht.

Beispiel 5.18

Man betrachte die Serienschaltung folgender Wechselsltromwiderstinde in
Abb. 5.15.

Kondensator Spule Ohm’scher Widerstand
uc(t) ur(t) up(t) )
i(t)
u(t)

Abbildung 5.15: Elektrischer Reihenschwingkreis

Der komplexe Widerstand (Scheinwiderstand) ist gegeben durch

Z = Rtiwl+—— — R+i<wL—i) — X 41V,
iwC wC
X = RZ = R : Wirkwiderstand,
Y = $Z = (wL—i) . Blindwiderstand.
wC
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Beim Anlegen der Wechselspannung u(t) := usin(wt + ¢,,) (¢ > 0) flieit der
Strom i(t) := isin(wt + ¢;) (t > 0), dessen Scheitelwert sich nach der Formel
]

VA

7 =

berechnet, denn es gilt das Ohm’sche Gesetz der Wechselstromtechnik:

w(t) = 4o - Q- eldu . plwt — §-elvt
i(t) = 7. ei(wtto:) — i el%i . plwt _ i olwt
t 7 A ~
z = 4L gzl

l(t) 2 I3 2

Es soll jetzt der Scheitelwert ¢ als Funktion der Frequenz w diskutiert werden:

A (0 142
i = f(w) = ) , glw) = R* + (wL — E) (w>0)

Die Berechnung der ersten drei Ableitungen wird mit Hilfe der Ersatzfunktion
g durchgefiihrt (w > 0):

f@) = o = g

IO = gl g = e,

P = i [0 @ g ) 5 o) )
= i 9 ) S ]

PI@) = i [0 e S 0@ @ @) + )]

Im wesentlichen werden also die Ableitungen von g bendtigt:

Jw) = 2(wL- i) (£+ L) — 2wI?—

wC w2C w3C?
J'(w) = 2L*+ 0
wtC?
24
g"(w) Wb (2

(i) Definitionsbereich
D(f) = (0,00)
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(if)

(iii)

(vii)

(viii)

Wertebereich

Es sind f(w) > 0 und f(w) < %, also W(f) C (0, &].

Symmetrien

Keine

Unendlichkeitsstellen

Keine
Verhalten fiir w — 0o
fw)

U

e (B E ok

— 0 (w — 0)

w2

Ordinatenabschnitt
Nicht definiert

Giite der Funktion
feC>®((0,00))
Nullstellen

Keine im Definitionsbereich (0, o0)

Extremstellen

Man kann den Extremwert auch ohne Differentialrechnung erraten: er er-
gibt sich fiir wL— i = 0. Das folgt allerdings auch aus dem Verschwinden
der ersten Ableitung:
1 1
wL—— =0 = Wy = ——

w VLC

Die Frequenz w, heif3t Resonanzfrequenz.

Als hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Extremwertes muf} die
zweite Ableitung an der Stelle w, ausgewertet werden. Dazu gibt es hier
zwei Moglichkeiten:

(1) Einsetzten des Ausdruckes von w, in die zweite Ableitung f"von f:

1 @ 4012
" 2 2
f(wr)*—ngE)'SLJ% = TR < 0
— wy ist Maximum fir [, flwr) = u

(2) f wird dann am grofiten, wenn die im Nenner unter der Wurzel stehen-
de Funktion g am kleinsten wird. Dazu muf} ihr (absolutes) Minimum
bestimmt werden. Dieses wird innerhalb von (0, c0) angenommen, d.h.
es ist ¢”(w,) auszuwerten:

" _ LC 2 _ 2
g (wy) = 2<L+?> = 8L >0

— wy ist Minimum fiir ¢
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An der Stelle w, der Resonanzfrequenz erreicht der Scheitelwert ¢ seinen
grofften Wert, der Scheinwiderstand Z ist gleich dem Ohm’schen Wider-
stand R, und es gilt

(x) Wendepunkte

Flw) 20 = g'w) gw) - - [gw)? Lo

= 0

2L
Im Spezialfall R? — Yol 0  erh&lt man

w* = also wy =

V5
(LCy VIC

~ 1,5 w,.

Aufgabe

Man zeige:  f"'(ww) # 0.

Damit hat der Graph von ¢ in diesem Spezialfall hochstens einen Wende-
punkt. Sein Funktionswert ist

(xi) Schaubild

Zur besseren Darstellung der Funktion (Abb. 5.16 und 5.17) werden noch
die Groflen li%lJr f(w) und lirgl+ f'(w) berechnet:
w— w—

u-w

fw) = —— =
VW) R 4 (Le? - L)

— 0 (w—0+)
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1 _ 1. J(w
Flo) = il gw) = —ya L
g(w)
_ 1 i _022w3 [ LC 2 4]
Y 3
2 \/ oz [1+ (LO)?w* + (C?R? — 2LC)w?]
R e
2 L /T4 (L0 + (C?R? —2LC)?
o 14+ p(w) X
= ¢4 TP C-i  (w— 04),
[+ glw) P72 = 0%)
wobei p und ¢ Polynome in w sind mit p(0) = ¢(0) = 0.
15 1.4
1.2}
1t 1t
0.8
0.5 0.6
0.4
O’ 0_2,
0,
-0.5 - - - - . -0.2! . . . . .
0 1 2 3 4 0 0.5 1 15 2

Abblldung 5.16: Graph der Funktion
i=f(w) fir R?— 2L =0

Bemerkung

Abbildung 5.17: Graph der Funktion
i=f(w) fir R=C=1,L=2

Auch wenn man die Gleichung 3. Grades zur Berechnung der Wendepunkte nur
schwer 16sen kann, so l&8t sich jetzt eine Bedingung angeben, unter denen sich
im Intervall (0,w,) noch ein Wendepunkt befindet. Dazu wird die rechtsseitige
Steigung von f im Nullpunkt verglichen mit der Steigung der Gerade durch die

Punkte (0,0) und (w,, f(w

»)). Ein Wendepunkt existiert dann, wenn gilt (Abb.

5.17):
/ f(wr)_o _ f(wr)
f (0+) < Wy — O - Wy
. /R aVILC
VIO R
L
= R < C
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5.5.4 Extremalprobleme mit Nebenbedingungen

Die lokalen Extremwerte einer differenzierbaren Funktion lassen sich dadurch
ermitteln, dafl man zuerst die kritischen Punkte bestimmt:

Kritische Punkte sind solche, in denen der Funktionsgraph eine waa-
gerechte Tangente besitzt.

Analytisch lduft diese Ermittelung darauf hinaus, die Nullstellen der ersten
Ableitung zu bestimmen und mit Hilfe der zweiten (oder einer htheren) Ablei-
tung zu untersuchen, ob der ermittelte kritische Punkt tatsichlich ein lokales
Extremum (Minimum oder Maximum) ist.

Oft unterliegen die gestellten Aufgaben noch zuséitzlichen Bedingungen, den
sog. Nebenbedingungen. Will man beispielsweise den kiirzesten Weg von Berlin
nach Neuseeland ermitteln, so besteht dieser in einer (geraden) Strecke, die in
der Nihe des Erdmittelpunktes vorbeifiihrt, eine zwar richtige -, praktisch aber
unbrauchbare Losung. Hier lautet die Nebenbedingung, dafl man den kiirzesten
Weg auf der Erdoberfliche suchen muf.

Die Schwierigkeiten bei der Losung eines Extremalproblems mit Nebenbedin-
gungen bestehen im wesentlichen in den folgenden drei Punkten:

(I) Analytische Umsetzung des Problems

(IT) Verarbeitung der Nebenbedingung(en) zur Reduzierung der Anzahl der
auftretenden Variablen

(ITT) Anwendung der Maschinerie der Differentialrechnung (kritische Punkte,
2. Ableitung, etc.)

Beispiel 5.19

Welches Verhiltnis miissen Radius und Ho6he einer zylindrischen Dose aufwei-
sen, damit

(a) bei gegebenem Volumen Vj die Oberfliche A minimal ist;

(b) bei gegebener Oberfliche Ay das Volumen V maximal ist;

Losung  Fall (a)

(I) Analytische Umsetzung des Problems:

Die Oberflache einer solchen Dose berechnet sich nach der Formel

A = a(r,h) = 2mr® +2nrh = 2mr(r + h).

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



KAPITEL 5. DIFFERENTIATION VON FUNKTIONEN EINER

296 REELLEN VARIABLE
(IT) Verarbeitung der Nebenbedingung zur Reduzierung der Anzahl der auf-
tretenden Variablen:
Das Volumen der Dose berechnet sich nach der Formel
V :=w(r,h) = 1m*h = V (r,h > 0),
. h= N
72
Diese Grofle fiir A wird in die Formel fiir die Oberfliche eingesetzt, und
man erhélt eine Funktion von nur einer Variable:
A = a(r,h = ﬁ) = 2mr- Yo + 272 = 2 (E +7T7‘2> =: b(r).
2 2 r
(ITT) Anwendung der Maschinerie der Differentialrechnung;:
Vo
A =V = 2 (_7 2 )
(r) 2 + 27r
A= W) = 4( ) >0 (r>0)
r
Vo
b L0 = 4 —
(r) - ro or
Zu diesem Wert rg gehort die Hohe
Ve Ve V34m? 3/ Vi
ho = —% = —1— = ¢[0 7 = 2. 9[22 = ap,
TG 3/ V3 V5 2m

Die Dose hat also einen quadratischen Querschnitt. Die Losung der Auf-
gabe im Fall (b) liefert durch eine Maximierung des Volumens dasselbe
Ergebnis.

Beispiel 5.20

Der kreisformige Querschnitt der Spule eines Transformators soll durch
einen KEisenkern von kreuzférmigem Querschnitt maximal ausgefiillt werden,
s. Abb. 5.18.

e Wie sind die Abmessungen des kreuzformigen Querschnittes zu wihlen?

e Wieviel Prozent der Kreisfliche werden von dem Eisenkernquerschnitt

ausgefiillt?

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



5.5. ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG 297

AN RN

Abbildung 5.18: Eisenkern in der Spule eines Transformators

Losung

@

(IT)

(111)

Analytische Umsetzung des Problems:

Die Querschnittsfliche des Eisenkerns ist gegeben durch
A = a(z,y) = 2-2zy+2-2y(z —y) = 4y(2z —y).
Verarbeitung der Nebenbedingung zur Reduzierung der Anzahl der auf-

tretenden Variablen:

Die Nebenbedingung lautet hier, dafl  und y nicht beliebig voneinan-
der gewihlt werden kénnen, sondern iiber den Spulenradius miteinander
gekoppelt sind:

R N S g ]

Setzt man das in die Gleichung fiir die Querschnittsfliche A ein, so erhélt
man eine Funktion, die nur von einer Variable abhingt:

A=alz=vVrr—y2y) = WVrr—y>—y) = by).
Anwendung der Maschinerie der Differentialrechnung;:
Diese Funktion ist jetzt wie iiblich zu behandeln (x,y,r > 0):

-2
A= by = 402 r2—y2—y)+4y<2y—1>
24/12 — 92

2
Y
= 8< Tz—yZ—y—H>
-y

2,2 .2 —2y
—2y _1_2.@7’ e e

24/12 — 92 r? —y?

8 3
= T 3y—|—\/1"2—y2~l— i < 0
’r2—y2 r2—y2

A// — b//(y) — 8
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/ ! 3/2
b'(y) =0 — 8 r2 —y2 —y— =0
7’2 y2

8 2 2 2 2 2

— 7(T—y—y 7“—y—y>:0
7f.2_y2

SN T2—2y2 =y /7'2—y2

SN (7’2—2y2)2 — y2(r2—y2)

SN 5y4 o 57‘2y2 4 T4 =0

Die letzte Gleichung ist eine sog. biquadratische Gleichung und wird
durch die Substitution u := y? gelést. Man erhilt die beiden Losungen

20 VB 2 VB
= — |14+ — = —[1-—
Uy 5 ( + 3 > und U9 5 3

und daraus die vier Werte

o= Ty V5 yg::—g 3 1+\gg ,

Yz = =V24{/1—- — Ya 1= 1—?

r ) )
V5 T V5
2
y2 und y4 haben keine praktische Bedeutung, da nur positive Losungen
interessieren: dieses sind die beiden Losungen y; und y3. Dazu gehoren
die zwei korrespondierenden Werte x; und x3, und zwar:

: /5
Ty = rz—y%:§\f2 1—?:%7

r )
z3 = (2 —yi = 5\/5 1+\5[ = 9.

Das war zu erwarten: die Losung dieser Aufgabe kann nicht davon ab-
héngen, welche der beiden Strecken des Eisenkerns x und welche y ge-
nannt wird.

Die zweite Ableitung b” ist global negativ, d.h. es ergibt sich stets ein
negativer Funktionswert unabhéngig davon, welches (positive) Argument
y man einsetzt. Somit liegt in der Tat ein relatives Maximum fiir b vor.
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Andere Alternative:

Bei der Losung der Aufgabe wurde so vorgegangen, daf3 eine Variable mit
Hilfe der Nebenbedingung durch einen Ausdruck ersetzt wurde, in wel-
chem nur noch die andere Variable auftrat (hier:  wurde durch /72 — y?
ersetzt). Man kann auch beide Variablen z und y zugunsten einer neu-
en, dritten Variable eliminieren. Anbieten tun sich hier Polarkoordinaten,
was auch noch den Vorteil hat, dafl man die Wurzel und damit das léstige
Differenzieren umgeht.

¢ wird als unabhéingige Variable eingefiihrt, der Spulenradius 7 ist kon-
stant:

T =1r-cos¢ , Yy =r-sing

A = ¢(p) = 4(2r’singcosd — r?sin® @) = 4r2(sin2¢ — sin® ¢)

A = (@) = 4r?(2cos2¢ — sin2¢)

A" = "(¢) = —8r%(2sin2¢ + cos2¢)

d(y) 0 — tan2¢ = 2
2¢ = arctan2 =1,107 , ¢o =0,5536

d"(¢o) = —8r?cos2pp(2tan2¢g+ 1) = —40r?-0,4473 < 0

— fiir ¢¢ liegt ein relatives Maximum vor.
Die gesuchten Abmessungen ergeben sich zu

xrg = r-cos¢g = 0,85067r

Yo = r-singg = 0,5256r

A = c(pg) = 4r?-(0,8944 —0,2764) = 2,472r>
und damit betrigt die von dem Kreuz ausgefiillte Fléche

2.472
cldo) _ 2 — 0,787 = 78,7%.

mr2 T

Beispiel 5.21  (Leistungsanpassung)

Ein Generator mit der Quellenspannung U, hat einen Innenwiderstand R;. An-
geschlossen ist ein verdnderlicher Verbraucherwiderstand R, s. Abb. 5.19.

Bei Kurzschluf (R, = 0, also U, = 0) und bei Leerlauf (R, — oo, also
I = I, — 0) erfolgt keine Leistungsaufnahme (P = U, - I,,I, = I). Dazwi-
schen gibt es fiir den Verbraucherwiderstand R, einen Wert, bei dem er die
groBtmogliche Energie aufnimmt (Leistungsanpassung). Dieser Maximalwert
soll bestimmt werden.
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R; R,
1
Uq

Abbildung 5.19: Generator mit Innenwiderstand und Verbraucherwiderstand

Losung

Ry := R,+R; ist der Gesamtwiderstand der vorliegenden Serienschaltung. Nach
dem Ohm’schen Gesetz fliefit ein Strom der Stérke
Ug _ Uy

I =24 = 1
R, R.+Ri

Damit ergibt sich die Leistungsaufnahme (P = U - I) am Verbraucher zu
Us - Uy

P =U,-1= = a>4ta)-
U R TR f(Uq, Ra)

Mit Hilfe einer Nebenbedingung (Maschenregel) sowie dem Ohm’schen Gesetz
erhélt man daraus eine Funktion von nur einer Variable:

Nebenbedingung:  (Maschenregel)

Uy = Us+U; = Ug+Ri- I
— U, = U—Ri- 1

U; : Spannungsabfall am Innenwiderstand der Spannungsquelle

Die vom Verbraucherwiderstand R, aufgenommene Leistung betragt somit

P = f(Uy=U,—R;-1,Ry)
= U,—Ri-I)-I
— U, — Rqu Uq
~ " R,+R;) \R.+R
R
S U —
a (Ra +Rz)2
= g(Ra)
Ri— R
2 ) a
PI - g/(Ra) = Uq . 7(Ra T R,L)?’
R, —2R;
P = g”(Ra) = 2Uq2 . m
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! U?
gy)=0  —  Ra=Ri . P=g(R)= 5
2
' (Ri=R;) = ——1=- <0 — relatives Maximum

(2R;)?

Die maximale Leistungsaufnahme erfolgt fiir R, = R;, wenn also der Verbrau-
cherwiderstand mit dem Innenwiderstand der Spannungsquelle iibereinstimmt
(Leistungsanpassung).

Angebotene Generatorleistung:

Beim Kurzschlufi des Generators (R, = 0) ist die Generatorleistung zwar grof,
wird aber im Innenwiderstand R; verbraucht; es erfolgt keine Leistungsauf-
nahme (Die Wicklungen der Spulen des Generators werden hierbei von hohen
Stromen durchflossen, die den Generator sehr stark erwidrmen und nach kurzer
Zeit zerstoren konnen). In diesem Fall hat die Generatorleistung den Wert
U, Uy
P=U,-1 =U,--*% =2 =P
7 R R; ¢

Man nennt diesen theoretischen Wert P, die angebotene Leistung des Genera-
tors; sie ergibt sich bei Kurzschluf.

Verfiigbare Leistung:

Die maximale Leistungsaufnahme

U2
9(Ra=Ri) = 4 z,
1463t sich mit Hilfe von P, ausdriicken:
1
Pmax - g(Ra:Rz) - Z'Pa

Diese maximal von einem Generator mit bestimmter EMK an einen Verbraucher
abgegebene Leistung nennt man die verfiighare Leistung des Generators. Diese
betrdagt ein Viertel der bei Kurzschlul vom Generator erzeugten maximalen
Leistung P,, s. Abb. 5.20.

5.5.5 Fehlerrechnung

Um den Wert einer Grofle (Stromstirke, Temperatur) zu bestimmen, werden
Messungen mit bestimmten Instrumenten nach bestimmten Methoden durch-
gefiihrt. Der erhaltene MefSiwert wird i.a. nicht mit dem wahren Wert der Grofle
tibereinstimmen, da bei den experimentell durchgefithrten Messungen Fehler
unvermeidlich sind.

Man unterscheidet drei Arten von Mefifehlern:
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1.5
P=1f(Ra)
1,
0.5
0
Ra=Ri Ra
-0.

0 2 4 6 8 10 12

Abbildung 5.20: Graph der Funktion P = g(R,)

(i) Grobe Fehler

Diese ergeben sich etwa durch Unaufmerksamkeit des Messenden (Be-
obachters), beispielsweise dann, wenn ein (grober) Ablesefehler erfolgt.
Prinzipiell gehoren grobe Fehler zu den vermeidbaren Fehlern.

(ii) Systematische Fehler

Diese sind nicht immer vermeidbar und resultieren hauptséichlich aus
Méngeln des MeBinstrumentes bzw. der Art des Mefivorganges.

Beispiele:

e Ein Maflband ist zu kurz.
e Ein Thermometer besitzt einen Nullpunktfehler.

e FEine Personenwaage zeigt stets ein kg zuviel an ...

Solche regelméfliigen Fehler haben daher immer dasselbe Vorzeichen. Ab-
hilfe schaffen Kontrollmessungen mit anderen Meflinstrumenten oder eine
Eichung des MeBinstrumentes vor der Messung.

(iii) Zuféllige - oder statistische Fehler

Diese ergeben sich aus dem Zusammenwirken zahlreicher Fehlerursachen,
die vom Beobachter in der Regel nicht erfait und deshalb auch nicht
beseitigt werden konnen; solche Fehler sind daher nicht vermeidbar. Die
hier auftretenden kleinen Teilfehler ergeben sich zufillig, so daf3 positive -
wie negative Abweichungen gleichwahrscheinlich sind. Einige der Teilfehler
konnen sich somit gegenseitig aufheben.

Wie die Teilfehler zu den einzelnen Fehlerkategorien bleibt auch der resultie-
rende Fehler unbekannt, er heifit Mef- oder Beobachtungsfehler. In diesem
Abschnitt werden zuféllige - oder statistische Fehler behandelt.
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5.5.5.1 Absoluter - und relativer Fehler

Definition 5.4

Sei x,, der wahre Wert einer Mefigréle X und = der erhaltene Mef3wert.

Az = x —z, hei3t absoluter Fehler

Az
T

heifit relativer Fehler
der Mef3grofie X.

Bemerkung

(i) In der Regel ist der wahre Wert x,, nicht bekannt und muf geschétzt wer-
den, etwa als Mittelwert einer aus mehreren Einzelmessungen bestehenden
Stichprobe.

(ii) In der Statistik wird die Mefigrole X durch eine sog. Zufallsvariable ma-
thematisch beschrieben, die erhaltenen Mefiwerte heiflen beobachtete Wer-
te oder Realisierungen von X.

Beispiel 5.22

An zwei Voltmetern wird je eine Messung vorgenommen und der Mefifehler
geschétzt:

U = (42,940,3)V

Uy = (77,34+0,5)V

Fiir die zugehorigen relativen Fehler erhélt man

AU, 40,3V

= = :l: = :l:
0, 29V 0,007 0,7%
AU, +0,5V
— = = =£0,006 = =0,6
U, 77,3V ’ 6%

Der relative Fehler zeigt also besser als der absolute Fehler, dafl die zweite
Messung genauer ist. Aus diesem Grund sollten Messungen mit analogen Mef3-
instrumenten moglichst im oberen Drittel des Anzeigebereiches durchgefiihrt
werden.

Ist ein MeBwert x mit einem (absoluten oder relativen) Fehler gegeben und soll
daraus mit Hilfe einer Funktion f eine neue Grofle y = f(z) berechnet werden,
so ist auch diese mit einem Fehler behaftet:

— der Fehler pflanzt sich fort.
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5.5.5.2 Fehlerfortpflanzung und logarithmische Differentiation

Seien 7 ein Intervall und f in 7 differenzierbar. Dann gilt nach dem Mittelwert-
satz fir xg,x € Z, Ax := x — xq:

flzo+ Ax) — f(xg) = fl(xo+0-Ax)- Az

mit einem geeigneten 6 € (0, 1), das von zyp und Az abhéngt.

Man betrachte die folgende Identitat:

Af = flzo+ Az) — f(z0)
= fl(wo) Az + [f(wo+ 0 Az) — f'(x0)] - Aw

Af ist der fortgepflanzte Fehler, welcher hier interessiert. Ersetzt man nun A f
durch f'(xg)- Az, so macht man einen Fehler, der sich wie folgt abschétzen 148t:

] = f(a0) - Ar| < 25upf'(2)] - Aa

Damit erhélt man das Ergebnis:
Ist f' auf der Menge Z der untersuchten Werte beschrinkt, so ent-
steht ein von Az linear abhéngender Fehler, wenn man die (aus der

Anwendung des Mittelwertsatzes resultierende) GroBe f/(zo+60-Ax)
ersetzt durch die Ableitung an der Stelle zo: f/(x0).

Definition 5.5
Af = f(xo+ Az) — f(xo) heiBit absoluter fortgepflanzter Fehler

A Azx) —
/ = f(wo + Az) = f(ao) heifit relativer fortgepflanzter Fehler

f f(zo)

der Mefgrofle X unter der Funktion f. Ndherungsweise setzen Ingenieure mei-
stens

Af = flzo+Az)— f(zo) =~ f'(20) Az
Af _ flaotAz) — flzo)  fl=o) L,
f f (o) f (o)

Beispiel 5.23

Es wird ein Winkel ¢ im Gradmafl gemessen und daraus der Funktionswert
im Bogenmafl f(¢) := cos ¢ berechnet. Wie grof§ sind die relativen Fehler fiir
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die Winkel und die Absolutbetréige der relativen fortgepflanzten Fehler bei den
folgenden Messungen:

= 2°%+1°,
by — 8T +1°7

Loésung

Agr| 1?1

a5l = ‘20 = 5 = 50%

Ao +1° 1

i = — = 1,15

®2 ‘87O 87 ,15%
Aufgrund von f'(¢) = —sin¢ erhilt man fiir die relativen fortgepflanzten
Fehler im Bogenmaf die folgenden Werte:
A
%ﬁﬁ‘ ~ |—tangi-Adi| = |—0,035-1]-0,01745rad = 0,0609%
A
%Zf?‘ ~ | —tangs-Ads| = |—19,08-1|-0,01745rad = 33,3%
Ergebnis:

Im ersten Fall resultiert aus einem relativen Eingabefehler von 50 % bei der
Fehlerfortpflanzung ein relativer Ausgabefehler von nur 0,06 %, im zweiten
Fall dagegen produziert schon ein relativer Eingabefehler von etwa 1 % bei der
Fehlerfortpflanzung einen relativen Ausgabefehler von 33 %.

Begriindung;:

Wegen cos ¢1 > 0 machen sich bei der ersten Rechnung FEingabefehler wenig
bemerkbar. Bei der zweiten Rechnung dagegen machen sich wegen cos ¢2 ~ 0
auch kleine Eingabefehler stark bemerkbar.

Bemerkung

An dieser Stelle ist nichts Quantitatives dariiber bekannt, wenn ,,~“ durch ,,=*
ersetzt wird. Jedoch 148t die explizite Angabe des Fehlers

Af = fl(wo) - Az = [f(wo+0-Az) — f'(z0)] - Az

vermuten, dafl man — hinreichende Differenzierbarkeit von f vorausgesetzt —
durch eine weitere Anwendung des Mittelwertsatzes auf die rechte Seite auf

Af = f(z0) - Az = f"(zo+061-0-Az)- (Ax)?

(01 € (0,1) geeignet) schlieBen kann.

Diese Vermutung ist tatséchlich richtig und wird spéter mit einer Art erweiter-
tem Mittelwertsatz verifiziert, der Formel von Taylor; s. Satz 5.17.
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Beispiel 5.24
Seien n € IN und ¢ € R. Dann ist die durch die Potenzfunktion
y = f(x) = c-a" (x € R)

hervorgerufene relative Fehlerfortpflanzung in einer kleinen Umgebung von g
ungefihr das Produkt aus relativem Eingabefehler und Exponenten der Funk-
tion:

y = fl(z) == c-n- 21 (x € R)
Af f(x) Az
f f(z) T

nach Definition 5.5.

Anwendung:

Bei der Berechnung der Fallhéhe s aus der Fallzeit ¢ beim freien Fall ergibt sich
der relative Fehler wie folgt:

1
= taf (20
N gzﬂ-AtZZ-g.
s s(t) t

Der relative Fehler der Fallhtche ist doppelt so grofl wie der relative Fehler der
Zeitmessung.

Ich kehre noch einmal zuriick zu der Naherungsformel aus Definition 5.5:

Af  flao+Ax) = f(x)) _ f'w0)

[ Fy R Ten B
hierbei wird natiirlich f(zg) # 0 vorausgesetzt. Dann gilt:
_ fll@o) —  d
(@) fwo)>0 : o gme@»)$m7
xo
) fay<o s = o (m(-r@)]

da f(z) # 0 (z € U(z)) (warum?). FaBt man die beiden Fille (a) und (b)

zusammen, so erhélt man insgesamt

f'(x0)
f(zo)

d
= (f(@))

T=x0

Definition 5.6
Sei f in einem Intervall Z differenzierbar und dort fiir alle  ungleich Null. Dann

heifit
_ =)
T=T0 f(fUO)

d
= (mf(@)) (ve)
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die logarithmische Ableitung von f in 7.

Mit Hilfe dieser neuen Bezeichnung erhélt man fiir den relativen Fehler das
folgende

Korollar

Man erhélt den ungefdhren relativen fortgepflanzten Fehler der Funktion f da-
durch, dafl man die Funktionsgleichung fiir den Betrag,

y = |f(@)] (z €, f(x) #0),

zuerst logarithmiert, dann differenziert und anschliefend das Ergebnis mit Az
multipliziert.

Beweis
y = |f(z)]
— Iny = In[f(x)]
N _ @) A, o A
y " ez, flwo) =" f

5.5.5.3 Das Differential

In diesem Abschnitt soll der Niherung fiir den absoluten fortgepflanzten Fehler
ein Name gegeben werden:

Definition 5.7

Der Ausdruck
df = f'(z0) - Aw

heifit Differential von f an der Stelle xy zur Verschiebung Ax.
Dabei gilt die folgende Beziehung;:

Af = flzo+ Az) — f(=zo)
= fl(z0)- Az + [f(zo+ Ax) — f(wo)] — f(w0)  Ax

_ fl(],‘o) Az 1+ f(SC(] + AAZEQ): - f(l‘[]) B f/(xO) Az

=: df + R(zo, Az)

— %ﬁ = f'(zo) +

R(zo, Ax)
Az
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Aufgrund der letzten Beziehung ist die Differenzierbarkeit von f an der Stelle
o notwendig und hinreichend dafiir, dafl der ,Rest“ gegen Null konvergiert,
falls Az — 0 gilt:

Af . R(zo,Ar)
Aim Ry = Flwo) = Jim — e =

Die geometrische Interpretation ist der Abbildung 5.21 zu entnehmen.

Y

flao) |

x x x
Abbildung 5.21: Das Differential der Funktion f

Die Tangente an der Stelle xg an f hat die Gleichung

y — f(xo)

= = f'(z0) (z € R).
T ZTo

A

= 0 bedeutet, daf} die Differenz Af — df zwischen
Axz—0 Ax

e dem Zuwachs Af von f auf dem Graphen f und

e dem Zuwachs df von f auf der Tangente an f in xg

flir ¢ — xg, d.h. fir Az — 0, ebenfalls gegen Null geht.

Bemerkung

Wie im letzten Abschnitt schon bemerkt, weifl man nichts Quantitatives iiber
diese Konvergenz, also dariiber, wie schnell A f —df gegen Null geht fiir Az — 0.

Ingenieure ersetzen dennoch den Fehler A f fiir ,, kleine* Ax durch df und hoffen,
nicht allzu sehr vom wahren Ergebnis abzuweichen. Mathematisch bedeutet
das die Ersetzung des Funktionswertes der Ableitung an der Zwischenstelle
(o + 6 - Az) im Mittelwertsatz durch den Funktionswert f(x) selbst bzw.,
was auf dasselbe hinausléuft, den Abbruch der Taylor-Reihe nach dem 2.Glied
ohne Beriicksichtigung des Restgliedes.
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* Aufgabe

Ist f in einer Umgebung von xg differenzierbar, so gilt nach dem Mittelwertsatz

R(zo, Az) f(zo + Az) — f(x0)

Ax - Ax — f'(xo)
! 0-Ax)- A
- Lot BB B2 i)

= fl(xo+0Az) — f'(x0)
mit einer geeigneten Zahl 6 € (0, 1). Nun ist

. R(xg,Ax)
e 1 _—
0 A;:IEO Az

= Jim [f'(z0+0- Az) — f'(w0)]

— f(z0) = Algiqgo (o + 0 - Azx).

Diese letzte Beziehung scheint zu bedeuten, daf die Ableitung f’ von f im Punkt
xo stetig ist: Grenzwert der Funktionswerte = Funktionswert des Grenzwertes.
Tatséchlich mufl das aber nicht unbedingt der Fall sein, wie das folgende Beispiel

zeigt:
x3/2-sin% , +#0
o |

B 0 L 2=0
f ist im Intervall [—1,1] differenzierbar mit der Ableitung

3,.1/2 gipl - 1 . 1
, 5T sing — —z-cosy , zF0
f(:C) = 1 w3/2~sin%—0 -0 —0
IR =0 es

Die Ableitung f’ ist in [—1, 1] iiberall definiert, aber unbeschrénkt und in z = 0
unstetig.

Wo in dieser Aufgabe hat die Schlufiweise zu Eingang des Beispiels versagt?

Zumindest im Fall einer stetig differenzierbaren Funktion tritt dieses Phénomen
nicht auf, und man erhilt Af ~ df um so besser, je kleiner |Ax| ist.

Beispiel 5.25
Durch Erwarmung vergrofliere sich der Radius einer Kugel von

r1 = 2,000 auf ro = 2,034.

Wie gro8 ist die Zunahme des Kugelvolumens?
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Loésung

Die Berechnung des absoluten fortgepflanzten Fehlers

4 4
AV = gﬂ'(r%—r‘;’) = 571'-0.415

ist recht unbequem: er betrigt AV = 1,738, der relative fortgepflanzte Fehler
errechnet sich zu
AV iy —1}) 0.415

v %wr% = 5 = 0,0519 = 5,2%.

Eine leichter zu erhaltende Néherung erhélt man aus der Ndherung fiir den
absoluten fortgepflanzten Fehler

AV ~ dV = 4mwr? - Ar = 47-2,000%-0,034 = 1,71,

woraus sich als Niherung fiir den relativen fortgepflanzten Fehler ergibt (vgl.
Beispiel 5.24 iiber die Fehlerfortpflanzung einer Potenzfunktion):
AV dV 4mr? - Ar Ar 0,034

Vv Vv amrd r1 2,000

= 0,051 = 5,1%.

Die prozentuale Anderung des Kugelvolumens betriigt also ungefihr 5,1 %, was
als Ndherung gar nicht so schlecht ist, wenn man den geringeren Rechenaufwand
beriicksichtigt.

Beispiel 5.26

Mit welcher Genauigkeit mufl der Durchmesser d einer Kugel gemessen werden,
wenn der relative Fehler des daraus berechneten Kugelvolumens unter 1 %
liegen soll?

Loésung
AV av Ad
— X — = 3 — 0,01 =1
T i = %
A
— 761 < 0,0033 = 0,33%
Bemerkung

(i) In den zwei letzten Beispielen liegt keine Angabe dariiber vor, wie grof§
der Fehler ist, den man macht, wenn man ,,~“ durch ,=* ersetzt.

(ii) Das Gegenbeispiel davor (* Aufgabe) macht klar, dal man genau das
in den Griff bekommen muf, also eine Abschitzung dafiir, wie grof§ der
Fehler ist, den man macht, wenn man den absoluten fortgepflanzten Fehler
Ay durch das Differential dy ersetzt. M.a.W., zur exakten Beschreibung
fehlt eine quantitative Abschétzung des sog. Restgliedes R(zg, Ax).
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(iii) Unnotiger- und verwirrenderweise hat sich eine andere Schreibweise ein-
gebiirgert. Wenn — wie so oft iiblich — das Funktionssymbol f mit dem
Wert f(z) dieser Funktion an der Stelle x identifiziert wird — f = f(z) —
so erhélt man fiir die spezielle Funktion

f(@) ==z (x € R)
— f = f(z) = x — das Differential
df = dov = fl(z)-Az = 1-Az = Ax.

Mit der Beziechung Ax = dx wird dann aus dem Differential einer beliebi-
gen Funktion g:

y = g(z) — dg = ¢'(x) - da.

5.5.6 Newton’sches Tangentenverfahren
Ein spezielles und sehr effektives Iterationsverfahren zur Naherungslosung der

Gleichung f(x) = 0 ist das sog. Newton’sche Tangentenverfahren, zu dessen
Anwendung allerdings die Differenzierbarkeit von f benétigt wird.

Y

é- Tl Zo xT

Abbildung 5.22: Newton’sches Tangentenverfahren

Der Grundgedanke des Verfahrens besteht darin, die Funktion f an der Stelle
T zu linearisieren. Darunter versteht man ihre Ersetzung durch eine Gerade g
derart, daf gilt:

f(zo) = glxzo) »  f'(w0) = ¢'(20)
Aus dem Ansatz fiir eine Gerade g(z) := mz+n (x € R) ermittelt man sofort
m = f'(z0) , n = f(xo) =0~ f'(z0),

also
g(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — x0) (z € R).
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Geometrische Bedeutung der Linearisierung

Ersetzung des Funktionsgraphen durch die Tangente im Punkt (zg, f(z¢)). Der
Schnittpunkt der Tangente mit der Abszisse ist i.a. eine verbesserte Néhe-
rungslosung fiir die Losung von f(x) = 0 als der Startpunkt z es ist.

Zur Berechnung dieses Schnittpunktes x1 der Tangente mit der Abszisse (Null-
stelle der Tangente) erhilt man aus

ta) = flao) + f'(z0) - (x —w0) = 0

die Beziehung
f(xo)

f'(wo)

Nun kann man das Verfahren mit x1 wiederholen und erhilt eine Iterationsfolge
{zn}nen, definiert durch

r1 = o —

Das ist die Newton’sche Iterationsformel.

Bemerkung

(i) Als Iterationsverfahren dient das Newton’sche Verfahren nicht zur Berech-
nung von Losungen von Gleichungen sondern zur Verbesserung bereits
vorhandener Ndherungslésungen.

(ii) Anschaulich ist klar, daB der Startpunkt xzo der Iteration nicht in der
Nihe eines kritischen Punktes (erste Ableitung gleich Null) liegen darf
und daf} zwischen zy und der gesuchten Nullstelle £ keine Extrema oder
Wendepunkte liegen diirfen (Abb. 5.23 - 5.25).

Bemerkung

Offensichtlich mufl man sich iiber die Konvergenz des Newton-Verfahrens un-
terhalten, da i.a. nicht sicher ist, ob die konstruierte Iterationsfolge {z }nen
gegen eine Nullstelle konvergiert und wenn ja, ob es auch die richtige ist;
s. Abb. 5.25. Dazu mufl man jedoch etwas weiter ausholen und einen sog. Fix-
punktsatz heranziehen. Das ist ein Problem der Numerischen Mathematik und
soll hier unterbleiben.

Beispiel 5.27

Fiir
flz) == 23 =3z +1 (r € R)
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ro & x1

Abbildung 5.23: Startpunkt in der
Nihe eines Extremums

r1/§

Zo ‘S

Abbildung 5.25: Wendepunkt zwi-
schen zg und der Nullstelle &

Abbildung 5.24: Extremum zwi-
schen xy und der Nullstelle &
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ist f'(x) # 0 aufer fir z € {—1,1}; dies sind aber keine Nullstellen von f, also
148t sich die Iterationsfolge {xy }nen ,,weit weg” von —1 und 1 ansiedeln. Fiir
den Startwert zo := 0,3 erhélt man durch Einsetzen in (5.1) die Werte

zo = 0,3

r1 = 0,3— 2721,27; = 0,34652015
xg = 0,346520 — 8’2(?%23(;2 = 0,34729612
x3 = 0,347296 — % = 0,34729636

5.6 Differentiation von Potenzreihen

Eine Potenzreihe mit dem Entwicklungsmittelpunkt zgp und den Entwicklungs-
koeffizienten ay, ist gegeben durch einen Ausdruck der Form (3.10)

[e.9]

Zak(z—ZQ)k = ap+ai(z — 20) +as(z — 2)* + - - .
k=0

Ist r der Konvergenzradius dieser Potenzreihe, so ist durch
[e.9]
k
z Zak(z—zo) (|z — 20| <)
k=0

eine (komplexe) Funktion definiert.

Eigenschaften dieser Funktion werden im folgenden untersucht. Dabei be-
schrianke ich mich hier auf

e den Fall reeller Koeffizienten, i.e. a = R (k € INy),

e Reihen mit dem Entwicklungsmittelpunkt zy = 0.

Ein erstes Ergebnis ist der folgende

Satz 5.14  (Stetigkeit von Potenzreihen)
Seien {ay}ren, eine reelle Folge, r der Konvergenzradius der Potenzreihe
o0

S aga® mit r > 0.
k=0

Dann ist die durch

flx) = Zakxk (—r<az<r)
k=0
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definierte Funktion stetig.

Beweisidee

Sei £ € (—r,7). Dann ist zu zeigen:

AV N [lr=g<s = If@)-fOl<=].

e>0 >0 |z|<r

Dazu zerlegt man f(z) — f(§) in die Form

N N oo 0o
@) =& = D aa® =Y ad® + D wat - > at
k=0 k=0 k=N-+1 k=N+1

Dann wahlt man

e N so grof}, daB die letzten beiden Summen ,klein“ werden, und zwar jede
einzeln, gleichméBig fiir alle x einer geeigneten Umgebung Uy (&),

e § > 0 so klein, daB fiir |x — £| < ¢ die Differenz der ersten beiden (endli-
chen!) Summen klein ist; diese Differenz ist als Differenz zweier Polynome
eine stetige Funktion.

Beim Ubergang von Polynomen zu Potenzreihen bleibt innerhalb des Konver-
genzintervalles die Eigenschaft der Stetigkeit also erhalten. Es gilt jedoch mehr:
die Eigenschaft der Differenzierbarkeit bleibt auch erhalten, und zwar ist

»die Ableitung der Reihe gleich der Reihe der Ableitungen®, diese
ist wieder eine Potenzreihe mit demselben Konvergenzradius wie die
urspriingliche Reihe.

Satz 5.15  (Differenzierbarkeit von Potenzreihen)

o0
Sei > ayx® eine reelle Potenzreihe mit dem Konvergenzradius r > 0. Dann gilt
k=0

oo
(i) Die Potenzreihe Y k-agz" ! hat ebenfalls den Konvergenzradius 7.

k=1

o0
(i) Die durch f(x):= 3 aga® (—r < x < r) definierte Funktion ist differen-
k=0
zierbar, und es gilt

fl(x) = Zk‘akxk_l (—r<z<r),
k=1

d.h. es gilt

( 3 akxk>/ = i (akmk), (—r<ax<r).
0

k= k=0
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Beweis

(i) Fir alle k € IN ist

\k/]k-ak\ = W \k/|ak|.

Falls der Grenzwert s := klim {/|ak| existiert, so stellt er den reziproken
— 0

Konvergenzradius der Ausgangsreihe dar: »r = 1/s. Dann folgt nach der
Bemerkung auf p. 211 unmittelbar

klim ival klim (\k/E \k/\ak\)
= klim VEk - klim m

= 1 lim {/|axl,
k—oo
o0
d.h. die Potenzreihe 3" k- apx*~! hat ebenfalls den Konvergenzradius 7.

k=0

(ii) Mit einer zum Beweis des letzten Satzes analogen Idee zeigt man

AV A [yx §\<5:,'f Zkakx -

e>0 >0 |z|<r

Folgerung

Die durch eine Potenzreihe dargestellte Funktion f ist innerhalb des Konver-
genzintervalles der Potenzreihe beliebig oft differenzierbar, und die Ableitung
f! erhilt man dort durch gliedweise Differentiation der Potenzreihe. Innerhalb
ihres Konvergenzintervalles (Konvergenzkreises in C) konnen Potenzreihen
daher quasi wie Polynome behandelt werden.

Dieses Ergebnis soll nun an einigen Beispielen demonstriert werden.

Beispiel 5.28

Man betrachte die reelle Potenzreihe

k

> xr
k=0

Nach (3.12) ist diese Reihe iiberall konvergent. Daher ist f iiberall beliebig oft
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differenzierbar, und es gilt fiir jedes x € R:

[o.¢] mk /
f/(ﬂf) = <Z k')

k=0
o0 1 . /
- X )
k=0
= 1 k—1
— Z ik k-1
k=1
i k=1
- 1
= (=)
— Z o
k=0
= flx)
Bemerkung
Es ist
ex = Z 7' ('f € R),

k=0

und diese ,,Gleichheit* kann man dann als Definition der Exponentialfunktion
verwenden, s. (3.16).

Beispiel 5.29

Die reelle Potenzreihe

I‘Zk
(2k)!

gz) = Y (1) (z € R)

k=0

ist nach (3.13) ebenfalls {iberall konvergent, lafit sich damit {iberall beliebig oft
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differenzieren und besitzt die Ableitung (z € R):

/x _ - _1\k x% /
[e.@] 1 ’
= kz_;)(_l)k(zk)! <w2k>
o0 1 B
— kzl( 1)k(2k)| 2k - 22k 1

0 x2k+1
- kzo(_l) (2k +1)!
= — f(2)

Bemerkung

Nach (3.16) ist die Reihe fiir die Funktion g die Potenzreihe der Kosinusfunk-
tion, und die Reihe fiir f ist die der Sinusfunktion. In der Mathematik werden
die trigonometrischen Funktionen durch diese Potenzreihen definiert.

Aufgabe

Man argumentiere, dal die durch eine Potenzreihe definierte Funktion h,

2k:+1

kzo 2k+1) (z€R)

beliebig oft differenzierbar ist und fithre die Differentiation explizit aus.

5.7 Taylor-Polynome und Taylor-Reihen

Im folgenden soll fiir eine hinreichend , glatte* Funktion f ein Polynom p be-
stimmt werden, das in der Néhe einer Stelle g € D(f) die Funktion f ,gut
approximiert” in dem Sinne, dal f und das Polynom p an der Stelle xq gleiche
Ableitungen bis zur Ordnung n haben (n : Grad des Polynoms).

Man hat dann die Hoffnung, dafl sich in der Ndhe von xg die Funktionswerte
und die Werte des Polynoms nur ,,wenig“ unterscheiden.
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Y
A
To(z) =1+ + 32°
Ti(z)=1+z
D T()(H?) =1
-1 1 x

Abbildung 5.26: Approximation der e-Funktion an der Stelle xg = 0 durch
Polynome

Beispiel 5.30  (s. Abb. 5.26)

flz) = ¢ (zr € R)
To(x) = 1 . To(0) = £(0)
Ti(z) = 1+ : T(0) = f(0), T1(0) = £(0)
22
D(z) = l+o+— : D(0) = f(0), T3(0) = f(0), T5(0) = f(0)

(5.2)

Die Polynome, welche eine hinreichend oft differenzierbare Funktion f auf diese
Weise approximieren, heiflen Taylor-Polynome.

Bemerkung

Es gibt natiirlich noch andere Moglichkeiten zu vereinbaren, wann ein Polynom
eine gegebene Funktion ,,gut* approximiert. Einige dieser Mo6glichkeiten seien
hier aufgezéhlt:

1. Interpolationspolynom vom Grad n durch (n+1) gegebene Punkte

Vorteil: Das Polynom stimmt mit der Funktion an (n + 1)
Punkten iiberein, die man sich aussuchen kann.

Nachteil: ~ An den iibrigen Punkten kann die Abweichung sehr
grof3 sein.

2. Approximationspolynom im £?-Sinne

Vorteil: Auf dem ganzen Intervall gibt es nirgendwo eine grofie
Abweichung.

Nachteil: Die Funktionswerte des Polynoms haben keine
Bedeutung.
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3. Taylor-Approximation

Vorteil: In einer Umgebung eines Punktes, ndmlich xq, wird
die Funktion f auflerordentlich gut dargestellt.

Nachteil: ~ Auflerhalb dieser Umgebung kann die Abweichung
sehr grof} sein.

5.7.1 Taylor’sche Formel (Satz von Taylor)
Das Ziel ist hier die Approximation einer Funktion f durch ein Polynom p. Ist
f hinreichend oft differenzierbar, so wird die Approximation beliebig gut sein

in dem Sinne, dafl an einer Stelle x = x( nicht nur die Funktionswerte von f
und p iibereinstimmen sondern auch die ersten Ableitungen.

Satz 5.16
Seien n € Ny, zp € R, ar € R (k € {0,...,n}) und

p(x) = Zak(ﬂc — zg)* (z €R)

ar = (k:e{(),...,n}).

Aussage

Die Koeffizienten eines Polynoms lassen sich durch die Ableitungen dieses Po-
lynoms am Entwicklungspunkt xy ausdriicken.

Beweis

Seien x € R, k,l € INg. Dann ist

k(k—1)--(k—=[l—1D)(xz —z0)*t |, 0<i<k
dl
= [(x - xo)k] — k! . l=k
0 , >k
Daraus folgt
pWD(zg) = 1! (le{1,...,n}).

Ist f eine (hinreichend oft) differenzierbare Funktion, deren Ableitungen im
Punkt zg mit denen eines Polynoms p bis zur Ordnung n iibereinstimmen, so
lassen sich demnach die Koeffizienten a; von p mit Hilfe von f ausdriicken:
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Folgerung

Seien n € Ny, f eine Funktion, zg € D(f), f in xp n-mal differenzierbar,
ar € R (k€{0,...,n}) und

p(z) = Zak(x — x0)" (x € R)

ein Polynom.

Dann gilt fiir alle k£ € {0,...,n}:

(k)
fB(z0) = pP(wo) = @ = ! k;(umO)
Beweis
Nach dem letzten Satz gilt
(k)
a = 2 k('xO) (k€{0,...,n}),
und daraus folgt schon die Behauptung.
Beispiel 5.31  (s. Abb. 5.26)
flx) = e” (x € R)
22
p(z) = 1+:):—|—3 (x € R)
Dann gilt:
f®) = pM0) ke {0,1,2).

Man beobachte, wie die Funktion f im Punkte xg = 0 immer besser durch die
Polynome

Tg(i[}) = 1
Ti(z) = 14z
To(z) = 1—|—x—i—x; = %[(m+1)2+1]

approximiert wird.

Wie kommt man zu diesen Polynomen?
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Definition 5.8

Seien n € Ny, f eine Funktion und zy € D(f(")), d.h. zp € D(f) und f in xg
n-mal differenzierbar. Dann heif}t

n ) (g
L) = Tu(fan)e) = 31w w) @em) | 63)
k=0

das Taylor-Polynom vom Grad n von f an der Stelle xy oder auch das n-te
Taylor-Polynom von f in xg.

Bemerkung

An dem Beispiel der e-Funktion ist zu sehen, daf eine (hinreichend oft differen-
zierbare) Funktion f sich in einer Umgebung der Stelle xp umso besser durch
ein Polynom approximieren laft,

e je hoher der Grad n des Polynoms gewéhlt wird und

e je ndher man sich am Punkt x( befindet.

Der folgende Satz macht eine quantitative Aussage dariiber, um wieviel sich
eine Funktion von ihrem n-ten Taylor-Polynom unterscheidet.

Satz 5.17  (Taylor’sche Formel mit Lagrange-Restglied)
Seien n € Ng, r > 0, 29 € R, f eine Funktion mit

Uy (zo) = (xo — 7,20 + 1) € D(f).

f seiin Up(zg) (n + 1)-mal differenzierbar. Dann gilt:

A ) |
f(x) = Tu(f,z0)(x) + ———5(x —20)""
xEI{r\(fEO) €€($0\:{,xo+z) (n+1)!
oder dquivalent
f(n+1)(x0 + 0(z — x0)) -
= Tu(f, B

:J:EU/T\(IO) 96\(0/,1) f(x) (f xO)(x) i (n+ 1)! (x :DO)

(5.4)
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Bemerkung

(i) Fir n = 0 ist die Taylor-Formel gerade der Mittelwertsatz der Differen-
tialrechnung (Satz 5.7):

N \ flx) = f(xo) + f(&)(x — o).
z€Ur(z0) E€(zo—2,m0+T)

Dasjenige Polynom vom Grad 0, das mit f in der nullten Ableitung an
der Stelle xg iibereinstimmt, ist die konstante Funktion

To(f,wo)(x) = [f(wo) (z € R).
Die Taylor-Formel ist also ein verfeinerter Mittelwertsatz.

(ii) Der Unterschied zwischen f und seinem n-ten Taylorpolynom an der Stelle
xo heifit (Lagrange’sches) Restglied:

(n+1)
Ru@) = Rufan)(a) = TS o,

Daneben gibt es noch andere Darstellungsformen des Restgliedes, hier
begniige ich mich mit der Lagrange’schen Form.

Beweis  (von Satz 5.17)

Zum Beweis der Taylor’schen Formel wird eine Hilfsfunktion definiert, auf wel-
che der Satz von Rolle (Satz 5.6) angewendet wird.

f geniige also den Voraussetzungen des Satzes von Taylor. Seien = € U,(xg)
und p definiert durch

_ n+1
f(x) = Tu(f,w0)(x) + p- (:r(n -T-Oi)! , also
+ 1)!
- A @) - T @] a A
0 , T =1X0

Die Hilfsfunktion F' lautet

_ = fW(t) ! (z =)+
Diese Funktion F' ist

e in 7 := [xg,z] oder [z, x| stetig,

e in 7 := (x9,x) oder (z,xq) differenzierbar,
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o erfiillt F'(z) =0 (trivialerweise),

o erfiillt F'(z9) =0 (nach Definition von p).

Die Ableitung von F' lautet:

) = fED () f““ _ (x —t)"
F'(t) = —kZ:O G +Z — )4 p. -
n—1 n—1
FED () f(”“)(t) n FED (1)
- et et Ol k!
k=0 k=0
(n+1) _f\n
_ ! _ (t)(x—t)"+p (wn!t)

Nach dem Satz von Rolle (Satz 5.6) besitzt F’ im Intervall Z eine Nullstelle &.
Aus F'(§) = 0 folgt dann sofort

p = frE

und damit die Behauptung des Satzes.

Bemerkung

Uber die Grofle &, welche im Restglied des Taylor’schen Satzes auftritt, weif
man gar nichts, aufler, dafl es sie eben gibt. In vielen Fallen 1483t sich jedoch die
n-te Ableitung f("*t1) von f auf dem Intervall Z global abschiitzen; s. dazu das
folgende Beispiel.

Beispiel 5.32

Die Taylor-Formel wird zum Beweis der folgenden Abschéitzung verwendet:

x? 1 4
cosx—<1—2>' ij (x € R).
Fiir 7 = [- 4, 4] folgt daraus etwa
x? 1
—1—-— < z
cos ( 2)‘ = 240000 (@ed)

was bedeutet, daf} sich cosz in der Ndhe von zg = 0 nur wenig von der Parabel
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p(z) :=1-— ‘%2 (z € R) unterscheidet.

cosx — T3(cos,0)(x) = cosx — |cos0+ 1 T+ o1 3l

cos’ 0 cos”0 5 cos"0 4
x° 4+ x

-1
= cosx — 1+0+2'£2+0}

- 1'2
= cosr — |1 — 2‘]
(4)
(Taylor-Formel) — COS4'(§)I‘4
cos§ 4 .
- 4! v (5 € (—x,x) geeignet, = € ]R)_

Die globale Abschitzung |cosé| <1 (£ € R) liefert dann die Behauptung.

Aufgabe

Man leite in demselben Intervall eine Abschitzung her fiir

sinz — (x—f)’ (x €I).

Beispiel 5.33

Das Taylor-Polynom vom Grad n an der Stelle zg = m mit Lagrange-Restglied
soll fiir die Funktion

f(z) = € -sine = T,(f,z0)(x) + Ru(f,zo)(x) (z € R),
entwickelt werden:
f(z) = e"-sinx ) flm) = 0
f'(x) = € (cosx +sinx) ) fi(m) = —e"
f"(x) = 2€"-cosx ) fl(m) = —2e"
f"(x) = 2e*-(cosx —sinx) , f(m) = —2e”
fD(z) = —4e® sinw , fD(m) = 0
fiir n € INg ist
FU () = (—4)"e” - sina ;U = 0
f(4"+1)(x) = (—4)"e" - (cosx + sinx) , f(4"+1)(77) = —(=4)"e"
FUn+) (1) = (—4)".2e® - cosz , fUnt2) (m) = —2(—4)"e"
fEnE3)(z) = (—4)"-2e"- (cosz —sinz) , fOH)(r) = —2(—4)"e"
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Um sich nicht in der Betrachtung von Einzelfillen zu verlieren, nehme ich der
FEinfachheit halber an, es gelte n = 4m mit einer geeigneten Zahl m € INg und
ermittele die Taylor-Formel fiir f mit dem Restglied der Ordnung n + 1:

flx) = e -sinz = T,(f,z0)(x) + Ru(f,x0)(x) (r € R),
) (o
T = T e (wem),
k=0
(n+1) (4m+1)
Ru(fm@) = L —mrtt = £ e,
—(—4)™e(cos sin
Ru(fm) = [FE et yimes
2-4memte 4m+1
(4m + 1)! o =l '

Fiir n = 4, also m = 1 erhilt man dann beispielsweise die Abschéitzung

8e™e” 8- 23,1407
85'6 ot -7 = ——2—e"lz—n|° = 1,8513¢"|x — x|’

Ra(f,m)(@)] < =

Damit folgt fiir alle x € R

!ex -sinz — (—e”x — ae”xQ — ge”x?’)‘
= !ex -sinz — e”(—x — - gm?’)‘

< 1,8513¢%|z —7)°

und die Ersetzung von f durch das angegebene Polynom dritten Grades ist
umso besser, je ndher man sich am Entwicklungspunkt zg = 7w befindet.

Bemerkung

(i) Bei gegebener Funktion f héngt die Zwischenstelle £ des Taylor’schen Sat-
zes von n, £ und z ab. Andert sich nur eine dieser GroBen, so wird man i.a.
auch mit einer Anderung von & rechnen miissen. Um diese Abhiingigkeit
deutlich hervorzuheben, schreibt man manchmal £(n, zg, z) oder &, (zg, x)
anstelle von &.

(i) Obwohl man die Zahl £ i.a. nicht genau kennt, 148t sich haufig der Betrag
|R,(z)| des Restgliedes nach oben abschiitzen, wie das in den Beispielen
der Fall ist. So l#8t sich oft eine Aussage dariiber gewinnen, wie gut T),(x)
den Funktionswert f(z) approximiert.

Bei der Behandlung der sog. Taylor-Reihen im iibernéchsten Abschnitt
wird darauf zuriickgekommen.
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(iii) Ist f selbst ein Polynom n-ten Grades, so folgt aus der Taylor-Formel
wegen f("*t1)(£) = 0 sofort, daB f mit seinem n-ten Taylor-Polynom an
jeder Stelle zq iibereinstimmt:

f ist ein Polynom vom Grad n

—

N\ f = Tuf,z0)

zoER

5.7.2 Anwendungen der Taylor’schen Formel

Als erste Anwendung der Taylor’schen Formel wird ein Ergebnis verifiziert,
welches schon bei der Kurvendiskussion verwendet worden ist.

Beweis von Satz 5.13

Wegen des Verschwindens der ersten (n — 1) Ableitungen lautet die Taylor’sche
Formel fiir f im Punkt xg:

£

n!

f(@) = f(xo) + (z — 20)" (z € Ur(z0))

mit einer geeigneten Zahl £ € (zg — z,x0 + ).

Nach Voraussetzung ist f( stetig, und es gilt f(™(zy) # 0. Daher ist auch
) (x) # 0 fir alle z einer geeigneten Umgebung von zg, etwa von der gan-
zen Umgebung U, () selbst; £ (z) undf™(z¢) haben dann dort dasselbe
Vorzeichen. Es ist

F@) — fwo) = T8 @ — gy (« € Uy (x0)).

(a) Ist n ungerade, so hat [f(z) — f(x0)] fiir x < ¢ ein anderes Vorzeichen als
flir > x¢, daher kann in xy kein Extremwert vorliegen.

(b) Ist n gerade, so folgt fiir alle z € U, (x)
o [f(@)— flwo) > 0 — F (o) > 0,
o fl@)—flzo)) <0 <= [fM(x) <0,

also die Behauptung von Satz 5.13.

Bemerkung

Dieses Ergebnis ldf3t sich auch zum Nachweis eines Wendepunktes verwenden,
wenn man es mit f’ anstelle von f beginnt:

f hat in z¢ einen Wendepunkt, wenn f’ in z ein relatives Extremum
hat.
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Beispiel 5.34
Seien n € IN und f(z) = 2" (x € R). Nach Satz 5.13 hat dann f in g =0

o fiir gerades n ein Minimum,

e fiir ungerades n einen Wendepunkt.

Als weitere Anwendung der Taylor’schen Formel wird Satz 5.9 und die daran
anschlieBende Bemerkung verallgemeinert.

Satz 5.18

Seien Z C R ein Intervall, n € N und f € C"*(Z), und es gelte
FO @) = 0 (z €1).

Dann ist f ein Polynom vom Grad n.

Beweis

Nach der Taylor-Formel gilt fiir zg,x € Z:

_ (e

f@) = Tu(fm)(o) = gy —a)” = 0 (ceT)

mit einem geeigneten & € (zg — x, xg + ).

5.7.3 Taylor-Reihen

In diesem Abschnitt wird die Taylor-Formel fiir eine Funktion f, definiert auf
einem Intervall 7

@) = T b R (@e),
n ) (g

@) = T = Y e wt e,
k=0
(n+1)

Ra(e) = Rulfan)e) = T8t @e),

wieder aufgegriffen, und es soll untersucht werden, unter welchen Bedingungen
man zu einer Abschitzung des Restgliedes gelangen kann und welche weiter-
gehenden Aussagen dann moglich sind. Die zentrale Aussage (Satz 5.19) wird
dabei anhand des folgenden Beispiels ermittelt.

Beispiel 5.35

Die Funktion
f(z) = €* (x € R)
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ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar und erfiillt
f®0) =1 (k € No).

Aufgrund des Taylor’schen Satzes (Satz 5.17) erhélt man also fiir jedes z € R

und jedes n € INg die folgende Darstellung
2 n Ox
€ = 1ta+s 4. .+ 4 & el
2! n!  (n+1)!

mit einer Zahl 6 € (0,1), die von zyp = 0, = und n abhiingen kann.

Beh. R,(z) — 0 fir n — oo gleichméBig in 6.
Bew.
Seien z € R, a, := ‘fz# (n € INg). Dann ist die Folge {ay, }nen, streng monoton

fallend, sobald n + 1 > |z]| ist, denn es gilt:

n+1 =

R g na1s
= . = . a ir n x|.

(n+1)! n! n+1 " n41 "

Da die Glieder der Folge {ay}nen, stets nichtnegativ sind, existieren die drei

Grenzwerte
" o z[” ]

n=oo (n+ 1)1 7 nooo nl

Y

n—ocomn+1"

und sie sind alle gleich Null:

i . .|zl
m = —— = lim = 0.
n—oo (n 4 1)! n—oo n! n—oomn + 1
Somit folgt
n+1 n
lim ap = lim A2 g g B g
0

Damit gilt fiir jedes 6 € (0,1) und jedes = € R:

$n+1 o
< i = B
O P e

Die letzte Abschéitzung bedeutet die behauptete GleichméBigkeit in 0: letztend-
lich ist die Abschétzung von 6 unabhingig zu bewerkstelligen.
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Beispiel 5.36

Analog 148t sich die Taylor-Formel auf die sin- und cos-Funktionen anwenden.
Man erhilt fiir alle z € R, n € Ny, 6 € (0,1) geeignet:

) .173 565 1 x2n—1
sinx = x—§+g—+...+(—1) =1
22t
+ (-1 ] (sinV cos) Ox
R L a2
cosr = 1—5—1—]—4—...—1—(—1) n—9)l
:C2n
+ (=" (sin V cos) Oz

Nach einem zur Beh. des letzten Beispiels analogen Argument gilt auch hier:
l

lim = (sinVcos)fxr = 0
I—oo (!

fiir jedes x € R, 1 € {2n,2n + 1}, n € Ny.

Definition 5.9
Seien xg € R, r >0 und f € C* (Ur(azo)). Der Ausdruck

0 p(k) (4
T(fa0)@) = Y I (55
k=0

heifit die Taylor-Reihe von f um xg. Falls zyp = 0 ist, ist auch der Name
MacLaurin-Reihe gebrauchlich.

Im Anschluf} an diese Definition ergeben sich sofort zwei Fragen:

(F1) Fiir welche = € R konvergiert die Taylor-Reihe einer Funktion f?

(F2) Ist fiir diejenigen z, fiir welche die Taylor-Reihe von f konvergiert, der
Wert der Reihe gleich f(z)?

Die Beispiele 5.35 und 5.36 sind von der Art, daf§ beide Fragen positiv be-
antwortet werden konnen; insbesondere Frage (F2) scheint immer positiv zu
beantworten zu sein. Das dem nicht immer so ist, mége das folgende Gegenbei-
spiel beleuchten, das ich jedoch nur skizzieren mochte.
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X

Abbildung 5.27: Beispiel einer Funktion, welche nicht durch ihre Taylor-Reihe
dargestellt wird

Beispiel 5.37
Sei f definiert durch (Abb. 5.27)

Lemma

Die Taylor-Reihe T'(f,0) von f ist die Nullfunktion, es gilt also

T(f,0)(z) = 0 # f(z) (z #0).

Beweis

In einer Reihe von Schritten wird der Beweis nur angedeutet.

(a) Beh.
Fiir n € INg gibt es ein Polynom P, vom Grade 2n, so daf} gilt:
1
f@) = (=) (x> 0).

Bew.  Vollstdndige Induktion, Differentiation nach der Produktregel und
Kettenregel

(b) Beh. f™0) = 0 (n € Ny),

insbesondere ist f in 0 also beliebig oft differenzierbar.
Bew.  Vollstandige Induktion unter Benutzung des Ergebnisses (a):

1 1
im £ = I Z)e7z = 1 et =
Jig SO = Jig P () 7 = Jim @) = 0
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(c) Mit Hilfe des Schrittes (b) erhélt man

(k)
0@ = Y5 =0 @z
k=0

und diese Gleichung gilt wegen der Symmetrie von f auch fiir x < 0.

Bemerkung

Die Nullfunktion ist beliebig oft differenzierbar und hat die (gegen Null) kon-
vergente Taylor-Reihe, deren Glieder nur aus Nullen besteht. Die Funktion f
aus dem letzten Beispiel hat bei ¢y = 0 dieselbe Taylor-Reihe. M.a.W., der Un-
terschied zwischen der Nullfunktion und f ist bei z = 0 kleiner als jede Potenz,
er wird von der Taylor-Reihe nicht wahrgenommen (exponential splitting).

Die Konvergenz der Taylor-Reihe von f allein ist somit nicht hinreichend zur
Darstellung des Funktionswertes f(z). Es mufl dariiberhinaus gefordert werden,
daf} das Restglied mit wachsendem n gegen 0 konvergiert.

Aufgabe
Welches ist das Restglied fiir die Funktion des letzten Beispiels?

Satz 5.19
Seien zg € R, r > 0, = € U,(xp) sowie f € C® (Ur(mo)). Dann gilt:

0 £(k) (4
1) = T(m)e) = 3 T (g

k=0

5.6
lim R,(z) = 0.
Beweis
Aufgrund der Taylor-Formel (Satz 5.17) gilt fiir x € U, ()

_ _ _ . - f(k) (zo) . k
k=0

Die Darstellung einer Funktion f an der Stelle x € U,(zp) durch ,,ihre* Taylor-
Reihe gilt also genau dann, wenn das Restglied mit wachsendem n gegen Null
konvergiert.

Dazu liefert der néchste Satz eine hinreichende Bedingung;:
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Satz 5.20

Das Restglied R, (x) in der Taylor-Formel von f strebt gegen Null fiir n — oo,
wenn die folgende Abschitzung erfiillt ist:

V.V A A [fM@) < Mm-cn
M>0 C>0 neNg te€[ro—z,20+7]
In Worten:

Mit wachsendem n darf die Ableitung f™ von f hichstens wie eine Potenz
wachsen, also z.B. nicht exponentiell.

Beweis

Unter den gemachten Voraussetzungen gilt

(n+1)
@) = Tulfa) @] = [Ralfan)] = [T @ = o
M - Contl nil _ 2y 1O (= xo)|" !
(n+1)! [ = zo™ = M (n+ 1)

Der letzte Ausdruck ist gleich M x dem (n + 1).-ten Glied der Taylor-Reihe
der Funktion
g(z) = eClz=ol (z € R).

Da diese Reihe nach Beispiel 5.35 fiir alle z € R konvergiert, bilden ihre Rei-
henreste eine Nullfolge. Nach der obigen Rechnung 148t sich |R,,(x)| durch den
(n+1)-ten Reihenrest abschéitzen, konvergiert also selbst gegen Null fiir n — oo.

5.7.3.1 Taylor-Reihen und Potenzreihen

Die Taylor-Reihen um x( sind Potenzreihen mit x¢ als Entwicklungspunkt. Wird
eine Funktion f durch ihre Taylor-Reihe um x( dargestellt — etwa im Intervall
|z — x| < r —so hat man f damit in eine Potenzreihe entwickelt:

fle) = > ax (x— o) (lz = 2ol <)
k=0
mit den Koeffizienten
(k)
o = 1 k(‘”fﬂ) (k € o).

Ist umgekehrt f in eine Potenzreihe entwickelbar,

fl@) =) ax (@ — )" (lz — 20| < 1),
k=0
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so ist f beliebig oft differenzierbar, und die Ableitungen ergeben sich durch
gliedweise Differentiation der Potenzreihe. Insbesondere ist
F%®) (20)

ap = ol (k S ]No).

Entwickelbarkeit einer Funktion in eine Potenzreihe und die Darstellbarkeit
durch ihre Taylor-Reihe sind also gleichwertig.

5.7.3.2 Beispiele

Beispiel 5.38
Die Taylor-Entwicklung der Funktion

f(z) := sinhx (x € R)

um zg = 0 soll bestimmt und eine Abschéitzung des Restgliedes angegeben
werden.

Es ist )
f(k)(() _ sinh0=0 , k gerade
cosh0=1 , k ungerade
=0
sinh(0z) n
R2n+1(f) O)(I’) = m T e
Sei z € R. Dann folgt
SU(0) | _ el

|Ropy1(z)| =

0,

(2n + 2)! = T2n12)l (o)

da die Folge {an }nen, definiert durch

o z*"
anp == e @) (n € IN)

fiir |#|2 < (2n + 1)(2n + 2) streng monoton fallend ist (s. das Argument im
Beweis der Beh. zu Beispiel 5.35).

Auf die Konvergenz des Restgliedes gegen 0 héitte man auch mit Hilfe von Satz
5.20 schlieflen kénnen:

Fir alle t € [—z, x] ist

| sinh ¢|
|f(n)(t)\ = < coshz-1" = M- -C".
| cosh ¢
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Damit lautet die Taylor-Reihe von sinh:

o $2k+1 .’IJS I'S
mhe = > 0 = ot T
SR kz_o(%ﬂ)! TRyttt

und diese Entwicklung ist giiltig fiir alle x € R.

Beispiel 5.39
Analog folgt

e 2k 2 4

x T
COth:kZ(Qk)! :1+§—|—I—|—... (x € R).
=0

Bemerkung

Gliedweise Addition der beiden konvergenten Reihen fiir

T _ o % T -
sinhz = % , coshzx = %
liefert - -
Z p2k+1 . Z 22k
| |
— (2k +1)! — (2k)
B 3 5 . 22 ot
$+§+§+ + +§+j+
2 3 4
B x T T o
—1+x+§+§+ﬂ+... = € (x € R).

Beispiel 5.40
Die Taylor-Entwicklung der Funktion

f(z) := In(1+x) (x € (—1,00))
um zg = 0 soll bestimmt und eine Abschéitzung des Restgliedes angegeben
werden.
Es ist
) () = (1 B! _
fR@) = O g (k€ N, x € (~1,00))
— 0 = Y-,
AU CR Vi
k! N k
x? 2l 1"
—  f(z) = x—?—i-?——l—...—l—(—l)”_ — + Ru(z),
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xn+1

_ =
Bulw) = (14 6z)"+1 n+1

Aufgrund der nichsten Behauptung lé8t sich die hinreichende Wachstums-
beschréinkung von Satz 5.20 zur Abschétzung des Restgliedes nicht heranziehen:

Beh.
Es gibt keine Zahlen M,C > 0 so, da8 fiir alle t € [—x, z] gilt:

1)t (p—1)!
( 1)(1+zf)n D < arom (n € IN).

FM @) =

Bew.

Im Gegensatz zur Behauptung werde angenommen, es géibe eine solche
Abschétzung. Dann wire auch

(n—1)! < M-[C(1+t)]" (n € IN),
also auch
YVin—1)! < VYM-CQA+t) < VM -C(1+|z|) (n € N).

Wegen lim VM = 1 (Beispiel 3.7) ist die rechte Seite dieser Ungleichung

n—oo
beschrankt, die linke dagegen nicht, denn es gelten die folgenden Abschitzungen
fiir die Fakultéten:

(i) Riickfithrung der Abschitzung fir {/(n — 1)! auf eine fiir /n!:

(man beachte Beispiel 3.7: /n — 1 fir n — o0.)

(ii) Anwendung des Binomischen Satzes zur Abschitzung der Fakultiten®
durch Potenzen von n:

)

I
—t
+
7N
—= 3
N
S|
_l_
N
N3
N~
BM‘._.
+
N
S 3
N
3~

n-(n—1) 1 n-(n—1)---2-1 1
- 141 - L
Tt 1-2 n? + 1-2---(n—=1)-n nn
n-(n—1) 1 n! 1
- 141 L :
Tt n? 2 T n* 1:2----(n—1)-n
1 1 n—1
<1 1 1= . 1-1=
<ttty 1 (g)
1-(1/2) 1
=1+ —L o1y =3 N
+ =12 <1+ 72 (n € IN)

°Die Folge 1+ % " nen 1St streng monoton wachsend und nach oben beschrinkt, also
konvergent. IThr Grenzwert ist e.
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(iii) Nach einer Hausaufgabe gilt:

14_111—’_1214_13 1+ 1 n—l_nn
1 2 3 n—1 ol

(iv) Aus (iii) folgt dann mit Hilfe der Abschétzung (ii):

n n—1 k
1 1
n!
k=1
n" n\"
n! > 3-37 = 3(§> , also
Vn! > %ﬁ — o0
B 3 (n—o0)

unter Beachtung von Beispiel 3.8 im letzten Schritt: /3 — 1 fiir n — oo.

(v) Bemerkung

Es 1483t sich eine sehr viel bessere Abschitzung der Fakultiten nach unten
und nach oben angeben (Heuser, Lehrbuch der Analysis Teil 1, Aufgabe

21.3):
n n

e-(—)n < nl! ge-n-(—>n (n € IN)

(S (S

Das Restglied muf} also fiir jedes x einzeln abgeschétzt werden.

(a) x> 0:

6 € (0,1) kann beliebig nahe bei 0 liegen, also kann man R,(x) nur

abschétzen zu

xn+1

n+1

|Rn(x)] < (x> 0).

(b) =z <0:
6 € (0,1) kann beliebig nahe bei 1 liegen, also folgt hier nur

1 ‘x‘n+1
n+1 (1—|x)rt!

| Rn(2)] < (z>0)

wegen 1 + 0x > 1 — |z|. Diese Abschétzung kann sehr schlecht sein; z.B.
ergibt sich fiir x = —2/3:

2"+l 1024
1 also etwa  |Rg(—2)| < =T =102,4.

[Bn(=3)| <

Tatséichlich gilt |Rg(—2)| < 0,005, wie ein Vergleich mit In(1 — 2/3) =
In(1/3) zeigt.
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Berechnung von In 2:

Setzt man x = 1, so erhilt man

1
2 = Y (- -+ Ba(2)
k=1
mit |R,,(2)] < n%rl Aus lim R, (2) = 0 erhiilt man das theoretisch interessante,
n—oo
numerisch aber nicht brauchbare Ergebnis des Grenzwertes der alternierenden
harmonischen Reihe
1 1

12—11+ +
n2 = 57377

Beispiel 5.41
Das letzte Beispiel 1483t sich benutzen, um die Taylor-Entwicklung der Funktion
1

o@) = (@€ (~1,50)

um xg = 0 anzugeben, ist doch g die Ableitung der dortigen Funktion f:

o) = (1 +a) (z € (~1,00)).

Nach Satz 5.15 ergibt sich die Potenzreihe fiir g aus derjenigen von f durch
gliedweise Differentiation:

> 2 3
_ / = nlxn , = nld x
g@) = f(x) = <§< 1>+n> - n;(wdx(n)
o n 2 3

Wie die Potenzreihe fiir f auch, so hat die Potenzreihe fiir g nach Satz 5.15

denselben Konvergenzradius, also 7 = 1. Durch die Setzung z := t?> gewinnt
man daraus die Potenzreihe fiir die Funktion h:
1
h(t) := e (t € (—00,00)) :
0o ,
(t2)n 9 t4 t()
h(t) = 1" =1-t'4+=——-—=4+—- ... te(—1,1
0 = S +o-T (te (-1,1)

Obwohl A fiir alle ¢t € R definiert ist und keinen Pol hat, also eine ,,harmlose“
Funktion ist, hat ihre Potenzreihe doch nur den Konvergenzradius » = 1. Wie
kommt das?
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Die Formel aus Definition 3.13 zur Berechnung des Konvergenzradius benutzt
den Betrag der Koeffizienten und kann daher nicht unterscheiden, ob es sich
um eine reelle oder eine komplexe Potenzreihe handelt. Die obige Reihe fiir h
hat aber (komplexe) Pole an den Stellen i und —i, und diese Pole definieren den
Konvergenzradius.

5.8 Zusammenfassung

(1) Was jeder Ingenieur wissen muf:

e Ableitung elementarer Funktionen

Beherrschung aller Differentiationsregeln

Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Kurvendiskussionen

Extremalprobleme mit Nebenbedingungen
(2) Was jeder Ingenieur wissen sollte:

e Genaue Definition der Differenzierbarkeit einer Funktion in einem
Punkt

Abgrenzung der Differenzierbarkeit einer Funktion zur Stetigkeit

Differentiation der Umkehrfunktion

Regeln von Bernoulli und de I’Hospital

Fehlerrechnung

Schwierige Kurvendiskussionen

Schwierige Extremalprobleme mit Nebenbedingungen

Differentiation von Potenzreihen

e Anwendung der Taylor’schen Formel

e Taylor-Reihen
(3) Was jeder gute Ingenieur wissen sollte:

e Anwendung des Newton’schen Tangentenverfahrens, Konvergenz
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liminf, 184 Q,5
lim sup, 184 R, 1
In, 113 Z,5

n
goo((gg)),’227766 Abbildung, 58
max. 11 Ableitung, 247
min ’ 1 duflere, 261
im 718 4 der Umkehrfunktion, 263
n einseitige, 250

H Ciy 3 innere, 261
gé? 25 linksseitige, 250
sgn, 13 rechtsseitige, 250

n Additionstheoreme
Z; i, 3 der Hyperbelfunktionen, 141
sup, 11 der trigonometrischen Funktionen,
glb, 11 127
lub, 11 Amplitudenmodulation, 162
Zc, 51 Anfangswertproblem, 273
Zr, 52 Arbeitspunkt, 73
Zp, 50 Arcus cosinus (arccos x), 130
lim, 184 Arcus cotangens (arccot x), 130
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Arcus sinus (arcsinz), 130
Arcus tangens (arctanz), 130
Arcusfunktion, 130
Area cosinus hyperbolicus (arcosh x),
144
cotangens
(arcothx), 144
Area sinus hyberbolicus (arsinh z), 144
Area tangens hyperbolicus (artanh x),
144

Areafunktion, 144
Asymptote

vertikale, siehe Polgerade
Asymptote im Unendlichen, 90
Auslenkung, 45

Area hyperbolicus

Basis, 93
Beschleunigung, 254
beschrankt, 10
Betragsfunktion, 12, 62
biquadratische Gleichung, 299
Blindleistung, 57
Blindleitwert, 53
Blindwiderstand, 48, 55
induktiver, 52
kapazitiver, 51
Bogenmaf, 25

Cauchy-Folge, siehe Folge

Cosinus (cosx), 124

Cosinus hyperbolicus (coshz), 139
Cotangens (cot z), 124

Cotangens hyperbolicus (cothz), 139

Definitionsbereich, 59
Definitionsliicke, 86
behebbare, 89
Dezimalbruch, 188
Differential, 308
Differentialgleichung, 273
Differentialquotient, 250
Differenzenquotient, 246, 250
differenzierbar, 247
divergent, 110
dividierte Differenzen, 81
Drehstreckung, 30, 38
Drehung, 30, 38
Dreiecksungleichung, 13, 23

effektive Leistung, 56
Effektivwert, 55
Einheitshyperbel, 146
Einheitswurzel, 36
Ellipse, 102
Elongation, 45, 150
Entwicklungsmittelpunkt, 315
Entwicklungspunkt
eines Polynoms, 72
Euler’sche Formel, 28
explizit, 59
Exponent, 93
Exponentialfunktion, 98, 104
Funktionalgleichung, 105
natiirliche, 110
Exponentialgleichung, 120
Extremalproblem, 296
Extremum
relatives, 266

Faktorregel, 257

fast alle, 173

Fehler
absoluter, 304
absoluter fortgepflanzter -, 305
Beobachtungsfehler, 303
fortgepflanzter, 305
grober -, 303
Mesfehler, 303
relativer, 304
relativer fortgepflanzter -, 305
statistischer -, 303
systematischer -, 303

Folge, 110
beschrankte, 178
Cauchy-Folge, 181
divergente, 110, 172
Grenzwert, 172
Haufungspunkt, 182
komplexe, 171
konstante, siehe stationére
konvergente, 110, 172
monoton fallende, 178
monoton wachsende, 178
nach oben beschréinkte, 178
nach unten beschrinkte, 178
reelle, 171
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stationére, 174

Teilfolge, 183
Frequenzband, 163
Fundamentalsatz der Algebra, 78
Funktion, 58

beschréinkte, 63

Darstellung, 61

Fortsetzung, 61

ganzrationale, 66

gebrochen rationale, 67

gerade, 64, 215

Graph, 61

inverse, 61

irrational algebraische, 67

konstante, 62

monotone, 64

Parameterdarstellung, 63

periodische, 64

rationale, 85

Restriktion, 61

stiickweise definierte, 62

umkehrbar, 61

ungerade, 64, 215
Funktionen

Differenz, 64

Gleichheit, 60

Komposition, 65

Produkt, 64

Quotient, 64

Summe, 64

Verkettung, siehe Komposition

g.g. T., 159, 168
geddmpfte Schwingung, 233
geometrische Summenformel, 187
Gleichung

algebraische, 66, 99

Grad, 66

Grenzwert, 110, 223

einseitiger, 231

uneigentlicher, 233
Grundzahl, 93

Haufungspunkt, 222
Ham-Sandwich-Problem, 242
harmonisches Mittel, 192
Hauptwert, 26

Hintereinanderschaltung von Funktio-

nen, 65
Hochzahl, 93
Horner-Schema, 69
Hyperbel, 103
Hyperbelfunktionen, 137
mit komplexem Argument, 143

Identitétssatz fiir Polynome, 77

Imaginérteil, 20

Impedanz, 48

implizit, 59

Infimum, 10

injektiv, 61

Interferenz, 154

Interpolation, 79

Interpolationsaufgabe, 80

Interpolationspolynom
von Lagrange, 80
von Newton, 80

Intervall, 9
abgeschlossenes, 9
halboffenes, 9
offenes, 9

Intervallschachtelung, 181

isolierter Punkt, 222

Iterationsfolge, 313

Kartesisches Produkt, 58
Kegelschnitte, 100
Kettenlinie, 137
Kettenregel, 261
Kirchhoff’sche Regeln, 42
komplexe Amplitude, 46
Komplexe Zahl
algebraische Form, 19
Argument, 27
Betrag, 27
Exponentialform, 24, 28
kartesische Form, 19
Phase, 27
Polarform, 28
trigonometrische Form, 24, 27
Komplexifizierung, 49, 50
konjugiert komplexe Zahl, 21
konkav, 286
konvergent, 110
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Konvergenzkreis, 211
Konvergenzradius, 210, 211
konvex, 286

Kreis, 101

Kreisfrequenz, 45, 150
Kreisteilungsgleichung, 36
kritischer Punkt, 267
Kurvendiskussion, 284

lb, 113
Leistungsanpassung, 300
Leitwert
komplexer, 48
limes inferior, 184
limes superior, 184
linearisieren, 312
Lissajous-Figuren, 168
logarithmische Ableitung, 308
Logarithmus, 113
binédrer, 113
dekadischer, 113
einer komplexen Zahl, 117
Hauptwert, 118
Nebenwert, 118
natiirlicher, 113
Logarithmusfunktion, 115
Logarithmusgleichung, 120

MacLaurin-Reihe, 331
Majorantenkriterium, 202
Maximum, 11

globales, 266

relatives, 266
Minimum, 11

relatives, 266
Minorantenkriterium, 202
Mittelwertsatz

erster ~ der Differentialrechnung,

270

zweiter ~ der Differentialrech-

nung, 271
Modulationsgrad, 163
Momentangeschwindigkeit, 253
Momentanleistung, 55
Momentanwert, 47
Monom, 68
Monotoniegesetz, 7

Nebenbedingung, 296
negativ, 7

Newton’sche Iterationsformel, 313

nichtnegativ, 7
nichtpositiv, 7
Normalform, 19
Nullfolge, 111, 175
Nullphasenwinkel, 45, 150
Nullteilerfreiheit, 3

obere Grenze, 10
Ordnung

eines Pols, 87
Ordnungsrelation, 6
Oszillationsstelle, 238

Parabel, 102
Parallelschaltung, 43
Parallelschwingkreis, 43
Periode, 150
Phase, 45, 150
Phasenverschiebung, 55
Phasenwinkel, 45, 150
Pol, 87
mit Vorzeichenwechsel, 87
ohne Vorzeichenwechsel, 87
Ordnung, 89
Polarkoordinaten, 24
Polarwinkel, 25
Polgerade, 87
Polordnung, 87
Polynom, 66
Grad, 66
Koeffizienten, 66
Linearfaktorzerlegung, 77
Nullstelle, 68
Polynomdivision, 70, 75
positiv, 7
Potenzfunktion, 67, 92, 96
Potenzreihe, 208
bestdndig konvergente, 214
Entwicklungspunkt, 208
Potenzreihen
Identitatssatz, 215
Produktregel, 257
Produktzeichen, 3
punktierte e-Umgebung, 222
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Quadratische Form, 100 Schwebung, 160
Quotientenkriterium, 205 Dauer, 161
Quotientenregel, 257 Frequenz, 161
Kreisfrequenz, 161
radiant, 25 Periode, 160
radioaktiver Zerfall, 107 Schwingung, 148
Realteil, 20 Amplitude, 45, 150
reell, 21 Auslenkung, 150
Reelle Zahlen Dauer, 45, 150
Axiome, 1 elliptisch polarisierte, 165
reellwertig, 59 harmonische, 149
Regel von Bernoulli und de I’Hospital, linear polarisierte, 166
278 Scheitelwert, 45, 150
Regula Falsi, 243 Zeit, 150
Reihe, 189 zirkular polarisierte, 168
absolut konvergent, 196 Schwingungen
alternierende harmonische, 194, Superposition, 151
195 Sehnenverfahren, siehe Regula Falsi
bedingt konvergente, 196 Seitenband, 163
divergente, 190 Serienschaltung, 43
geometrische, 191 Signalschwingung, 162
harmonische, 192 Signumsfunktion, 13, 62
konvergente, 190 Sinus (sinz), 124
Konvergenzgeschwindigkeit, 199 Sinus hyperbolicus (sinhz), 139
Partialsumme, 189 Stiitzpunkt, 79
Summe, 190 Stiitzstelle, 79
unbedingt konvergente, 196 Stiitzwert, 79
Wert, 190 Stauchung, 38
Reihenschwingkreis, 42 stetig, 235
rein-imaginér, 21 Streckung, 30, 38
Relation, 58 Summenregel, 257
Resonanzfrequenz, 293 Summenzeichen, 3
Restglied Supremum, 10
von Lagrange, 324 symbolische Methode, 41
Restriktion, siehe Funktion
Reziprokenregel, 260 Tangens (tanx), 124
Riemann’sche Flache, 118, 119 Tangens hyperbolicus (tanhz), 139
Tangente, 253
Satz von Moivre, 31 Tangentenproblem, 252
Scheinleitwert, 53 Taylor’sche Formel, 323
Scheinwiderstand, 48 Taylor-Polynom, 320, 323
reeller, 55 Taylor-Reihe, 331
Schranke Term, 59
grofite untere, 11 Tragerschwingung, 162
kleinste obere, 11 Transitivititsgesetz, 7
obere Schranke, 10 Trichotomiegesetz, 7
untere Schranke, 10 Trigonometrische Funktionen, 122
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mit komplexem Argument, 143
Trigonometrische Gleichung, 134

Umgebung, 10
e-Umgebung, 10
Umkehrabbildung, 61
Umkehrfunktion, 61
unendliche Reihe, 189
Unendlichkeitsstelle, 87
Unstetigkeit, 238
untere Grenze, 10

Vektorfeld, 220

Verkettung von Funktionen, 65
Verkniipfung von Funktionen, 65
Versor, 29

Vielfachheit einer Nulstelle, 77
vollstandig, 11

Wendepunkt, 286
Wertebereich, 59
Widerstand

komplexer, 48
Widerstandsoperator, 48
Winkelfaktor, 29
Wirkleistung, 57
Wirkleitwert, 53
Wirkwiderstand, 48, 55
Wurzelexponent, 94
Waurzelfunktion, 67, 92, 94
Wurzelkriterium, 204

Zahlenfolge, 110, siehe Folge
Zeiger, 20
Zeigerdiagramm, 45
komplexes, 46
reelles, 46
Zeitfunktion, 46
Zwischenwertsatz, 241
Zyklometrische Funktion, siehe Arcus-
funktion
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