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Kapitel 6

Integration von Funktionen
einer reellen Variable

6.1 Das bestimmte Integral

6.1.1 Arbeit und Flicheninhalt

Seien a,b > 0, Z := [a,b], fo > 0 und
f(x) = fo (x € [a,b]).

Diese konstante Funktion wird interpretiert als konstante Kraft in Richtung
eines geradlinigen Weges léings der x-Achse von x = a bis x = b. Das Produkt

W= fo-(b—a)

heifit die mechanische Arbeit von f lings dieses Weges.

Beispiel Reibungsarbeit bei konstanter Geschwindigkeit (Abb. 6.1)

f(@)
fo

a b T
Abbildung 6.1: Mechanische Arbeit einer konstanten Kraft

Die Arbeit W 1488t sich interpretieren als Inhalt der Fliche (Rechteck) zwischen
der z-Achse und dem Graphen von f in den Grenzen von x = a bis x = b.

Wenn die Kraft f nicht konstant, sondern linear ansteigend ist mit f(a) = 0,
f(b) = fo, s. Abb. 6.2:

fz) = (- a) (z € 1),
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Abbildung 6.2: Mechanische Arbeit einer linear ansteigenden Kraft

so wird man den Mittelwert fy/2 als Arbeit interpretieren. Man tut also so, als
ob zwischen x = a und z = b eine konstante Kraft der halben Grofle geherrscht
hétte. Das entspricht dem Flédcheninhalt des Dreiecks
_fo-(b—a)  fo
W = 5 =5 (b—a).

Ist nun die Kraft f nicht mehr linear, also insbesondere nicht konstant, so gelingt
die Berechnung der Arbeit W nicht mehr auf so elementare Weise. Interpretieren
1483t sie sich aber immer noch als Inhalt der Fliche zwischen dem Graphen der
Funktion f und der z-Achse iiber dem Intervall [a, b], s. Abb. 6.3.

f(x)

a b T
Abbildung 6.3: Mechanische Arbeit einer nichtlinearen Kraft

Problem

Wie berechnet man den Inhalt dieser Fliche, ja wie definiert man ihn zuvor
tiberhaupt?

Diese Aufgabe ist eine Grundaufgabe der Analysis, und sie wird durch die De-
finition des bestimmten Integrals befriedigend gelGst.

6.1.2 Definition des bestimmten Integrals

Im folgenden 16st man sich von der Interpretation von f als einer Kraft und
von x als einem Weg:

f sei eine beliebige, aber beschrdnkte Funktion auf dem Intervall
7 :=[a,b)].

Ein naheliegender Ansatz zur Berechnung des in Frage stehenden Flicheninhal-
tes geht davon aus, die Fliache durch eine Anzahl von Rechtecken zu approximie-
ren und deren Anzahl dann wachsen zu lassen. Approximativ ist die gesuchte

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Fldache gleich der (genauer: wird der Inhalt der gesuchten Fliche definiert als)
Summe der Flidche der einzelnen Rechtecke, s. Abb. 6.4 und 6.5.

[

a b a b
Abbildung 6.4: Approximation einer Abbildung 6.5: Approximation einer
Flache durch eine Untersumme Flache durch eine Obersumme

Definition 6.1
Seien n € IN und 7 := [a, b)].

(i) Eine Menge Z := {x0,...,2,} von (n + 1) Zahlen heifit eine Zerlegung
oder eine Partition von Z, falls gilt:

a=x0 < 11 < ... < I =0
(ii) Fir k € {1,...,n} heiflen
Iy = [xp—1,7k] k-tes Teilintervall
Az, = xp—Tp_1 Lénge von Ty,
n
Offensichtlich gilt: > Az =b—a.
k=1
(iii) |Z]| :== max {Axy : k € {1,...,n} geeignet} heit Norm oder Feinheit
der Zerlegung Z.

(iv) Eine Folge {Z,}nen von Zerlegungen heifit eine ausgezeichnete Zerle-
gungsfolge, wenn ihre Feinheit mit wachsendem n gegen Null konvergiert:

125l — 0.
(n—00)
Definition 6.2
Seien 7 := [a, b], f eine beschrénkte Funktion auf Z und Z := {zq,...,x,} eine

Zerlegung von Z.

(i) Folgende Abkiirzungen werden definiert:

mi = inff(2) My = S;pf(w),
m = inff(z) M = sukpf(x).
I I

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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(if)

(iii)

Untersumme von f bzw. Obersumme von f bzgl. Z sind definiert durch
S(Z) = ka-Aajk bzw. S(2) = ZMk‘Al‘k;
k=1 k=1

dieses sind jeweils die Summen der Flédchen der ,,unteren® - bzw. der ,,obe-
ren“ Rechtecke, s. Abb. 6.4 und 6.5.

Sei B :={&1,...,&,} eine Menge von Zahlen mit der Eigenschaft

kaIk (kE{l,...,n}),

ein sog. Zwischenpunktsystem oder eine Besetzung von Z. Dann heifit der
Ausdruck

S(Z,B) == ) f(&) A

k=1

n

eine Riemann’sche Summe oder eine Zwischensumme von f zur Besetzung

B, s. Abb. 6.6.

Fé

a 1 gk &n D

Abbildung 6.6: Approximation einer Fliche durch eine Riemann’sche Zwischen-
summe

Man beachte:

Eine Unter- oder Obersumme ist nicht notwendig eine Riemann’sche Summe.
Warum nicht?

Anschaulich ist der folgende Satz klar, welcher besagt, dafl eine Zwischensumme,
genau wie der gesuchte (und noch zu definierende!) Flicheninhalt ,zwischen
Unter- und Obersumme liegt.

Satz 6.1

Seien Z eine Zerlegung und B eine Besetzung des Intervalles Z. Dann gilt:

m-(b—a) < S(2) < S(B,2Z) < 8(2) < M-(b—a).

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Beweis

Fiir jedes k € {1,...,n} gilt die Abschéitzung
m < my < f(&) < My < M,

dann ergibt sich die Behauptung nach Multiplikation mit A x; und anschlie-
Bender Summation.

Im folgenden soll geschlossen werden, dafl Unter- und Obersumme den ge-
suchten Flécheninhalt um so besser approximieren, je mehr Zerlegungspunkte
gewihlt werden. Das gilt i.a. allerdings nur dann, wenn die neuen Zerlegungs-
punkte so gewédhlt werden, dafl die Feinheit mit wachsendem n auch kleiner
wird.

Definition 6.3

Gegeben seien die beiden Zerlegungen Z := {zg,...,2z,} und Z' :=
{zo,...,zm} von Z. Z’ heiit eine Verfeinerung von Z, wenn Z C Z' gilt.

Eine Verfeinerung Z’ einer Zerlegung Z entsteht also dadurch, da8 zu den vor-
handenen Teilungspunkten zusétzlich neue Punkte eingefiigt werden. Anschau-
lich ist klar, dafl bei dem ProzeB der Verfeinerung die Untersumme i.a. grofler
und die Obersumme i.a. kleiner wird, s. Abb. 6.7.

Tk-1 ), T

Abbildung 6.7: Einfiigen eines neuen Teilungspunktes

Im folgenden Satz werden die beiden wichtigsten Eigenschaften fiir Unter- und
Obersummen formuliert:

Satz 6.2

(i) Sei Z’ eine Verfeinerung von Z. Bzgl. dieser Verfeinerung sind die Unter-
summen monoton wachsend, die Obersummen monoton fallend, i.e.

S(z)<siE) . 8(2)=S82)
(ii) Seien Z; und Z5 zwei beliebige Zerlegungen. Dann gilt:
S(21) < 5(2).

Insbesondere sind alle Untersummen nach oben und alle Obersummen
nach unten beschrankt.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Beweis

(i) Z’ entsteht aus Z durch Hinzunahme von endlich vielen weiteren Teilungs-
punkten. Z’ 148t sich aus Z also sukzessive durch Hinzunahme jeweils eines
weiteren Teilungspunktes konstruieren. Gilt bei jedem dieser Schritte, dafl
die Untersumme nicht fillt und die Obersumme nicht wéchst, so gilt das
auch fiir das Endresultat.

(ii) Die Zerlegung Z := Z; U 25 ist eine Verfeinerung sowohl von Z; als auch
von Z3. Dann folgt mit dem unter (i) erzielten Ergebnis:

S8(21) < 5(2) < 5(2) £ 5(22).

Nach dem letzten Satz gilt fiir jede Folge {Z,},en von Zerlegungen mit im-
mer kleiner werdenden Feinheit, dafl sowohl die zugehérige Folge {S(Z,,) }nen
der Untersummen (welche monoton steigt und nach oben beschréankt ist) als
auch die zugehérige Folge {S(Z,,)}nen der Obersummen (welche monoton fillt
und nach unten beschrénkt ist) jeweils einen Grenzwert hat. Es bleibt die Fra-
ge, ob diese beiden Grenzwerte gleich sind, es sich bei dem Paar von Folgen
({5(Z3)}nen, {S(Zn)}nen) mithin um eine Intervallschachtelung handelt.

Damit ist die nachstehende Definition sinnvoll. Man beachte, da3 f nach Vor-
aussetzung auf dem Intervall [a, b] beschrinkt ist.

Definition 6.4

(i) Das untere (Riemann)-Integral ist definiert durch

b
?[ f(@)dz = sup{S(Z): Z ist Zerlegung von [a,b] };
(ii) Das obere (Riemann)-Integral ist definiert durch

b
f f(z)dz = inf {S(Z): Z ist Zerlegung von [a,b]};

b b
(iii) Gilt [ f(z)de = f f(x)dz, so heifit f iiber (oder ,auf* oder ,in*)

[a,b] (Riemann)-integrierbar, und

/bf(x)dw = j f(x)dx (: f f(x)d:c)

heiBt das (Riemann)-Integral von f iiber [a,b].

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Bemerkung

(i)

(iif)

Aufgrund des letzten Satzes gilt S(Z21) < S(Z3) fiir zwei beliebige Zerle-
gungen Z; und Zo. Daher gilt auch

j fla)dw < f /() da.

Wenn f also nicht (Riemann)-integrierbar ist, so ist das Unterintegral echt
kleiner als das Oberintegral.

Folgende Bezeichnungen gelten fiir das Integral:

[a,b] : Integrationsintervall

a,b untere und obere Integrationsgrenze
T Integrationsvariable

flx) Integrand

Ahnlich wie bei Summationsindices darf die Bezeichnung der Integra-
tionsvariable zugunsten einer noch nicht auftretenden Variable beliebig
gedndert werden:

b b b
/f(:n)d:c _ /f(t)dt _ /f(a)da _—

Anstelle abgeschlossener Intervalle hitte man bei der Definition des Inte-
grals auch offene oder halboffene Intervalle verwenden kénnen:

eine Anderung des (beschréinkten!) Integranden an endlich vie-
len Stellen des Definitionsbereiches &ndert den Wert des Inte-
grals nicht. Warum nicht?

b
Will man den Wert [ f(z) dz eines Integrals durch eine Unter- oder Ober-

summe numerisch approximieren, so macht man einen Fehler. Dieser Feh-
ler 148t sich von vornherein kleiner gestalten, wenn man stattdessen Rie-
mann’sche Zwischensummen verwendet, s. Abb. 6.6.

Aufgrund von

my = igkff(x) < fl&) < s;pf(x) = My

fiir jedes Teilintervall [zj_1, x| gilt dann auch

S(2) = ka'AiL‘k < Zf(fk)'AOCk < ZMk;'Axk = 5(2),

k=1 k=1 k=1

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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damit ist die Riemann’sche Summe > f(&x) A xg i.a. eine bessere Néhe-
k=1
b
rung fiir das Integral [ f(z)dx.

Um das Integral als Grenzwert einer Summe tatséchlich auszurechnen,
benutzt man dann eine Folge {Z, } ,ev von Zerlegungen mit abnehmender
Feinheit:

20| = max{Awzy: ke {1,...,n} geeignet} (—> 0.

n—o0)

Im Falle der Integrierbarkeit von f gilt dann

b n
/ f(z)de = lim (Zf(gk»m:k)
a k=1

Dies erklirt die Symbolik der Verwendung eines stilisierten ,,S* fiir das
Integralzeichen ,, [

Zp

Beispiele 6.1

(i) Seien a,b,c € R, a < b und f(x) := ¢ fiir € [a,b]. In diesem Fall gilt
my = My, = cfiir alle Zahlen k € {1,...,n}. Damit sind alle Untersummen
und alle Obersummen gleich, und zwar gleich ¢ - (b — a):

n

S(Z) = ka-Aka = Zc-Amk = C'ZACEk = c-(b—a) = S(2).
k=1 k=1 k=1

Also ist f iiber [a,b] integrierbar mit

b b
/f(x)dx ~ /cda: — ¢ (b—a).

Speziell fiir ¢ = 1 folgt:

/dx = /1d$ = b—a.

(ii) Sei f die Dirichlet-Funktion auf dem Intervall [a, ], i.e.

{0 , z€QN]a,b]

J@ = z € (R\Q) N [a, b]

Dann gilt fiir jede Unter- und Obersumme
s5z)y=0 , SZ)=b-a,

somit ist die Dirichlet-Funktion auf [a, b] nicht integrierbar.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Ein nicht ganz so extremes Beispiel wie die beiden ebengenannten wird im
Anschlul an den néchsten Satz behandelt.

Satz 6.3

Seien f auf [a, b] beschriankt und {Z, },cn eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge.
Dann gelten

b b
sz) = ajf(w)dfv . os@) = aff(w)dm-

Dieser Satz lehrt also, dafl man zum Nachweis der Integrierbarkeit einer Funk-
tion jede Zerlegungsfolge wéhlen kann, deren Feinheit gegen Null konvergiert;
insbesondere also eine Folge édquidistanter Zerlegungen. Man beachte jedoch,
daB in einer Folge {Z,},en dquidistanter Zerlegungen das Folgenglied Z,,41
fiir n # 1 keine Verfeinerung des vorangehenden Gliedes Z,, im Sinne von De-
finition 6.3 mehr ist.

Beispiel 6.2
T:=a,b], f(x):=x (x €T), Axp=x — 211 = =2 (n € N), (Abb. 6.8)

n

A

a Tp—1 T b

Abbildung 6.8: Approximation der Funktion f(z) = x (x € Z) durch Unter-
und Obersummen bzgl. einer dquidistanten Zerlegung

S(Z2) =) we1-Azy,  S(2) =) a-Auy,
k=1 k=1
8(2) - 8(2) = Yle-wm) "
k=1
b—a —
= N Z(fﬂk - iUk—l)
k=1
— b;a.(b_a) — 0 (n— o)

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Damit ist die Integrierbarkeit von f iiber [a,b] gezeigt, der Wert des Integrals
selbst ist damit aber noch nicht bekannt. Dazu wird die dquidistante Zerlegung

b—
o = a+ k- na : (k€1{0,...,n})

betrachtet, und man erhélt:

. n n b—a
S(Z) = ZMkAxk = ka "
k=1 k=1

n

- (e k)

k=1

b—a b—a &
e
k=1
[ b—a n(n+1)
— (b—a)- .
R
[ 1+1
— (-a) la+ (b-a)- +2/”}
[ — 1
~ (h-a) b+a b a‘}
2 2 n
¥—a?> 1 (b—a)? b2 — a?
= —i—* e

Ergebnis
Die Funktion f(x) =z, (x € [a,b]) ist iiber [a,b] integrierbar, und es gilt:

Aufgabe

Wie koénnte der Nachweis der Integrierbarkeit unter Benutzung einer beliebi-
gen ausgezeichneten Zerlegungsfolge gefithrt werden, also ohne Benutzung einer
dquidistanten Zerlegungsfolge, welche ja von Hause aus ausgezeichnet im Sinne
von Definition 6.1 (iv) ist.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Bemerkung

Im Grunde wurde mit Beispiel 6.2 ein sehr viel weiter fithrender Satz bewiesen:

Satz 6.4

Sei f: [a,b] — R monoton'. Dann ist f iiber [a, b] integrierbar.

Beweis

O.B.d.A. sei f monoton wachsend. Dann gilt fast wortlich wie im Beweis von
Beispiel 6.2:

S(2) = flana) Dz, S(2) = flzn) Axg,
k=1 k=1
S(2) - 5(2) = Y (fen) — fla)
k=1
= S ()~ Fan)
k=1
b—a
= L (f0) - f@) — 0 (noo)

Nach Satz 6.2 ist jede Folge von Untersummen nach oben und jede Folge von
Obersummen nach unten beschriinkt. Wenn, wie gezeigt, S(Z) — S(Z) eine
Nullfolge ist, dann bilden Untersummen- und Obersummenfolge eine Intervall-
schachtelung.

Damit ist die Integrierbarkeit einer monoton wachsenden Funktion bewiesen.

6.1.2.1 Linge des Graphen einer stetig differenzierbaren Funktion

Als eine weitere Anwendung, wie man von einer Riemann’schen Summe zum
Integral kommt, sei eine Formel zur Berechnung der Linge des Graphen einer
stetig differenzierbaren Funktion hergeleitet.

Seien Z := [a,b], f € CY(Z) und Z := {x0,...,7,} eine Zerlegung von Z. P(Z)
sei ein einbeschriebener Polygonzug, der aus (stetig differenzierbaren) Gera-
denstiicken zusammengebaut ist, s. Abb. 6.9. Seine Léinge soll nun berechnet

'f: [a,b] — R monoton = f beschriinkt

Beweis:  (fiir monoton wachsendes f)
h v i
fla) < fl@) < fb) = fla,b] S f(a),f(b) .

z€[a,b]
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f(ﬂfk—l)

Abbildung 6.9: Polygon-Approximation einer stetig differenzierbaren Funktion

werden:
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da der letzte Summenausdruck eine Riemann’sche Summe fiir das Integral ist;
an der Stelle (x) wurde dabei der (erste) Mittelwertsatz der Differentialrechnung
verwandt.

Beispiele 6.3

Man berechne die Lénge der Graphen der folgenden Funktionen:

(i) f(z) = =x (z €10,1])
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Auf dem Intervall [0,1] ist f'(z) =1, damit ergibt sich
1

L(f) = J\/1+f’(x)2dx = [VI+1dz

0

- Vifa = 2
0

(ii) f(x) := coshx (z € [-1,1])
Auf dem Intervall [—1,1] ist f/(x) = sinhz , damit ergibt sich

L(f) = f1\/1+f’(:c)2dac = f1\/1+sinh2xdﬂs
-1 -1

1

1
[ Vcosh? z dx = [ |coshz|dz
—1 —1

1 1 1

= fcoshmda: = %(f e’dr + fe‘“”dx)
-1 —1 -1

= A o) - (e )

= sinh1 — sinh(—1) = 2sinhl

= el — ¢! ~ 2,35,

wobei (x) aufgrund einer Hausaufgabe und Satz 6.6 (iv) zustandekommt.

6.1.3 Eigenschaften des bestimmten Integrals

Beispiel 6.1 (ii) fithrte deshalb zum , Erfolg“, d.h. zur Nicht-Integrierbarkeit der

Funktion f, weil sich in jedem Teilintervall 7, = [xg_1, )] die beiden Ausdriicke

i{_lf f(z) und sup f(x) stets um eine konstante Gréfie — némlich 1 — voneinander
k k

unterscheiden. Daher sind in jedem (noch so kleinen) Teilintervall die Unter-
summe und die Obersumme ,,wesentlich®* voneinander verschieden.

Man sollte daher annehmen, daf3 Funktionen integrierbar sind, bei denen das
nicht der Fall ist. Eine hinreichende Bedingung dafiir, daf}

my = inf {f(x): = € I}} und My = sup{f(x): = €Iy}

sich um so weniger unterscheiden, je kleiner A zj ausfallt, ist die Stetigkeit von
f. Tatséchlich gilt der

Satz 6.5
feC([a,b]) = fistiiber [a,b] integrierbar.

Zuerst wird in der folgenden Definition fiir die Menge aller iiber einem Intervall
7 integrierbaren Funktionen eine Bezeichnung angegeben:
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Definition 6.5

Sei 7 ein beschrianktes offenes, halboffenes oder abgeschlossenes Intervall. Dann
wird definiert (,R* steht fiir Riemann)

R(Z) = {f: f:Z — R, f ist beschriankt und iiber 7 integrierbar}

Satz 6.6
Seien a,b € R und gelte a < b.

(i) R(]a,b]) zusammen mit der fiir Funktionen auf einem gemeinsamen Defi-
nitionsbereich erkliarten Addition und Skalarenmultiplikation bildet einen
Vektorraum.

(ii) Die Abbildung
b
/: R([a,b]) — R

f — /bf(ff)dl’

ist eine lineare Abbildung, d.h. es gilt:

/b(f($)+9($)) de = /bf(x) dr + /bg(m) dx
/b(k-f(@)da: = )\-/bf(a:)dx

fiir alle f,g € R([a,b]), A € R.
(iii) f,9 € R([a,0]) = (f-9) € R([a,])

Fg € R(ab), ntlsl >0 — (f;) e R((a,b)

Man beachte
Der Vorgang der Integration ist nicht multiplikativ, d.h. es gilt i.a.

/b(f(x)-g(ﬂ:)) do # /bf(z) dx - /bg(:r) dx

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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(iv) ,Aufspalten® des Integrals:

Fir ¢ € [a,b], f € R([a,b]) sind auch f € R([a,c]) sowie f € R([c,b]),
und es gilt die Aufspaltungsregel (Abb. 6.10)

b

/bf(m)dx = /Cf(x)dx + /f(a:)da:.

[

Hierbei wird definiert:

/af(x)daz = 0.

(v) ,Zusammensetzen® des Integrals:

Fiir ¢ € [a,b], f € R(la,c]) N R([c,b]) ist auch f € R([a,b]), und es gilt
die Zusammensetzungsregel (Abb. 6.10)

/cf(x)da: + /bf(x)dx _ /f(a:)da:.

a c b

Abbildung 6.10: Aufspalten bzw. Zusammensetzen des Integrals

(vi) Monotonie des Integrals:

Fir f,9 € R((a, b)), f(2) < g(x) (x € [a,8]) ist

b b
[t@ds < [ o) in

insbesondere gelten fiir x € [a, b]:

0 < f(x) = 0 =

Q\v
o
IS
8
IA

—
~
—~

8
~—
U
s

b
m< f(x) <M = m-(b—a) < /f(x)d:c < M- (b—a).
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(vii) Absolute Integrierbarkeit von f:
Fiir f € R([a,b]) ist auch |f| € R([a,b]), und es gilt
b b

| [i@ae| < [lr@)a

a a

Bemerkung

(i) Bei der Definition des bestimmten Integrals wird nicht benutzt, daf§ die
Funktion f positiv zu sein hat, sondern nur bei der Interpretation von

b
| f(z)dx als Fliche oder als Arbeit. Sei nun f(z) < 0 in [a,b]. Dann ist
dort —f(z) > 0, und es folgt

b

a/bf(x)dx = a/b[f(m)]dw = _/t{@ldx'

a >0

b
Der Wert des Integrals [ f(x) dz bei negativem f 148t sich also deuten als
a
Flécheninhalt der (positiven) Funktion — f, versehen mit einem negativen
Vorzeichen.

Schlagwortartig: Flichen unterhalb der Abszisse werden negativ
gezahlt.

Daher ist verstandlich, dal der Wert eines Integrals gleich Null ist, wenn
der Funktionsgraph oberhalb der Abszisse eine genauso grofle Fliche aus-
schneidet wie unterhalb.

Beispiele
s a
/sinxdm:(), /$2n+1dac:0,...
-7 —a

(ii) Die Definition des bestimmten Integrals wird fiir den Fall b < a wie folgt

erweitert: ,
/f(:c)da; = — /f(m)dx.
a b

Die im letzten Satz erwiahnte Aufspaltungsregel

/bf(x) dr = jf(x) dz + /bf(x) dx

gilt dann fiir jede Anordnung von a, b, c. Eine dquivalente Schreibweise ist

/bf(x)dx + /cf(x)d:r + /af(:v)dx = 0.
a b c
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(iii) Aufgrund dieser Regel erweisen sich sofort die stiickweise stetigen Funk-
tionen, die an endlich vielen Stellen des Intervalles endliche Sprungstellen
haben, als integrierbar: man integriert einfach von Sprungstelle zu Sprung-
stelle; vgl. Abb. 6.11 und dazu das nachfolgende Beispiel.

Beispiel 6.4

3
T 5 27

PR

Abbildung 6.11: Integration einer ,,Sigezahnfunktion“

Die Geichung der in Abb. 6.11 dargestellten Funktion im Intervall [0, 7/2]

lautet 5
f(z) = — (z €[0,7/2]).
Damit ergibt sich
2T 7'1'/2 T 37’1’/2 2T
/f(m)da: = /f(x)da:—k/f(x)dx—i— / flz)dz + / f(z)dx
0 0 /2 ™ 3m/2
/2 N2 9
:4-/2mdm — §-(5)7_0:7r
s (Beispiel 6.2) T 2
0

(iv) Die in Satz 6.6 (vi) angesprochene Monotonie des bestimmten Integrals
gilt fiir Ableitungen nicht. Gegenbeispiel?

Beispiel 6.5

w/2
Beh. [ coszdx > 0; s. Abb. 6.12.

Bew.

Hier wird eine Funktion mit negativen Funktionswerten in negativer Richtung
integriert, daher kommt es zu zwei sich gegenseitig kompensierenden negativen
Vorzeichen:

Nach (ii) und (i) der letzten Bemerkung sowie aus Symmetriegriinden gilt

w/2 T T /2
/coswdm (?) —/cosxda: = /(—COS.CL‘)d.T (:) /cosajdx > 0.
™ /2 w/2 0
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o
INE) %
=

Abbildung 6.12: Kosinus-Funktion zwischen 0 und 7

6.2 Das unbestimmte Integral

Die Berechnung eines bestimmten Integrals als Grenzwert einer Summe ist mei-
stens sehr aufwendig; vgl. Beispiel 6.2. Die im folgenden eingefithrten Begrif-
fe ,Stammfunktion“ und ,unbestimmtes Integral“ dienen daher weniger der
Theorie als vielmehr der Bequemlichkeit bei der Berechnung von (bestimmten)
Integralen, also etwa von Flidcheninhalten.

Definition 6.6

Seien f eine Funktion und D(f) ein Intervall.

(i) Jede differenzierbare Funktion F mit der Eigenschaft F' = f, d.h. jede
Losung der Differentialgleichung y' = f(x) mit D(F) = D(f) heifit eine
Stammfunktion von f.

(ii) Die Menge aller Stammfunktionen von f wird mit [ f(z)dz bezeichnet
und heifit unbestimmtes Integral von f.

Nicht jede Funktion f hat eine Stammfunktion, d.h. ist Ableitung einer Funk-
tion F'. Fiir die Dirichlet-Funktion (Beispiel 6.1 (ii)) auf dem Intervall [a, b]

o 0 , zeQnla,b
flw) = { 1, ze(R\Q) N0

etwa gilt: [ f(z)dx = 0.

Falls zu einer Funktion f jedoch Stammfunktionen existieren, so kénnen diese
nicht allzu verschieden sein, denn es gilt:

Satz 6.7
Seien f eine Funktion und D(f) ein Intervall.

(i) Sind F; und F5 zwei Stammfunktionen von f, so gibt es eine Zahl c € R
mit der Eigenschaft

Fy(z) = Fi(z)+c¢ (x € D(f)).
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(ii) Ist F' eine Stammfunktion von f, dann ist fiir alle Zahlen ¢ € R auch die
Funktion Fi, definiert durch

Fi(z) = F(z)+c (z € D(f))

eine Stammfunktion von f.

Beweis

(i) folgt aus (F1 —F»)' = F| —F} = 0 und der Tatsache, daB sich zwei Funktio-
nen mit gleicher Ableitung nur um eine konstante Funktion unterscheiden.

(ii) folgt durch Differentiation unter Beachtung von D(F}) = D(F) = D(f).

Die Menge aller Stammfunktionen zu einer Funktion f, also das unbestimmte
Integral [ f(z)dx, 148t sich auch mit Hilfe einer Aquivalenzrelation charakteri-
sieren:

Satz 6.8

(i) Auf der Menge aller Funktionen ist durch

D(g) = D(h)
goh= A gla) = k@) +e
cceR  zeD(g)

eine Aquivalenzrelation erklirt; die zugehérigen Aquivalenzklassen seien
mit [ -] bezeichnet.

(ii) Sei f eine Funktion mit einem Intervall als Definitionsbereich und gelte
[ f(z)dx # 0. Dann gilt fiir eine Stammfunktion F von f:

/f(a;)da: .

Beweis

(i) Ubung.

(ii) Nach dem letzten Satz und der Definition von ,, ~ ¢ ist
/f(x) de = {F:\/ N Fl)=F@+c = [F]

ceR  zeD(f)
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Bemerkung

(i) Statt [F] schreibt man iiblicherweise F'(x) 4+ ¢ mit nicht quantifiziertem c,
weshalb die Schreibweise auch gefihrlich ist; z.B.

25
/x2dx: §+c (x € R),

was dann zu lesen ist:
e die durch F(z) := ‘%3 (x € R) definierte Funktion F' ist eine Stamm-
funktion zu f(z) := 2% (z € R) oder

e die Menge aller Stammfunktionen zu f(z) := 22 (z € R) ist gegeben
durch

F.(z) :=

3
% +c (x € R, c € R geeignet).

(ii) Aus den Gleichungen

[t@dr=r@ . [ i@ = R

darf man also nicht auf F; = Fy schliefen sondern lediglich darauf, daf3
sich F7 und F5 nur um eine additive Konstante unterscheiden.

b
(iii) [ f(x)dz bedeutet eine Menge von Funktionen, [ f(z)dz bedeutet eine

Zahl.

(iv) Jede Differentiationsformel liefert sofort eine Integrationsformel, also eine
Vorschrift zur Bestimmung einer Stammfunktion.

b

Die Schreibweisen des bestimmten Integrals [ f(z)dz und des unbestimmten
a

Integrals [ f(x) dx suggerieren, daB das eine etwas mit dem anderen zu tun hat.

Diese Vermutung ist wahr, und sie wird im folgenden Abschnitt untersucht.

6.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung

Zur Formulierung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung wer-
den zwei vorbereitende Sétze benotigt.

Satz 6.9

Seien a,b € R, a < b, T := [a,b] und die Funktion f iiber Z Riemann-
integrierbar; insbesondere ist f also beschrénkt.
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Die beiden Funktionen F' und G, definiert durch

F(z) = /f(t)dt , G(z) = /f(t)dt (x € [a,b])

sind stetig.
In Worten:

Fiir eine integrierbare Funktion f ist das Integral eine stetige Funktion der
oberen - und der unteren Grenze.

Beweis

Seien x, & € Z. Dann folgt unter Berticksichtigung der Beschrénktheit von f auf
I (f(z) <M (z €1)):

a

x 9
F@-F©| = | [rwa - [ s

a

= jf(t)dt + /f(t)dt‘
a 3

- ‘/xf(t)dt‘
¢

‘/x|f(t)|dt‘ < M-‘/wdt) < M-|z—¢|.
13 3

(Satz 6.6 (vi), (vii))

IN

Analog fiir G.

Uber das Bisherige hinaus wird jetzt die Stetigkeit von f in Z vorausgesetzt:

Satz 6.10
Seien a,b € R, a < b, Z := [a,b] und die Funktion f in Z stetig.

Die beiden Funktionen F' und G des letzten Satzes sind im Intervall Z differen-
zierbar, und es gilt

dF dG
(@) = fo) = ——"(2) (2 € [a,b)).

In Worten:

Fiir eine stetige Funktion f ist das Integral eine differenzierbare Funktion der
oberen - und der unteren Grenze.
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Beweis

Seien z,£ € Z. Dann folgt fiir den Differenzenquotienten von F':

z 3
fw _ xif(a/f(t)dt_a/f(t))

- xif (/xf(t)dt + /af(t)dt)
a ¢

1 1 f
- = !f(t>dt - H-f[€+9(w—§)}-£/dt
—  flg+ 0@ ¢)

mit einem geeigneten 6 € (0,1). An der Stelle (x) wurde dabei der 1. Mittel-
wertsatz der Integralrechnung (Satz 6.12) angewandt: Ist der Integrand stetig,
so darf er an einer ,,Zwischenstelle“ aus dem Integral herausgezogen werden; an
der Stelle (%) vgl. Beispiel 6.1 (i).

Aufgrund der Stetigkeit von f in Z hat der Differenzenquotient von F' fiir x — £
den Grenzwert f(&):

Fe) =t DT )

Analog zeigt man die Behauptung fiir die Funktion G.

Ist die (stetige) Funktion f positiv, so stellt F'(z) anschaulich einen Flidchenin-
halt dar, s. Abb. 6.13.

Abbildung 6.13: Fliche unterhalb des Graphen von f zwischen £ und x

Der letzte Satz liefert das folgende

Korollar

Eine in einem Intervall stetige Funktion f besitzt dort eine Stammfunktion,
z.B. fiir a € Z:

Flz) = /f(t)dt.
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Bemerkung

Nicht unbedingt jede Stammfunktion von f 148t sich in obiger Form mit einem
geeigneten a € 7 darstellen. Es gestatten genau diejenigen Stammfunktionen
eine solche Darstellung, die im Intervall Z die Nullstelle a besitzen.

Beispiel

2

F(z) = % + 1 ist eine Stammfunktion von f(z) := =z (x € R),

besitzt aber nirgendwo eine Nullstelle, insbesondere nicht im Intervall Z. Folg-
lich ist, cf. Beispiel 6.2:

T

Y 2 2 2
/f(t)dt - /tdt = (%—%) ” %+1 fiir alle a € R.

a

Der folgende Satz heifit deshalb ,,Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung*, weil er zwei scheinbar ganz verschiedene Konzepte der Analysis mitein-
ander verkniipft:

e Das Konzept der Stammfunktion, also ein Problem der Differentialrech-
nung

e Das Problem der Fldachenberechnung, also ein Problem der Integralrech-
nung

Im Falle eines stetigen Integranden 143t sich das Problem der Berechnung eines
Flécheninhaltes durch ,riickwértiges* Differenzieren (,, Aufleiten®) lésen:

Satz 6.11  (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Seien 7 ein Intervall und f stetig auf Z. Seien a,b € Z und F irgendeine (nach
dem Korollar auf p. 22 existierende) Stammfunktion von f. Dann gilt:

Bemerkung

(i) Der besondere Wert des Hauptsatzes liegt darin, dafl mit ihm die Berech-
nung bestimmter Integrale von stetigen Funktionen (Arbeit, Flichen) auf
das Auffinden von Stammfunktionen zuriickgefiihrt ist. Stammfunktionen
einer groflen Anzahl elementarer Funktionen kennt man jedoch bereits:
man braucht nur die entsprechenden Ableitungsformeln in der anderen
Richtung zu lesen.
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(ii) Fir f€C%([a,b]) ist

% /f(t)dt = f(=) (z € [a, b]),

d.h. erst integrieren, dann differenzieren reproduziert eine stetige Funk-
tion f.

Fiir feC([a,b]) ist

xT

d
T fWdt = f@) - f(a) (z € [a,0]),

a

d.h. erst differenzieren, dann integrieren liefert im Fall einer stetig diffe-
renzierbaren Funktion f den Ausdruck f(z) — f(a).

In diesem Sinne ist das Integrieren (= Aufsuchen von Stammfunktionen)
die Umkehrung des Differenzierens.

(iii) Fir die rechte Seite der Aussage des Hauptsatzes ist die Abkiirzung
[F (x)]z in Gebrauch oder auch [F (x)]iiz, wenn Irrtiimer bzgl. der un-
abhingigen Variable zu befiirchten sind. Mit dieser Schreibweise lautet die
Aussage des Hauptsatzes

Der Beweis des weittragenden Hauptsatzes ist iiberraschend einfach:

Beweis  (von Satz 6.11)

(a) Fiir die nach dem Korollar auf p. 22 existierende spezielle Stammfunktion

Fo(e) == [ f(t)dt gilt

Folb) - Fila) = Folt) = [ f(0ya.

(b) Jede andere Stammfunktion F' hat die Gestalt

F(x) = Fo(z)+c (x € Z, c € R geeignet),
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so daf} die Behauptung ebenso einfach folgt:

F(b) —F(a) = Fy(b)+c — [Fola)+ ]

— RO~ R0 = [ f@)a

Bemerkung

Die stereotyp hingeschriebene Integrationskonstante ¢ wird in Zukunft oft weg-
gelassen bzw. erst bei Bedarf hinzugefiigt; bei der Anwendung des Hauptsatzes
hebt sie sich ohnehin weg.

Wichtig ist die Integrationskonstante jedoch in folgendem Zusammenhang: der
Begriff der Stammfunktion ist ein Begriff der Differentialrechnung, erst durch
den Hauptsatz wird er zur Integralrechnung in Beziehung gesetzt. Das Problem,
Stammfunktionen zu bestimmen (= ,unbestimmt zu integrieren“) und die auf-
tretenden Integrationskonstanten dann anhand der auftretenden Anfangs- und
Randbedingungen anzupassen, tritt beispielsweise beim Losen von Differential-
gleichungen auf.

Beispiel 6.6

Fiir den freien Fall ohne Beriicksichtigung des Luftwiderstandes gilt fiir den
Weg s(t) als Funktion der Zeit ¢ die Differentialgleichung

t) =g (t >0, g : Fallbeschleunigung).
Zweimalige Integration dieser Gleichung nach t liefert
i) = [L@p)dt = [gadt = g-t+
s(t) = [L@t)dt = [(gt+ca)dt = 1gt® + et + co

Die Bedeutung der Integrationskonstanten erkennt man, wenn man in s und $
die Anfangsbedingung einsetzt, s. Abb 6.14.

1o
_SO

J $(0) = vo

s(t)

Y

Abbildung 6.14: Freier Fall vom Ort sg mit der Anfangsgeschwindigkeit vg

{ s(0) = s
t=20 -
S(O) =
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1
— s(t) = 591&2 + vt + 50 (t>0)

Bemerkung

Es sei nochmals betont, daf}

b
e die Existenz des Riemann-Integrals [ f(z)dz und
a

e die Existenz einer Stammfunktion F € [ f(z)dx

begrifflich zwei vollig verschiedene Dinge sind und sorgfiltig auseinandergehal-
ten werden miissen. Fiir stetige Funktionen schafft der Hauptsatz eine Verbin-
dung, jedoch kann bei nicht stetigen Funktionen alles Mogliche passieren:

Beispiele 6.7

(i) Beispiel einer Riemann-integrierbaren Funktion, zu der keine Stammfunk-
tion existiert:
{ -1 , xze€[-1,0)

1, z€]0,1])

Daf§ f keine Stammfunktion besitzt, folgt etwa aus dem Zwischenwertsatz
fiir Ableitungen.

fx) =

(ii) Beispiel einer auf [—1,1] differenzierbaren Funktion F', deren Ableitung
unbeschrénkt, also nicht R-integrierbar ist:

3
3 1
r2-siny , x#0
F(z) =
0 , =0
3.2 .1 1 1
5562‘81115*@'(308; s CC#O
/ j—
F(x) B li $%~sin%—0 -0 -0
o B » T

6.4 Explizit berechenbare Integrale - Integrations-
methoden

Fiir stetige Funktionen f bekommt man durch den Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (Satz 6.11) ein weittragendes Mittel in die Hand, ein
bestimmtes Integral zu berechnen:

Sind a < b, f € C%([a,b]), dann ist

Plz) = / (1) dt (@ € [a,b])

eine Stammfunktion von f.
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Nun ist es nicht moglich, fiir alle stetigen Funktionen eine Stammfunktion in
geschlossener Form anzugeben. Beispielsweise 18t sich zeigen, da [ e® dz keine
,elementare* Funktion ist, d.h. es ist nicht moglich, dieses Integral durch eine
endliche Anzahl der Operationen +, —, -, :, In, exp, sin, J/ ete. auszudriicken.

Definition 6.7

x

Das Integral [ f(z)dx heiBt explizit berechenbar, falls man es durch einen Term
a

angeben kann, in welchem kein Integralzeichen mehr vorkommt.

Dabei gelten hier In, exp, sin, cos als Terme, obwohl man strenggenommen
auch zum Berechnen von e* einen Grenzwert bestimmen muf:

n—oo n—oo

n k
. T\" . x
entweder lim (1 + ﬁ) oder lim kg_o o

6.4.1 Grundintegrale

In den Tabellen 6.1 und 6.2 sind einige ,,Grundintegrale“ aufgefithrt. Man be-
weist die dort gemachten Aussagen jeweils durch Differentiation der angegebe-
nen Stammfunktion.

Bemerkung

Die beiden nachstehend aufgefiihrten Ergebnisse sind Folgerungen aus allgemei-
nen Sétzen iiber Turing-Maschinen, die der Englénder Alan Mathison Turing
(1912 - 1954) als theoretische Hilfe 1936 in die mathematische Logik eingefiihrt
hat, um damit den Begriff des Algorithmus’ streng fassen zu kénnen:

e Es gibt kein allgemeingiiltiges Verfahren, mit dessen Hilfe man fiir eine
elementare Funktion f feststellen kann, ob [ f(x)dz wieder elementar ist
oder nicht.

e Es gibt keinen Algorithmus, d.h. kein mit einer endlichen Abfolge von
Schritten angebbares Verfahren, das fiir zwei beliebige elementare Funk-
tionen f und g festzustellen gestattet, ob f = g gilt; Beispiel:

f(z) := sin’z , g(xz) = 1—rcos’x (x € R).

6.4.2 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Seien n € N, f :[a,b] — R eine beliebige (!) Funktion und Z := {zo,...,z}
eine dquidistante Zerlegung von [a, b] mit der Schrittweite h := b_Ta. Dann wird

man den arithmetischen Mittelwert der n Funktionswerte f(x1),..., f(z,), also
die Zahl
_ Syt ) 1§
pn(f) = - = 7 kZﬂf(m) h (6:3)
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Funktionenklasse | Funktion f Stammfunktion F D(F)
l,n-l—l
C N R
Nl + (n € 0)
xn+1
Potenzfunktionen " 1 +C (ne—-IN\{-1}) R\{0}
n
Inlz|+C (n=-1) R\{0}
e” e" +C R
Exponentialfunktionen
€T
a” . +C R
Ina
Inz z-(lnzx—-1)+C (0, 00)
Logarithmusfunktionen
log,z z - (logaxr —Ina) + C (0,00)
sin x —cosz +C R
Trigonometrische cosx sinz 4+ C R
1 2k + 1
Funktionen —— tanx + C' x # + s
cos® x 2
1
— —cotx +C x #km
sin® x
1 arcsinz + C
—— (-1,1)
V1—a? —arccos z + Co
Arkusfunktionen
1 arctanx + C
5 R
I+ —arccot x + Cy

Tabelle 6.1: Stammfunktionen elementarer Funktionen
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Funktionenklasse | Funktion f Stammfunktion F D(F)
sinh z coshx +C R
cosh z sinhz + C R
Hyperbelfunktionen
1
—_— tanhz 4+ C R
cosh? x
1
—— —cothz +C R\{0}
sinh” z
1 .
arsinhx + C R
2+ 1
) 1
Areafunktionen o arcoshz + C (x >1)
$ —
1 artanhz +Cy , |z| <1
— (12l # 1)
- arcothz +Cy , |z|>1

Tabelle 6.2: Stammfunktionen elementarer Funktionen
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als einen , mittleren* Wert der Funktion f ansehen kénnen — jedenfalls dann,
wenn 7 hinreichend grofl ist und f nicht zu sehr schwankt; beispielsweise
verfihrt man so bei der Bestimmung der mittleren Tagestemperatur.

Ist f auf [a, b] integrierbar, so kann man sich von den Méglichkeiten der willkiirli-
chen Wahl von n und der unklaren Forderung, f moge nicht zu stark schwanken,
befreien. Die rechte Seite von (6.3) ist eine Riemann’sche Summe fiir das Inte-
gral

b
uf) = oo [f@e (6.4)

Man nennt daher p(f) den (linearen oder arithmetischen) Mittelwert der Funk-
tion f auf [a,b]. Diese Bezeichnung ist gerechtfertigt, da fiir jede Zahl n € IN
die Abschitzung

inf f(z) < pa(f) < supf(z)
[a,0] [a,b]

gilt (Satz 6.6.(vi)), im Grenziibergang n — oo dann also auch fiir u(f).

Satz 6.12 (1. Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei f € R([a,b]). Dann exisitiert eine Zahl u € [[inlf]f(ar), sup f(z)], nmlich der
a [a,b]

Mittelwert u(f) von f, so dafl gilt:
b
/f(x)dx = u-(b—a).

Ist f € C([a,b]), so wird ein Mittelwert ,angenommen*, d.h. es exisitiert ein

§ € (a,b) mit p = f(£).

Beweis

Aufgrund von (6.4) und der nachfolgenden Bemerkung ist nur noch die letzte
Aussage zu beweisen, und diese folgt aus dem Zwischenwertsatz fiir stetige
Funktionen.

Fiir eine auf dem Intervall [a, b] positive Funktion f besagt dieser Satz, dafi die
Fliache unter der Kurve fiir eine geeignete Zahl £ € (a,b) gleich dem Inhalt des
Rechteckes mit den Seiten (b — a) und f(&) ist, s. Abb. 6.15.

Die Aussage des Satzes, den Zwischenwert f(§) betreffend, wird falsch, wenn f
nur noch als integrierbar, nicht aber mehr als stetig vorausgesetzt wird, s. Abb.
6.16.

Neben dem linearen - ist auch noch der sog. quadratische Mittelwert von Be-
deutung.

Definition 6.8

Seien 7 := [a,b] und f € R([a,b]) (Nach Satz 6.6 (iii) gilt damit automatisch
* € R([a,b])).
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f
1o LN

a 13 b
Abbildung 6.15: Mittelwertsatz der Integralrechnung fiir eine stetige Funktion

y

f/
\

a b

Abbildung 6.16: Unstetige Funktion

(i) f1 = ! /f(ac) dx heifit linearer Mittelwert (s. (6.4))

1
(i) f2 = 5 / f(z)?dx  heiit quadratischer Mittelwert
—a

oder Effektivwert

der Funktion f im Intervall Z.

6.4.2.1 Beispiele aus der Wechselstromtechnik

FlieBt durch ein Mefiinstrument ein zeitlich verédnderlicher Strom i(-), dessen
Frequenz wesentlich hoher ist als die Eigenfrequenz des Meflinstrumentes, so
zeigt dieses aufgrund seiner Trégheit nur einen zeitlich konstanten Wert an.

Entsprechendes gilt auch, wenn man das Mefinstrument als Spannungsmefin-
strument benutzt. Sinngeméf gelten die folgenden Beispiele daher auch fiir eine
Spannung u(-).

Beispiel 6.8 (Drehspulgalvanometer; linearer Mittelwert)

Bei einem Drehspulgalvanometer ist der Ausschlag dem Strom proportional.
Daher betrigt der Mittelwert (7' : Periode, wT = 27)):

'Lga,l = T/
0
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Fiir einen sinusférmigen Strom i(t) := i - sin(wt + ¢) erhiilt man daher fiir eine
volle Periode T":

T .
1 1 T
lgal = T/ in(wt + @) dt =~ [cos(wt+¢)]0 = 0.
0

Dieser Mittelwert ist nicht sehr aussagekriftig, da der Strom in der zwei-
ten Halbperiode ein negatives Vorzeichen hat. Ja, ohne einen vorgeschalteten
Gleichrichter kann solch ein Strom zu einer Zerstorung des Mefinstrumentes
fithren.

Hier wird daher eine Zweiweg-Gleichrichtung angenommen und der Mittelwert
nur iiber eine halbe Periode betrachtet, also der Mittelwert der gleichgerichteten
Funktion berechnet, s. Abb. 6.17.

y i(t)

Abbildung 6.17: Zweiweg-gleichgerichtete Sinus-Funktion im Intervall [0, T']

T/2

_ 1 , T/2
lgal = T—/Q /Z(t) dt = % ‘of sin(wt + ¢) dt
0
2i /2 2i T
= 7 [eostetro), - -7 <(w2 +6) - cos ¢>
27 27
= - w—; (cos(m+ ¢) —cosg) = - w% (—cos¢ — cos ¢)
— ﬁcosgb 2, = 0,637
(wT=27) ™ (¢ 0) m

(6.5)

Beispiel 6.9  (DreheisenmefBwerk; quadratischer Mittelwert)

Ein Dreheisenmefiwerk dient zur Anzeige von Stromen, indem es diese in einen
der Stromstérke entsprechenden Zeigerausschlag umwandelt. Innerhalb einer
Spule des Meflwerkes befinden sich ein fester - und ein an der Zeigerachse be-
festigter und mit ihr beweglicher Eisenkern. Fliefit ein Strom durch die Spule,
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so werden beide Eisen gleichsinnig magnetisiert, stoflen sich daher ab, bewe-
gen sich gegeneinander und bringen dadurch den Zeiger zum Ausschlag. Da die
beiden Eisenkerne unabhéngig von der Polung immer gleichsinnig magnetisiert
werden und sich demzufolge abstoflen, eignet sich dieses Mefiwerk zur Anzeige
sowohl von Gleichstrom als auch von Wechselstrom.

Die den Ausschlag erzeugende Kraft ist hier proportional zum Quadrat des
Stromes, also zur effektiven Stromstirke. Deshalb wird bei der negativen Halb-
welle auch kein Gleichrichter wie beim Drehspulmef3werk benétigt; weiterhin ist
deswegen auch die Skala nicht linear.

Der Effektivwert des Stromes ist gegeben durch den quadratischen Mittelwert
iiber eine Periode:
T
1
— [ 4(t)2 dt.
: i
0

Fiir einen sinusférmigen Wechselstrom
i(t) = i -sin(wt + @) (t>0)

erhilt man den Effektivwert

T
i(1)2
!i@ dt =

I2

Nl
'ﬂ\i—?

T
/s (wt+o@)d
0

T
52
5 2ZT/1—0052 (wt+ ¢)] dt
0
Pl o)
= — |t — —sin2(w
of || 2w .
_ 2
2T 2

unter Beachtung von wT = 27 und bei (x) von der fiir alle x € R giiltigen
Formel

2

sin“x = (Cos2 T + sin? a:) — %(cos2 T — sin? m) = (1 — COS 21:).

N —
N —

Zwischen Effektivwert I und Scheitelwert ¢ besteht daher die Beziechung

I =

g\ <o
[\
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Aufgabe

Man stelle die beiden Funktionen
i(t) = 1 - cos(wt + ) und  i2(t) = 2 cos?(wt + ¢) (t>0)

graphisch dar.

Definition 6.9
Fir ¢t > 0 heif3t

t)-i(t) (t>0) Momentanleistung,

(i) P(t) :=

N \

u(

T
/ mittlere Leistung oder Leistung schlechthin.
0

Beispiel 6.10  (Leistung des Wechselstromes; linearer Mittelwert)

Eine kosinusférmige Wechselspannung u(t) := 4 - cos(wt + ¢,,) erzeugt einen
kosinusformigen Wechselstrom i(t) := 7 - cos(wt + ¢;) fiir t > 0. O.B.d.A. wird
¢; := 0 gesetzt.

Fiir die mittlere Leistung ergibt sich der Wert

Y
I
—
Tt~
s
ﬂ\ =,

T
/cos (wt + ¢y,) coswit dt
0

T
-z / [cos (2wt + ¢u) + cos du] dt
0

(x) 2T
.3 T
o awl (2wt + ¢u) + cosy -t
T oar |w v “,
@i a i
- T B
5T COS ¢y, NG COS ¢y,
= U-1:-cosq,

unter Beachtung von wT = 27 und bei (x) von der fiir alle x € R giiltigen
Formel

cos(z1 + x2) + cos(xy — x2)
= COST|COSxTy — sinxisinxs + cosxicosxo + Sinxgsinzo

= COS 1 COS 2.
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Die Grofe cos ¢, heifit Leistungsfaktor.

Aufgabe

Man bestimme den Effektivwert U der durch den Graphen der Funktion aus
Abb. 6.18 definierten Spannung.

, ult)

T/2 T t
Abbildung 6.18: Effektivwert einer Dreiecksspannung

Losung

Der Effektivwert ist gegeben durch die Beziechung

daher folgt:

T T/2
TU?> = [u()?dt = 2 [ u(t)*dt
: T/2 ) ’ T/2
_ a(1- 2 =02 [ (12
= 2 [la(1-70)] @ = 2@ [(1-20)
0 /2 0
T 3 T
_ ~2( - _“ — 02,
- 2“(6)[<1 T)]O Y3
_ v=L -2

6.4.3 Partielle Integration

Die partielle Integration oder Produktintegration ist eine der beiden Standard-
Methoden zur Auswertung eines bestimmten oder unbestimmten Integrals; sie
ist die integralrechnerische Interpretation der Produktregel der Differential-
rechnung.

Sind f und g zwei auf dem Intervall [a, b] stetig differenzierbare Funktionen, so
folgt nach der Produkteregel der Differentialrechnung fiir z € [a, b]:

L f@) o@)] = @) -gl@) + F@) @),
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und daraus durch Ubergang zur Stammfunktion
d !/ /
@) g@)]de = f2)-g(x) = [f'(@)-g@)de+ [[f(x)-g'(x)]de
Das ist schon die Formel fiir die partielle Integration unbestimmter Integrale:

Satz 6.13

Seien a < b und f, g € C*([a,b]). Dann gelten die Beziehungen

(6.6)

Bemerkung

Bei der ersten Formel handelt es sich um die Gleichheit von unbestimmten
Integralen, also um die Gleichheit von Mengen von Funktionen, nicht um die
von einzelnen Funktionen selbst.

Beispiele 6.11

(i)  Unbestimmtes Integral:

22\’
/a:-lnxdx = /<2> -Inzdx

= 3 ‘Inx — ?‘(hll‘)/dl’

= l;-lnm— l;-xdx

= :E;olnx—;-x;+0

= x;(lnm—;) + C (z>0)
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(i)  Bestimmtes Integral:

1 1
/:);’Q-exd:r = /wz
0 0

= z2.¢
= e —

= e —

= e —

= e —

1
1
(2aj-ex 0 /2‘emdac)
0
1
2¢ + 2¢°
0
2e + 2¢ — 2
2

(iii)  Bestimmtes Integral (Abb. 6.19):

1.2r
halbe
1

Rechtecksflache

0.8r

0.6r

0.4r

0.2

0

T 21

0T 2

s 4 5 6 71

Abbildung 6.19: f(z) = sin®z
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2

/sin2 rdr =

0

2w

— /sinzxdx =

0

sinz - sin x dx

sinz - (— cos)'z dz

2

[sinz - (— cos m)]z7r - /(sin)’x - (—cosz)dx

0

2w 2m
0 + /cos2xd1: = /(1—sin23:)d9:
0 0

27

27
/1dm — /Sin2xdaz
0

0

2
2T — / sin® z dx
0

(iv)  Unbestimmtes Integral:

dx
sinz - cosx

- 0 =

Wo liegt der Fehler 777

Bemerkung

cotx
/ 7, / cotx - (tan) 'vdx
cos

cotx-tanxr — /tan:n Cot v dx

t
1 + / .aréx dx
sin®

dx T
L+ /sinx-cosx (336 (0’5))

1

Eine Stammfunktion zu diesem Integral ist (Beispiel 6.23 mit einer Sub-

stitution)

/

sinz - cosx

d
i = In|tanz| + C.
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6.4.3.1 Restglied der Taylor-Formel in Integralform

Als eine weitere Anwendung der partiellen Integration soll eine Darstellung des
Restgliedes der Taylor’schen Formel in Integralform gegeben werden.

Satz 6.14  (Taylor’sche Formel mit Restglied in Integralform)
Seien n € Ny, r > 0, o € R, f eine Funktion mit

Ur(xo) = (xo —ryxzo+7r) C D(f).

f sei in Up(xg) (n + 1)-mal stetig differenzierbar. Dann gilt:

AN f@) = Tulf,20)(x) + Ra(f,z0)(x)

z€Ur(z0)

mit T (f,x0)( Z f (v — J'30)16

und R, (f,z0)(z) = ;'/(a: N I

Beweis

Das einzig neue an diesem Satz ist die Integraldarstellung des Restgliedes. Man
beachte, dafl die Forderung der stetigen Differenzierbarkeit an f etwas stérker
ausfallt als zuvor: hier mufl auch die (n+1)-te Ableitung von f auf U, (z¢) noch
stetig sein.

Der Beweis lduft iiber vollstdndige Induktion nach n.

(a) Fiir n =0 ist
Rolf,a0)() = o / FOD (@)t = f(a) ~ flao),
also

flx) = flzo) + /f/(t) dt = To(f,z0)(x) + Ro(f,z0)(x).

(b) Es wird nun angenommen, der Satz gelte fiir eine natiirliche Zahl n < m:

f(x) = Tu(f,20)(x) + Rn(f,w0)(2) (z € Ur(20))-
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(c) Mit Hilfe partieller Integration (nach t!) erhélt man daraus

Ru(f,zo)(@) = — [(z—t)" fO (1) dt

—(x — n+1

zo

_ /:C_(x_t)nJrl . f(n+2) (t) dt]

J n+1
_ fi’:r(f;! ) (& — gy
i (nil)'/x@ — L pnE2) (4 g
_ m@ —20)™ + Ropa(fo20)(@).

Die Induktionsbehauptung folgt dann durch Einsetzen des zuletzt erhalte-
nen Ausdrucks in die Induktionsvoraussetzung.

6.4.4 Integration durch Substitution

Neben der (Methode der) partiellen Integration ist die (Methode der) Inte-
gration durch Substitution die zweite Standard-Methode zur Berechnung eines
Integrals. Sie ist die integralrechnerische Interpretation der Kettenregel der Dif-
ferentialrechnung.

Satz 6.15
Seien g € C'([a,b]), f € C®(W(g)). Dann gelten:

z=g(t)
b g(b) (6.8)
/ o) g dt = / f(z) da
a g(a)
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Hat also der Integrand die spezielle Bauart f[g(t)] - ¢/(¢), so kann man eine
Stammfunktion von ihm dadurch bestimmen, dafl man das Integral f f(x)dx
berechnet und im Ergebnis fiir  wieder g(t) setzt.

Beispiel 6.12

Zu berechnen ist [ cos(#?) - 2t dt. Dieses Integral ist von der obigen Form mit

x = g(t) = t? sowie i—f = ¢'(t) = 2t. Also ergibt sich mit Satz 6.15

/cos(tz)-2tdt = /cos:rdx

Beispiel 6.13

= sinz + O] = sin(t?) + C

r=t2 r=t

w/2
Auch das Integral [ sinte®?dt ist letztendlich von der obigen Form:
0

/2 w/2 cosm/2

/sinte‘mtdt = —/eCOSt-(—sint)dt = — / e’dr = [ex]é =e— L
0 0 cos 0

Bemerkung

Fiir die Anwendung der Substitutionsregel ist die folgende Merkregel hilfreich:

d
Mit  x:=g(t) folgt d—f =J'(t).

dx
Tut man nun so, als wire — ein Quotient — was es nicht ist — so erhlt

man dx = ¢'(t)dt. Die Substitutionsregel besagt dann, da man im Integral
[ flg(®)] - ¢'(t) dt die Zeichen

g(t) durch z und g'(t) dt durch dz

ersetzen kann.

Von der Substitutionsregel gibt es zwei wichtige Spezialfille:
1. Lineare Substitution:
1 1
/f(at—l—b)dt = /f(at—i—b) cadt = /f(:c)dx
a a

dr _
dt

r=at+b
(x :=g(t) = at + b, gt = a)
Beispiel

1 1
/sin(wt—i—gi))dt = /Sin(wt—l—QS)-wdt = /sinxda:
w w

r=wt+¢

= —%cos(wt—i—(]ﬁ) +C

1
= ——cosz + C
w r=wt+¢
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2. Integration einer logarithmischen Ableitung:

[l - [ana - [l

— In|z| + c(ng(t) — In|g(t)| + C

Beispiel
t 1
/cottdt - /C?S dt = /,-(sin)’(t) dt
sin ¢ sint
1 .
= [ —dz = In|z| + C" = In|sint| + C

T r=sint r=sint
Bei dieser Substitution ist jeweils f(z) = % mit entweder x < 0 oder
x> 0.

Zur Berechnung eines bestimmten Integrals mit Hilfe der Substitutionsregel
mufl man entweder

(a) die Integrationsgrenzen gemifl der Formel aus Satz 6.15 transformieren
oder

(b) im Ergebnis der unbestimmten Integration fiir die Variable = die Funktion
g(t) einsetzen und danach die ,alten* Grenzen verwenden.

Beispiel 6.14

/8
I := /cos(4t) dt , x :=g(t) = 4t
0
/8 /2 y
1 1 1r. /2 1
(a) I := 4/008(4t)-4dt = 4/cosmda: = 1[81n$:|0 = 1
0 0
/8
1 1 /8
(b) 1 /cos( t)-4dt [4/cosa:dx $:4J0
0
1 sl s 1
= [genere] ], = [mare]) =3

Beweis der Substitutionsregel — (Satz 6.15)

Sei F' eine Stammfunktion von f, es gelte also

D) = D(f) . Fla) = [ f@)de baw. Flo) = fo) (@€ D(f).

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



6.4. EXPLIZIT BERECHENBARE INTEGRALE -
INTEGRATIONSMETHODEN 43

Substituiert man nun mit Hilfe einer stetig differenzierbaren Funktion z = g(¢),
d.h. driickt man die ,alte” Variable x als Funktion der ,,neuen* Variable ¢ aus,
so ergibt sich mit der Kettenregel fiir x = ¢(t) € D(f):

d

GFeat) = (Feg)(t) = Flg@®)]-g'(t) = flg(®)]-g'?)- (6.9)

Somit ist die Funktion (F o g) eine Stammfunktion der (stetigen) Funktion
(fog)-4g.
Im den unbestimmten Fall folgt aus der Integration der Gleichung (6.9):
[ o gwde = [(Fogwa
= (Fog)®)
= Flg(t)]

= F(x)

xz=g(t)

= /f(:v) dx

Das ist der Beweis der Substitutionsregel fiir unbestimmte Integrale. Im be-
stimmten Fall folgt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(Satz 6.11):

e=g(t)

b
/ o) - gy dt = / (Fog)(t)dt

a

Bisher wurde durch Anwendung der Substitutionsregel ein Integral der Form

/ flo(0)] - o' (2) dt

/f(x) dx
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zuriickgefiithrt. Diese Vorgehensweise funktioniert allerdings nur dann, wenn
ein Integral auch in der ersten Form vorliegt, zumindest aber durch eine leichte
Manipulation — etwa Erweitern mit einer Zahl — auf eine solche gebracht werden
kann. Und das ist mehr oder weniger Zufall.

Die eigentliche Stérke der Substitutionsregel liegt in der umgekehrten Art ihrer
Benutzung. Es sei betont, daf es sich nach wie vor um dieselbe Substitutions-
regel handelt — es gibt nur eine — lediglich die Art und Weise ihrer Anwendung
dndert sich und zwar dahingehend, dafl nun ein Integral der Form

/ £(z) da

vorliegt, welches man durch die Substitution x := g(t) auf das Integral

[ flan- g o)

zurtickfiithrt.

Vorteil: Die Art der Substitutionsfunktion ist weitgehend frei wahlbar.
Nachteil: Bei der Substitutionsfunktion hat man dafiir die Qual der Wahl.

Dennoch zeigt sich bei dieser Art der Benutzung der Substitutionsformel ihre
eigentliche Stérke. Als zusétzliche Voraussetzung muf} jedoch die Substitutions-
funktion z := ¢(¢) umkehrbar sein, damit man

(a) im unbestimmten Fall:

mit Hilfe der gefundenen Stammfunktion ® von (fog)-¢" durch die Setzung
t = g~ !(x) zu einer Stammfunktion F von f gelangt:

[r@de = [ o) goa|_, = o0 = F()

) t=g~"(x)
(b) im bestimmten Fall:

die Grenzen o und 3 von [ mit Hilfe der inversen Funktion ¢t = g~!(z) auf
«
die neuen Grenzen transformieren kann:
97 (B)

B
[@de = [ fla)-g (0
o 9" (a)
Im folgenden Satz sind die Voraussetzungen etwas schérfer formuliert als not-

wendig, fiir die meisten Fille ist das jedoch ausreichend.

Satz 6.16

7 und Zj seien Intervalle, und es mogen die folgenden Voraussetzungen gelten:
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(i feC() g €Cl(Ty)
(ii) ¢'(t) # (t € Iy)
(iil) g(Zo) =

ine (unter diesen Voraussetzungen existierende) Stammfunktion von
fog)-g¢ auf dem Intervall Zj sei die Funktion ®.

QQ

c3)

)
)
)
)

(iv

—~

Abbildung 6.20: Darstellung der Komposition von g und f
Dann gilt:
(i) g~ ! existiert auf Z, g~ € CY(7)

(ii) F:= ®o g~ ! ist eine Stammfunktion von f, d.h. es gilt fiir alle z € T:
)] - ¢'(t) dt = Pt =: F(z).
/ f@de = [ o) g0, =], = F@

Aus welcher der Voraussetzungen folgt die Existenz von ¢~'? Ist die Voraus-
setzung auch notwendig?

Frage

Antwort

Das Nicht-Verschwinden der Ableitung von g garantiert die strenge Monotonie
und damit die Umkehrbarkeit. Zur Umkehrbarkeit von g allein ist ¢'(¢) # 0
(t € Ty) zwar nicht notwendig (Beispiel: g(t) = t> (¢ € R) ist global umkehrbar).
Jedoch ist diese Voraussetzung notwendig, wenn man von ¢~ ' nicht nur die
Existenz, sondern auch die Differenzierbarkeit haben will.

Beispiel 6.15

dz
/ JZ =1 (z € (1,00))
d
Substitution: x := g(t) := cosht , d—? = ¢'(t) = sinht

g ist auf [0, 00) streng monoton wachsend, und es ist ¢'(t) # 0 fiir alle t € (0, 00).
Damit folgt

-sinhtdt‘ )

1
/ Vecosh?t — 1 ~1=)

_ /S?nhtdt‘ = /dt‘
sinht  li=¢g—1(a) t=g~1

= t+C" = arcoshz + C
t=g—1(z)

N =
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Bemerkung

Bei dieser Methode hat man eine weitgehende Freiheit (mit allen Vor- und Nach-
teilen!) in der Wahl der Substitutionsfunktion. Das Mitfithren des Ausdruckes
»dz im Integral erlaubt die folgende mechanische Anwendung der Substitu-
tionsregel:

(i) Im Integral [ f(z)dx setze man
x = g(t) , dr := ¢'(t)dt

und werte das so entstehende Integral
[ flat)- g 0y

(ii) Im Ergebnis ersetze man dann ¢ durch g~!(z) bzw. transformiere die Gren-

aus.

B
zen des Integrals [ mit Hilfe der Funktion g=1.
e

Beispiel 6.16

/\/71—\/9:27 [ 1
Vet —1 Vil ¥l Vi —1

Hier gilt |x| > 1, also entweder x < —1 oder x > —1.

dx

Aufgrund des letzten Beispiels betridgt der Wert des zweiten Integrals gleich
arcoshz 4+ C. Im ersten wird

dzx

= ¢g(t) := sinht —
T g(t) sin , o

= ¢'(t) = cosht

substituiert, und man erhélt

ht
cos = t+C = arsinhx + C.

/\/W /cosht t=g—1(x) t=g~1(x)

Insgesamt erhélt man fiir das Integral die Auswertung

Va2 —1 — Va2 +1
vat—1

dr = arsinha —arcoshx + C

.TQ

:U+\/x2

= In + C (r < —1 oder z > 1).
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Formel fiir
die Substitution | Integrand | Substitution dzx
f(z;vV/2?2 —1)| x=cosht dx = sinht dt
cosh?t — sinh?t = 1
flz; V2?2 +1)| x =sinht dx = coshtdt
T = cost dr = —sintdt
cos?t +sin?t =1 | f(z; V1 — 2?) oder
x =sint dx = costdt

Tabelle 6.3: Substitutionen von Integranden mit Wurzelausdriicken

Bemerkung

Warum fithren die Substitutionen x = g(tf) = cosht im ersten Beispiel und
x = g(t) = sinht im zweiten Beispiel zum Erfolg? Weil dadurch die Wurzel-
ausdriicke im Integranden beseitigt werden koénnen! Offenbar kann man sich
die Beziehung cosh?t — sinh?¢ = 1 zunutze machen und damit Integranden
bearbeiten, welche Wurzelausdriicke der Formen

2 +1 und x2—1

enthalten.

Tritt nun eine Wurzel der Form v/1 — 22 auf, so hilft eine trigonometrische Sub-
stitution 2 = g(t) := cost oder x = g(t) := sint weiter. Dabei gilt die Ubersicht
flir Substitutionen von Integranden mit quadratischen Wurzelausdriicken aus
Tabelle 6.3.

Beispiel 6.17

Tritt im Integranden ein Term der Form va? — z2 auf, so helfen die Substitu-
tionen (0.B.d.A. sei a > 0)

x = g(t) := a-sint , dx = a-costdt

oder

x = g(t) := dr = —a-sintdt
weiter; £ = a - sint etwa ist invertierbar fiir ¢t € [-7, ]. Der Integrand verein-

facht sich zu

a-cost ,

a? —a?sin’t = a-V1—sin?t = a-cost
dr = a-costdt,
Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



KAPITEL 6. INTEGRATION VON FUNKTIONEN EINER REELLEN

48

VARIABLE

und man erhilt — etwa fiir v a2 — 22 als Integranden —

/\/@2—x2dac

/a -cost-a- costdt’
t=g~1(x)

a2/cos2tdt‘ .
t=g~*(x)

Das letzte Integral 1483t sich mit Produktintegration bearbeiten oder einfacher
wie folgt:

2

1 2t 1
a® [ cos®tdt = a® Lcosat dt = a—{t—i— fsin2t} +C.
2 2 2
Mit Hilfe der Beziehung
sin2t = 2sintcost = 2sintV1 —sin®t
fiir t € (=5, %), also cost > 0, folgt weiter
2 1
/\/QQ—xQdaj = a—[t—kfsin%” + C
2 2 t=arcsin £
a2
= —[t—ksintcost” + C
2 t=arcsin 7

2
= ¢ <arcsinm + sin(arcsin E) . \/1 — sin? (arcsin x)> + C
2 a a a
2 2
= — (arcsinx + 2 1—$2> +C
2 a a a
a? T 1
= Earcsin— + 530\/@ + C.
a

Genauso gut hétte bei diesem Integral die Substitution

x a-cost <~

(t € (0,71'))

T
t = arccos —
a

dzx —asintdt

Va2 —22 = av1—cos?t = asint

zum Ziel gefiihrt:

/\/&2—x2dx

—a? [ sin’t dt’
t=arccos %

2

—%(t - cost-sint)‘ + C

t=arccos £
a

1
+ §x\/a2—x2 + C.

(12 T

— — arccos —
2 a
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Wegen
. T T
arcsin — 4+ arccos — = —
a a 2

sind beide Stammfunktionen bis auf eine additive Konstante gleich.

Beispiel 6.18

Steht unter der Wurzel ein ,,gemischt quadratischer Ausdruck®, so fithrt die
quadratische Ergénzung und eine leichte Modifikation der Substitution weiter:

I
—_—dx = T
2 1 2 2
vt VE+3)’ - (2)
Substitution:
1 NG 2 1 r+1
T+ — := —cosht <— t = arcosh — (w—%f) = arcosh
2 2 NG 2 NG
de = \ggsinhtdt (t>0)

Strenggenommen, miifite die Substitution eigentlich lauten:

) 1
x = g(t) = \2[ cosht — 5 (t>0)
de = \ggsinhtdt

Oft rechnet man sich daher nicht speziell aus, welcher Ausdruck ¢(¢) denn nun
fir die Variable  im einzelnen substituiert wird, sondern substituiert einen
ganzen von z abhingenden Ausdruck (hier: x + %) durch eine Funktion g mit
dem Ziel, den Integranden zu vereinfachen.

Man erhélt
/ 1\2 5 /5 5 5
Vi2+zrz—-1 = <x+§> i ZCOSth_E = \gsinht,
V5 ht— L
/wdm - L-ésinhtdt
Ve +zr—1 @sinht 2

1 20+ 1
= Vz24+2—1 — = arcosh + C.
2 V5
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Beispiel 6.19

Dieses Beispiel beleuchtet eine der vielen Analogien zwischen trigonometrischen
Funktionen und Hyperbelfunktionen.

(a) Berechnung der Fliche eines Kreissektors (Abb. 6.21)

P=<x,, (Ix)">

Abbildung 6.21: Fliche eines Einheitskreissektors

Zur Flache des Dreieckes O P() wird die doppelte Fliche zwischen den Graphen
der Funktionen

y=vV1i—-22 |, y=0 , z=x90 , z=1

addiert. Man erhalt

1
1
A = 2~§-x0-\/1—x% + 2/\/1—$2daz.
T

Das letzte Integral wurde in Beispiel 6.17 schon behandelt. Die dort angegebene
Substitution
it , ¢ = arca (rel-3:3))
T 1= sin = arcsinx - =
’ 2’2

dx = costdt , \/1—2a% = cost (z € [-1,1])

liefert

(arcsinx +zv1— a:2>

N |

Zo

1
/\/1—x2dac =
0

T ) 2
5~ arcsinxg — xgy/1 — x§

1
= 5 (arccos:vo —x04/1 — x%) ,
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so dafl man insgesamt erhélt:

2
Ag = zo-\/1—23 + §<arccos:co—:v0\/1—x%) = arccoszg. | (6.10)

(b)  Berechnung der Fliche eines Hyperbelsektors (Abb. 6.22)

P=<x,, (x-D"">

|
|
|
|
|
|
1
[
|
|
|
|
|
|

Q=<x,,-(x-1)"">

Abbildung 6.22: Fliche eines Einheitshyperbelsektors

Zur Berechnung der schraffierten Fliache wird von der Fliche des Dreieckes O PQ
die doppelte Fliche zwischen den Graphen der Funktionen

subtrahiert. Man erhélt

o
1
Ay = 2'5-1‘0-1/1‘(2)—1 - 2/\/x2—1dx.
1

Die Substitution fiir das letzte Integral wurde in Beispiel 6.15 schon behandelt.
Die dort angegebene Substitution

x = cosht , t = arcoshz (t €[0,00))
dr = sinhtdt , +/z?—1 = sinht (z € [1,00))
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liefert

arcosh xg

xo
/\/:U2 —1ldx = / sinh? ¢ dt
1

o

arcosh xg

1
= / 5 (cosh2t —1)dt
0

111 arcosh xqg
_ ffgmmfd

212 0

1r1 arcosh zg
= = 72sinht-cosht—t]

212 0

17 D) arcosh zg
= cosht- v cosh“t — —t]o

(:zo . \/x% —1- arcoshxg) ,

so dafl man insgesamt erhélt:

© |

N

2
Ag = zo-yJa2—1 — §<x0\/x%—1—arcoshxo) = arcoshzg. | (6.11)

Beispiel 6.20

d
Das Integral / 1 <

soll im folgenden auf zwei verschiedene Arten berechnet

werden:

(i) Ausklammern eines Faktors, dann Substitution:

/ de 1/ de 3/%\
dr—8 4 ZL’—Q(Z;Z:dtt) 4] t lt=z—2

1 1
= "It C‘ = “lnjz—2[+C
4 Il| | + t=x—2 4 Il|l' | +

(ii) Direkte Substitution, ohne Ausklammern eines Faktors:

/ da - /ﬁM 1/ﬁ’
4r — 8 (4053: t li=az—8 4 ) t lt=42—s

t
4dx = dt

)
Hyﬂ+c‘ Yz -8+ C
= n = ~lnldx —
4 t=4z—8 4

Sind beide Ergebnisse korrekt?
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r=Int, t>0 t=¢e%, xeR
t2—1 t2+1 1
sinhx = coshx = + der = —dt
2t 2t t

Tabelle 6.4: Substitutionen von rationalen Funktionen von €*, sinh und cosh

—x

Bei Integranden, welche rationale Funktionen von e”, e™*, sinhx oder coshzx

sind, fithrt hiufig die Substitution
1
x = g(t) = Int , dx = Edt

zum Erfolg; dabei gelten die Formeln aus Tabelle 6.4.

Diese Formeln kommen folgendermafien zustande:

1
eF =t , e¥= n —
T _ o t—1 2 -1
sinhz = S t
2 2 2t
. e e t+1 t2+1
coshr = —— = =
2 2 2t
1
dx = = —dt
t
Beispiel 6.21
1/2
eI
d
/ coshzx v
1/4

Die Substitution = = g(t) =1Int fithrt zu dem Integral

VTIPS NG +1 +1
LR opdt = m2+ )]V = S = In—
/t2+1t /t2+1 n(#+1)] g n\/é+1' P et 1

Vs Ve

Analog fithren bei Integranden, welche rationale Funktionen von sin z oder cos
sind, hiufig die Substitutionen

x = g(t) = arctant oder x = g(t) = 2 arctant

zum Erfolg; dabei gelten die Formeln aus Tabelle 6.5.
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xr = arctant, te€R r =2 arctant, te€R

t =tanx, xe(— —) t=tang, € (-mm)

T
272

. t . 2t
Slnw_m Slnx—m
1 1—¢2
COST = COSY = ———=
V142 1+ ¢2

1 2

r=——4dt dr = —— dt

1+1¢2 1+1¢2

Tabelle 6.5: Substitutionen von rationalen Funktionen von sin und cos

Diese Formeln kommen folgendermaflen zustande:

x = 2 arctant , t:tang —
. . (X T 2sin 5 - cos § 2 tan 3 ot
sinx = sm(f—k—) = —7—5> = 57 = 5
2 2 cos?  +sin” £ 1+ tan? § 1+t
(:c n x) cos? z - sin2% 1-— tan2§ 1—¢t2
cosr = cos(=+2) = —2 2 — e
2 2 cos? £ +sin? 2 1+ tan® % 1+1¢2
2
de = = ——dt
1+ ¢2

Analog fiir die andere Substitution.

Die néchsten beiden Beispiele behandeln in gewisser Weise schon sog. uneigent-
liche Integrale. Durch eine Einschrankung des Definitionsbereiches der auftre-
tenden Funktionen — etwa auf das Intervall [g, %’r] — hétte man es dann aber

doch wieder mit eigentlichen Integralen zu tun.

/ dx
sin?z - costx

Die Substitution z = g(t) = arctant fithrt zu dem Integral

(1+)(1 432 dt /<1 5 1 t3
. = [(= +2 t)dt - 1t 4C
/ 2 1+ ¢2 t2++ t+ +3+’

wobei man sich wegen des Auftretens von } auf eines der Intervalle (—oo,0)
oder (0, 00) beschrinken mufl. Also ist

Beispiel 6.22

dx 1
/_24 = —cotx + 2tanz + —tanz + C
sin“ x - cos* x 3
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(ac € (—g,O) oder z € (O, g))

/ dx
sin x

Die Substitution z = g(t) = 2arctant fiihrt zu dem Integral

S dt
/ o -1+t2dt: ?:ln\t\—i—C

Beispiel 6.23

(t € (—o0,0) oder te€ (0,00)).
Also ist

/ dr_ ln‘tang‘ +C (z € (=m,0) oder z € (0,7)).

sin x

Beispiel 6.24

/ dx
coS T
Auf den ersten Blick ist dieses Beispiel nicht sehr verschieden vom vorherigen.

Zu seiner Losung erfordert es jedoch einen kleinen Trick, welcher schon zum
néchsten Abschnitt iiberleiten soll.

Die Substitution z = g(t) = 2arctant fiithrt zu dem Integral

(1+¢3) 2 / 2
. dt = ——dt
/ 1—t2 1+1¢2 1—¢2

1 1
T — | dt
/<1+t i 1—t>

= In|l+¢t —Injl—t|+C

1+t
1-1¢

—
*
=

= ln' + C.

Die in () benutzte Zerlegung eines Bruches in seine Teilbriiche heifit Partial-
bruchzerlegung und wird im néchsten Abschnitt behandelt. Nach der Riicksub-
stitution ¢ =tan$ erhélt man fiir das zu berechnende Integral abschlieflend

dx 1+tanZ T
= In|———2 o tan— =1
/cosx . 1 —tan 3 + (an4 )
tanZ +tan T
=1 2 1 C
. 1 —tan3 -tan +
S wfwe e EerdD)
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wobei in der letzten Gleichung das Additionstheorem fiir die tan-Funktion be-
nutzt wurde.

Bemerkung

Hétte man vorher gewuflt, dafl Beispiel 6.24 so viel aufwendiger ist als Beispiel
6.23, so hiatte man natiirlich auch dieses erste Beispiel zu Hilfe nehmen kénnen:

/ dx / dx (x4 %)
= — = ln’tani
cosx sin(z + %) 2

™

= ln’tan(g—i- 4)‘ + C (xe (—g,g))

+ C

6.4.5 Integration nach Partialbruchzerlegung

Das dritte Integrationsverfahren zur Berechnung eines Integrals wendet sich
ausschliefllich an eine bestimmte Klasse von Funktionen, die Klasse der ratio-
nalen Funktionen, also Funktionen der Form

wobei p und ¢ ganze rationale Funktionen (Polynome) in x sind.

0O.B.d.A. darf vorausgesetzt werden, dafl es sich bei der Funktion r» um eine
echt gebrochen rationale Funktion handelt. Wenn das etwa nicht der Fall sein
sollte, dann kann eine Polynomdivision durchgefiihrt werden, welche r zerlegt
in ein Polynom und einen echt gebrochenen Anteil. Die Integration eines Poly-
noms (ganze rationale Funktion) bereitet keine Schwierigkeiten. Aufgrund der
Linearitéit des Integrals kann man sich daher auf den echt gebrochenen Anteil
beschranken.

Es wird sich herausstellen, daf} sich rationale Funktionen geschlossen integrieren
lassen, wenn nur die Nullstellen des Nennerpolynoms bekannt sind. Behandelt
werden Integrale folgender Typen, welche natiirlich auch gemischt auftreten
koénnen:

/ L = / d—x : einfache reelle Nullstellen
x?—1 (x—1)(z+1)
/ dix = / d—x : mehrfache reelle Nullstellen
(x —1)2 (x —1)(x—1)
/ _dr = / d—x . einfache komplexe Nullstellen
2 +1 (z —1)(z+1)
dx dx )
m = CEnHeEn mehrfache komplexe Nullstellen
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6.4.5.1 Partialbruchzerlegung

Zur Erkldrung des Prinzips der Partialbruchzerlegung werden zuerst zwei
Briiche mit linearen Nennern addiert:

3 2 3(x+5)+2(x—2) 5+ 11

x—2+3:—|—5 - (z—=2)(z+5) 2243z -10

Die Zerlegung eines gebrochen rationalen Terms

in sog. Partialbriiche ist der umgekehrte Vorgang. Dabei ist es erforderlich, die
Nullstellen des Nennerpolynoms explizit zu kennen; nach dem Fundamentalsatz
der Algebra ist deren Existenz gesichert. Die oben aufgefiihrten vier Fille sind
dabei zu unterscheiden.

Satz 6.17  (Existenz einer Partialbruchzerlegung)

Sei r(z) := p(x)/q(x) eine echt gebrochen rationale Funktion. Ihr Definitionsbe-
reich ist ganz R mit Ausnahme der Nullstellen des Nennerpolynoms ¢. Geméf
dem Fundamentalsatz der Algebra besitze das Nennerpolynom ¢ die folgende
Zerlegung in Linearfaktoren:

g(x) = C-(x =) ... (x — :m)p"(ac2 + Az + Byt ... (ac2 + Asx + By)°,
wobei gilt:

pP+...+pr+201+...+20, =1 n =: gradg.

Beh.

r besitzt eine bis auf die Reihenfolge der Summanden eindeutige Darstellung
der Form (a;j, oy, Buv € R geeignet, x # x;)

ail a2 A1py
r(z) = . —
(z) x—mx  (x—x1)? Tt (v — xq)P
B
arl ar2 Arp,.
+ x — + (x — )2 Tt (x — x,)Pr
anx + B a12x + P12 10,7 + Bio,

22+ Az + By (22 4+ A1z + By) (22 4+ A1z + By)ot

Q51T + le + Q2T + 652 + + Ogo, T+ /Bsos
22 + Agx + By (22 4+ Asx + Bs)2 " (22 + Agx + By)os
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Beispiel 6.25

1 1
29— a8 — 205+ 228+ —1 (v —1)3(z +2)2(z2 + 1)2
o all a12 a13
I R s PR P

a21 a22

T2 Tty

anx + B oz + P2
2 4+ 1 (22 +1)2

Nachdem die Existenz einer Partialbruchzerlegung sichergestellt ist, stellt sich
die Frage, wie die unbekannten Koeflizienten denn nun praktisch bestimmt wer-
den koénnen. Dazu gibt es mehrere Methoden, welche sich untereinander auch
kombinieren lassen.

Die unterschiedlichen Methoden werden anhand von Beispielen demonstriert.

(1.) Methode des Koeffizientenvergleiches:

5r + 11 5x + 11 A B

24+3x—-10 (v —2)(z+5) w-2 T rs

Eine Multiplikation mit dem Hauptnenner liefert
5r+11 = A(x+5) + B(x—2) = (A+B)x + 5A—2B

— (A+B-5)-z + (5A-2B—11)-1 = 0.

Diese Beziehung gilt fiir alle x € R\{—5, 2}, also miissen die Koeffizienten
des Polynoms (ersten Grades) verschwinden (warum?):

A+B = 5
5A—-2B = 11

— A=3, B=2

(2.) Methode des Einsetzens:

or + 11 or + 11 A B

2243z —-10  (z—2)(z +5) c—2 z15

=3 — H=A+L | A={(26-DB)
ri=4 — H=448  A=1(31-2B)
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(3.) Grenzwertmethode:

Gewdhnlich ist diese Methode die zweckméBigste, sie funktioniert aller-
dings nicht bei komplexen Nullstellen. Man multipliziert die Gleichung
mit (z — x;) und bildet dann den Grenzwert x — z;. Im Grunde lduft
dieses Verfahren einfach darauf hinaus, nach ausgefiihrter Multiplikation
zu kiirzen und x = x; zu setzen:

Sz+11 5z + 11 A N B
2+32-10  (z—-2)(z+5) -2 ax+5
5z + 11 B S5z4+11 21
= A —92)- A=l -2 _3
(&) =5 =2 3 £ +5 7
5z + 11 A . br+11 —14
(b) r—2 B+(x+5)'a;f2’ B_xlir?s, x—2 =7 =2

Natiirlich eignet sich dieses Verfahren auch bei Vorliegen einer mehrfachen
reellen Nullstelle. Allerdings muf hier mit der Berechnung des Koeffizienten
der hochsten Potenz begonnen werden, indem die Gleichung zuerst mit der
hochsten Potenz multipliziert wird:

x—5 _zxz—=5 A . B
r2—6z+9 (x—3)2 x-3 (vr-—3)?
(a) x—5 = (z—3)-A+ B , B:lin%(x—5):—2
(b) Jetzt wird B = —2 eingesetzt, der entsprechende Term auf beiden

Seiten der Gleichung subtrahiert, und man erhélt eine rationale Funk-
tion, deren Nennerpolynom die Nullstelle x = 3 hochstens (2 — 1) mal
aufweist:

r—5 -2 z—3 1 A

(x—32 (z—32 (z-32 z-3 z-3

— A=1

Bemerkung

Die verschiedenen Ansétze zur Berechnung der Koeffizienten einer Partialbruch-
zerlegung einer rationalen Funktion versagen iibrigens, wenn die Funktion un-
echt gebrochen rational ist.

6.4.5.2 Stammfunktionen rationaler Funktionen

In diesem Teil geht es um das eigentliche Ziel dieses Abschnittes, ndmlich um
die Integration rationaler Funktionen. Da man jede unecht gebrochen rationale
Funktion in die Form

Polynom + echt gebrochen rationale Funktion
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bringen kann, geniigt es, die Integration echt gebrochen rationaler Funktionen
zu studieren. Jede derartige Funktion r 1&8t sich nach Satz 6.17 in eine Summe
von Partialbriichen zerlegen — wobei man ganz im Reellen bleiben kann — und
infolgedessen wird man r integrieren kénnen, sobald man iiber Stammfunktio-
nen von Briichen der Form

1 d ax + 0

verfiigt.

Im Falle a? > 4b besitzt 22 + axz + b nur reelle Nullstellen, der Term
(ax + B)/(2? + ax + b)™ kommt infolgedessen in der Partialbruchzerlegung
nicht vor.

(a® < 4b, m € IN)

Die verschiedenen auftretenden Fille werden jeweils an Beispielen demonstriert.
1. Einfache reelle Nullstellen des Nenners:
/ z+9 3 / dx 1 / dx
- dx = = - =
72 — 21 — 24 2) x—6 2) z+4

(x —6)°
T+ 4

3 1
= 51n|x76|f§ln|x+4|+C’:1n + C.

Das hier angewandte Verfahren 148t sich leicht auf Falle iibertragen, in welchen
der Grad des Nennerpolynoms hoéher als 2 ist.

2. Mehrfache reelle Nullstellen des Nenners:

r—5 x—5
i —dx = ——d
(1)/x2—6x+9 v /(95—3)2 v
Partialbruchzerlegung (s. das Beispiel zur Grenzwertmethode auf p. 59):
x—5 A B

22—6x+9 z-3 - (x —3)2

Die Multiplikation mit dem Hauptnenner (z — 3)? liefert
x—5 = A(x —3) + B,
woraus sich durch Einsetzen ergibt:
A=1 ., B=-2

Insgesamt erhélt man

T —>5 dx dx
Y dr = —9) [ =
/w2—6w+9 v /a:—3+( )/(x—3)2

2
= Inlz-3|+ — + C.
x—3
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(i) /15x2+26x5d /15x2+26z5d
11 ——————— adr = X
3 4+ 322 —4 (x —1)(z+2)?

Partialbruchzerlegung:

1522 +26x —5  152% + 26z — 5
3+322 -4 (z—-1)(z+2)2
A B C

=1 @t T (@wt2p

4 11 1

x—1+(x+2) (x+42)2

Insgesamt erhélt man

dzx

/15x2+26x—5dx _ /15$2+26x—5
- (x —1)(z +2)2

3+ 322 — 4
4 11 1
_ d L I S
/m—l $+/(az+2) v /(x+2)2 g

1
= 4lnjz—1] + lln|z+2| + —— + C.
T+ 2

Kommen bei Nennern hoheren Grades Nullstellen mit groflerer Vielfachheit
vor, so sind beim Ansatz fiir die Zerlegung in Partialbriiche alle Potenzen des
zugehorigen Linearfaktors zu beriicksichtigen, von der ersten Potenz bis hin zu
derjenigen, welche gleich seiner Vielfachheit ist.

3. Einfache komplexe Nullstellen des Nenners:

6z — 8 6x — 8
/x2—6x+34dx = /[x—(3—5i)][x—(3+5i)]dx

Wiirde man hier genauso vorgehen wie im Fall einfacher reeller Nullstellen, so
erhielte man eine Partialbruchzerlegung, in welcher auch die Koeffizienten der
entsprechenden Teilbriiche komplex wéren:

6z — 8 3+1 3—1

22 —6x+34  x—(3-5) x—(3+5i)

Infolgedessen verzichtet man hier auf eine vollstdndige Partialbruchzerlegung
und integriert den Ausdruck mit quadratischem Nenner nach folgendem Ver-
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fahren durch Aufspalten in zwei Briiche:

6z — 8 _3-(2z-6)+10
22 —6x+34 a2 —6x+34
_ 2 — 6 N 10
N x? — 62 + 34 (r —3)2+25
_ g 206 10 1

6134 %'1—1-(%_3)2

Die Integrale zu den letzten beiden Teilbriichen lassen sich nun berechnen; der
erste Integrand ist die logarithmische Ableitung des Polynoms im Nenner, das
zweite Integral kann mit der Substitution

p o= LT 3 , dr = 5dz
5
angegangen werden. Man erhélt abschliefend:
6x — 8 -3
/a:Q—xGa:+34dx:3'ln‘$2_6$+34|+2-arctanx + C.

Bemerkung

Hier stellt sich die Frage, ob sich nicht auch rationale Funktionen mit zwei
reellen Nullstellen auf diese Art und Weise behandeln lassen. Diese Frage soll
anhand des Beispiels von p. 60 beantwortet werden.

z+9 1 2r—2 n 10
2 -2x—-24  222-22-24  (z—-1)2-25
1 222 2 1
922 —9r—94 5 1 (a—11\2
22 —2x—-24 5 1_(%1)

Fine Stammfunktion des letzten Quotienten ist nicht mehr durch eine arctan-
Funktion, sondern — wegen des Minuszeichens im Nenner — durch eine artanh-
oder eine arcoth-Funktion gegeben. O.B.d.A. sei im folgenden ‘%‘1‘ < 1, sonst
mufl man mit der arcoth-Funktion arbeiten:

2 / dx z—1
— =+ | ——— = —2artanh + C
oY °

—1

+ x—1
z—1
e

+C

r—6
r+4

+c
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Fiir das gesamte Integral erhélt man

x+9 1 z—6
—dr = —Inlz?—2z—24| + In|——
/:c2—2x—24 S ]+n’$+4‘+C

1
= 51n\(w+4)(ar—6)|+ln]w—6] —Injz+4] + C
1
= gln\x—6| — iln]w—i-él] +C

(z —6)°

C
x+4+’

also das alte Ergebnis.

Auch im Falle komplexer Nullstellen koénnen natiirlich reelle Nullstellen
zusétzlich vorliegen, so dafl man die geschilderten Verfahren koppeln muf.

4. Mehrfache komplexe Nullstellen des Nenners:

Bei Polynomen mit reellen Koeffizienten treten komplexe Nullstellen immer
paarweise konjugiert komplex auf. Dieser Fall tritt daher frithestens bei ratio-
nalen Funktionen auf, deren Nennerpolynom den Grad 4 hat.

/ 623 — 2922 + 1002 — 64 J
X
x4 — 83 + 4222 — 104z + 169

/ 623 — 2922 + 100z — 64 p
— X
(2?2 — 4x + 13)?

_ /(Gx—5)(:c2—4x+13)+(2x+1) "

(22 — 4z + 13)?

6x — 5 2¢+1
- [Ty d
/:c2—4x+13 v /(m2—4x+13)2 v

=: Il + IQ

Das Integral I ist von demjenigen Typ, der im letzten Abschnitt behandelt
wurde:

6z — 5 _ 27 — 4 L7 1
2 —4r+13 72 — 4z + 13 (r—2)2+49

—_

2r — 4 7

1 +13 0 1+ (252)°

7 -2
— I = 31n]:1:2—4:v—|—13|+3arctan<x3 >+C
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Bei der Berechnung von Iy verfihrt man anfinglich nach derselben Strategie
wie bei der von Ii:

20+ 1 B 2¢ —4 n 5
(22 —dx +13)2 (22 — 4z + 13)2 [(z —2)2 + 9}2
B -4 5 1
T (@2 —4zx+13)2 T 81 IR
| > 1+ (5]
2r —4 5 1
—>Ig=/2 2dw+/2d:v
=: J1 + J2
Ji = ! + C
L P
5 1 z—
Jo = > m du [Substitution: U= ?2, dr = 3du
U

Das Integral J, ist von der Form

1
L, = — dt k € IN).

g /(1+t2>’“ (kel)
Fiir £k = 1 erhalt man L; = arctant + C.

Fiir £ > 1 folgt mit partieller Integration

1
Ly = [1-———dt
o ][ (1 + ¢2)k—1

t 2t
- ame - [tk e
t 2 +1-1
- u+ﬂ%]'+2%_iX/(LH%kﬁ
- u+;y1+2%—1%Lm1—2%—1yLk
1
b= 2(k‘—1)'[(1+f2)k1+(2k_3)'Lk—1].

Mit Hilfe der letzten Rekursionsformel kann man ,sich® also von Lj fiir k > 1
bis zu Ly ,,durch-rechnen“.
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Fiir das Beispiel erhélt man als Gesamtergebnis

6.5

- / 623 — 2922 + 100z — 64

24— 823 4 4222 — 104z + 169

= h +J1 + )

1
2 —4x + 13

-2
= 3ln|z? — 42 + 13| —l—;arctan(x?) ) —

5 == (x—2>
+ o | ——>— + 3-arctan + C
4 |1+ (=2) ;
1 S — 28 47 xr— 2
= - = In |z? — —
18m2—4m+13+3 n|z 4x+13|+18arctan< 3 >+C’
Rotationskérper

Bei den folgenden Anwendungen der Berechnung von Mantelflachen und Volu-
mina dreidimensionaler Kérpern handelt es sich, streng genommen, bereits um
die Berechnung von sog. Oberflidchen- oder Bereichsintegralen. Diese Integrale
lassen sich jedoch dann auf einfache Integrale zuriickfithren, wenn eine spezielle
Voraussetzung iiber die Form der auftretenden Korper getroffen wird:

die Korper sind rotationssymmetrisch.

Sie entstehen durch Rotation des Graphen einer reellwertigen Funktion um die
Abszissen- oder Ordinatenachse; z.B. weisen alle auf einer Drehbank hergestell-
ten Werkstiicke diese Symmetrie auf, s. Abb. 6.23.

v Y

Abbildung 6.23: Rotationskorper

6.5.1 Mantelfliche eines Rotationskorpers

Die Oberfliche eines Rotationskorpers ist gegeben als Summe seiner Mantel-
fliche und den Flichen seiner beiden Begrenzungskreise. Die Flichen der Be-
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grenzungskreise sind — etwa bei Rotation um die z-Achse — leicht zu bestimmen:
Kl = 7Tf(a)Q ) K, = 7Tf(b)2>
also besteht das Hauptproblem in der Berechnung der Mantelfléiche.

Die Idee zur Berechnung der Mantelfliche ist die gleiche wie die bei der Be-
rechnung der Bogenldnge des Graphen einer stetig differenzierbaren Funktion,
s. Abschnitt 6.1.2.1, p. 11:

Ist f € CY([a,b]), so ist die Linge des Funktionsgraphen

I(f) = {{z, f(z)): = €la,b]}

gegeben durch
b

L(f) = /\/1—|—f’(x)2dm.

a

Zur Herleitung dieser Formel wurde der Funktionsgraph durch ein einbeschrie-
benes Polygon approximiert, dessen Linge sich als Untersumme bzgl. einer Zer-
legung Z = {xo,...,x,} des obigen Integrals erwies. Hier geht man nun analog
vor:

Die Mantelfliche eines Rotationskorpers wird approximiert durch
die Mantelflichen derjenigen Kegelstiimpfe, welche durch Rotation
eines einer nichtnegativen Funktion f einbeschriebenen Polygons
entstehen, s. Abb. 6.24.

a = xg Th_1 Th b=z,
Abbildung 6.24: Polygon-Approximation einer stetig differenzierbaren Funktion

Seien f > 0 im Intervall [a,b] und k € {1,...,n}. Die Mantelfliche des k-ten
Kegelstumpfes ist dann gegeben durch

flae—1) + flzp)

Or = 2w 5

- Asy,

= 7. (f(CUk;—l) + f(xk)) . \/(f(xk) — f(xk_l))Q + (xk — xk_1>2

= 7 (f(@p-1) + f(zr)) - \/((f/(fk)(55k - wk—1))2 + (wk — xk—1)2

= - (flze—1) + fzr) - V14 F/(&)? (@ — zp—1).
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Der letzte Ausdruck ist eine Riemann’sche Summe eines Integrals, und die Man-
telfliche aller Kegelstiimpfe ist damit gegeben durch

b
M, = Zok — M = 27T/f(:c)\/de (6.12)

fiir eine stetig differenzierbare nichtnegative Funktion f.

Bemerkung
Der ,,naheliegende* Ansatz, die zu berechnende Mantelfliche durch Zylinder Z;,

approximieren zu wollen, welche die Mantelfliche

Mz, = 2mf(xk) - Axg

k

aufweisen, und damit dann auf das Integral

— (n—00)

ZQWf(:ck)-Axk — 27r/f(x)dx
k=1

gefithrt zu werden, erweist sich als falsch.

Diesem Ansatz entspricht der Versuch, die Lange des Graphen einer stetig dif-
ferenzierbaren Funktion durch waagerechte Teilstiicke approximieren zu wollen
s. Abb. 6.25.

Asp,

a b

Abbildung 6.25: Falsche Approximation der Linge des Graphen einer stetig
differenzierbaren Funktion durch waagerechte Teilstiicke

n
Asp = Axy — L(f):ZA:ck:b—a,
k1
und dieses Ergebnis ist offensichtlich falsch.

Beispiel 6.26  Mantelfliche einer Halbkugel vom Radius r (Abb. 6.26)

Die Mantelfliche einer Halbkugel vom Radius r > 0 wird dadurch berechnet,
dafl man den Graphen der einen Viertelkreis darstellenden Funktion um die
x-Achse rotieren lafit und dann die Formel (6.12) anwendet.
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Abbildung 6.26: Mantelfliche einer Halbkugel

f@) = V=22 @) = e
r?—x
72 2 /)
()2 — _ _
1+ f'(z) 1+r2—x2 T Vo2 T e
T
— O = 27r/\/r2—m2- 2r s do = 2mr?
r?—x
0

Beispiel 6.27  Mantelfliche eines Rotationsparaboloides (Abb. 6.27)

Y

>~ T

Abbildung 6.27: Mantelfliche eines Rotationsparaboloides

:$2 um

Das Paraboloid entsteht durch Rotation der Normalparabel y = f(x)
die y-Achse. Formel (6.12) muf also modifiziert werden zu

h
0 = 27T/g(y)\/1 +9'(y)* dy
0

mit
g) = fy) = Vu (y € [0, h]).

HTW-Berlin
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1 4y +1
Jy) = , V1+g(y)? =

2y 4y
h h
- M = QW/\/@-\/4y4;1dy—w/\/4y+1dy
0 0
4h+1
= 1) e =G

1

= Z(VEn+17-1)

6.5.2 Volumen eines Rotationskorpers

a=c=0 xp_1& =z b T

Abbildung 6.28: Zur Volumenberechnung eines Rotationskorpers

Das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht, wenn der Graph einer Funk-
tion f um die z-Achse gedreht wird, 148t sich durch eine Riemann’sche Summe
der Volumina der Kegelstiimpfe approximieren (Abb. 6.28):

Ve = m- f(&) - Axy,

— V= lim Y wf(&) A,

n—o0o
k=1

V = Tr/f(x)2da: (6.13)

a

Beispiel 6.28

Zu berechnen ist das Volumen eines Kegels, der entsteht, wenn die Gerade aus
Abb. 6.29 um die z-Achse rotiert.
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h T

Abbildung 6.29: Volumen eines Kreiskegels

Die die Mantelfliche generierende Gerade ist gegeben durch

y = f@) = r—ra (w € [0, h),

damit lautet das Kegelvolumen nach der Formel (6.13)

h
V = ﬂ/(r—;;a:)zda: = ﬂ[r2x——x2+—xf
0

Bemerkung

Bei der ,,gewohnlichen® Flichenberechnung ist man analog vorgegangen: man
hat die zu berechnende Fliche durch die Summe der Flidchen vertikaler Recht-
ecke approximiert, deren Anzahl erhoht und deren Breite gegen Null gehen
lassen.

Ist f auf dem Intervall [a,b] eine streng monoton fallende Funktion, so ist f
invertierbar, und man hétte statt der vertikalen auch horizontale Rechtecke
wéhlen konnen, um die Gesamtfliche zu approximieren, s. Abb. 6.30 und 6.31.

Hierbei wurde g(y) := f~!(y) fiir y € [c, d] gesetzt mit
D(f):[aab] > D(g):[C,d] , a=c=0 , d:f((l) ) b:g(c).

Bei der ,gewohnlichen* Flachenberechnung haben die beiden Integrale

b d
[ f(z)dz und [ g(y) dy dann das gleiche Aussehen.

Fiihrt man eine analoge Betrachtung fiir das Volumenintegral (6.13) durch, so
weist das entstehende Integral ein anderes Aussehen auf, obwohl sich natiirlich
dasselbe Volumen ergibt. Man kann eine konkrete Aufgabe also auf zwei ver-
schiedene Arten 16sen und nimmt meistens diejenige, bei welcher das entstehen-
de Integral leichter auszuwerten ist.

Zuerst jedoch die entsprechende Formel. Dazu wird die rotierende Fliche in
horizontale Streifen zerlegt, so dal bei Rotation um die z-Achse Hohlzylinder
entstehen (Abb. 6.32), deren Volumen sich wie folgt berechnen 148t:
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a=c=0 xp_17% b T

Abbildung 6.30: Approximation ei-
ner Fliche durch vertikale Recht-

ecke

F :/f(x)d:p

a

Y
d

b x

Abbildung 6.31: Approximation ei-
ner Flache durch horizontale Recht-

ecke

Yk
Tk

Yk—1

a=c=0

b T

Abbildung 6.32: Zur Volumenberechnung eines Rotationskorpers
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Vi = 7 (Wi —vi_1) - 9(m) = 7 (Y + yk—1) - 9(k) - Ay

n
N V = lim Zw-(ywryk_l)-g(nk)-ﬁyk,

d
V = 27?/y-g(y) dy (6.14)

Beispiel 6.29

Es soll noch einmal das Volumen des Kegels (Abb. 6.29) bei Rotation um die
x-Achse berechnet werden, dieses Mal mit der Formel (6.14).

Die die Mantelfliche generierende Gerade ist gegeben durch
x (x €[0,h])

h
— e =g =h-"y  (yel0r]),
damit lautet das Kegelvolumen nach (6.14)
r h
V= QW/y(h—ry)dy = 27?{*3/ — 2.y
0

Bemerkung

Die beiden Formeln (6.13) und (6.14) liefern natiirlich nur dann dasselbe Er-
gebnis, wenn die entstehenden Rotationskérper identisch sind. Diese ergeben
sich aus der Rotation (hier: um die z-Achse):

(a) der Fliche zwischen dem Funktionsgraphen und der z-Achse

(b) der Fliache zwischen der y-Achse und dem Funktionsgraphen

Die generierende Flidche wird also begrenzt vom Funktionsgraphen und derje-
nigen Achse, auf der die Intervallunterteilung vorgenommen wird, welche dann
zu dem entsprechenden Integral fiihrt.

Beispiel 6.30

Seien
d

b
Vi [fapde . V=2 [y

[
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WY Y
VII
d dl
VI
a=c= 0 b x a=cCc= 0 b x
Abbildung 6.33: Streng monoton Abbildung 6.34: Streng monoton
fallende Funktion wachsende Funktion
vI — vl vyl

Fiir die Rotation um jede der beiden Achsen existieren somit jeweils zwei For-
meln, falls die Funktion, deren Graph rotiert wird, bijektiv ist. Je nachdem,
welches Volumen man berechnen moéchte, mufl man die eine oder die andere
Formel verwenden; im Falle einer streng monoton fallenden Funktion sowie der
Bedingung (warum?) a = ¢ = 0 liefern beide Formeln dasselbe Ergebnis; stets
sei hier g = f~1:

Rotation um die z-Achse
b d
I 2 I (6.15)
Ve =7 [ f(z) dx Vi =21 [y-g(y)dy
Rotation um die y-Achse
d b
6.16
v, = 7T/g(y)zdy v, = 27r/$-f(x) dx (619

Beispiel 6.31

In diesem Beispiel sollen die sich ergebenden zwei verschiedenen Volumina bei
Rotation um die xz-Achse des Graphen einer stetig differenzierbaren Funktion
berechnet werden. Sei b > 0, die Funktion f und ihre Umkehrfunktion g = f~!
seien gegeben durch

y = fl@) = ¢ (w € [0,8)),
z = g(y) = Iny (yE [1761)]);
s. Abb. 6.35.
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Abbildung 6.35: Verschiedene Volumina V! und V,/! bei einer streng monoton
wachsenden Funktion

(i) Berechnung von V!
b
1
vl = W/(ex)zd:z: = 7T|:§(32x:| = g(e%—l)
0

(ii) Berechnung von V!

eb

2
V:EH = 27r/ylnydy = 27r<y2-lny

b 2

e Y 1

_ .2 d
1 /2 Yy y)

1 1

o2b erzb o2b 1
= 91— .p— _[7} — . p_Z 4=
7T<2 0 1 1> 7T<€ 2+2

(iii) Vergleich:

2% q

v 4 vl = g(e% 1) + w<e2b b e2+2>
= 71.e2b.p
= W(eb)2 b
= Vzylinder

Beispiel 6.32

Zu berechnen ist die Masse des Halbrundniets aus Abb. 6.36 bei einer ange-
nommenen homogenen Massenverteilung.

Wie man aus der Zeichnung erkennt, muf} stiickweise integriert werden. Der
erste Graph ist ein Kreisbogen mit der Gleichung

fi(z) == VR?2—(z—R)? = V(2R —1x) (z €10, k)),
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k l

Abbildung 6.36: Halbrundniet

der zweite Graph ist eine Parallele zur z-Achse mit der Gleichung
fo(x) = — (x €[k, k+1)).

Zur Berechnung der Masse bzw. des Volumens kann man den Graphen des
Halbrundniets um die z-Achse rotieren lassen und dann die Volumenformel
(6.13) verwenden; bei Verwendung von (6.14) wiirde sich ein anderes Volumen
ergeben (welches?). Man erhélt (p: spezifische Dichte):

k k-l—ld )
M = p-x /(2Rx—x2)dac+ /(2) dx
0 k

k2 k3 d?

Man mochte noch R ersetzen mit Hilfe von

(R—Fk)* + <§>2 = R’

2

D
da sich R mit einer Schieblehre nicht bestimmen 148t. Mit R = A + g ergibt

sich dann

D2kz+k3+d21
8 6 4 )

M = p'7r<

Aufgabe
Anstatt den Kreisbogen mit der Gleichung

fi(z) := \/R?2— (z— R)? (x €0, k])

von 0 nach k zu integrieren, kénnte man auch den Kreisbogen um den Nullpunkt
mit der Gleichung

fo(z) := VR2— a2 (x € [-R,k— R)])
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von —R nach k— R integrieren. Warum und worauf lduft diese Rechnung hinaus?

Bemerkung

Die hergeleiteten Formeln liefern das gesamte Volumen eines Korpers, der ge-
neriert wird, wenn die Flidche zwischen dem Funktionsgraphen und derjenigen
Achse, auf welcher sich die Intervallunterteilung bezieht, um eine Achse rotiert.

Will man stattdessen das Volumen erhalten, das sich aus der Rotation eines
Flichenstiickes ergibt, welches zwischen zwei Graphen verlduft (Abb. 6.37 und
6.38), so dndern sich die Formeln.

v Y Y
fo 4
| i
— i
a b x x
Abbildung 6.37: Fliachenstiick zwi- Abbildung 6.38: Fliachenstiick zwi-
schen zwei Kurven schen zwei Kurven

e Bei Rotation um die z-Achse:

b

Vw[ = W/(fg(a:)Q — fl(as)Q) dx
d

vt = QW/y(gz(y)m(y))dy

C

e Bei Rotation um die y-Achse:

d

V) = 7T/(gz(y)z’91(3/)2) dy
b

VyH = 27r/:v(f2(x) — fi(z)) dx

a

Bezogen auf die Integrationsvariable, also letztendlich auf die Grenzen, miissen
die Flachen zylindrisch sein, sog. Normalbereiche darstellen, will man die durch
sie generierten Volumina mit einem der o.a. Integrale berechnen.

Auch darf sich die erzeugende Fléche bei einmaliger Rotation nicht wieder tref-
fen. Die Fliache in Abb. 6.39 beispielsweise miifite erst zerlegt werden, wenn sie
um die xz-Achse rotiert. Hier wiirde es sogar geniigen, die unter der x-Achse
verlaufende Kurve einfach wegzuschneiden.
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f2

—

S

Abbildung 6.39: Sich bei einmaliger Rotation schneidendes Fléchenstiick

6.5.3 Schwerpunkt ebener Flichen; erste Guldin’sche Regel

Zur Motivation dieses Abschnittes wird das folgende Beispiel behandelt.

Beispiel 6.33  (Volumen eines Torus’)

Zu berechnen ist das Volumen eines Volltorus’; generiert werden kénnte er bei-
spielsweise von einem Kreisring, welcher um die x-Achse rotiert, s. Abb. 6.40.

)

Jo

Ju

T

—p r
Abbildung 6.40: Kreisring, dessen Rotation einen Torus erzeugt

Anzugeben ist zuerst die obere - und die untere Begrenzungsfunktion der das
Volumen erzeugenden Querschnittsfliche:

22+ (y—R)? = r? — (y—R) = £vr2 —22

fol®) == R4+ \r2—a?

fulx) == R — /12 —22

Mit Hilfe der entsprechenden Formel aus der Bemerkung von p. 76 erhélt man
fiir das Volumen

T

vV = W/(f0($)2—fu($)2) de = 47TR/\/T2—x2da:

-r

1
= 47TR'§TF’I“2 = (7r?) - (27R)

= (Querschnittsfliche) x (Weg des Kreismittelpunktes)
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Das Volumen des Torus’ ist also gleich dem Produkt aus erzeugender Quer-
schnittsfliche und dem Weg des ,Mittelpunktes“ der Fldche bei einmaliger
Rotation. Diese sog. Erste Guldin’sche Regel soll jetzt fiir beliebige ebene
Flachenstiicke hergeleitet werden. Die Rolle des Mittelpunktes wird dabei der
sog. Flachenschwerpunkt einnehmen.

Definition 6.10

Der Schwerpunkt S = (xg,ys) einer ebenen Flidche A ist durch die Forderung
definiert, daf3 die beiden statischen Momente erster Ordnung

A-xg bzw. A-yg

das Gesamtmoment erster Ordnung der Flédche in bezug auf die y-Achse bzw.
auf die z-Achse ergeben:

my = A-xzg bzw. m, = A-yg,
d.h. also rs = % bzw. ys = % (6.17)

Wias ist nun ein statisches Moment erster Ordnung? Dazu wird an die Definition
des Drehmomentes einer Kraft erinnert:

Das Drehmoment m einer Kraft f bzgl. einer Achse (Abb. 6.41) ist definiert als
Vektorprodukt

m = rXx f.
T3
/
m
r Y
PN Y/ Q
O d > X2

I

Abbildung 6.41: Drehmoment als Vektorprodukt

lmll = llr > fIl =\l £l -siny = [ f]|-d
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Im Falle v = /2 gilt die bekannte Beziehung
izl = A - i

Drehmoment = Kraft - Hebelarm

Analog dazu definiert man in der Festigkeitslehre:

Definition 6.11

Das statische Moment 1. Ordnung einer ebenen Fliche in bezug auf eine Achse
in derselben Ebene ist das Produkt aus

e Fliche und

e Abstand eines ausgezeichneten Punktes — des Fldchenschwerpunktes —
von dieser Achse.

Problem

Mit den Definitionen 6.10 und 6.11 dreht man sich hier im Kreis:

FEinerseits wird der Schwerpunkt mit Hilfe der ersten Momente de-
finiert, andererseits wird auch das erste Moment mit Hilfe eines
ausgezeichneten Punktes definiert, eben des Schwerpunktes.

Ein Ausweg wire, den Schwerpunkt mit Hilfe eines Integrals formal zu defi-
nieren, aber das erscheint — ohne zusétzliche Erlduterungen — unanschaulich.
Daher werden eben diese Integraldefinition hergeleitet und dabei als unbewie-
sene Voraussetzung die folgenden beiden Ergebnisse benutzt:

(a) Der Schwerpunkt eines Rechteckes ist gleich seinem Mittelpunkt.

(b) Das Gesamtmoment zweier Teilfléichen ist die Summe ihrer Einzelmomente.

Damit ist der weitere Weg zur Definition des Flachenschwerpunktes vorgezeich-
net: eine beliebige Flache wird in Teilrechtecke zerlegt, deren Schwerpunkte ihre
Mittelpunkte sind und deren Momente addiert werden. Im Grenzwert gelangt
man dann zu der gesuchten Integraldefinition des Gesamtmomentes bzw. zu
derjenigen des Schwerpunktes.

Sei, wie in diesem Abschnitt iiblich, f eine streng monoton fallende Funktion
mit D(f) = [a = 0,b] und g = f~! ihre Umkehrfunktion mit D(g) = [c = 0,d].

Das statische Moment erster Ordnung eines vertikalen Streifens
A = f(&) - Azy,
in bezug auf die y-Achse betrigt (Abb. 6.42)

(my)e = & - A = &k f(&) - Axy.
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Y Y
d f d g
(€k, f(&k))
‘\ Yk
| Agi | m ' N {9(nk); Nk
: Ye—1
a=c=0 =z,_1 & b T a=c=0 xg, bx
Axy
Abbildung 6.42: Moment erster Abbildung 6.43: Moment erster
Ordnung eines vertikalen Strei- Ordnung eines horizontalen Strei-
fens in bezug auf die y-Achse fens in bezug auf die z-Achse

Analog betrégt das statische Moment erster Ordnung eines horizontalen Strei-
fens

B = g(m) - Ayr
in bezug auf die z-Achse (Abb. 6.43)

(Mmz)e = M- Br = - 9(k) - Ays.

Damit sind die Gesamtmomente gegeben durch die Grenzwerte der entspre-
chenden Riemann’schen Summen
n n
my = T}i_{IOIOZ(my)k = nll_{roloz& f(&) - Ay,
k=1 k=1
n n
my = lim Y (mg)y = lim Y 0 g(m) - Ay,
k=1 k=1
und man erhélt die Koordinaten des Flachenschwerpunktes zu

(6.18)

Bemerkung

Die in diesen Gleichungen auftretenden Fliachenstreifen A bzw. By liegen mit
ihrer Langsseite parallel zur jeweiligen Bezugsachse. Deshalb ist es nicht notwen-
dig, daf} sie von dem Funktionsgraphen bis an die andere Achse heranreichen.
Auch hier gilt dasselbe wie in der Bemerkung auf p. 76:
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Unter der Voraussetzung, dafl im Integrationsintervall

[a, b] stets fi(z)

IN

fa(z)
[c, d] stets 91(y) < 92(y)

gilt, lassen sich die Formeln (6.18) unmittelbar zur Berechnung des Schwer-
punktes einer ganz zwischen zwei Graphen liegenden Flidche benutzen.

Im folgenden werden zwei andere Formeln fiir die Schwerpunktkoordinaten her-
geleitet. Dieses Mal wird die Fliche in zur jeweiligen Bezugsachse vertikale
Streifen zerlegt (Abb. 6.44 und 6.45).

Y Y
d g d !
(€k, [ (k)
Yk \
S| e | e N |
\ e |
a=c=0 %g(nk) bV:L' a=c=0 =z_1 & i b 71‘
Axy
Abbildung 6.44: Moment erster Abbildung 6.45: Moment erster
Ordnung eines horizontalen Strei- Ordnung eines vertikalen Streifens
fens in bezug auf die y-Achse in bezug auf die z-Achse

Die Schwerpunktkoordinate (zg)x eines horizontalen Streifens By, betréigt

(xs)r = %g(nk%

die Schwerpunktkoordinate (yg)x eines vertikalen Streifens Ay betrigt
1
(yshe = 5 F(&)-
Damit berechnen sich die entsprechenden Momente zu

(m)h = (25 Be = 590m) - 90m) - Ay

(mo)i = () Ak = 5 (&) F(6) - A

Fiir die Koordinaten des Gesamtflichenschwerpunktes resultieren daher die In-
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tegrale

d
A 1
my = z5-A = ”lg’l"kz—l 5 90" Aye = 2/9(3/)26!1/
¢ (6.19)

b
. . 1 2 2

Auch in diesen Formeln lassen sich
9(y)*>  durch  g(y)’ —91(y)®  (y€[e.d)

fl@)?  durch  fa(2)? = fi(x)® (2 €a,b])

ersetzen, falls die Flache durch die beiden entsprechenden Funktionsgraphen
berandet ist.

Beispiel 6.34
Zu berechnen sind die Schwerpunktkoordinaten des Dreieckes aus Abb. 6.46.

Y
q

ys .

T
TS p

Abbildung 6.46: Schwerpunkt eines Dreieckes

1
Fliacheninhalt: A = 3P4
Geradengleichungen:
q p
fla) =q—-2 g(y)zp—gy
Daraus folgt mit der Schwerpunktformel (6.18)
2 ’ 2 /
q o b D 9 q
rs = — [(qz— =2%)dx = ; ys = — [(py—=y")dy = .
Pq / ( p ) 3 Pq ( q ) 3

0

Zwischen den Formeln fiir die Schwerpunktkoordinaten ((6.18) und (6.19)) so-
wie den Formeln fiir die Volumenberechnung von Rotationskérpern ((6.15) und
(6.16)) besteht ein iiberraschender Zusammenhang:
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Bis auf den Faktor 27 enthalten beide Formelgruppen die gleichen
Integrale!

Satz 6.18  (Erste Guldin’sche Regel)

Rotiert ein ebenes Flichenstiick um eine Achse, die in der gleichen Ebene liegt
und dieses Flachenstiick nicht schneidet, so ist das Volumen des erzeugten Ro-
tationskorpers das Produkt aus dem Fliacheninhalt und der Lénge des Weges,
den der Schwerpunkt des Flidchenstiickes bei (einmaliger) Rotation zuriicklegt:

Ve =2mys- A , Vy =2mxg- A (6.20)

Der Flidcheninhalt in (6.20) ist ggfs. mit einem negativen Vorzeichen zu verse-
hen, falls yg < 0 oder 2g < 0 sind.

Beispiel 6.35 (Wiederaufgriff von Beispiel 6.34)

Berechnet man die Schwerpunktkoordinaten des Dreiecks aus dem letzten Bei-
spiel mit Hilfe der ersten Guldin’schen Regel, so erhélt man recht einfach
V, 3 ¢ p Vo 37’ g

2rA 2mqp E] ’ s =

s = 2mA 2m3qp 3

Beispiel 6.36
Man bestimme den Schwerpunkt eines Viertelkreises (Abb. 6.47).

Y

r X

Abbildung 6.47: Schwerpunkt eines Viertelkreises

(i) Direkte Berechnung mit Hilfe der Schwerpunktformel (6.18):

b r
rs = / = 1/:6-\/7'2—3726137
r?/4
0

Aus Symmetriegriinden ist ys = xg.
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(ii) Bestimmung mit Hilfe der ersten Guldin’schen Regel:

Berechnet wird die Schwerpunktkoordinate xg, es wird also eine Rotation
um die y-Achse zugrundegelegt. Der entstehende Rotationskérper ist eine
Halbkugel mit dem Volumen

2
Vy = §7TT3
Mit (6.20) folgt
2,3
2r A 2m - 12 37

Wieder ist aus Symmetriegriinden yg = xg.

Beispiel 6.37

Man bestimme den Schwerpunkt eines Viertelkreisringes (Abb. 6.48) mit Hilfe
der ersten Guldin’schen Regel.

r1T9 &
Abbildung 6.48: Schwerpunkt eines Viertelkreisringes

Man rechnet nach:

1.4

Vy 30 (r3—13) 4 ri4rory 413 .
- = = — . = — S
2 A 2 - 5 (r3 —r}) 3 ro + 11

Man beachte, dafl die den oberen Viertelkreis definierende Funktion auf einem
anderen Intervall definiert ist ([0, r2]) als die den unteren ([0, 71]).

Dieses Ergebnis hdtte man natiirlich auch mit dem Teilschwerpunktsatz durch
Addition der Momente unter Beriicksichtigung des Ergebnisses von Beispiel 6.36
erhalten kénnen:

2 _ 1 Ring
my = my + My
Ag-mos = A1-T15 + ARing * TRing

A - 295 — A1 - 215

— ZRing — Ari
ing

Spezialfalle:

(i) 1 =0 — die in Beispiel 6.36 hergeleitete Formel,
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. 21y o . :
(i) m=r2 — xg = —; das ist die Formel fiir einen diinnen Ring.
7r

Bemerkung

Um diese Einfithrung nicht zu kompliziert zu gestalten, habe ich in diesem
Abschnitt sdmtliche Funktionen so gewéhlt, dafl sie streng monoton fallend
mit ¢ = ¢ = 0 sind, die Zweideutigkeiten bei der Anwendung der verschiedenen
Formeln treten hier dann nicht offen zutage. Selbstverstandlich gilt das dariiber
im letzten Abschnitt Gesagte aber auch hier.

Bemerkung

Analog zum Schwerpunkt einer ebenen Fliche 148t sich der Schwerpunkt einer
Kurve definieren; dazu bendtigt man den Begriff des sog. Kurvenintegrals erster
Art, eine Art eindimensionales Oberflachenintegral. Ist die Kurve eben, so 143t
sich der Schwerpunkt ebener Flichen oder rdumlicher Bereiche zur Definition
verwenden. So gelangt man u.a. zur sog. zweiten Guldin’schen Regel:

Satz 6.19  (Zweite Guldin’sche Regel)

Rotiert ein ebenes Kurvenstiick um eine Achse, die in der gleichen Ebene liegt
und dieses Kurvenstiick nicht schneidet, so ist die Mantelfliche des erzeugten
Rotationskorpers das Produkt aus der Bogenldnge des Kurvenstiickes und der
Lénge des Weges, den der Schwerpunkt des Kurvenstiickes bei (einmaliger)
Rotation zuriicklegt:

Ay = 2wyg - L , Ay =2nxg- L (6.21)

In &hnlicher Weise gelangt man in der Geometrie und Physik zu einer Fiille von
Integralen, welche mehr oder weniger dhnlich hergeleitet werden wie die in die-
sem Abschnitt. Hier sollen nur die Ergebnisse zitiert und Analogien aufgezeigt
werden:

(i) Fléche zwischen x-Achse und Graph eines ebenen Kurvenstiickes:
b
A= [ls@]ds
a

(ii) Bogenlinge eines ebenen Kurvenstiickes:

b

L= /\/1+f’(a:)2dx

a
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(iii) Mantelfléiche eines Rotationskorpers:
b
M = 27r/|f($)|\/1+f’(a:)2d:z
(iv) Volumen eines Rotationskorpers:
b d
Vien [f@Pde v =2 [yegwdy
a

[

(v) Kurvenschwerpunkt eines homogenen ebenen Kurvenstiickes:

fbx-\/l—i—f’(xﬁdx

Tg = 0
[Vt F(@)da
b
o [ £(@)- VTT ) do
o = _
L

b
[/1+ f(z)2da

(vi) Flachenschwerpunkt eines homogenen ebenen Flichenstiickes:

v, jor [z f(z)dx

T =~ = Ty
[ f(z)dz

b
V. o 3 f(x)?de

vy = VLT
ff(x) dx

(vii) Volumenschwerpunkt eines homogenen Rotationskorpers:

fo fy e
ws:ab— ) ys = z5 = 0
7 f@)? de

a

(viii) Trégheitsmoment eines homogenen ebenen Kurvenstiickes:

b
I, = /f(x)z'\/lJrf’(w)de
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b
I, = /xz'\/l—kf’(x)zd:r

(ix) Triagheitsmoment eines homogenen ebenen Flchenstiickes:

(x) Massentrigheitsmoment eines homogenen Rotationskorpers:

b
L = 5o [ f@)ds

6.6 Uneigentliche Integrale

6.6.1 Definition und einfiihrende Beispiele

Zur Motivation dessen, was uneigentliche Integrale sind und wo sie auftreten,
sollen zuerst einige Beispiele betrachtet werden.

Beispiel 6.38  (unbeschriinkte Funktion)
Sei f definiert durch

f o+ (0,1] — R
1

X [

NG (z € (0,1)).

1
Sei a € (0,1]. Dann ist [ % dzx definiert, und es ist (Abb. 6.49)

1

1
I(a) = /\}de - [2-\/5] — 2(1— va).

a
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Abbildung 6.49: Endliche Fldche bei einer unbeschrinkten Funktion

Die ,,Fliche“ zwischen dem Funktionsgraphen und den beiden Koordinatenach-
sen ist ,unendlich ausgedehnt®“, aber offenbar 148t sich ihr doch ein endlicher
Wert zuordnen:

a—0

1
0/\/1de = lim 2(1—+a) = 2.

Da die Funktion f auf dem Integrationsintervall unbeschrinkt ist, ist sie nicht
im eigentlichen Sinne integrierbar.

Beispiel 6.39  (unbeschréinktes Integrationsintervall)

Ein Teilchen bewege sich langs einer Geraden und habe zur Zeit t die Geschwin-

digkeit v(t) > 0 (¢t € [a,00), a € R geeignet), es finde also keine Umkehr der

Bewegungsrichtung statt. Ferner gelte tlim v(t) = 0, d.h. das Teilchen werde
— 00

schliefflich immer langsamer und bleibe ,,zur Zeit t = co stehen*.

Der zwischen der Zeit ¢ = a und t > a zuriickgelegte Weg betrégt

s(+) ist streng monoton wachsend, da §(t) = v(t) > 0. Wann bleibt s(¢) endlich
fiir ¢ — oo, und wie erhélt man dann den insgesamt zuriickgelegten Weg?

Konkret

Eine Waage komme nach der Abklingfunktion f(t) := e~ aus einer bestimmten
Position zur Zeit t = 0 zur Zeit ¢ > 0 wieder in ihre Ausgangslage zuriick
(Abb. 6.50).

Welches ist der insgesamt zuriickgelegte Weg der Waagschale?

t
t t

/e_sds = [—e_s} = 1—-e"
0

0
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Abbildung 6.50: Endliche Fliche bei einem unbeschrinkten Integrationsintervall

Hier ist das Integrationsintervall unbeschrénkt, die Funktion ist also auch nicht
im eigentlichen Sinne integrierbar. Dennoch ,existiert“ das Integral.

Man kann die letzten beiden Beispiele auch zusammenbauen und dadurch die
Existenz eines Integrals zeigen, bei dem sowohl Integrand als auch das Integra-
tionsintervall unbeschrénkt sind.

Beispiel 6.40
Fiir je zwei Zahlen a € (0,1] und b > 1 gilt nach Satz 6.6 (vi) die Abschétzung

1 —x
< a/\/%da:le/e dx
— 2(1-va) + (1—¢)
< 3

b
Das Integral [ %e_fc dx ist somit , gleichméfig” in a und b beschrinkt, d.h.
a

durch eine von a oder b unabhéingig wihlbare Schranke. Weiterhin ist es wegen
der Positivitédt des Integranden sowohl fiir a — 0 als auch fiir b — co monoton
wachsend, damit also konvergent.

Das zeigt, dafi auch der gesamten Fliche zwischen dem Graphen der Funk-
tion f(x) := ﬁ e ®(z > 0) und den beiden Koordinatenachsen ein endlicher
Wert zugeordnet werden kann, selbst wenn man ihn nicht durch Angabe einer
Stammfunktion iiber den Hauptsatz ausrechnen kann. Ein sog. ,,uneigentliches*
Integral ist dann definierbar durch

b

oo

1 1

/ — e %dx := lim lim — e *dx.
\/E a—0 b—oo T

0

a
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Problem

In welcher Reihenfolge werden die Grenzwerte ausgefiihrt:

b b

1 1
lim U —e *d d lim li —e Tdx ?
o bggo NZ ¢ . oder bggo asb NZ ¢ v
a a
Bemerkung

[e.e]
Die Existenz des Integrals [ %e_m dx wurde hier mit einem Vergleichskri-
0

terium nachgewiesen, dhnlich wie bei unendlichen Reihen. Genau wie dort kennt
man den Wert des Integrals i.a. nicht.

Beispiel 6.41

Zu berechnen ist die Arbeit W, die erforderlich ist, einen Koérper aus dem
Gravitationsfeld der Erde zu entfernen. Die Stiarke der Gravitationskraft zweier
Korper der Massen m und M, deren Schwerpunkte sich in der Entfernung r
voneinander befinden, ist gegeben durch (Newton’sches Gravitationsgesetz)

m M

F(r)y = G 5

r

mit der Gravitationskonstante G := 6,67 - 10*111(2%2. Man erhilt fiir die poten-

tielle Energie des Korpers m in bezug auf die Erde M (R: Erdradius, r > R):

T

W) = /F(s)ds _ G-mijj
R R

- emM(z-g) o, G

Diese Arbeit mufl in Form von kinetischer Energie zugefiihrt werden:

1 m
M= = —?
G-m 7 21}
2GM km
— = — = 11,2 —
v 7 ,

Das ist die sog. Fluchtgeschwindigkeit, die sich ergibt, wenn man die relevanten
Daten der Erde einsetzt:

Erdmasse: M =5,97-10%* kg , FErdradius: R =6,37- 102 km.
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Bemerkung

Man denke nun nicht, jedes uneigentliche Integral existiere! Wenn man Beispiel
6.38 etwas abéndert, wird man fiir a € (0, 1] mit der Funktion

g : (0,1] — R
1
ro— (z € (0,1])
auf das Integral
1
1 1
J(a) = /dx = {lnx] = Inl—Ina = —Ina
T a

a

gefiihrt, welches als uneigentliches Integral (an der unteren Grenze) nicht exi-
stiert:

1

/dx = lim J(a) = lim(—1Ina) existiert nicht.
x a—0 a—0

0

Ebenso existiert das Integral
b
1 b
K(b) = /dx - [me = Inb-Inl = Inb
x
1

fiir b € [1,00) mit der Funktion

h : [1,00) — R
1

xr - (z €[1,00))

als uneigentliches Integral (an der oberen Grenze) nicht:

oo
1
/ —dzr = lim K(b) = lim (Inb) existiert nicht.
T b—oo b—oo
1
Definition 6.12  (Uneigentliches Integral)

Seien —oco < a < b < o0o. Die Funktion f sei auf jedem abgeschlossenen und
beschrénkten Teilintervall [o, 3] von (a,b) R-integrierbar:

A [lesic@) = fer(a8)
a,BER
b
(i) Das uneigentliche Integral [ f(x)dz heiBit bei a bzw. bei b konvergent

a
oder existent, falls es Zahlen ¢y bzw. ¢y € (a,b) gibt, so daf die folgenden
beiden Grenzwerte existieren:

1 B
lim f(z)dx bzw. lim /f(m) dx
a—a b
a>a « % <b c2
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b
(ii) Ist das Integral [ f(x)dz bei a und bei b konvergent, dann heifit es kon-

a
vergent oder existent schlechthin, und man vereinbart

/f(ac) dr := lim f(z)dx + lim f(z)dx (c € (a,b)).
a—a — b
a a>a « <b ¢
Bemerkung

b
(i) Wie bei unendlichen Reihen auch wird hier ein Zeichen, némlich [ f(z) dz,

a
einmal fiir ein Objekt verwendet, welches Konvergenzuntersuchungen zu-
l483t, zum anderen, im Falle der Konvergenz, fiir eine Zahl, ndmlich den
Wert des uneigentlichen Integrals.

Entsprechend beinhaltet beispielsweise (Beispiel 6.39)

o0

/e‘”dm =1

0

zwel Aussagen, ndmlich

e~ ? dz ist konvergent und

e % dx hat den Wert 1.

o—g °—3

(ii) Wenn einer der beiden Grenzwerte unter (i) der letzten Definition existiert,
dann existiert er fiir jede Wahl von ¢; bzw. ¢g (natiirlich mit einem anderen
Wert!).

(iii) In (ii) der letzten Definition steckt die Behauptung, dafl man jede Zahl
¢ € (a,b) wéhlen darf und zum selben Ergebnis kommt.

(iv) Das uneigentliche Riemann-Integral ist eine echte Erweiterung des (eigent-
lichen) Riemann-Integralbegriffes in folgendem Sinne:

Ist f € R([a, b]), so ist f auf (a,b) auch uneigentlich integrierbar, und es
gilt:
b b— B
/f(w) dx = /f(x) dr = lim lim f(z)dx
a+

a—a [—b

a a>a [B<b «
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Beweis

Seien {an }new und {b,}nen zwei Folgen mit a,, — a und b, — b. Dann
folgt mit der Beschréinktheit von f auf [a,b] (f(z) < M (z € [a,b]):

b b
‘/f(x)da: - /f(x)da:‘

< ]/bﬂx)dx - /bf<w>da:\ + \/bf@c)d:c - 7f<x>dx]

_ ‘/bf(m)da: + 7f<m)dx\ + ]jf(x)dx+7f(x)dm)
a b an bn,

<

7!f($)|dfﬂ + /blf(fv)ldﬂf
a b

< M(lan—al + |bp—b) — 0

(n—o0)

b
Damit braucht man bei dem Zeichen [ f(z)dz gar nicht mehr zu iiberle-
a

gen, ob man ein eigentliches Integral (Funktion und Integrationsintervall
beschriankt) oder ein uneigentliches Integral (Funktion oder Integrati-
onsintervall unbeschrinkt) auszuwerten hat: im ersten Fall liefern beide
Definitionen dasselbe Ergebnis.

Beispiel
2 c b
/:L'2 dr = lim 22dz + lim 22 dz
a— b—2
0 a c
3 g3 b3 3
= lim (———) + lim <———>
a—0 \ 3 3 b—2 3
3 3
= lim (—a—> + lim (—)
a—0 b—2 3
8

Schwieriger sind diejenigen Fille, in denen man die Existenz des unei-
gentlichen Integrals nicht dadurch nachweisen kann, dal man seinen Wert
iitber den Hauptsatz einfach ausrechnet, sondern sog. Vergleichsintegrale
benutzen mufl, wie etwa in Beispiel 6.40 geschehen.
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Beispiel 6.42

1
d
(i) Fiir welche reellen Zahlen ~y existiert / —f ?
x
0

Fir 0 < a <1 ist

/1 o 1 —Ina , v=1
] —(1-al 1
J 1—7( a) o, #
1
. dx _ .
Daraus folgt, dafl hrgl+ — genau dann existiert, wenn v < 1 ist;
a— T

in diesem Fall erhalt man °

o0
d
(ii) Fiir welche reellen Zahlen ~ existiert / —f ?
x
1

Fir 6 > 1 ist
B 1 =1
Yy - (Bl 1 1
/ 1fvw ) . v #
‘ d
Daraus folgt, daf ma / —f genau dann existiert, wenn vy > 1 ist;
—00 €T

1
in diesem Fall erhalt man

6.6.2 Konvergenzkriterien fiir uneigentliche Integrale

Wenn man eine Stammfunktion des Integranden kennt, so lassen sich unei-
gentliche Integrale im Prinzip wie eigentliche Integrale berechnen: auf einem
abgeschlossenen und beschrankten Teilintervall des Integrationsintervalles be-
nutzt man den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 6.11),
setzt die Grenzen ein und rechnet die entsprechenden Grenzwerte aus, falls sie
existieren. So wurde in den Beispielen 6.38 und 6.39 verfahren.

Héufig 148t sich die Konvergenz oder Divergenz eines uneigentlichen Integrals
auch ohne explizite Kenntnis einer Stammfunktion nachweisen (Beispiel 6.40).
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Dazu benétigt man aber Kriterien, welche nicht auf die Definition zuriickgrei-
fen. Die wichtigsten sind Vergleichskriterien, die analog zu Majoranten- und
Minorantenkriterium bei unendlichen Reihen gebildet sind.

Wenn im folgenden aus der Konvergenz oder Divergenz eines uneigentlichen
Integrals auf die Konvergenz oder Divergenz eines anderen uneigentlichen In-
tegrals geschlossen wird, dann ist das selbstverstéindlich bei beiden Integralen
auf die gleiche(n) Grenze(n) bezogen:

e beide Male auf die untere Grenze oder
e  beide Male auf die obere Grenze oder

e  beide Male auf beide Grenzen.

Satz 6.20  (Vergleichskriterien)

Seien —o0 < a < b < 0o. Die Funktionen f und g seien auf jedem abgeschlos-
senen und beschrankten Teilintervall [a, 3] von (a,b) R-integrierbar:

A [lesic@h) = fger(a8)]

a,BER

Dann gilt:

(i)  Majorantenkriterium

b
|f(z)] < g(z) (z € (a,b)) A [ g(z)dz konvergent

a
b

= [ 1f(x)| dz konvergent

a

(i)  Minorantenkriterium

f(x) > g(z) (x € (a,b)) A fg(a:) dx divergent

a

b
= [ f(z) dz divergent

Definition 6.13

b b
/ f(z) dzr heiit absolut konvergent <= / |f(z)| dx ist konvergent

a

Wie bei unendlichen Reihen auch impliziert die absolute Konvergenz die
gewohnliche Konvergenz:
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Satz 6.21

b b
/ |f(x)| dz konvergent — / f(z) dx konvergent

a

Bemerkung

Fiir eigentlich integrierbare, also insbesondere beschrinkte Funktionen f gilt
auch die Umkehrung dieses Satzes, d.h. eine (eigentlich) integrierbare Funktion
ist genau dann integrierbar, wenn ihr Absolutbetrag integrierbar ist.

Fiir die Richtung ,, = “ siehe Satz 6.6 (vii), die Richtung ,, <= “ folgt aus

=) < flz) < |f(2)| (z € (a,0))

und der Monotonie des Integrals (Satz 6.6 (vi)).

Fiir uneigentliche Integrale gilt die Umkehrung dieses Satzes jedoch nicht; ein
Gegenbeispiel dazu wird im n#chsten Abschnitt untersucht (Satz 6.23 und das
daran anschlieflende Beispiel).

Um die Vergleichskriterien (Satz 6.20) verwenden zu kénnen, benétigt man
einige ,, Vergleichsintegrale“: das sind solche, deren Konvergenz oder Divergenz
man kennt und mit deren Hilfe man dann auf die Konvergenz oder Divergenz
anderer, unbekannter Integrale schlieffen kann.

Satz 6.22  (Vergleichsintegrale)
Seien zg,v € R.

zo+1 d i
Q) x st {konvergent fir y<1

(x —x0)Y divergent fiir v>1

Zo

[e.9]

(i) dz st konvergent fiir v >1
(x — x0)Y divergent fir <1

ro+1

1
_ . konvergent fiir vy > —1
V. e
(i) / zl-etdr st { divergent fiir v < —1
0

(iv)

27 -e *dx ist konvergent fiir alle v € R.

H\g
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Beweis

(i) und (ii) lassen sich durch Aufsuchen einer Stammfunktion direkt nachweisen;
in Beispiel 6.42 ist das fiir den Spezialfall g = 0 bereits ausgefiithrt. Der Beweis
von (iii) entspricht im wesentlichen dem Beweis von (i) fiir 9 = 0 und Ersetzen
von v durch —v (warum?).

Der Beweis von (iv) benutzt (ii) und Beispiel 6.42 (ii). Es ist

27 e = et 72 < max ($7+2€—x)_ﬁ =: g(x),

[e.e]
und das Integral [ g(z)dz existiert nach (ii) und einem Grenzwert, der im
1

o0

ersten Semester untersucht worden ist. Also existiert f 7 - e % dx nach dem
1

Majorantenkriterium.

Aufgabe

Man fithre die Ideen der obigen Beweisskizze explizit aus und vergewissere sich
bei jedem Schritt, auf welcher Argumentation dieser basiert.

Die néchsten beiden Beispiele zur Anwendung der Vergleichskriterien sind in-
sofern schwierig, als dafl vor der eigentlichen Bearbeitung eine Entscheidung zu
treffen ist, welche Vermutung man denn zu beweisen sucht:

e Vermutet man die Konvergenz des vorgelegten Integrals, so muf3 diese
Vermutung mit Hilfe des Majorantenkriteriums (Satz 6.20 (i)) bewiesen
werden;

e vermutet man hingegen die Divergenz des vorgelegten Integrals, so mufl
diese Vermutung mit Hilfe des Minorantenkriteriums (Satz 6.20 (ii)) be-
wiesen werden.

Dabei hilft Satz 6.22.

Beispiel 6.43
o
2
/ ——dx ist absolut konvergent.
T* 4+ cosx
2

Idee:

Der Integrand ,verh#lt“ sich im Intervall [2,00) wie 1/z2, und das ist nach
Satz 6.22 (ii) bei oo integrierbar.

Fiir alle x > 2 gilt

x? z? z?

< = = =
— 4 2
% (322)) x4 /2 T

zt+cosz — at-1 (1=1 >
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b ) b ) b )
— / :c dr < / —| dx = / —dz
x4 + cosx 22 2
2 2 2
21° 2
X 2 b (b—»oo)
Beispiel 6.44
1
dx . .
_ ist divergent an der unteren Grenze.
T+ sinzx

0

Idee:

Der Integrand ,verhélt“ sich im Intervall (0, 1] wie 1/x, und das ist nach Satz
6.22 (i) bei 0 nicht integrierbar.

Fiir alle z > 0 gilt sinz + 2 < x4+ 2 = 2z, damit folgt fir x > 0:

1 1
- > =
z+sinx — 2z
; d 1d
1
— /3} > /m = f[lnx}l
T +sinx 2z 2 a
a a
1 1
= f(lnl—lna) = —— Ilna — 00
2 (a—0)

Beispiel 6.45  (Gabriels Horn)

Gabriels Horn (auch Torricellis Trompete) ist ein von dem italienischen Mathe-
matiker Evangelista Torricelli (1608-1647; einem Schiiler Galileis, Freund Ca-
valieris und Erfinder des Barometers) entdeckter Korper, der eine unendliche
Oberfléiche, aber ein endliches Volumen besitzt, s. Abb. 6.51.2

Gabriels Horn entsteht durch Rotation des Graphen der Funktion

f@) = (x> 1).

X

2Der Name leitet sich zum einen aus der einem Blasinstrument dhnelnden Form, zum
anderen aus der Tradition her, den Erzengel Gabriel als denjenigen Engel anzusehen, welcher
das Horn bldst, um das Jiingste Gericht anzukiindigen. Dabei wird die Unendlichkeit des
Horns mit der Gottlichkeit an sich assoziiert.
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&%ﬁ

Abbildung 6.52: Fiillen von Gabriels
Horn mit Farbe

Abbildung 6.51: Gabriels Horn als
Posaune, mit welcher der Erzen-
gel Gabriel das Jiingste Gericht
ankiindigt

Das Volumen V und die Oberfliche A des Horns berechnen sich wie folgt:

0o
V = ﬂ/idl‘:ﬂ'[—l]m:ﬂ'
1

Dieses Ergebnis erscheint paradox:

Einerseits braucht man unendlich viel Farbe, um etwa die Innen-
fliche des Horns vollsténdig bedecken zu kénnen; andererseits konn-
te man das Innere des Horns mit einer endlichen Menge Farbe fiillen,
s. Abb. 6.52.

Aufgabe

Man {iberlege sich die Abmessungen jeweils eines Zylinders, der
(i) ein endliches Volumen und eine beliebig grofie Oberfléche hat;
(ii) ein beliebig kleines Volumen und eine endliche Oberfléche hat;

(iii) ein beliebig kleines Volumen und eine beliebig grofie Oberfliche hat.

Loésung

(i) Lange: R? |, Radius: 1/R (R > 0 geeignet)
(ii) Lénge: ? ,  Radius: ?

(iii) Lange: 7 ,  Radius: ?
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6.6.3 Uneigentliche Integrale und unendliche Reihen

Die Konvergenzkriterien des letzten Abschnittes deuten auf einen Zusammen-
hang zwischen unendlichen Reihen und uneigentlichen Integralen hin. Dieser Zu-
sammenhang ist tatséchlich gegeben, und manche Konvergenzuntersuchungen
unendlicher Reihen lassen sich mit Hilfe uneigentlicher Integrale durchfiihren
und umgekehrt.

Definition 6.14  (charakteristische Funktion)
Sei M C R. Die charakteristische Funktion x ¢ von M ist definiert durch

0, z¢M
xm(x) = { L weM (z € R).

Satz 6.23

Sei {an }nen eine Zahlenfolge.

Sei fi= ) an-Xjn—1n), also f(z)=a, firzxen-1,n) (nel).

n=1
Dann gilt:
o0 (0.@)
/ f(z) dx ist konvergent <= Z ayp, ist konvergent,
0 n=1

o0 o
und im Falle der Konvergenz gilt [ f(z)dz = > an.
0 n=1

Beweisidee
b b b
Firallebe Nist [ f(z)dz = > f(n)-1 = > a, (Abb. 6.53).
0 n=1 n=1
y
aj———
ay-1
a1l 2 4
a2

Abbildung 6.53: Unendliche Reihen und uneigentliche Integrale

i =

00 B
Konvergiert [ f(z)dx = ma [ f(z)dz, dann gilt auch
0 —00p

(e%e] N N [e'e]
[r@is = gim [ f@ie = in Ya, = >
0 0 = "=

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



6.6. UNEIGENTLICHE INTEGRALE

(i) <= “

o0

Ist umgekehrt die Reihe ) a, konvergent, dann existiert der spezielle

n=1
Grenzwert

N—oo

N
lim [ f(z)dx.
/

Es bleibt zu zeigen, dafl Grenzwerte mit anderen Folgen zum selben Er-

gebnis fiithren.

Mit Hilfe dieses Satzes kann man beispielsweise die Kenntnis uneigentlicher

Integrale zur Konvergenzuntersuchung unendlicher Reihen heranziehen:

Beispiel 6.46

o
n=1

1 konvergent, falls ~ > 1
— ist
divergent, falls ~+ <1

Beweis

Fir v <0gilt - ( lim — =0 ), also ist das notwendige Konvergenzkri-

terium fiir Reihen verletzt.

Sei also v > 0. Seien weiter (Abb. 6.54)

o0

1
[o= E:l m * X[n—1,n)
1 , 0<z<1
g(z) = 1
— 1<z
x”
o) = (z € (0,00))
(x 4+ 1) ’

1 2 3 4 )

Abbildung 6.54: Unendliche Reihen und uneigentliche Integrale
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Dann ist h(x) < f(z) < g(z) (x € (0,00)). Mit den Vergleichsintegralen des
letzten Abschnittes (Satz 6.22) folgt:

o0
/g(a:) dx konvergent <= 7y >1,
0

/h(w) dr divergent <— 0<~vy<1.
0

LT - 1
Somit ist [ f(z)dz und damit Z -
0 n=1
konvergent <= v>1

divergent <— 0<~y <L

Aufgabe
Mit Hilfe von Satz 6.23 zeige man die Divergenz

[e.e]

1
i) d dlichen Reih .
(i) der unendlichen Reihe ,; I

T
1+«

dz.

o0
(ii) des uneigentlichen Integrals / In
0

6.6.4 FEuler’sche Gammafunktion

Die Euler’sche Gammafunktion stellt eine der wichtigsten Anwendungen der
Theorie der uneigentlichen Integrale dar. Sie ist die Losung des folgenden Pro-
blems:

Gibt es eine auf (0, 00) definierte reellwertige Funktion f, welche die
Fakultéiten interpoliert, d.h. eine Funktion f : (0,00) — R mit
der Eigenschaft f(n) =n! (n € N)?

Lemma
Fiir jedes z > 0 existiert das uneigentliche Integral

o0

/et E L dt.

0
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Beweis

1
(i) Nach Satz 6.22 (iii) existiert [e™t-¢t*71dt firz —1 > —1 «— x> 0.
0

[e.9]
(ii) Nach Satz 6.22 (iv) existiert [e~'-¢*~!dt fiir alle x € R.
1

(iii) Also existiert

[e%) 1 00
/et-tf“dt = /et-tﬂ”ldt + /et-t”f1 dt
0 0 1

fir alle z > 0.

Definition 6.15
Die Funktion I': (0,c0) — R, definiert durch

hei3t Euler’sche Gammafunktion.

Der folgende Satz beinhaltet die charakteristische Funktionalgleichung der
Gammafunktion und 16st damit die Interpolationsaufgabe fiir die Fakultéten:

Satz 6.24
MNzx+1) = z-T'(x) (x € (0,00))

Beweis

Seien a,b € R mit 0 < a < 1 < b. Dann ergibt sich mit partieller Integration

fiirx >0
b

b
b
/e_t-t“”dt = —[e—t-t”‘f} —|—:1:'/e_t-tx_1dt,
a
a

a

also gilt fiir solche z

[e'S) b [e%S)

/e_t-txdt = lim /e_t-txdt = O—I-x-/e_t-tw_ldt,
— 0
0 ba—) oo a 0
N~ —_———
T'(z+1) I(z)

also T'(x+1) =z -T'(z), d.h. die Behauptung.
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Folgerung
Fn+1) = n! (n € IN)

Beweis  (mit vollstdndiger Induktion)

. Firn=0ist I(1) = [e'dt=1=0!.
0

2. Fiir eine Zahl n > 0 gelte T'(n+1)=mn!.
3. Dann folgt aus der Funktionalgleichung die Beziehung

I'n+2) = (n+1) - T'(n+1) = (n+1)-n! = (n+1)!.
Aus der Funktionalgleichung folgt ferner fiir alle x > 0 und n € IN:

Nz+4+n) = (z+n—-1)-T'(z+n—-1)
= (z+n—-1)-(x4+n—-2)-T(z+n—-2)

= (@+n-1)-...-(z+1)-z-D(z)

Diese Beziehung 148t sich zur Definition von I'(x) fiir z < 0 verwenden:

Definition 6.16

Zu x <0, x ¢ Z, bestimme man die Zahl n € IN mit 0 < z +n < 1 und setze

B L(z+n) .
I(z) = z-(z+1)-... (z+n—-1)"

damit ist dann ~ D(I') = {z: = € R\{0,—1,-2,...}} (Abb. 6.55).

10

=10 i
-5 0 5

Abbildung 6.55: Euler’sche Gamma-Funktion
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6.7 Numerische Integration

Sind Z C R ein Intervall und f € C(Z), so besitzt f dort eine Stammfunktion,
etwa fiir a € Z:

F(x) = /f(t)dt.

Es kann nun allerdings sein — und ist geradezu der Regelfall —, daf} die explizite
Angabe einer Stammfunktion durch unbestimmte Integration nicht ausgefiihrt
werden kann, genauer: zu einem stetigen Integranden 148t sich nicht immer eine
Stammfunktion im Bereich der ,elementaren“ Funktionen (rationale Funktio-
nen, Exponentialfunktionen, trigonometrische Funktionen oder deren Umkeh-
rungen sowie aus diesen Funktionen zusammengesetzte Funktionen) finden.

Schon so unverfinglich anmutende Integrale wie

t int 1
/e_tzdt : /edt , /Smdt : /dt
t t Int

lassen sich nicht durch elementare Funktionen ausdriicken. Eine Moglichkeit,
solchen Integralen beizukommen, ist eine Potenzreihenentwicklung des Inte-
granden mit anschlieender gliedweiser Integration. So erhilt man z.B.

z T oo

/e_t2 dt = /(Z (—711')" t2") dt

0 n=0

n=0
o x2n+1

= -t R).
nz:()( ) n!(2n+1) (zeR)

Ist eine Potenzreihenentwicklung des Integranden nicht moglich, so mufl das
Integral anders ausgewertet werden.

Im folgenden sollen dazu zwei Verfahren der numerischen Integration quali-
tativ vorgestellt werden. Grundsétzlich gehen sie zuriick auf die schon be-
kannte Flidchenberechnung durch geeignete Ober- oder Untersummen bzw. Rie-
mann’sche Summen.

6.7.1 Rechtecks- und Trapezregeln

Die Riemann’schen Summen bieten ein einfaches, aber bereits sehr brauchbares
b

Mittel zur numerischen Approximation von [ f(z)dz mit a < b. Die Zerlegung
a
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des Intervalles Z werde dquidistant ((n + 1) Teilungspunkte a = xp < x1 <
... < xp = b) gewihlt. Zur Abkiirzung werde gesetzt:

fio= F(as k20 (k € {0,....n}).

Von den vielen Moglichkeiten der Bildung Riemann’scher Summen seien 3+1
notiert (Abb. 6.56 - 6.59):

Lo = 00t fit ot fa)
R, = b_a(f1+f2+---+fn)
b
T, = Ta(f1/2+f3/2+'”+fn7(1/2))
Sn = %(Ln—i_Rn)
_ b;a<f0-|2-f1+f1-|2-f2+m+fn—12+fn>
= b;a<%f0+fl++fnfl+%fn>
R,
Ly,
l N .
a b a b

Abbildung 6.57: Approximation ei-
ner Fldche durch eine Obersumme

Abbildung 6.56: Approximation ei-
ner Fliche durch eine Untersumme

Abbildung 6.58: Approximation ei- Abbildung 6.59: Approximation ei-

ner Fliche durch Trapeze aus Seh-
nen

Durchweg gilt

LTL? an Sn7 Tn

ner Flache durch Trapeze aus Tan-
genten

b
. / f(x) dz.

(n—o0)
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Die ersten beiden dieser Aussagen heiflen Rechtecks-, die letzten beiden Tra-
pezregeln. Die Rechtecksregeln verwenden zur Approximation des Integrals
Polynome 0. Grades (Treppenfunktionen), die Trapezregeln verwenden Polyno-
me 1. Grades (lineare Funktionen).

Man erhélt die Fehlerabschitzungen

b

)3
/f(a:) de =S, = —f"(m)- (1)1252) (m € [a,b] geeignet),
ab 0oy
/f(:t) de =T, = f"(n2) - ﬁ (n2 € [a,b] geeignet).

6.7.2 Simpson’sche Regel

Nimmt man zur Approximation der zu integrierenden Funktion Polynome hthe-
ren Grades, so lassen sich bessere Resultate erwarten, allerdings unter Inkauf-
nahme eines grofferen Rechenaufwandes.

In einem Teilintervall [, 5] von [a,b] wird als approximierendes Polynom ein
solches hochstens zweiten Grades gewihlt, welches an den Stellen

a+p

dieselben Werte wie f hat, ndmlich

Yo :=fla) , wyi:=f(21) , wy2:= f(B).

Nach der Newton’schen Interpolationsformel ist ein solches Polynom eindeutig
bestimmt. Es ist

p2(x) = yo + ﬁza(yl —yo)(z —a) + (5_20[)2(,@2—22/1 +yo)(x — o) (z — 1)

Infolgedessen ist

B

[terae = P52 @)+ as

a+
2

) +f(ﬂ)]

[0}

b
ein Niherungswert fiir [ f(z) dz.

a

Diese Regel zur ndherungsweisen Berechnung eines bestimmten Integrals heifit
Kepler’sche FaBregel.

3 Johannes Kepler (1571 - 1630) entwickelte diese Regel anliBlich des Problems, den Raum-
inhalt von Weinféssern zu berechnen.
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Sind f € C3([a,b]), M3 := sup |f" ()|, so erhiilt man die Abschiitzungsformel
[e,8]

B
p—a a+f Ms 4
_ < °(8 .
[t@de =22 @)+ 41 (U5 2) + 10)| | < 8-
Unter Benutzung der Existenz der vierten Ableitung von f 148t sich die Feh-
lerschranke auf
(8 —a)

FO ) - o2 (n € [o, B] geeignet)

driicken. Diese Abschitzung hat zudem den Vorteil, dafl sie auch iiber das

Vorzeichen des Fehlers Auskunft gibt.

Trivialerweise ist der Fehler Null, wenn f ein Polynom zweiten Grades ist. Das
Bemerkenswerte an der letzten Abschéitzung ist, dafl der Fehler auch dann Null
ist, wenn f ein Polynom dritten Grades ist.

Die Kepler’sche Fafiregel wird nun dadurch verfeinert, daf das Intervall [a, b] in
n dquidistante Teilintervalle [ay, Bx] unterteilt und auf jedes der Teilintervalle
einzeln die Fafiregel angewandt wird:

ak:a—l—T(b—a) , ﬁk:a—l—%(b—a) (ke{l,....n})

Unter Zugrundelegung der nétigen Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an f
erhalt man die sog. Simpson’sche Regel

(B—a)

2880 - nd (n € |a, b] geeignet).

b
/ fx)dz — %(2& +4T,) = —fW(n)

Dabei wurde von der folgenden Beziehung Gebrauch gemacht:

b—a
n

Z(fk—l +4fk—(1/2) + fk) = 25, +47T,.
k=1

Bemerkung

Sowohl bei den Trapezregeln (n? im Nenner der Abschiitzung) als auch bei der
Simpson-Regel (n* im Nenner der Abschitzung) 148t sich durch eine hinreichend
feine Intervallunterteilung die Approximationsgenauigkeit beliebig weit treiben.
Allerdings steigt dabei auch der Rechenaufwand erheblich an.
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Kapitel 7

Fourier-Analyse

7.1 Fourier-Reihen

7.1.1 Begriff der Fourier-Reihe
7.1.1.1 Einfiihrung

Bei einer lokalen Storung des Gleichgewichtes in einem elastischen Medium
entstehen periodische Schwingungen der Mediumteilchen um ihre Ruhelage.
Die Ubertragung dieser Stérung infolge Kopplung auf benachbarte Teilchen
bewirkt eine periodische Zustandséinderung, welche sich im Raum oder in Ma-
terie fortpflanzt. Solch eine Zustandsénderung bezeichnet man als eine Wel-
le. Befindet sich die Frequenz dieser Zustandséinderung im hoérbaren Bereich
(20 Hz - 20 kHz), so spricht man von einer akustischen Welle oder einer Schall-
welle. Ausgehend von der Schwingungsquelle, breitet sich eine Schallwelle in
einem Medium (etwa: Luft oder Wasser) aus; diese versetzt unser Trommelfell
in Schwingungen, und wir kénnen einen Ton héren.

Ein (reiner) Ton besteht aus harmonischen, d.h. sinusférmigen Druck- oder
Dichteéinderungen eines Mediums, welche etwa durch eine harmonische Schwin-
gung hervorgerufen werden; insbesondere stellt ein Ton also eine periodische
Dichtednderung des Mediums dar. Die Frequenz eines Tones wird als seine
Tonhéhe -, seine Amplitude auch als Intensitét bezeichnet.

Fin Klang besteht aus mehreren T6nen verschiedener Intensitét, wobei die Fre-
quenzen der einzelnen Teilténe oder Oberténe ganzzahlige Vielfache der Fre-
quenz des tiefsten Tones (Grundton) sind. Die meisten Musikinstrumente lie-
fern Kléange, z.B. das Anschlagen von nur einer Klaviersaite. In diesem Sinne
ist also ein Dur-Dreiklang keine Superposition dreier To6ne, sondern schon ei-
ne Superposition dreier Kléinge. Die Oberténe und ihre jeweiligen Intensitédten
bestimmen dabei die Klangfarbe eines Instrumentes.

Ein aus Frequenz und zugehoriger Intensitdt eines Klanges bestehendes Dia-
gramm nennt man ein akustisches Spektrum oder Klangspektrum. Demnach
liefert ein Klang ein Linienspektrum.
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Das Analysieren eines Klangspektrums bedeutet das Zerlegen eines Klanges
in seine einzelnen Teiltone. Mathematisch bedeutet es die Zerlegung der den
Klang erzeugenden Funktion in harmonische Teilschwingungen. Die Entwick-
lung einer periodischen Funktion in eine (i.a. unendliche) Reihe harmonischer
Schwingungen bezeichnet man als Fourier-Analyse.

Bemerkung  (Bedeutung der Fourier-Analyse fiir die Nachrichtentechnik)

Fundamental fiir die Nachrichtentechnik ist das sog. Fourier-Prinzip:

Jede Schwingung (Signal) kann so aufgefafit werden, als sei sie aus
lauter Sinus-Schwingungen verschiedener Frequenzen und Stérken
(Amplituden) zusammengesetzt.

Das gilt auch fiir nichtperiodische Schwingungen oder einmalige Signale. Auf-
grund dieses Prinzips werden alle Schwingungen bzw. Signale zweckméafBiger-
weise aus zwei Perspektiven betrachtet, und zwar dem

e Zeitbereich sowie dem

e Frequenzbereich.

Im Zeitbereich wird angegeben, welche Momentanwerte ein Signal innerhalb
einer bestimmten Zeitspanne besitzt (Zeitverlauf der Momentanwerte). Im Fre-
quenzbereich wird das Signal durch diejenigen Sinus-Schwingungen beschrieben,
aus denen es zusammengesetzt ist.

Stark vereinfachend 148t sich sagen: Unsere Augen sehen das Signal im Zeitbe-
reich auf dem Bildschirm eines Oszilloskopes, unsere Ohren dagegen arbeiten
im Frequenzbereich.

Die Bedeutung des Fourier-Prinzips fiir die Nachrichtentechnik beruht dabei
auf dessen Umkehrung:

Will man wissen, wie beliebiges (Ubertragungs-) System auf ir-
gendein Signal reagiert, so mufl man nur wissen, wie es auf
Sinus-Schwingungen reagiert, weil ja jedes Signal aus lauter Sinus-
Schwingungen aufgebaut ist.

Definition 7.1
Seien G C R, T € Rund f:G — R eine Funktion.
f heilt periodisch mit der Periode T oder T-periodisch, wenn gilt:

A [ac—l—Teg — flz+T) = f(z)|.

zeg
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Beispiele 7.1

(i) f(z) := |sinx| (x € R)

ist auf ganz R periodisch mit der Periode 7w (kommutierte - oder gleich-
gerichtete Sinusschwingung).

(ii) Seien 7' > 0 und w := 2%. Dann gilt:
fi(z) := sinnwx und fa(x) := cosnwx (x € R)

T

n

sind fir T > 0,n # 0 auf ganz R periodisch mit der Periode p :=
insbesondere natiirlich fiir n € IN —, denn es gilt:

2 2
filr) = sinnwzx = sinn%x = sin(n%x—i—%r)
2 T
= sinn%(az%—g) = fi(z +p);

analog fiir die Funktion fs.

Bemerkung

(i) Ist eine Funktion T-periodisch, so ist sie auch periodisch mit der Periode
k-T (k € Z); Beweis etwa mit vollstindiger Induktion.

(ii) Die kleinste positive Periode einer periodischen Funktion heifit ihre Ele-
mentarperiode.

(iii) Haben f und g die Periode T, dann auch

f
A-f, f+g9g , f—-9g , f-g und e
7.1.1.2 FEuler-Fourier’sche Formeln im Reellen

Definition 7.2

(i) Seien N € N, ag,...,an, b1,...,by € R. Ein Ausdruck der Form
a N
Tr(N,z) = 50 + Z(an cos na + by, sin nz) (x € R)
n=1

heifit ein (reelles) trigonometrisches Polynom. Die in der Formel auftre-
tende Zahl N heifit Ordnung oder Grad des trigonometrischen Polynoms.
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(ii) Seien {an}nen,, {bn}nen zwei reelle Zahlenfolgen. Ein Ausdruck der Form

Tr(x) = % + Z(an cos nx + by, sin nx) (x € R)

n=1
heifit eine (reelle) trigonometrische Reihe.
In diesem Abschnitt werden einige notwendige Bedingungen hergeleitet, welche
sich aus der Konvergenz einer trigonometrischen Reihe ergeben. Dazu wird an-

genommen, die obige trigonometrische Reihe konvergiere im Intervall [—m, 7],
ihr Wert werde mit f(x) bezeichnet:

f(z) = % + i(an cos nx + by, sin nx) (x € [-m,7]). (7.1)
Frage

Gibt es eine Formel, mit welcher sich die Koeffizienten a,,b, in
Abhéangigkeit von der Summenfunktion f ausdriicken lassen?

Erinnert werde an die folgenden sog. Orthogonalitétsrelationen der trigonome-
trischen Funktionen (diese Bezeichnung wird spéter verstindlich werden):

™

/sinmx‘cosna:da: = 0 (m,n € INog)
—T

. 0 , m#n
/sinmx-sinnajd:n = 0, m=n=
(7.2)

- L™, m=n>1

. 0 , m#n
/cosmx-cosna:dx = 2, m=n=0
o ™ , m=n>1

Die Reihendarstellung (7.1) von f wird jetzt einmal mit sinma, einmal mit
cos mx multipliziert (z € [, 7]):

[e.9]

f(x)sinmx = % sinmx + Z (an cosnz sinma + by, sin nz sin mx)
n=1
(7.3)
o0
f(z)cosmz = % cosmz + Z (an cos naz cos ma + by, sin na cos maz)
n=1
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Weitere Voraussetzungen

(a) Die Funktionen f(-) -sin(-) und f(-) - cos(-) seien auf [—m, 7] integrierbar;
das ist z.B. dann gesichert, wenn f selbst dort integrierbar ist (warum?).

(b) die beiden Reihen (7.3) konnen gliedweise integriert werden (etwa, weil sie
auf dem Intervall [—7, 7| gleichmifBig konvergent sind).

Unter Beachtung der Orthogonalitétsrelationen (7.2) erhilt man dann die Be-
ziehungen (m € Ny):

™

(i) m=0: /f(x)dx:2~27r:ao-7r

—Tr

(i) m#0: /f(m)-sinmxdm—bm-w

(iii) m #0: /f(ac)-cosma:dac:am-ﬂ

Das bisher erzielte Ergebnis wird im folgenden Satz festgehalten:

Satz 7.1

Die trigonometrische Reihe

Tr(x) = % + Z(an cos nx + by, sin nx) (x € R)

n=1

sei auf dem Intervall [—m, 7] gleichméBig konvergent und habe dort den Wert
f(x) (die Funktion f ist dann stetig!). Dann gelten fiir die Koeffizienten die
sog. Euler-Fourier’schen Formeln

a, = % /f(a:) - cosnx dx (n € Np)
- (7.4)
b, = % /f(ac) - sinnx dx (n € IN)

Man erkennt jetzt auch, warum das Anfangsglied ag der trigonometrischen
Reihe mit dem Faktor % versehen wurde: bei dieser Schreibweise gelten die
Formeln (7.4) fir a,, auch noch fir n = 0.
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Zur Herleitung der Euler-Fourier’schen Formeln ist man von einer (gegen eine
stetige Grenzfunktion f) gleichméBig konvergenten trigonometrischen Reihe

Tr(x) = % + Z(an cos nx + by, sin nz) (r € R)

n=1

ausgegangen, welche, nach Multiplikation mit den Gréflen sin max bzw. cos max,
gliedweise integriert wurde.

Dieser Prozefl wird jetzt umgekehrt. Sei dazu f eine auf dem Intervall [—, 7]
integrierbare Funktion, d.h f € R([—m,7]).

Beh. / f(x)-sinnxdr und / f(x)-cosnxdxr existieren fiir n € INy.

Bew. Produkte integrierbarer Funktionen sind integrierbar.

Es lassen sich also fiir Funktionen f € R([—m,n]) die Koeffizienten ay, by,
mit Hilfe der Integralformeln (7.4) definieren. Diese Zahlen heiflen die Fourier-
Koeftizienten der Funktion f. Mit ihnen bildet man nun die formale trigonome-
trische Reihe

ao

(e.@)
5 + ;(an cosnx + by, sin na:),

welche man die Fourier-Reihe von f nennt.

Die so gebildete Reihe braucht selbstverstdndlich nicht zu konvergieren, und
selbst wenn sie fiir gewisse Werte von « konvergiert, so braucht ihre Summe nicht
gleich f(x) zu sein. Eines der wichtigsten Probleme der Theorie der Fourier-
Reihen besteht gerade darin, Bedingungen zu finden, unter denen

e die Fourier-Reihe von f konvergiert;

e der Wert der Fourier-Reihe von f gleich f(z) ist.

Um kurz auszudriicken, daf} eine trigonometrische Reihe die Fourier-Reihe der
Funktion f ist, schreibt man

o0
o~ % + Z(ancosnx—i—bnsinnm).

n=1

Hierdurch wird jedoch in gar keiner Weise eine Aussage iiber die Konvergenz
und den evtl. vorhandenen Wert der rechts stehenden Reihe gemacht! Es wird
damit lediglich ausgedriickt, dafl die Zahlen a,,, b,, die Fourier-Koeffizienten von
f sind.

Die formale Entwicklung der obigen Reihe bezeichnet man als die Entwicklung
einer Funktion in ihre Fourier-Reihe.
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Aufgabe

(i) Sind f,g € R([—n,n]) und gilt f(z) = g(x) an allen bis auf hochstens
endlich vielen Stellen des Intervalles, so haben f und g dieselben Fourier-

Reihen.

(i) Ist f € R([—m,7]) und f periodisch mit der Periode 27, so 148t sich zur
Berechnung der Fourier-Koeffizienten von f irgendein Intervall der Lange
27 verwenden:

™ a+2m
/f(x) ~sinnzdr = / f(z) - sinnzdz (a € R)
_:’ aC:-27r
/f(x) -cosnxrdr = / f(x) - cosnzdx (a € R)

Hinweis:

s

Fiir jede Funktion g € R([—m,7]) und jede Zahl a € R gilt

a a+2m ™

/g(x)dm = /g(x)dx + / g(z)dz + / g(z)dz

—T

—r a a+2m

danach verwende man eine Substitution fiir das letzte Integral.

Beispiel 7.2

(Rechteckspannung)

fle+2m) = fx)  (zeR)
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(a) Berechnung der Koeffizienten ay:

0 g

N ¢) = S(=Dr + 1) =
ao_ﬂ</(1)d+0/d> ((-Dm 4+ 7) =0

—T

0 T
1
anp = (/(—1)-cosnxd:1c + /1'cosmcd9:)
T
0

—T

171 . 0 1711 . w
= —— {— sin nz} + — [7 sin n:c}
mln - 7ln 0
=0 (n e IN)
(b) Berechnung der Koeffizienten by,:
0 by
1
b, = (/(—1)-sinm:dx + /Lsinnxda:)
T
- 0
0 1 7r
= —[—cosnx] + —[——cosna:]
mln -7 n
1,1 1 1 1
= —(— — —cos(—nm) — —cosnm + —)
T\n n n n
2 2
- 2 (imeom) = 2(0-)
mr( cos(n) nm (=1)
0 , n=2k gerade
= 4 (ne NN, keN)
— , n=2k—1 ungerade
nm

Damit lautet die Fourier-Reihe der Rechteckspannung (Abb. 7.2 - 7.5):

I 1
o~ 7T§2k_1sm(2k:—l)gc

4 /. 1 . 1 .
= — (smm + —sin3dz + —sinbdx + )
T 3 5

Beispiel 7.3  (kommutierte Sinusschwingung)

f(z) = |sinz| (z€[-mmn)) flx+2m) = f(z) (zeR)
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15
15 =
= &
= 1
l,
0.5
05
O,
0,
-05
_05,
_1,
_1,
-1.5; ‘ ‘ ‘ ‘
-15 ‘ -4 -2 0 2, 4
-4 -2 0 2 4
X
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Abbildung 7.5: Rechteckspannung:
Grundschwingung mit 1. bis 4.
Oberschwingung

Abbildung 7.4: Rechteckspannung:
Grundschwingung mit 1. und 2.
Oberschwingung

- 0

Abbildung 7.6: Kommutierte Sinusschwingung
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(a) Berechnung der Koeffizienten b,,:

T

0
1
b, = </(—sinx)-sinn:€d:l: + /sinx-sinnxdm)
v

0

Auf das erste Integral wird die Substitution

angewandt, und man erhélt

0

0
—/sinx-sinnwdm = —/sin(—t)-sin(—nt) (—dt)

s

0
= /sint-sinntdt = —/sint-sinntdt,
T 0

also das negative des zweiten Integrals. Insgesamt folgt somit
b, = 0 (n € IN).
(b) Berechnung der Koeffizienten a,,:

™

(—sinz)dr + /sinxdw)

ayg =

BN
N
\o

|
3
=}

A A= e
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™

0
an, = (/ —sinz) - cosnzdr + /sinx@osnmdm)
0

[sinoacos B = L[sin(a—p) + sin(a+ﬁ)]}

= % [/O —(sin(l —n)z +sin(1 + n)m) dx

—Tr T

+ /(sin(l — n)z + sin(1 + n)x) dx]

0

1 0
N 1— 1 }
(1) 27T[1—ncos( ot o cosl A |
1 1 ™
%[—1_ncos(1—n)m—1+ncos(1+n)x}0
1 1 1 1
277[1—n+1+n 1—nCOS( n)m 1+7”LCOS( )
" cos(1 — m)m — —— cos(L m)m T+ — |
- cos(l —n)m — cos n —
1-n "T1+n T T
_ 1 1 n+1 1 n—1>
= (- s - ey
0 , n=2k+1 ungerade,n # 1
= 1 2 2
f< + ) , n=2k gerade
m\n+1 -n

2 1 1
= 7( — ) fiir gerades n =2k, k€ IN

m\n+1 n-1

4 1 .
= ——=-— fiir gerades n =2k, ke IN
T nc—1

Es bleibt der oben noch ausgelassene Fall n = 1 zu untersuchen:

™

(—sin2z)dz + /sin 2z dm]
0

<[cosz4°ﬂ + [ conza]!)

(-1 - a-1)

S

=

Il
\o

5=

s

I
o
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Aufgabe

Bei der Berechnung der Koeflizienten a,, fiir n € IN ergab sich sowieso schon
a, = 0 fiir ungerade Indices n. Warum muf} der Fall n = 1 dennoch separat
untersucht werden?

Damit lautet die Fourier-Reihe der kommutierten Sinusschwingung
(Abb. 7.7 - 7.10):

1 4 4\ & 1
[~ 5=+ <—*>- ———— cos2kx
2w

2 _
m) = (2k)? —1
_ g B é (cost n cos4dx cos 6x )
oo T\22-1 421  62-—-1

O 5 _0.57\ L L L L
~L \ \ \ ‘ -4 -2 0 2 5 4
-4 -2 0 2 4

Abbildung 7.8: Kommutierte Sinus-
schwingung: Grundschwingung mit
1. Oberschwingung

Abbildung 7.7: Kommutierte Sinus-
schwingung: Grundschwingung

15 15
= =
1 1
0.5¢ 0.5
0 I or |
_0'57 _0'57\ L L L L
-4 -2 0 2 x 4 -4 -2 0 2 x 4

Abbildung 7.9: Kommutierte Sinus-
schwingung: Grundschwingung mit
1. und 2. Oberschwingung

Abbildung 7.10: Kommutierte Si-
nusschwingung: Grundschwingung
mit 1. bis 4. Oberschwingung
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Bemerkung

(i)

(if)

(iii)

Die Rechteckschwingung (Beispiel 7.2) enthélt Spriinge in ,,unendlich kur-
zer Zeit“, etwa von —1 bis 1 oder umgekehrt. Um ,unendlich schnel-
le“ Ubergénge mit Hilfe von Sinus-Schwingungen modellieren zu kénnen,
miissen auch Sinus-Schwingungen beliebig hoher Frequenz vorhanden sein:

Schwingungen oder Signale mit Spriingen (= Uberginge in
yunendlich kurzer Zeit“) enthalten (theoretisch) auch Sinus-
Schwingungen beliebig hoher Frequenz.

Physikalisch betrachtet, gibt es nun keine Sinus-Schwingungen beliebig
hoher Frequenz. Daher kann es in der Natur auch keine Schwingungen
oder Signale mit ,unendlich“ schnellen Ubergéingen geben:

In der Natur braucht alles seine Zeit, auch Spriinge bzw. Uber-
ginge, denn sie sind stets mit einem Energieflufl verbunden. Alle
realen Schwingungen oder Signale sind deshalb frequenzméafig
beschrinkt.

Wie Abb. 7.5 zeigt, ist die Differenz zwischen dem idealen (periodischen)
Signal und der Summenkurve dort am groiten, wo die schnellsten Uber-
gidnge bzw. Spriinge sind:

Die im Spektrum enthaltenen Sinus-Schwingungen hoher Fre-
quenz dienen in der Regel dazu, schnelle Anderungen oder
Ubergénge zu modellieren.

Hieraus folgt natiirlich auch:

Schwingungen oder Signale, die keine schnellen Anderungen
oder keine schnellen Ubergénge aufweisen, enthalten auch keine
hohen Frequenzen.

Die Koeffizienten der Fourier-Reihe der kommutierten Sinusschwingung
(Beispiel 7.3) gehen ,,schneller gegen Null als die Koeffizienten der Reihe
der Rechteckspannung (Beispiel 7.2), d.h. die entsprechende Fourier-Reihe
konvergiert ,,besser“. Das hat mit der Giite der jeweiligen Funktionen zu
tun und wird in Abschnitt 7.1.3 untersucht werden.

Bemerkung

(i)

In der Schwingungslehre bedeutet die Variable z oft die Zeit ¢t und w = %’T

die Kreisfrequenz zur Periode T'. Betrachtet man das Periodizitétsintervall
0,77 oder [—Z, L], so lautet die Fourier-Reihe einer Funktion f

o0

a

f ~ ?0 + Z(an cosnwt + by, sinnwt) mit
n=1
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T T/2
1 1
a, = T/z/f(t).cosnwtdt = T—/2 / f(t) - cos nwt dt
0 -T/2
T T/2
1 . 1 .
b, = T/Q/f(t).smnwtdt = T7/2 / f(t)~smnwtdt
0 —T/2

In diesem Zusammenhang nennt man die graphische Darstellung, in wel-
cher die Koeflizienten a,, oder b, iiber n aufgetragen werden, diskretes
Spektrum oder Linienspektrum von f. So ist das Linienspektrum der
Rechteckspannung von Beispiel 7.2 gegeben durch die Abbildung 7.11.

(ii) Alle periodischen Schwingungen/Signale enthalten als Sinus-Komponen-
ten nur die ganzzahligen Vielfachen der Grundfrequenz, da nur diese in das
Zeitraster der Periodendauer 1" passen. Bei periodischen Schwingungen
miissen sich ja alle in ihnen enthaltenen Sinus-Schwingungen nach einer
Periodendauer 7' in gleicher Weise wiederholen. Daher gilt:

Periodische Signale besitzen ein Linienspektrum.

44 o
T

‘ | I 1 .
1 234567389 nw (hier: w =1)

Abbildung 7.11: Linienspektrum der Rechteckspannung

Bemerkung

In Beispiel 7.2 sind die Koeffizienten a,, = 0, in Beispiel 7.3 sind die Koeffizi-
enten b, = 0. Weiterhin treten von den nichttrivialen Koeffizienten auch nicht
alle auf: in Beispiel 7.2 sind die Koeffizienten b, = 0 fiir gerade Indices n, in
Beispiel 7.3 sind die Koeffizienten a,, = 0 fiir ungerade Indices n.

Das liegt an Symmetrieeigenschaften der untersuchten Funktionen, welche sich
in ,ihren“ Fourier-Reihen widerspiegeln. Diese Korrespondenz wird im folgen-
den Abschnitt untersucht.

7.1.2 Symmetrieeigenschaften bei Fourier-Reihen

Die beiden Beispiele des letzten Abschnittes — Beispiele 7.2 und 7.3 — sind
Beispiele fiir eine ungerade - und eine gerade Funktion. Die Fourier-Reihe der
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ersten Funktion besteht nur aus ungeraden Funktionen (,,reine Sinusreihe“), die
der zweiten nur aus geraden Funktionen (,,reine Kosinusreihe®).

Das ist kein Zufall, das Symmetrieverhalten einer Funktion pflanzt sich auf ihre
Fourier-Reihe fort. Man beachte ein analoges Resultat bei der Entwicklung einer
Funktion in ihre Taylor-Reihe

. G VLS
sinz = g(Z(n—i—)l)' gt (x € R)
cosr = i (=1" %" (x € R)
= (2n)!

Ungerade (gerade) Funktionen haben in ihrer Taylor-Reihe nur Potenzen mit
ungeraden (geraden) Exponenten.

Satz 7.2

Sei f € R([—m,7]) und f periodisch mit der Periode 2. Abhéngig von f besitzt
die Fourier-Reihe von f das folgende Symmetrieverhalten (z € [—7, 7]):

(i) f ist eine gerade Funktion, d.h. f(—z) = f(z) =
by = 0 (n € IN)
2 K
an, = /f(x)-cosnxd:v (n € INy)
0
0
(ii) f ist eine ungerade Funktion, d.h. f(—z) = —f(z) =
a, = 0 (n S ]No)
2 r )
b, = /f(a:)-smna:d:c (n € IN)
T
0
(iii) f hat die Periode 7, d.h. f(z+7) = f(x) =
an, = b, =0 (n = 2k + 1 ungerade)
2 ™
an, = /f(x) - cosnz dz (n = 2k gerade)
i
0
2 [ |
b, = /f(x) -sinnx dx (n = 2k gerade)
™
0
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(iv) f ist alternierend, d.h. f(x+ 7) = —f(z) —
an, = b, =0 (n = 2k gerade)
2 K
an, = — / f(x) - cosnzdx (n = 2k + 1 ungerade)
T
0
2 r )
b, = — / f(x) - sinnzdx (n = 2k + 1 ungerade)
T
0
Beweis
(i) und (ii) :  Substitution z := g¢(t) := —t. Fiir eine gerade Funktion folgt
beispielsweise
1 s
anp = /f(a;)cosna;dx
™
0 s
1 1
= /f(x)cosnxdx + /f(x)cosnxdm
™ ™
—m 0
1 17
(z=—t) = /f(—t) cos(—nt) (—dt) + /f(x) cosnx dx
™ T
T 0
1 r 1 r
(f gerade) = /f(t)cosntdt + /f(a:)cosnxd:c
™ 0
0 0
2 K
= /f(x) cos nx dx (n € INp)
T
0
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7.1. FOURIER-REIHEN 125

1 s
b, = /f(x)sinnxdx
i

™

1 1
— [ f(x)sinnzdx + /f(x) sin nx dx
T T

0

d—c

™

f(=t)sin(—nt) (—dt) + 1/f(x) sin nx dz

™
0

(z=—t) =

|~
N — o

™

f(—t)sinntdt + i/f(x)sinmsdm

0

Il
|
5=
o

1 ™
f(t)sinntdt + /f(:L‘) sin nx dx
T
0

(f gerade) = —

3=
o

=0 (n € IN)
(iii) und (iv) :  Substitution x := g(t) :=t — 7.
Beispiele 7.4

(i) Die Rechteckspannung (Beispiel 7.2) ist ungerade und alternierend, darum

gilt
a, = 0 (n € IN())
by = 0 (n € N, n =2k gerade)
o
b, = /f(ac) sinnz dx (n € N, n =2k + 1 ungerade)
T
0

Der letzte Ausdruck 148t sich noch weiter vereinfachen:

Sowohl f als auch sin(2k + 1)z sind gerade Funktionen bzgl. der Achse
r = 5. Damit erhilt man

m /2
2 4
b, = /f(x)sinnxdm = /f(a:)sinnmdx
T T
0 0

fiir ungerade Zahlen n € IN.
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(ii) Die kommutierte Sinusschwingung (Beispiel 7.3) ist gerade und m-perio-
disch, daher sind alle b, und alle a, mit ungeraden Indices gleich Null.
Sowohl f als auch cos 2kx sind gerade Funktionen bzgl. der Achse x = 7,
daher gilt auch

T w/2
2 4
anp = /f(x)cosnwda: = /f(x)cosm:dx
i T
0 0

fiir gerade Zahlen n € INg.

In den folgenden zwei Beispielen werden zu den angegebenen Funktionen ih-
re Fourier-Reihen berechnet. Wo moéglich, soll zur Berechnung der Fourier-
Koeffizienten der Symmetrie-Satz (Satz 7.2) dieses Abschnittes verwendet wer-
den.

Ausdriicklich sei noch einmal darauf hingewiesen, daf} iber die Konvergenz der
berechneten Fourier-Reihe damit noch gar nichts ausgesagt ist, weder ob sie kon-
vergiert noch, wenn ja, wogegen. Bei der Berechnung der Fourier-Koeffizienten
handelt es sich um ein reines Integrationsproblem.

Beispiel 7.5

Abbildung 7.12: Sigezahnfunktion

f@) =z (xel-mm) ,  flz+2r) = flz) (zeR)

Die Funktion f ist ungerade. Nach Satz 7.2 sind alle Koeffizienten a,, gleich
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Null. Fiir die b,, ergibt sich mit partieller Integration
2
b, = /x-smnazdm
T
0
2 1 Tl
= <[—x-cosnx] + /1-cosnxdm>
T n 0 n
0
2 < T 17 . 7T
= —|——cosnm + ﬁ[smn:c}
T n n 0
-1
- _ Cosn7r:_2( ) (n € IN)
n
=3
=3 =
= of
2,
1
!
0,
0,
_1,
_l,
_27
_27
_37
_3, i L L I L
-4 2 0 2 4

-4 -2 0 2, 4

Abbildung 7.13: Sidgezahnspannung:

Grundschwingung
=3
o
1
ol
_1,
o
3
-4 -2 0 2 4

X

Abbildung 7.15: Sigezahnspannung;:
Grundschwingung mit 1. und 2.

Oberschwingung

X

Abbildung 7.14: Sigezahnspannung;:
Grundschwingung mit 1. Ober-
schwingung

B I I T
Abbildung 7.16: Séigezahnspannung;:
Grundschwingung mit 1. bis 4.
Oberschwingung
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Damit lautet die Fourier-Reihe der Sigezahnspannung (Abb. 7.13 - 7.16):

o~ (=)
f o~ —22 sinnz
n=1

n

1 1 1
— 2 (sinx ~ 5sin2z + Ssindz — Jsind + - )

Beispiel 7.6

Sei A > 0.
( Y
0 r<g< -2
, TS < 3
2
A, - Zepc I
, 3_1‘< 3
T ™
f@) =490, —g=sz<g . fle+2m) = f(2)
T 2
A Tep<c
3T
2
0 , §§x<7r
Y
- A -
-7 —21/3 —n/3 r/3 2m/3 7

Abbildung 7.17: Rechteckimpuls

(x € R)

Die Funktion f ist gerade und hat die Periode 7. Nach Satz 7.2 sind alle Ko-
effizienten b,, gleich Null, und von den Koeffizienten a,, sind nur diejenigen mit

geraden Indices n = 2k nichttrivial. Fiir diese ergibt sich

T 27 /3
ay = /f(a:)dx _ 2 / Adr = - A,
T 7r
0 w/3
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T 27/3
2 2
a, = /f(a:)‘cosnxd:c = — / A - cosnzx dx
T s
0 w/3
2A [1 ) ]27(/3 2A< 27 7r>
= — | — S nx = Slnn——smn
T ln /3 nm 3 3
2A 47 2T
= ink— — sink— ) kelN
(n2k) (2k07r(81n’ 3 o (k € IV)
—3 3 = 3, k=3m+1
B 2A 3 3 N
= o | £ (%) = VB k=smaz e (mE
0-0 - 0 , k=3m+3

Damit lautet die Fourier-Reihe des Rechteckimpulses (Abb. 7.18 - 7.21):

2
Ry -
3 T

A Q\fA d <C082 B3k —2)x  cos2(3k — 1):6)
3
k=1

o~

2V3 A (cos 2x cos 4x cos 8 cos 10x L )
2 4 8 10

N | =

2(3k — 2) 2(3k — 1)

=
q

f(x)

o / w \ I o T~ A4

-0.50

_0 : 57\ i i i
-4 -2 0 2

7
X
Abbildung 7.19: Rechteckimpuls:
Grundschwingung mit 1. Ober-

schwingung

Abbildung 7.18: Rechteckimpuls:
Grundschwingung

Aufgabe

Man berechne die Fourier-Reihen zu den in Abb. 7.22 und 7.23 dargestellten
Funktionen. Welche Symmetrien weisen diese Funktionen auf?

7.1.2.1 Fourier-Reihen von fortgesetzten Funktionen

Haufig steht man vor der Aufgabe, eine Funktion f in eine trigonometrische
Reihe zu entwickeln, welche nicht auf [—, 7], sondern nur auf [0, 7] oder nur
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Abbildung 7.20: Rechteckimpuls:
Grundschwingung mit 1. und 2.
Oberschwingung

Abbildung 7.22: Rechteckspannung

130
1.57 1.5,
g g
l’ 1,
0.5 0.5
0 N \//\\V/\ Jay o
_0.57\ i i i i _0.57\ i i i i
-4 -2 0 2, 4 -4 -2 0 2 5 4

Abbildung 7.21: Rechteckimpuls:
Grundschwingung mit 1. bis 4.
Oberschwingung

Abbildung 7.23: Sdgezahnspannung
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auf (0,7) definiert ist. In diesem Fall kann man f zu einer 2w-periodischen
Funktion auf ganz R fortsetzen (was stets moglich ist) und dann versuchen, die
fortgesetzte Funktion in eine Fourier-Reihe zu entwickeln.

Prinzipiell 148t sich eine auf [0, 7] definierte Funktion natiirlich ganz beliebig auf
das Intervall (—, 0) fortsetzen. Wichtig sind hier vor allem zwei ausgezeichnete
Fortsetzungen:

(i) Gerade 2m-periodische Fortsetzung von f (Abb. 7.24):

. Gi(z+2m) = Gy(x) (x € R)

Abbildung 7.24: Gerade 2w-periodische Fortsetzung

(ii) Ungerade 2m-periodische Fortsetzung von f (Abb. 7.25):

. Upz+2r) =Us(z)  (z €R)

Abbildung 7.25: Ungerade 2m-periodische Fortsetzung
Lemma

(i) Ohne die Bedingung f(0) = 0 ld8t sich f nicht zu einer ungeraden
Funktion F auf [—m, 7] fortsetzen.

Beweis klar
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(ii) Ohne die Bedingung f(w) = 0 ldfit sich F' nicht zu einer 27-
periodischen Funktion auf R erweitern.

Beweis

F ungerade = F(—7m) = —F(m)
F 2m-periodisch = F(—7m) = F(n)

— F(r) = f(x) = 0

Ist die Funktion f nur auf dem offenen Intervall (0,7) definiert, so kann man
sie stets sowohl gerade als auch ungerade fortsetzen. Man braucht nédmlich nur
bei gerader Fortsetzung:

f(0) und f(m) beliebig zu definieren;

bei ungerader Fortsetzung:
f(0) := f(m) := 0 zu definieren.

Anschliefilend bildet man zu der nunmehr auf [0, 7] fortgesetzten Funktion f die
Fortsetzungen Gy bzw. Uy.

Eine hinreichend ,verniinftige“ Funktion f la8t sich auf dem Intervall (0, )
daher sowohl in eine reine Sinusreihe als auch in eine reine Kosinusreihe ent-
wickeln. Man vergleiche dazu Beispiel 7.3 und eine Hausaufgabe.

7.1.3 Konvergenz einer Fourier-Reihe

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, ob und wenn ja, wogegen, die
Fourier-Reihe einer Funktion f konvergiert, wenn schliellich immer mehr Glie-
der verwendet werden, d.h. wenn der Grad N des trigonometrischen Polynoms

N
Tr(N, f)(x) = % + Z(an cosnz + by, sinnz) (x € R)
n=1

gegen oo geht.

Bei Konvergenzuntersuchungen sind Abstdnde zu messen, die sich mit wach-
sendem N verkleinern sollen; man koénnte etwa fragen, ob |Tr(N, f)(z) — f(x)|
mit wachsendem N gegen 0 geht (fiir welche 7). Dazu werden in den néchsten
drei Unterabschnitten die folgenden ,, Abstinde* untersucht, welche zu drei ver-
schiedenen Konvergenzuntersuchungen fiithren:

(1) Punktweise Konvergenz

Konvergiert Tr(N, f)(x) fir N — oo fiir alle z € [—7, 7] punktweise gegen
die Funktion f im Sinne von

07 (15)

N
‘f(m) - [% + Z(an cosnz + by sinnm)H (Vo)

n=1
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(2) Gleichmiflige Konvergenz

Konvergiert Tr(N, f)(x) fir N — oo gleichméfig gegen die Funktion f im
Sinne von

— 07 (7.6)

su

z€[—m,m]

N
f(z) — [% + Z(an cosnzx + by, sinnx)}

n=1

(3) Konvergenz im quadratischen Mittel

Konvergiert Tr(N, f)(x) fiir N — oo im quadratischen Mittel gegen die
Funktion f im Sinne von

/ ‘f(x) - [% + nZ::l(an cosnx + by, sinnw)} dx (N:o) 07 (7.7)

Dafl diese Konvergenzfragen nicht trivial, fiir die Praxis aber von grofler Be-
deutung sind, zeigen schon die beiden Demonstrationsbeispiele des ersten Ab-
schnittes.

(i) Die Fourier-Reihe der kommutierten Sinusschwingung (Beispiel 7.3) kon-
vergiert gleichméafig fiir alle x € R.

Der Beweis ist erbracht, wenn eine gleichméflige (d.h. von z unabhéngige)
Majorante fiir die Fourier-Reihe angegeben wird:

: 2 4o 1
\smx’ ~ ; — ; ;(2]02_1 cos 2kx
Fir alle k € IN und alle z € R gilt

1 1 1

cos 2kx
(2k)2 -1

< < =
= (221 — (k22 3k

und die numerische Reihe

il_lﬂ'Q_ﬁz
3k2 3 6 18
k=1

ist konvergent.

Hiermit ist noch nicht bewiesen, wogegen diese Fourier-Reihe gleichméfig
konvergiert! Es wird sich aber herausstellen, daf sie gegen ,,ihre* Funktion
konvergiert, also gegen f(z) = |sinx|.

(ii) Die Fourier-Reihe der Rechteckspannung (Beispiel 7.2) konvergiert nicht
gleichméflig gegen ,,ihre“ Funktion f:

Wiirde die Fourier-Reihe gleichméfig gegen f konvergieren, so
miifite f stetig sein, was nicht der Fall ist.
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Hiermit ist noch nicht bewiesen, daf§ die Fourier-Reihe von f nicht trotz-
dem gleichmiflig konvergiert, etwa gegen eine andere stetige Funktion g.
Daf3 das nicht der Fall ist, wird sich spéter aus einem allgemeinen Satz
ableiten lassen (Satz 7.4).

(iii) Gibt es eine Funktion, gegen welche die Fourier-Reihe der Rechteckspan-
nung punktweise konvergiert?

7.1.3.1 Punktweise Konvergenz einer Fourier-Reihe

Definiton 7.3
Eine Funktion f heifit auf dem Intervall [a, b] stiickweise monoton, wenn es eine
Zahl n € IN und dazu eine Zerlegung

Z = {xg,...,Tn} (a=zp<z1<...<2p=0)

von [a,b] gibt, so da f auf jedem der Teilintervalle (xg,z1),...,(Tn—1,Zn)
monoton ist.

Fast alle praktisch vorkommenden Funktionen sind stiickweise monoton (man
studiere hier noch einmal die bisher behandelten Beispiele). Man kann zeigen,
dafl eine beschrénkte stiickweise monotone Funktion stetig ist bis auf (mogli-
cherweise unendlich viele) Sprungstellen endlicher Hohe.

Satz 7.3  (Satz von Dirichlet)
Sei f beschréinkt, stiickweise monoton und 27-periodisch. Dann gilt fiir alle
zeR

ao
2

[f(z—0)+ f(z+0)]. (7.8)

N | =

o0
+ Z (an cosnx + b, sin n:v) =
n=1

In Worten

Die Fourier-Reihe von f ist an den Stetigkeitspunkten gleich dem Funktionswert
f(z) und an den Sprungstellen gleich dem arithmetischen Mittel von links- und
rechtsseitigem Grenzwert.

Bemerkung

An den Sprungstellen einer Funktion f verhilt sich die Fourier-Reihe von f
neutral: sie bevorzugt keinen der Grenzwerte f(z — 0), f(z + 0), sondern kon-
vergiert gegen deren arithmetisches Mittel. Insofern ist es fiir die Konvergenz der
Fourier-Reihe auch egal, welchen Funktionswert eine Funktion an einer Sprung-
stelle aufweist; vgl in diesem Zusammenhang das Verhalten der Fourier-Reihe
der Rechteckspannung (Beispiel 7.2) sowie Teil (i) der Aufgabe auf p. 115.

Wenn an einer Stelle z linksseitiger - und rechtsseitiger Grenzwert von f
iibereinstimmen (f(z — 0) = f(z + 0)) und gleich dem Funktionswert f(z)
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sind, so ist f in x stetig, und die Fourier-Reihe konvergiert gegen f(z).

Aufgabe
Man zeige, dafl die Funktion
sin % , +#0
flz) = (x € [-m,])
0 , z=0

nicht stiickweise monoton im Sinne obiger Definition ist.

7.1.3.2 Gleichmiflige Konvergenz einer Fourier-Reihe

Die gleichméflige Konvergenz erfordert stéirkere Bedingungen an die Funktion
f. Das sieht man schon daran, daf eine auf einem Intervall Z gleichméfig kon-
vergente Funktionenreihe auf diesem Intervall eine stetige Grenzfunktion hat.
Weiterhin gilt, dal die gleichméflige Konvergenz einer Fourier-Reihe gegen f
auch die punktweise Konvergenz gegen f in jedem Punkt x € Z nach sich zieht
(warum?).

Daher konvergiert die Fourier-Reihe der Rechteckspannung (Beispiel 7.2) nicht
gleichmifig gegen f (f ist nicht stetig) und auch nicht gleichmifBiig gegen ei-
ne andere (stetige) Funktion g, denn diese Funktion g miifite dann auch der
punktweise Grenzwert sein, was nach dem Satz von Dirichlet (Satz 7.3) nicht
moglich ist.

Definition 7.4

Sei f eine auf dem Intervall [a, b] definierte Funktion.

(i) f heifit auf dem Intervall [a, b] stiickweise stetig, wenn es eine Zahl n € IN
und dazu eine Zerlegung

Z = {xo,...,xn} (a=zp<z1<...<xp=0)

von [a, b] gibt, so dafl f auf jedem der Teilintervalle (zo, x1), ..., (Tn—1,Zn)
stetig ist und in den Punkten z; alle einseitigen Grenzwerte besitzt, die
dort vorhanden sein kénnen (in zp = a wird also nur die Existenz des
rechtsseitigen -, in z,, = b nur die des linksseitigen Grenzwertes verlangt).

Eine stiickweise stetige Funktion ist also beschréankt und hat hochstens
endlich viele Unstetigkeiten, die hochstens Sprungstellen mit endlicher
Sprunghohe sein kénnen.

(ii) f heifit auf dem Intervall [a, b] stiickweise glatt, wenn, grob gesprochen, f
stiickweise differenzierbar und f’ stiickweise stetig ist.

Die Ableitung einer stiickweise glatten Funktion hat also hochstens endlich
viele Sprungstellen endlicher Sprunghéhe.
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2F 2r

1t 1t

o or

b -1t

ol -2

0 1 2 3 4

Abbildung 7.26: Stiickweise glatte
Funktion

0 1 2 3 4

Abbildung 7.28: Stiickweise glatte
Funktion

0 1 2 3 4

Abbildung 7.30: Stiickweise glatte
Funktion

0 1 2 3 4

Abbildung 7.27: Ableitung einer
stiickweise glatten Funktion

0 1 2 3 4

Abbildung 7.29: Ableitung einer
stiickweise glatten Funktion

ol
1 S —
o

e )
1+

ol

0 1 2 3 4

Abbildung 7.31: Ableitung einer
stiickweise glatten Funktion
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0 1 2 3 4

Abbildung 7.32: Stiickweise glatte
Funktion

i —

0 1 2 3 4

Abbildung 7.34: Stiickweise stetige
Funktion, die nicht stiickweise glatt
ist

Abbildung 7.36: Stiickweise stetige
Funktion, die nicht stiickweise glatt
ist

1

0 1 2 3 4

Abbildung 7.33: Ableitung einer
stiickweise glatten Funktion

0 1 2 3 4

Abbildung 7.35: Ableitung einer
stiickweise stetigen -, aber nicht
stiickweise glatten Funktion

1.5

-3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung 7.37: Ableitung einer
stiickweise stetigen -, aber nicht
stiickweise glatten Funktion
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Aufgabe

Die folgende Funktion g (Abb.7.38) ist auf dem Intervall [0, 1] nicht stiickweise
stetig und nicht stiickweise glatt im Sinne obiger Definition (warum nicht?):

1, z€e(3,1]
5 5 ve(s, 3]
1 1 1
g(x) = 3 > v€(g3)
0 , z=0
g9(z)
1
T 1 1 g
413 3 1 v

Abbildung 7.38: Nicht stiickweise glatte Funktion

Satz 7.4

(i) Sei f € C([-m,7]).
Falls die Fourier-Reihe von f in [—m, 7| gleichméBig konvergiert, so kon-
vergiert sie gleichméfig gegen f, und es gilt
f(=m) = f(x)  und
f(z) = % + nz:l(an cosnz + by sinnz) (x € [—m,7]).

Die Funktion ist demnach 27-periodisch, und die Fourier-Reihe von f
konvergiert fiir jedes x € [—, 7] insbesondere auch punktweise gegen f(x).

(i) Sei f stiickweise glatt und 27-periodisch, d.h. f(—m) = f(n).

In jedem abgeschlossenen Teilintervall von [—m, 7], in dem f stetig ist,
konvergiert die Fourier-Reihe von f gleichméflig gegen f.

(iii) Sei stiickweise glatt und 27-periodisch, d.h. f(—n) = f(m). Ist f zusétzlich
stetig, so ist die Fourier-Reihe von f auf ganz [—, 7] gleichméfig konver-
gent gegen f. Insbesondere gilt also die folgende punktweise Aussage

flz) = % + Z(an cosnz + by, sinnx) (x € [—m, 7).
n=1

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



7.1.

FOURIER-REIHEN 139

Man vergleiche in diesem Zusammenhang das Verhalten der Fourier-Reihe der
kommutierten Sinusschwingung (Beispiel 7.3) im Hinblick auf Satz 7.4 (i) und
(iii) sowie das Verhalten der Fourier-Reihe der Rechteckspannung (Beispiel 7.2)
im Hinblick auf Satz 7.4 (ii).

Bemerkung'

Die Theorie der punktweisen und gleichméfigen Konvergenz einer Fourier-Reihe
ist trotz der Sétze 7.3 und 7.4 ein steiniger Acker. Die im folgenden aufgefithrten
Fragen mogen dies beleuchten:

(i)

(iif)

Kann man genaue, d.h. hinreichende und notwendige Bedingungen dafiir
angeben, dafl eine Funktion durch ihre Fourier-Reihe dargestellt wird?

Man kann es bisher noch nicht, und da lange und intensiv an der Losung
dieses Problems gearbeitet worden ist, neigt man heute zu der Auffas-
sung, dafl die Darstellbarkeit einer Funktion durch ihre Fourier-Reihe eine
Fundamentaleigenschaft ist, die sich nicht mehr durch andere Fundamen-
taleigenschaften (wie Stetigkeit oder Differenzierbarkeit) charakterisieren
168t.

Kann man wenigstens Eigenschaften einer Funktion angeben, die hinrei-
chend und notwendig fiir die blole Konvergenz ihrer Fourier-Reihe sind,
ohne zu spezifizieren, gegen welche Funktion die Fourier-Reihe konver-
giert?

Auch das ist bisher noch nicht gelungen. Immerhin hat L. Carleson im
Jahre 1966 das auflerordentlich tiefliegende Resultat gewonnen, dafl die
Fourier-Reihe einer quadratintegrablen Funktion? ,fast {iberall* konver-
giert, d.h. bis auf eine Menge vom Lebesgue-MafB Null iiberall konvergiert.

Die Fourier-Reihe einer stetigen 2w-periodischen Funktion ist nach dem
Carleson’schen Satz fast iiberall konvergent. Konvergiert sie vielleicht so-
gar in jedem Punkt?

Das ist nicht der Fall, es gibt Gegenbeispiele.

Wenn die Fourier-Reihe einer stetigen 27-periodischen Funktion an der
Stelle zyp nun aber doch konvergiert, ist dann ihre Summe gleich f(xg)?

Das ist jetzt der Fall.

Wenn man sich jedoch nicht auf die punktweise oder gleichméflige Konver-
genz einer Fourier-Reihe versteift, sondern geeignete andere Konvergenz-
begriffe zulafit, wie etwa den der Konvergenz im quadratischen Mittel, so
fallt auf diese Problematik ein iiberraschend helles Licht.

'Heuser: Lehrbuch der Analysis Band 2, 139, p. 154
’Eine Funktion f heiBt auf dem Intervall [—m, 7| quadratintegrabel, wenn das Integral

R 2
|f(x)]“dx existiert.
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7.1.3.3 Konvergenz einer Fourier-Reihe im quadratischen Mittel

Was heiBt ,gut“ approximieren?® Das Ziel, eine (komplizierte) periodische
Funktion durch (einfache) harmonische Schwingungen darzustellen, wurde in
den letzten Abschnitten als erreicht angesehen, wenn die Fourier-Reihe iiber-
all gegen die Funktion konvergiert — wenigstens an den Stetigkeitsstellen
(Satz 7.3). Fiir stetige und stiickweise glatte Funktionen wurde dariiberhinaus
die gleichméBige Konvergenz der Fourier-Reihe gegen f etabliert (Satz 7.4).

In der Praxis verwendet man allerdings nur endliche Summen, die Partialsum-
men der Fourier-Reihen, also trigonometrische Polynome. Man kann dann der
Ansicht sein, daf solch ein trigonometrisches Polynom die untersuchte Funktion
gut darstellt, wenn es sich iberall nur sehr wenig von ihr unterscheidet. So wie
man der Ansicht sein kann, daf3 eine Mefireihe eine gegebene Funktion sehr gut
bestétigt, wenn sie sich iiberall nur sehr wenig von ihr unterscheidet.

Beim Messen gibt es aber Mefifehler und insbesondere ,,Ausreifler, die man
gern ignorieren wiirde. Deshalb kann man nicht nur zwangsldufig, sondern mit
voller Uberzeugung zufrieden sein, wenn die MeBwerte ,insgesamt®, d.h. im
Mittel iiber den ganzen Bereich, nahe bei der Kurve liegen. Als Maf fiir diese
mittlere Abweichung kénnte man den arithmetischen Mittelwert

1 N
n=1

nehmen, wobei die y; die Mefwerte an den Stellen xj, sind. Vielfach verwendet
man aber einen anderen Mittelwert, den quadratischen Mittelwert oder Effek-
tivwert, s. Definition 6.8:

1 N 2 1 N oT
an::l(f(vrn)_yn) = Tnz::l(f(ﬂfn)—yn) N

oder einfacher

1 & : 1Y
anz:l(f(xn)—yn) = T;(f(ﬁn)_yn) N

Dafl die Quadrate rechnerisch bequemer sind als die Absolutbetrige (Differen-
zierbarkeit!), ist ein (oberflachlicher) Vorzug der zweiten Formel.

Bei der Fourier-Approximation soll nun nicht ein Funktionsverlauf durch dis-
krete Messungen ermittelt, sondern eine gegebene periodische Funktion f durch
ein trigonometrisches Polynom ¢y moglichst gut approximiert werden. An die
Stelle der (endlichen) Summe tritt dann ein Integral, und die Zielvorstellung
konnte so préizisiert werden:

3Die Darstellung dieses Abschnittes bis einschliefflich Beispiel 7.9 folgt weitgehend einem
Abschnitt im Skript ,,Hohere Mathematik II fiir Elektrotechnik* von Prof. Dr. D. Ferus, TU
Berlin.
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Zu einer gegebenen periodischen Funktion f auf dem Intervall* [0, T
soll ein trigonometrisches Polynom ¢y — etwa mit einer vorgegebe-
nen Schranke fiir die Ordnung N — so gefunden werden, daf§ das
quadratische Mittel der Abweichung

T
7 [0 = on)? a
0

moglichst klein wird.

Dann sagt man, man habe f im quadratischen Mittel durch ein trigonometri-
sches Polynom einer vorgegebenen Ordnung optimal approximiert. Hier kann
man sowohl die Wurzel wie den Faktor % dabei auch weglassen, man &dndert
damit nur die Skala der Fehlerbewertung, das optimale ¢, wenn es denn ein
solches gibt, bleibt dasselbe.

Beispiel 7.7 (Wechselstrom-Energie, harmonisch)

Man betrachte die zeitlich variable harmonische Spannung u(t) := u; sinwt an
einem Ohm’schen Widerstand R. Es flieBt der Strom i(t) = % u(t), und in dem
(kurzen) Zeitabschnitt [t,¢ + At] wird dann anndhernd die Energie (Leistung
mal Zeiteinheit)

, 1
i(t)u(t) At = Ru(t)2At

umgesetzt. In der Gesamtzeit [a,b] ist das (Riemann’sche Summe und
Grenziibergang zum Integral)

b
1
E = R/u(t)2dt.

Die Spannung u ist periodisch mit der Periode T := %’T, daher ist die in einer
Periode umgesetzte Energie gegeben durch

% - ;(\%)2 (7.9)

Eine konstante Spannung (Gleichspannung) u(t) := uo hingegen fithrt auf die
Energie

=5

T
U% .2
FE = R/sm wtdt =
0

T
2 2 T
By = ?/dt - %T = 5 u (7.10)
0
Deshalb nennt man
w

u =
eff \/5

“In diesem Abschnitt wird ein beliebiges Periodizititsintervall [0, 7] zugrundegelegt. Die
Formeln fiir die Fourier-Integrale &ndern sich dadurch etwas; s. die Bemerkung auf p. 121.
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auch die effektive Spannung der Wechselspannung u(t) = u; sinwt: Sie ist dieje-
nige Gleichspannung, welche in einer Periode dieselbe Energie freisetzt wie die
Wechselspannung .

Approximiert man eine periodische Spannung v durch eine Spannung % und
benutzt als Mafl fiir die Abweichung das quadratische Mittel, so mifit man
nach (7.9) und (7.10) mit dem Ausdruck [|u(t) — @(t)|*dt die Energie der
Differenzspannung, was ein verniinftiges Mafl fiir die Abweichung zu sein
scheint. Dagegen hat [ |u(t) — a(t)|dt keine so verniinftige physikalische
Interpretation.

Nach diesen Vorbemerkungen allgemeiner Art sollen jetzt periodische Funk-
tionen durch trigonometrische Polynome im quadratischen Mittel approximiert
werden. Einstweilen beschréinke ich mich auf ungerade Funktionen, weil das den
Schreibaufwand reduziert und die Argumentation iibersichtlicher macht.

Sei also f : R — R eine ungerade (T = 2Z)-periodische, iiber [0, 7] integrier-
bare Funktion. Man fixiere eine Zahl N € IN und suche unter allen ungeraden
trigonometrischen Polynomen vom Grade N,

N
on(t) = Zﬁnsinnwt
n=1

dasjenige trigonometrische Polynom, fiir welches

T
/ (F(8) — o (t)* dt
0
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minimiert wird. Nun ist®

T

/ (F(8) — ow (1) dt

0

T
O/f 2qt — 2=

T N
(@) dt—2/f Zﬁnsinnwtdt—i-
0 n=1

T N
POt =225 Bubn + (
5 2 fuin+ [

T

/

T

/

T N T ,
0/ f(t)th—2nz:lﬁn 0/ F(£) sinnwt di + (; ﬁnsinnwt> dt
T

/

T

/

N 2
<f(t) — Z B sin nwt) dt
n=1

N 2
(Z B sin nwt) dt
n=1

N

/
/

T

N
Z BB sin mwt sin nwt) dt

0 m,n=1

f(t) 2dqt — 2= Zﬁnb + Z ﬁmﬁn/smmwtsinnwtdt

m,n=1

N

amn

Zﬂnb + —Zﬁn,

wobei neben der Definition der Fourier-Koeffizienten zum Schlufl noch die Sub-
stitution wt +— x und die Orthogonalititsrelationen (7.2) zur Auswertung des

Integrals benutzt wurden.

Mittels quadratischer Ergéinzung erhilt man daraus

dt

Nl

T
7 [ = on®)’
0

Nl

T — s T

f(t)?

f(t)

N N
dt — 2 Babn + > B2 (7.11)
n=1 n=1
N N
2dt + ) (B - — ) b
n=1 n=1

Hieraus kann man sofort erkennen, wann die rechte Seite am kleinsten wird,

namlich wenn 3, = b, fiir alle n € {1,...,

N} gilt, d.h. wenn

N
= Z by, sin nwt (teR).
n=1
SFiir eine beliebige Periode T sind
5 zr zr
b, = T f(¢t) sin nwt dt und —  sinmwtsinnwtdt = dmn .
0 0
Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



144 KAPITEL 7. FOURIER-ANALYSE

FEin analoges Resultat erhélt man auch ohne die Voraussetzung, dafl f ungerade
ist:

Satz 7.5  (Approximation im quadratischen Mittel)

Unter allen trigonometrischen Polynomen vom Grade N liefert die N-te Partial-
summe der Fourier-Reihe von f,

N
a :
?0 + E_ (an cosnwt + by, sin nwt) (teR)

die beste Approximation im quadratischen Mittel. Dabei ist (cf. (7.11))

T

win [ (70~ én(0) Ci/Tf (‘f’ - i(aiwi))-
0 0

n=1

Man kann beweisen, daf die rechte Seite fiir N — oo gegen 0 konvergiert. Das
mag nicht iiberraschen, weil ja schon bekannt ist, dafl die Fourier-Reihe einer
stiickweise monotonen Funktion an allen Stetigkeitsstellen gegen die Funktion
konvergiert. Aber das Argument fiir diese Aussage beruht auf einem anderen
Sachverhalt, und man benétigt auch keine stiickweise Monotonie.

Satz 7.6  (Parseval’sche Gleichung)

Fiir jede beschrinkte iiber [0,7] integrierbare und T-periodische Funktion f
gilt

Nl

T

2 oo
/f 2dt = 20 +Z:1(ai+b$l).
0 n=

Physikalisch sagt die Parseval’sche Gleichung aus, dafl sich die Energie eines
Signals aus den Energien der einzelnen Oberwellen zusammensetzt; diese sind
nach (7.9) und (7.10) bis auf den Faktor = gleich den Amplitudenquadraten.

Folgerung

Fiir jede beschrinkte iiber [0,7] integrierbare und T-periodische Funktion f
und thre Fourier-Reihe

(0.9)
50 Z an cosnwt + by, sin nwt) (t € R)

gilt:

NI
|
e

T
/ (F(t) — o(t))? dt
0
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Bemerkung

Im Gegensatz zur punktweisen Konvergenz der Fourier-Reihe (Satz 7.3) und
der gleichméBigen Konvergenz (Satz 7.4) braucht man bei der Konvergenz im
quadratischen Mittel neben der Beschréanktheit, Riemann-Integrierbarkeit und
T-Periodizitéit keine zusétzlichen Voraussetzungen an die Funktion f, um die
Konvergenz der Fourier-Reihe gegen f sicherzustellen.

Beispiel 7.8 (Wechselstrom-Energie, nicht harmonisch)

Fiir eine T-periodische, nicht notwendig harmonische Spannung der Form

u(t) == wg + Zun sin nwt (teR)

n=1

ist die an einem Ohm’schen Widerstand pro Periode freigesetzte Energie nach
Beispiel 7.7 und der Parseval’schen Gleichung gegeben durch

T [e.9]
dt——u2+£ ui:T(u2+ %2)
O/ 0 2321 R\ nzl(\/ﬁ)

Das erste Glied ist der Gleichspanungsanteil ug, dazu addieren sich die Energien

der effektiven Sinus-Oberspannungen \“/%

= \

Beispiel 7.9  (Klirrfaktor)

Man betrachte die Verstidrkung einer reinen sinusférmigen Eingangsspannung
up(t) := up sinwt. Ein idealer Verstérker hat eine lineare Kennlinie der Steilheit
A, und die Ausgangsspannung ist dann

ua(t) = f(ue®)) = X ug(t) (teR).

Technisch sind lineare Kennlinien nur ndherungsweise zu realisieren. Bei nicht-
linearem f wird eine Fourier-Analyse des Ausgangssignals durchgefiihrt, um zu
sehen, wie weit es von der angestrebten linearen Verstarkung abweicht; m.a.W.,
die Ausgangsspannung wird in eine Fourier-Reihe entwickelt:

UA =

o0
?0 Z an cosnwt + by, sinnwt) (t € R).

Jetzt wird fiir jedes n € IN und ¢ € R die folgende Identitdt benutzt:

ap cosnwt + b, sinnwt = 4/ a2 ( cosnwt + ———— sin nwt)

=: a2 + b2 (sin ¢, cosnwt + cos ¢y, sin nwt)

= a2+ b2 sin(nwt + ¢y,).
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Damit 1é8t sich die Fourier-Reihe der Ausgangsspannung schreiben als

ua(t) = % + y/a? +b? sin(wt + ¢1) + Z\/a%—kb% sin(nwt + ¢y,)
n=2

und wie folgt interpretieren: Der erste Term ist eine Hintergrund-
Gleichspannung, die man ignorieren kann. Der zweite, separat aufgefiihrte Term
ist die gewiinschte Verstarkung

\/a? +b? sin(wt + ¢1) = X uysin(wt + ¢1)

der Eingangsspannung um den Faktor A = ~——=, allerdings mit einer Pha-
senverschiebung ¢;. Die restliche Reihe liefert unerwiinschte Oberschwingun-
gen. Ein Maf fiir ihre Grofle ist ihre Energie nach der Parseval’schen Gleichung
relativ zur Gesamtenergie nach Abzug der Hintergrund-Gleichspannung, also

S (a2 +12)
k2 — n=2

> (0% +b7)

n=1
Die Wurzel k aus diesem Ausdruck heif3t der Klirrfaktor. Man beachte, dal mit
der Ausgangsspannung uy4(-) auch die Fourier-Koeffizienten a,,, b, und damit
der Klirrfaktor auf nichtlineare Weise von der Aussteuerung der Eingangsspan-
nung ug(-) abhéngen.

Zusammenhang mit der Linearen Algebra Im Vektorraum V =
C([—m,m]) ist durch die Abbildung

() Cl=ma]) xC([-mm])  —

R
(f.9) — (fg) = / f(@)g(z) dx

ein Skalarprodukt definiert (s. Lineare Algebra). Damit ist dann durch

Il = VL T) = / f(2)? da

auch eine Norm definiert.

In einem Euklidischen Raum V' (endlich-dimensionaler Vektorraum mit Ska-
larprodukt) der Dimension N gilt fiir jede Orthonormalbasis {b1,...,byx} und
jeden Vektor x € V' die Entwicklung

N
x = Z(m,bn)bn.

n=1
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Als Elemente einer Orthonormalbasis in V' erfiillen die Vektoren b, die sog.
Orthogonalitétsrelation

(bi,bj) = 5@' = 0 Z#] (i,jE{l,...,N})
1 , 1=
sowie die Parseval’sche Gleichung
N
lz)® = > (2. ba)? (z V).
n=1

Nach (7.2) erfilllen aber auch die harmonischen Basisschwingungen
{up, u1,ug, ...} diese Beziechung, wenn man sie wie folgt definiert:

up(x) = \/17?
ui(z) = = sin z ug(xz) = € Cos T
1 \{E ) \1/77_
ug(x) = ? sin 2x , o ug(z) = ? oS 2x (7.12)
us(x) = 7= sin 3z , ug(x) = 7 cos 3z

ur(r) =

Satz 7.5 zusammen mit der Parseval’ schen Gleichung (Satz 7.6) liefert dann
fiir jede beschrinkte iiber [—m, 7] integrierbare und 27-periodische Funktion f
die Aussage

2

a0 dx

N
+ Z (an cosnx + by sin nx)}

n=1

N

- i/f(:r)de — <a2% + Z(ai—l—bi)) e 0.

n=1

Die Entwicklung einer Funktion f in eine Fourier-Reihe ist somit die Dar-
stellung des ,, Vektors® f bzgl. des Orthonormalsystems (7.12) im Vektorraum
V = C([—m, x]). Die Fourier-Koeffizienten einer Funktion sind dann die ,,Projek-
tionen“ (= Anteile) der entwickelten Funktion an den Basisschwingungen, und
die Parseval’sche Gleichung ist die Verallgemeinerung des Satzes von Pythago-
ras. Das einzige, was sich von der Linearen Algebra unterscheidet, ist die nicht

N
mehr endliche Raumdimension: aus der Summe ) ... der Linearen Algebra
- n=1
wird hier eine unendliche Reihe ) ... .
n=1

Das quadratische Mittel (Effektivwert) der Abweichungen ist dann die Verall-
gemeinerung des Euklidischen Abstandes im V", s. Tabelle 7.1.

Im n#chsten Abschnitt wird die Entwicklung nach einem anderen Orthonormal-
system betrachtet.
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Objekt VY oder €V C([—m,7])
Vektor x f
N s
Skalarprodukt (x,y) = Z Tnln (f,9) = /f(a:) g(w) dz
n=1 -
Norm ||| = £l =
Euklidischer Abstand | [ — ] — 15 =gl = | [ 1) - g(a)2do
Orthonormalbasis {b1,...,bn} {ug,...}
N 00
Entwicklung T = Z (z,by,) by f= Z (f, un)
n=1 n=1
N 1 7r 2 00
e . 2 _ 2 0 2
Parseval’sche Gleichung |x||* = Z(ﬂ:,bn) = /f( =5 Z a, +b;)

n=1

Tabelle 7.1: Vergleich von Fourier-Reihen mit dem Skalarprodukt in der

Linearen Algebra
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7.1.4 Fourier-Reihen in komplexer Form

Die bisher besprochenen Fourier-Reihen sind Fourier-Reihen in der sog. reellen
Darstellung; das sind solche, in denen die Koeffizienten ag, a,, b, reell und die
Basisfunktionen cos nz,sinnz (n € N,z € R) reellwertig sind.

Haufig ist es vorteilhaft, Fourier-Reihen in der komplexen Darstellung zu benut-
zen. Von der Theorie her ist das nichts Neues, handelt es sich doch lediglich um
einen Ubergang zu einer anderen Entwicklungsbasis. Abgesehen von dem in-
volvierten Grenzproze§ (unendliche Reihe), ist diese Problematik schon aus der
Linearen Algebra bekannt: wird ein Vektor bzgl. einer neuen Basis entwickelt,
so dndern sich seine Entwicklungskoeffizienten.

Im folgenden wird beschrieben, wie man, ausgehend von der reellen Fourier-
Reihe einer Funktion f, deren komplexe Darstellung und ihre neuen Entwick-
lungskoeffizienten gewinnt.

o
[~ % + ;(ancosnsv + bnsinn:n)
a N
= 2 4 lim (an cosnaz + by, sinnz)
2 ]\f—»OOn:1
a N a . . b . .
= G m S [P e 4 g )

N
= 1(ao + lim Z {(an—ibn)eim + (an—l—ibn)eimD

2 N

n=1

Definiert man nun

1
o = a0
1 .
Cn = §(an — iby,) (n e N)
1 :
Cop = §(an +iby,) (n e IN),

so erhélt man das Ergebnis

f ~ ¢ + lim Z(cneim + c_ne*im”)

N—oo

= lim Y c,e™ (7.13)
N
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Das ist die komplexe Darstellung der Fourier-Reihe einer Funktion f.

Aufgabe
Man zeige, daf} gilt:

/\ an,bn € R = C_p = Cp.
n€lNg

Bemerkung

(i) Fiir jedes n € IN bedeutet der Ubergang von der reellen - zur komplexen
Form der Fourier-Reihe eine Basistransformation in dem zweidimensiona-
len Funktionenraum, der einmal von den Funktionen {sinnz,cosnx}, das
andere Mal von den Funktionen {e™® e~i"*} aufgespannt wird, s. Abb.
7.39.

inx
1SINNT A

cosnx

—inx

Abbildung 7.39: Basistransformation in einem zweidimensionalen Funktionen-
raum

(ii) In Abschnitt 7.1.3.3 wurde gezeigt, dal die Fourier-Reihe einer auf dem
Intervall [0, T'] beschréankten, dort integrierbaren T-periodischen Funktion
f Grenzwert im Sinne der sog. Lo-Norm: ist:

2

dr — 0.
(N—00)

n=1

o .
Die komplexe Fourier-Reihe > ¢,e™* einer Funktion f ist dann der
n=—oo
N

symmetrische Grenzwert lim > ¢,e!
N—oo n——A N

T im Sinne dieser Norm:

1/2

dx =0

N
lim Hf— E cpe™®
n=—N

N—oo N—oo

7 N 2
= i ’ . » inx
, im / f(zx) n:Z:N cpe

Andere Grenzwertbildungen sind denkbar, werden aber nicht betrachtet.
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(iii) Die komplexe Form der Parseval’schen Gleichung lautet hier (cf. Satz 7.6)
= rera = Y P
T e

Mit Hilfe der Umrechnungsformeln (7.13) soll nun die komplexe Form der
Fourier-Reihe der beiden Demonstrationsbeispiele 7.2 und 7.3 angegeben wer-
den.

Beispiel 7.10
Fiir die Rechteckspannung

{—1 , x € [—m0)

gilt

ARV o P S
~ — s zn — X
T ot 2n —1

30 e

1 1
(sin:z: + gsin?):v + gsin5x + )

Bei dieser Fourier-Reihe treten nur Koeffizienten mit einem ungeraden Index
auf, also nur Glieder der Form cg,—1 und c_(9,,_1y:

i 2i 1

Con—1 = 3 ban-1 = B (n € IN)
i 2i 1

C-@2n-1) = 3 bon—1 = T om—1 (n € IN)

Fiir n € IN ist 2n—1 > 1 und ungerade. Damit sind ,,beide* Koeffizienten co,,_1
und c_(g,,_1) der komplexen Form der Fourier-Reihe ermittelt. Man méchte nun
gern eine Formel haben, in der dafiir n € Z ist.

Wenn n die natiirlichen Zahlen durchlduft, so durchléuft 2n — 1 die ungeraden
natiirlichen Zahlen (= positive ungerade ganze Zahlen) und —(2n—1) durchléuft
die negativen ungeraden ganzen Zahlen. In summa werden also alle ungeraden
ganzen Zahlen durchlaufen. Damit folgt insgesamt

2i 1

Cn—1 = ST o2n—1

(neZ)

und damit die komplexe Form der Fourier-Reihe der Rechteckspannung

f ~ _% - #ei(Qn—l)x

T 2n —1
=—00
_ 2i | I g L jig L 5, )
= ﬂ( 3e 1e —I—le —|—3e 4+ ...
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Beispiel 7.11

Fiir die kommutierte Sinusschwingung

f(z) := |sinz| (x€[-mmn) , flr+27) = f(z) (x€R)

gilt
2 A 1
f(.%') = ; — ; Z m COS(27’L.T)
n=1
B g é(cost N cosdx n cos 6 + )
om o wm\22—-1 421  62-1 7
Hier darf man ,,~“ sogar durch ,=* ersetzen, da die Reihe in [—7, 7] gleichméfig

und damit insbesondere punktweise gegen f konvergiert. Die bekannten Um-
rechnungsformeln (7.13) liefern

_ 1 _ ag _ 2
T oge = 5 T
1 2 1
= = —— cNN
Con B Qa2n - (27’1,)2 1 (n )
1 2 1
_ = = = —— — € IN),
C—2n B a2n T (2n)2 1 (n )
also
2 1
= —— €,
can T (2n)?2 -1 (neZ)
also
2 - 1 i2nx
f@) = 2 2 (2n)? — 1
n=—oo
_ 2 1 —4ix 1 —2ix 1 0
I ( 21 Tt 1°
I L 4
ta ¢ tEt T )
Bemerkung

Im Periodizitétsintervall [0, T'] sind die komplexen Fourier-Koeffizienten ¢, einer
Funktion f gegeben durch die Formel

T T/2
1 . om
cn = T /oder/ f(:n)e_m%md:x
0 ~T/2

2w ™
1 :
(T::%) o /oder/ f(z)e " dx.
0 -
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Beispiel 7.12
Man berechne die komplexe Form der Fourier-Reihe der Funktion (Abb. 7.40)

f@) =l (zel-mn) , flz+2r) = f(z) (zeR).

> T
—T s

Abbildung 7.40: Fourier-Reihe einer e-Funktion

o0
Esist f~ > ¢,e™, wobeisich die Koeffizienten ¢, nach der oben angege-
n=—oo
benen Formel berechnen lassen.

1

Cn = /f(a:) e N g
2

0 T
_ 1</ o1z g0 4 /e—(1+in)x d:c>
2
0

—T

_ % (1 _1m [1 _ e—(l—in)w] _ H_lm [e—(1+in)7r _ 1})

1 : —(1=in)m : —(1+4in)m
1 : .
— _ : —(1—in)m o —(1+4in)m
A nd) <2 (1+in)e + (1—in)e ) (neZ)
Nebenrechnung
e-(Imim)z — o= QT — =T (cosnm +isinnm) = (—1)%e T
e~ (IHin)z  — =7 . o=InT — =T (cosnm —isinnm) = (—1)%e "

Damit erhalt man fiir die Fourier-Koeffizienten

- M(z + (=) [— (1+in) — (1 — in)])
1—(=1)"e™ ™
M (n€Z).
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Im Intervall [—m, 7] konvergiert die Fourier-Reihe von f gleichméBig gegen f,
da f stetig und stiickweise glatt ist. Somit gilt

o 1_

fl@) = % ; Weim (@ € [~ 7]).

7.2 Fourier-Transformation

7.2.1 Einfiihrung

Nach den Ausfiihrungen im Abschnitt ,,Zusammenhang mit der Linearen Al-
gebra® (p. 146 f.) ist die Entwicklung einer T-periodischen Funktion in eine
Fourier-Reihe eine (unendliche) Entwicklung in ein orthonormales Funktionen-
system. Man hat damit eine Funktion f nicht nach ihren Funktionswerten f(t)
(im Zeitbereich), sondern nach ihren Frequenzamplituden ¢, (im Frequenzbe-
reich) aufgebaut:

T/2
oo
. or 1 2w
[~ Z Cp T , tn = 7 / f(t)-e*m%tdt (neZ)
neTee ~T/2

Dabei beinhalten diese Frequenzamplituden — die Fourier-Koeffizienten — ge-
nauso viele Informationen iiber die Funktion wie die Funktionswerte selbst; die
Parseval’sche Gleichung (Satz 7.6) etwa sagt aus, dafl die an einem Ohm’schen
Widerstand pro Periode freigesetzte Gesamtenergie sich auch dadurch berech-
nen l48t, dafl die Einzelenergien der Frequenzanteile von f aufsummiert werden:

T/2 -
2 2 2
= O D S
~T/2 =T

m.a.W.

man kennt die Funktion f, wenn man die Amplituden ¢, aller ihrer
Oberwellen kennt.

Das funktioniert so allerdings nur fiir periodische Funktionen, nicht fiir nicht-
periodische:

e Klinge sind durch eine Superposition reiner Tone darstellbar, Gerdusche
nicht mehr.

e Periodische Spannungen sind durch eine Superposition von Wechselspan-
nungen der Frequenzen w, := nw (n € N, w € R geeignet) darstellbar,
beliebige Wechselspannungen nicht mehr.

e Licht mit diskreten Wellenléingenanteilen A/n, d.h. mit diskreten Farben,
&8t sich durch eine Fourier-Reihe darstellen, beliebiges Licht nicht mehr.
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Um auch (nicht-periodische) Gerdusche durch ihre Frequenzanteile darstellen zu
konnen, reichen diskrete Frequenzen wy, := nw (n € IN, w € R geeignet) allein
nicht mehr aus, man benoétigt alle Frequenzen w € R. Das ergibt dann ein sog.
kontinuierliches Spektrum, die Fourier-Reihe wird zum Fourier-Integral.

Beispiel 7.13  (Periodische Rechteckschwingung)

Zu berechnen sind die Fourier-Koeffizienten der (periodischen) Rechteckschwin-
gung der Hohe A und der Breite 7, s. Abb. 7.41.

S (1)
A

1

NI
IR

|
|

T
2

Nl
|

Abbildung 7.41: Periodische Rechteckschwingung

Die Rechteckschwingung ist eine gerade Funktion, also sind alle ,ungeraden*
Koeffizienten b,, = 0. Fiir die ,geraden“ Koeffizienten a,, (n € IN) gilt:

T/2 T/2
2 4 T
w = 2 / feyde = 7 / dt :
—T/2 0
T/2
2 4A . 7/2
a, = 2-T/A-cosnwtdt = T‘nw‘smmﬁo
0
4A 2A

= . sin(nwz) ( = — sin(mT . 7) (7.14)

T nw 2/ (wT=2r) nm

_ 2A1 . sin(mr . %)
T mr-%

In den Abb. 7.42 und 7.43 sind die periodische Rechteckschwingung und ihr
Liniendiagramm dargestellt.

Bemerkung 6

(i) Wie man erkennen kann, ist fiir das Frequenzspektrum von (periodischen
Rechteckimpulsen das sog. Tastverhéltnis entscheidend, das ist der Quo-
tient aus Impulsdauer 7 und Periodendauer 7. Bei der symmetrischen

5Diese Bemerkung entstammt im Wesentlichen dem Buch ,,Signale, Prozesse, Systeme“ von
Ulrich Karrenberg aus dem Springer-Verlag, 2. Auflage 2004.
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1.2r

e ] 02 &
1,
0.15

0.8

0.1

0.6

04 0.05 ‘

0.2 0 I |||||I'|||III
or ’ ! | ‘ ‘ | ! 0 =nNWT/2
o = o R 0.0 2 4 6 8 10 12

Abbildung 7.42: Zeitbereich: Abbildung 7.43: Frequenzbereich:

Periodischer Rechteckimpuls Spektrum des Rechteckimpulses

Rechteckschwingung betrégt das Tastverhéltnis 7 : T = 1 : 2. Man ent-
nimmt (7.14), dafl in diesem Falle nur die ungeradzahligen Harmonischen
(n =2k — 1,k € IN) auftreten.

Beim Tastverhéltnis 1 : 4 fehlen genau die 4., die 8., die 12. etc. Harmo-
nische, beim Tastverhéltnis 1 : 5 die 5., die 10., die 15. usw. Harmonische,
etc. Diese , Fehlstellen“ werden Nullstellen des Spektrums genannt, weil
die Amplituden an diesen Stellen formal den Wert Null besitzen. Folge-
richtig fehlen bei der symmetrischen Rechteckschwingung mit dem Tast-
verhéltnis 1 : 2 alle geradzahligen Harmonischen.

(ii) Weiterhin 148t sich ablesen, wie die Kenngrofien des Zeitbereichs im Fre-
quenzbereich ,, versteckt“ sind:

e Der Kehrwert der Periodendauer T', also die Kreisfrequenz 5-,

spricht dem Abstand der Spektrallinien im Spektrum: je gréfler T,
desto mehr Spektrallinien ,,passen zwischen zwei Nullstellen;

ent-

e Der Kehrwert der Impulsdauer 7 entspricht dem Abstand der Null-
stellen im Spektrum: je grofer 7, desto kleiner ist deren Abstand
voneinander;

e Alle grofien zeitlichen Kenngrofien erscheinen im Frequenzbereich
klein, alle kleinen zeitlichen Kenngrofien erscheinen im Spektrum
grofl und umgekehrt.

(iii) Wenn man die Fourier-Koeffizienten a,, des (periodischen) Rechteckimpul-
ses aus Beispiel 7.13 iiber der Frequenz

o= nw-7/2 = nr-

abtragt, so sieht man:

e in einem endlichen Frequenzband [0, og] haben bei groBer werdender
Periode T, also kleiner werdender Frequenz w = 27/T, immer mehr
Spektrallinien Platz, sie verdichten sich; Abb. 7.44 - 7.51.
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e ihre Amplituden werden kleiner, s. (7.14):

sin(nw - &
an = 2A1-(77TTT) —  0-1=0
T nm- T (T—00)

e Wird — wie in Abb. 7.44 - 7.51 geschehen — die Pulsfrequenz o jeweils
halbiert, die Pulsbreite 7 aber konstant gelassen, so veréndert sich
die Lage der Nullstellen, also die Lage der Fehlstellen des Spektrums
nicht.

14 € €
. 0.3
0.24
1
0.2
0.8
0.14
0.6 od
04 0.04 ‘
0.2 0 | | | . — l
0 -0.05 | 0 =nwt/2
02 20 40 60 80 t 100 O 4 6 8 10 12
Abbildung 7.44: Zeitbereich: Abbildung 7.45: Frequenzbereich:

Periodischer Rechteckimpuls

Spektrum des Rechteckimpulses

14| € 025
1.2
0.15

1
0.8 0.
0.6
04 0.05 ‘
0.2 0 ] II|||I'||||III

0 | ‘ ‘ | 0 =nwt/2
02 20 40 60 80 , 100 -0.0 2 4 6 8 10 12
Abbildung 7.46: Zeitbereich: Abbildung 7.47: Frequenzbereich:
Periodischer Rechteckimpuls Spektrum des Rechteckimpulses

Eigentlich 148t sich eine periodische Schwingung gar nicht auf einem Bildschirm
darstellen. Um tiber ihre Periodizitat absolut sicher zu sein, miifite ihr Verhalten
in Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft beobachtet werden. Da sich eine
(idealisierte) periodische Schwingung immer auf die gleiche Art wiederholt, zeigt
man im Zeitbereich deshalb nur eine oder wenige Perioden auf dem Bildschirm.

Im Frequenzbereich ist das anders. Besteht das Spektrum aus (sich in regelméfi-
gen Abstanden befindlichen) Linien, so signalisiert das sofort eine periodische
Schwingung. Extremfall: Es gibt nur eine (periodische) Schwingung, deren Spek-
trum genau eine Linie enthélt, die Sinus-Schwingung eben dieser Frequenz.
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YE 1%
12 0.04
1
0.06
0.8
08 0.04
04 0.0z h
02 o ||I |'|||||||"| iy
C g
02 20 40 60 80 , 100 _0'02(; 4 6 & 10 12
Abbildung 7.48: Zeitbereich: Abbildung 7.49: Frequenzbereich:
Periodischer Rechteckimpuls Spektrum des Rechteckimpulses
12 0.0
1
0.8 o0
0.6 0.0
0.4
0.0
0.2
0
| ‘ ‘ ‘ ‘ 0 =nwt/2
02 20 40 60 80 ¢ 100 0.0 ) 4 6 8 0 12
Abbildung 7.50: Zeitbereich: Abbildung 7.51: Frequenzbereich:
Periodischer Rechteckimpuls Spektrum des Rechteckimpulses
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Nachrichtentechnisch sind jedoch die nicht-periodischen Schwingungen die in-
teressanteren, die periodischen Schwingungen stellen keine typischen zu tiber-
tragenden Signale dar. Das liegt daran, daf sie bis auf den Momentanwert keine
neue Information liefern, da ihr weiterer Verlauf genau vorhergesagt werden
kann. Je grofer also die UngewiBlheit iber den Verlauf des Signals im néchsten
Augenblick, desto grofier kann die in ihm enthaltene Information sein. Je mehr
man dariiber weif, welche Nachricht die Quelle iibermitteln wird, desto geringer
sind Unsicherheit und Informationswert. In der Alltagssprache demgegeniiber
wird ,, Information“ eher mit ,, Kenntnis“ verbunden als mit der Vorstellung von
Unsicherheit.

Im folgenden Abschnitt soll daher auch das Spektrum eines nicht-periodischen
Signals untersucht werden, also die Frequenzanteile, aus denen es aufgebaut ist.
Ein nicht-periodisches Signal wird dabei aufgefafit als ein periodisches Signal
mit einer ,,gegen Unendlich“ strebenden Periode, s, Abb. 7.44 - 7.51.

7.2.2 Komplexe Form des Fourier-Integrals

In Abb. 7.52 wird eine periodische Impulsfolge gezeigt, bei der die Periode T
grof3 gegen die Impulsbreite 7 ist: T > 7.

— —t— - ¢

T 2T

Abbildung 7.52: Periodische Impulsfolge mit grofler Periode

Durch Vergroflern der Periode T' erhélt man so in einem ,,kleinen® Intervall die
Darstellung eines Einzelimpulses. Eine nicht-periodische Funktion wird somit
aufgefafit als eine periodische Funktion mit einer ,,grofflen“ Periode.

Mathematisch bedeutet das einen geeigneten Grenziibergang T — oo. Zur
Vorbereitung dieses Grenziiberganges wird die Fourier-Reihe als Riemann’sche
Summe eines Integrals gedeutet.

Seien T > 0 und f € C1(R,C) mit f(z) = 0 fiir z € R\(—%, %), s. Abb. 7.53.

f ist also auf ganz R definiert, aber hochstens innerhalb des offenen Intervalles

(—%, %) von Null verschieden. Insbesondere ist f auf dem Intervall [—%, %]

periodisch mit der Periode T':

(CRVORE
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f(z)

|
| 1

_T T
2 2

Abbildung 7.53: Funktion mit kompaktem Trager

Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von f konvergiert die Fourier-Reihe von
f im Intervall [—%, %] gleichméfig gegen f. In diesem Intervall gilt daher

o0

f(z) = Z Cp - €NT T (x € R)

n=—o0o
mit den komplexen Fourier-Koeffizienten
T/2

= % / f(t)- e T gy (neZ).

—T/2

Die Koeffizienten ¢, werden in die Fourier-Reihe von f eingesetzt, und man
erhiilt nach einigen Umformungen

T/2

f(x) _ <T 27T / f n?tdt>ein2j7fx
n=-—00 ~T/2
0o T/2
_ 1 —inZ5t in2rg 21
- = (/f(t)- Tdt> S
=T N T

Sei supp f := {z: f(x) #0} (support, Triger von f). Wegen supp f C
[ g, 2] kann das Integral von —oo bis oo erstreckt werden. Setzt man au-
Berdem

2
kn = n% (neZ)
2
Ak, = kpi1 —kn = T (n€Z),

so laBt sich f(z) schreiben als

f(z) = ( / f(t) ikn%t)é’fnff-Ak;n.

be—OO
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Nun wird definiert:

g(k) = /f(t)eiktdt (k € R).

Dieses uneigentliche Integral existiert fiir alle £ € R wegen

lg(k)| < /If(t)\dt < .o L

2
mit
M = sup [|f(t)] = max [f(¢)].
[_Z Z] (hier) [7%%
272
Aufgabe
Warum existiert das Maximum von f auf dem Intervall [—%, %] ?
Damit 148t sich die Fourier-Reihe von f schreiben als
1 = iknx
fz) = o g(ky) - ™% - Ak, (x € R).

LaBt man jetzt T — oo gehen, so geht Ak, = 25

7 — 0, und die Stiitzstellen
kp=mn-2%

7 riicken enger zusammen. Die obige Darstellung ist somit eine Rie-
mann’sche Summe fiir das Integral

o0

f@) = o [ o an

—00

e}

% / (70 F(t) et dt) dk

(7.15)

/OO f(x)e e dg
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Bemerkung

(i)

Diese Darstellung heifit die (komplexe) Fourier’sche Integraldarstellung
von f oder auch Fourier-Transformation und inverse Fourier-Transfor-
mation von f. Eine iibliche Schreibweise fiir die Fourier-Transformierte
und inverse Fourier-Transformierte von f sind

fo = Epe) = [ et (7.16)
f@) = (@) = oo [ e (7.17)

Die Schreibweise fiir f kommt dabei folgendermaBen zustande: in der Dar-
stellung

f@) = 5 [ e da

wird fiir g die Funktion f eingesetzt und das Ergebnis f genannt.

f = F(f) heiBt Spektralfunktion von f. Die Fourier-Transformation bildet
ab:

(a) Elektrotechnik den Zeitbereich auf den Frequenzbereich,

(b) Physik den Ortsraum auf den Impulsraum.

Das diskrete Spektrum (die Fourier-Koeffizienten als Amplituden (Intensi-

téten) der diskreten Obertone) geht iiber in eine kontinuierliche Spektral-
funktion, die sog. Frequenzdichtefunktion”.

"Eine Dichtefunktion fiir eine GroBe X ist eine absolut-integrierbare Funktion, deren Ver-
teilung, d.h. deren Integral iiber ein Intervall [a,b], die entsprechende Gesamtgréfie in die-
sem Intervall liefert. So ist die Frequenzdichtefunktion f der Funktion f eine in R absolut-
integrierbare Funktion, deren Integral in einem Intervall den Frequenzanteil von f liefert:

Zb
. . 1 fon ik
Frequenzanteil von f in [a,b] = o f(k)e™ dk.
T

a

Ist das Intervall hinreichend klein, etwa [a,b] = [ko, ko + Ak] mit einem kleinen Wert fiir Ak,
so gilt approximativ

k- Ak
1 P ikx
— k dk =~
= fkye
ko

%f(ko)eik°Z~Ak = if(/co)Ak . el
i i {z—}

komplexe Amplitude

mit der komplexen Amplitude iﬁ f(ko) Ak der Schwingung ¢'*°® zur Frequenz ko.

2

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



7.2.

FOURIER-TRANSFORMATION 163

(iii)

Die Darstellung einer Funktion als Gesamtheit ihrer Schwingungen e'*®
und zugehorigen Amplituden ist gegeben durch

) N
1 . . 1 . .

f(x) = 72 / f(k) elkzl’ dk = 2— lim f(k'n) elk‘nx‘ Ak’n,
T
—0o0 _N

T N—oo
n

daher ist die komplexe Amplitude der (einzelnen) Schwingung e'*°* im

einen) Interva 0, Ko + gegeben durc

klei I 1l [ko, ko + Ak ben durch
ko+Ak

1 ¢ ikz

o / f(k) e dk ~
ko

12 ; 1 . .
— f(ko)e*® Ak = — f(ko) Ak - &7
5 | (ko) e 5 | (ko) e
komplexe Amplitude
Die Parseval’sche Gleichung fiir Fourier-Reihen (Satz 7.6), welche aussagt,
daf sich die Energie eines Signals aus den Energien (= Amplitudenquadra-
ten) der einzelnen Oberwellen zusammensetzt, lautet im kontinuierlichen

Fall o N
[iswra = & [ 1w

und lduft auch unter dem Namen Satz von Plancherel. Die an einem Wi-
derstand freigesetzte Energie ist gleich der Energie der Spektralanteile.

Das Fourier-Integral 148t sich als uneigentliches Integral sinnvoll definieren
fiir alle Funktionen f, welche der Bedingung

ff(ﬂ?)!dw <

geniigen. Funktionen, deren Absolutbetrag iiber dem Intervall Z integrier-
bar ist, werden kiinftig mit dem Symbol £!(Z) bezeichnet.

Wenn man eine symmetrische Schreibweise von Fourier-Transformation
und inverser Fourier-Transformation bevorzugt:

fk) = \/127 / @) e da (7.18)

1 i ikx
flz) = m/f(k)ek dk, (7.19)

so ist das auch korrekt und wird beispielsweise in der Physik bevorzugt,
ist in der Elektrotechnik allerdings uniiblich. Das lduft darauf hinaus, in
der komplexen Fourier-Reihe fiir f (w1 = 27),

o

f ~ Z Cn 'einwz

n=—oo

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



164 KAPITEL 7. FOURIER-ANALYSE

zu einer Entwicklung der Form

f ~ Z \/ﬁcn \/7 mwac _ Z 'Yn mw:c

n=—oo n=—oo
mit den Koeffizienten ~,, := v/2T ¢, iiberzugehen (n € Z).

(vi) Fourier-Transformation und inverse Fourier-Transformation sind zuein-
ander inverse lineare Abbildungen (Operatoren) auf geeigneten Funktio-
nenraumen.

(vii) Das Fourier-Integral existiert fiir alle Funktionen, welche iiber R absolut
integrierbar sind, also fiir Funktionen aus £!(R). Ist f dariiberhinaus auf
jedem beschréinkten Teilintervall von R beschriankt und stiickweise mono-

ton, so stellt 5~ f f ek d;

(a) f(x) in den Stetigkeitspunkten,
(b) 3[f(za+0)+ f(zq—0)] in den Unstetigkeitspunkten z = x4

dar.

(viii) Wie in der Elektrotechnik iiblich, wird der Fourier’sche Integralsatz mit
den Variablen ¢t und w anstellle von x und k geschrieben, also

(1) = % / ()09 ds | du (7.20)

—00 — OO

fiir eine beschréankte und stiickweise monotone Funktion, welche iiber R
absolut integrierbar ist.

Beispiel 7.14  (Abklingvorgang)
Sei 0 > 0. Man betrachte den Abklingvorgang (Abb. 7.54)

0 , t<0

—it tZO

)

Die (komplexe) Fourier-Transformierte von f lautet

flw) = / ftye @hat = /e_ét et dt
—00 0
_ /e (6+iw)t _ |: o 1 e—(5+iw)t b0 (721)
6+ iw t=0
0
_ 1 _ 0 . w
N S+iw 624 w? 62 + w?
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[ (1)

Abbildung 7.54: Exponentieller Abklingvorgang

Als Bild in der komplexen Ebene erhélt man die Inversion der Geraden
z(w) == d+iw (weR),

also einen Kreis mit dem Mittelpunkt (a7, ypm) = (35,0) und dem Radius
r = (26)71, denn es gilt (Abb 7.55):

. 2 . 2
(Rf@) —au) + (Sf@) =) = o
iz « om0 - ()
62 +w?2 25 02 4 w? - \20
Im (Ff)(w)
(F(»)
) o=0
<1/(28), 0> Re (Ff)(®)

Abbildung 7.55: Inversion am Einheitskreis

Man beachte, daB | f(w)| mit wachsendem |w| gegen Null konvergiert.

7.2.3 Interpretation des Fourier-Integrals

An Hand des Dreiecksimpulses sollen im folgenden noch einmal die Fourier-
Reihe einer periodischen Funktion einerseits und die Fourier-Transformation
der (zugehorigen) nicht-periodischen Funktion andererseits gegeniibergestellt
werden.
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I Fourier-Reihe

T/2
o0
. or 1 . ar
fro Y ae® e [ g e mez)
n=-00 —T/2

Die Fourier-Reihe ist eine Zerlegung der T-periodischen Zeitfunktion f in har-

monische Schwingungen mit den diskreten Frequenzen w, = n - 2% und den

zugehorigen komplexen Frequenzamplituden ¢, bzw. den reellen Frequenzam-
plituden a, = ¢, + ¢_y, und b, =i(¢c, — c—y).

Beispiel 7.15  (Periodischer Dreieckimpuls)

12
5|
0.8
0.6
0.4
0.2
ot 1
5 o 5 10 1 1 2 o 2z 4 __ & 8
Abbildung 7.56: Zeitbereich: Abbildung 7.57: Frequenzbereich:
Periodischer Dreieckimpuls Spektrum des Dreieckimpulses
Fourier-Koeffizienten
1-— 1—cos(n-<L
b0 . a— A, ay—oaloenm g locs(n )
(TL7T)2 (wT=2m) (nﬂ)
2
IT Fourier-Integral
oo o0
1 ~ . ~ .
16 = o [ fereras ) = [ 1ot
T
—00 —00

Das Fourier-Integral stellt die spektrale Zerlegung (= Zerlegung in alle Fre-
quenzanteile) der nicht-periodischen Zeitfunktion f in ein kontinuierliches
Spektrum f dar, wobei die Schwingung €“! im (kleinen) Intervall [w,w + Awl]
gegeben ist durch

S / fw)e“t dw ~ —Wf(w)Aw et

komplexe Amplitude
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1.2 1.2
T I (F(®)
0.8 0.8
0.6 0.6
od 0.4
0.2
0.2
0
0 w
L ur T e S S S
Abbildung 7.58: Zeitbereich: Abbildung 7.59: Frequenzbereich:
Nicht-periodischer Dreieckimpuls Spektrum des nicht-periodischen
Dreieckimpulses

Beispiel 7.16  (Nicht-periodischer Dreieckimpuls)

Fourier-Transformierte

" 1 —cos(ﬂ)
flw) = 24. N2
(4)°

Auch hierfiir gibt es reelle Analoga: die reellen Schwingungen coswt und sin wt
haben die Amplituden

7.2.4 Reelle Form des Fourier-Integrals

So wie es fiir die Fourier-Reihe einer in einem Intervall periodischen Funktion ei-
ne reelle und eine komplexe Darstellung gibt, so gibt es auch eine reelle und eine
komplexe Form des Fourier-Integrals; in (7.15) ist die komplexe Form notiert.

Die reelle Form ergibt sich daraus durch Ubergang zu Real- und Imaginirteil
mit Hilfe der Euler’schen Formel wie folgt:

fw) = / F(ty et dt

= / f(t) (coswt — isinwt) dt

= a(w) — i-b(w)

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



168 KAPITEL 7. FOURIER-ANALYSE

mit den beiden reellen Spektralfunktionen

a(lw) = /f(t)coswtdt (7.22)

bw) = / F(t) sinwt dt; (7.23)

a(-) ist eine gerade -, b(+) eine ungerade Funktion.

Aus dieser ,,Normalform® des komplexen Fourier-Integrals 148t sich natiirlich
auch die ,, Exponentialform* herstellen:

o0

fo) = [ rwea

= a(w) —1i-bw)

= Aw)- e (weR)

Definition 7.5

D) Aw) = |f(w)| = Va@)? +b(w)?

heifit (kontinuierliches) Amplitudenspektrum der Zeitfunktion f.

(i) d(w) := arg f(w)
heifit (kontinuierliches) Phasenspektrum der Zeitfunktion f.

Bemerkung

(i) Die Spektralfunktionen a(-) und b(-) sind die kontinuierlichen Analoga
der diskreten Zerlegung einer in einem Intervall periodischen Funktion in
gerade - und ungerade Obertone.

(ii) Ein Grenzproze$, angewandt auf die komplexe Form der Fourier-Reihe,
hat zu der (komplexen) Fouriertransformation (7.15) gefiihrt. Zu den re-
ellen Integraldarstellungen kénnte man nun auch iiber einen analogen
Grenzprozef gelangen, dieses Mal jedoch ausgehend von der reellen Form

der Fourier-Reihe (Abb. 7.60).
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Reelle Form — Komplexe Form
der Fourier-Reihe der Fourier-Reihe

l Grenzprozef3 l
Reelle — Komplexe
Fourier-Transformation Fourier-Transformation

Abbildung 7.60: Grenzproze beim Ubergang zur Fourier-Transformation

Beispiel 7.17  (s. Beispiel 7.14)

Es soll noch einmal das Beispiel des Abklingvorganges

aufgegrifffen und dessen reelle Fourier-Transformierte berechnet werden. Die
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reellen Spektralgrofien von f lauten (s. Abb. 7.61)
alw) = /e_ét cos wt dt
0

e_ét . t—o00
= [m (—(5 coswt + wsin wt)}

_ 9
02 + w?

t=0

o0
bw) = /e_étsinwtdt
0
e—(5t
- 7ra
w
PR

t—o00

(—5 sin wt — w cos wt)}
t=0

1

Aw) = Vaw)?+bw)? = N/

é(w) = arctan <— b(w)> = —arctan (%)

a(w)
S
a(w)
(w)
w T o W
P(w)

Abbildung 7.61: Reelle Spektralgréfien des exponentiellen Abklingvorganges

Der Ubersichtlichkeit und der Interpretation halber sind diese Funktionen in
Abb. 7.61 nur fiir w > 0 dargestellt; natiirlich sind sie fiir alle w € R definiert.

In diesem Beispiel fiithrte die Berechnung der komplexen Form der Fourier-
Transformation geméf p. 164 auf ein leichter zu losendes Integral: die zweima-
lige partielle Integration wurde vermieden. Natiirlich héitte man schon dort die
reellen Spektralgrofen als Real- und Imaginérteil von f (w) bestimmen kénnen:

. 1 1) w

flw) = dtiw 21w’ 2 to2

= a(w) — i-b(w) (weR)

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



7.2. FOURIER-TRANSFORMATION 171

Als Bild in der komplexen Ebene erhélt man wieder die Inversion der Geraden
z(w) = d+iw (weR),

also einen Kreis mit dem Mittelpunkt (a7, yam) = (35,0) und dem Radius
r = (28)"! (Abb 7.55).

Auch eine reelle Version des Fourier’schen Integralsatzes (7.15) kann man er-
halten, also eine reelle Version der Identitét

f(t) = % ( / f(s) et ds> dw (t € R). (7.24)

—0o0
Man erhélt sie durch die Beziehung

iz —ix
cosx = % (x € R),

angewandt auf x := w(t — s).

Das duflere Integral von (7.24) wird jetzt umgeformt:

f) = % /Oo < 7of(s) ew(t=s) ds) dw
= % Z (_Z f(s)ewt=s) ds) dw + Z(_Z f(s)ewt=>) ds) dw

(Variablensubstitution w——w im ersten Integral)

= % [7( 70 f(s) e wt=) ds) dw + 7)(7 f(s)ewt=s) ds) dw
0 —oo 0 —oo
(e
0 oo

[e.o]

_ ;7</f(s) cosw(t—s)ds) do.
0 —00

Wird auf cosw(t—s) das Additionstheorem angewandt, so gewinnt man hieraus
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eine andere Form des Fourier’schen Integralsatzes:

o0 o0

fity = 71r/ ( / f(s) [coswt cosws + sinwt sinws| ds> dw

0 —00

e}

= i/(/f(s) coswsds) cos wt dw

0 —00
o
1/<
_i_i
™
0

/ [a(w) coswt + b(w) Sinwt} dw
0

(e 9]

/ f(s) sinws ds) sin wt dw

— 00

N =

mit den beiden reellen Spektralfunktionen
(e.)
a(lw) = / f(t) coswtdt
—o0

bw) = /f(t)sinwtdt

Beispiel 7.18  (Nicht-periodischer Rechteckimpuls)

Sei T > 0. Berechnet werden sollen die reellen Spektralfunktionen fiir den
(nicht-periodischen) Rechteckimpuls

At <
0 , |t|>

ST

S (1)

1

Sl

T
2

Abbildung 7.62: Nicht-periodischer Rechteckimpuls
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T/2

alw) = /f(t) coswtdt = A / cos wt dt
—00 ~T/2
Ar . T/2 24 . T
= —[smwt} = — -sinw—
w —T/2 w 2
() T/2
bw) = /f(t) sinwtdt = A / sinwtdt = 0
—00 -T2
Alw) = a(w)? +bw)? = % sinwg‘

$(w) = arctan (ZEZ;) =0

Die Spektralzerlegung von f fiir t € R ist gegeben durch

17 24 [ sinw?
ft) = / [a(w)coswt—l—b(w) sinwt] do = 2 [ Y2 g ot du.
7r T
0 0
Wegen f(0) = A folgt hieraus fiir ¢t = 0:
o0 . T
sinws T
dw = —.
/ w v 2
0

In den beiden Beispielen 7.14 und 7.18 sind die Spektralfunktionen stetig und
konvergieren gegen Null fiir w — oo. Das ist kein Zufall, wie der folgende Satz
zeigt:

Satz 7.7  (Riemann-Lebesgue’sches Lemma)
Sei f iiber R absolut integrierbar, beschréinkt und auf jedem Teilintervall [a, b]
von R stiickweise monoton. Dann gilt:

(i) f(-) ist stetig auf R,

(i) lim f(w)=0.

w—Foco

Teilbeweis

Es wird Teil (ii) des Satzes bewiesen unter der Zusatzannahme f € C*(R) (diese
Zusatzannahme ermoglicht eine partielle Integration).

Sei dazu € > 0 beliebig vorgegeben. Man betrachte dann eine Zerlegung

[e%) a b 00
/\f(t)ldt - /\f(t)ldt + /If(t)!dt + /If(t)\dt
—00 —00 a b
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mit reellen Zahlen a,b. Dann ist zu zeigen, daf} ein wy existiert, so daf3 fiir alle
w mit w > wp gilt: |f(w)| < e. Nun gilt:

(a) f e LY(R) — If(t)|dt + [ |f(t |dt<—
a¥R / /

(b) Fiir das ,,mittlere* Integral erhilt man die folgende Abschitzung

b

/ f)etd) = L( lwt / f(t ‘“’tdt>

a

IN

AAT(Lf()I-F\f(aN +supf'(t) (0= a)
1

= —.C

jwl

2= also 4700 5, dann erhilt man fiir alle w € R mit |w| > wo:

(c) Seinunwg :=

Fw) = /f@wwt
a b 00
— /...dt+/...dt+/...dt
- 0o a b
< £, C ¢
- 3 |w0| 3

Bemerkung

Die Analogie zum diskreten Fall wurde im Abschnitt iiber die punktweise Kon-
vergenz einer Fourier-Reihe formuliert:

Die Fourier-Reihe einer beschrankten und stiickweise monotonen
Funktion konvergiert gleichméfig in denjenigen Teilintervallen, in
denen f die Giite C! hat und konvergiert in den Sprungstellen gegen
das arithmetische Mittel der Funktionswerte der Sprungstellen.

In jedem Fall ist die Fourier-Reihe iiberall konvergent, und das bedeutet, dafl
ihre Koeffizienten eine Nullfolge bilden (warum?)
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7.2.5 Fourier-Sinus- und Fourier-Kosinus-Transformierte

Fourier-Reihen gerader Funktionen besitzen nur Kosinus-Glieder, Fourier-Rei-
hen ungerader Funktionen nur Sinus-Glieder. Diese Symmetrieeigenschaft von
Funktionen iibertragt sich auch auf die Integraldarstellung, also auf das konti-
nuierliche Analogon der Fourier-Reihe.

FEine gerade Funktion g kann man sich dabei vorstellen als Fortsetzung einer
Funktion f mit D(f) = [0,00), welche symmetrisch zur Ordinate (y-Achse)
vorgenommen worden ist. Entsprechend &t sich eine ungerade Funktion u
auffassen als ursprungssymmetrische Fortsetzung einer nur fiir nichtnegative
Argumente definierten Funktion f.

Definition 7.6

Sei f € £1([0,00)), beschrinkt und stiickweise monoton auf jedem beschrinkten
Teilintervall von [0, 00). Die Fourier-Kosinus-Transformierte und die Fourier-
Sinus-Transformierte von f sind definiert durch

f(t) coswt dt (7.25)

f(t) sinwt dt (7.26)

0\8 0\8

Im folgenden soll nun der Zusammenhang zwischen der Fourier-Transformierten
f einer Funktion f einerseits sowie ihren Fourier-Kosinus- und Fourier-Sinus-
Transformierten fo und fs andererseits aufgezeigt werden.

Jede auf ganz R definierte Funktion f 1i8t sich additiv in einen geraden - und
einen ungeraden Anteil zerlegen:

f@&) = O +FE0] + [f@) = (=)
=: g(t) + u(t) (teR).
Fiir die Fourier-Transformierte folgt daraus

o0

fw) = / f(t) et dt

= / [g(t) + u(t)] . [coswt —1 sinwt] dt
= /g(t)coswtdt — 1 /u(t)sinwtdt,
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da die anderen beiden Integrale ungerade Integranden haben und somit ver-
schwinden. Die Integranden der letzten beiden Integrale hingegen sind gerade
Funktionen von t, also folgt

fo) = 2.

g(t)coswtdt — 2i-/u(t)sinwtdt
0

= 2 go(w) - 2idg(w)

= 2 x Kosinus-Transformierte des geraden Anteils von f

— 21 x Sinus-Transformierte des ungeraden Anteils von f

Satz 7.8
Sei f € £1([0,00)), beschrénkt und stiickweise monoton auf jedem beschrinkten

Teilintervall von [0, c0). Dann gelten die folgenden Aquivalenzen:

(i)  f ist gerade = f = 2

(i) fist ungerade <= f = —2ifg

Beweis
§ 14
2

f sei gerade, dann verschwindet sein ungerader Anteil u, und es gilt f = ¢g. Mit
u ist auch g gleich Null, und die Behauptung folgt aus den Ausfithrungen vor
diesem Satz. Analog fiir ungerades f.

g 113
9

Wieder wird nur Teil (i) bewiesen, (ii) geht analog. Es gelte also

flw) = 2fcw) = 2- [ f(t)coswt dt.
/

Beh. 1 f ist eine gerade Funktion.

Bew. f(-w) = 2-/f(t)cos(—wt)dt = 2-/f(t)coswtdt = f(w) (w€R).
0

0
Nach der Bemerkung auf p. 162, Teil (vii), gilt dann in den Stetigkeitspunkten
t € R die folgende Darstellung von f mit Hilfe der Fourier’schen Integralformel

£t = ;ﬂ_/f(w)emdw = ;ﬂ_(/f(w) coswtdw—{—i/f(w) SinwtduJ).
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Das zweite Integral verschwindet, da der Integrand ungerade ist (s. Beh. 1).
Das erste Integral stellt eine gerade Funktion (in ¢ !) dar, folglich ist f selbst
gerade.

Folgerung

(i)  f ist gerade — f ist gerade

(ii) f ist ungerade = f ist ungerade

Ist f eine Funktion, welche fiir ¢ > 0 definiert ist, so kann man durch die
Konstruktion von geraden und ungeraden Fortsetzungen nach dem letzten Satz
Integraldarstellungen gewinnen, welche nur Kosinus- oder nur Sinus-Funktionen
enthalten. Es gilt somit der folgende Satz:

Satz 7.9
Sei f € £L1([0,00)), beschrinkt und stiickweise monoton. Dann gilt:

(i) In allen Stetigkeitspunkten ¢ > 0 von f gilt

fit)y = ;T/f(w) coswtdw = i/ fo(w) coswt dw
0 0
2i P . 2 P .
f) = 71'O/f(w) sinwtdw = TFO/ s(w) sinwt dw

(ii) In allen Unstetigkeitspunkten ¢ = t4; > 0 von f sind die linken Seiten der
Gleichungen von (i) jeweils zu ersetzen durch

%[f(td +0) + f(ta = 0)].

(iii) Im Nullpunkt konvergiert die rechte Seite der ersten Gleichung von (i)
gegen f(0+0) = f(0), die rechte Seite der zweiten Gleichung gegen Null.

Bemerkung

Vgl. das analoge Beispiel 7.3 fiir Fourier-Reihen. Die (periodische) kommutierte
Sinus-Schwingung

g(t) = |sint| (t € [-m,m))
148t sich auffassen als gerade Fortsetzung der fiir ¢ > 0 erkliarten Funktion

f(t) = sint (t €[0,m)).
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Fiir f kénnen somit zwei Fourier-Reihen angegeben werden:

Sinus-Reihe f(t) = sint

. . 2 4 S
Kosinus-Reihe f(t) = =——=)_
e ™

Diese beiden ,,Reihen* stellen im Intervall [0, 7) jeweils die Sinus-Funktion und
im Intervall [—,0) jeweils eine andere Funktion dar.

Man kann die Sinus-Funktion auf das Intervall [—m,0) auch anders fortsetzen:

{sint , tefo,m)

M) = 0 , tel[-m0)

oder noch anders. Die Fourier-Reihe einer jeden dieser Fortsetzung hat die Ei-
genschaft, im Intervall [0, 7) die Sinus-Funktion darzustellen.

Fiir gewohnlich enthélt eine Fourier-Reihe Kosinus- und Sinus-Glieder. Die ge-
rade - bzw. ungerade Fortsetzung einer Funktion ist dadurch ausgezeichnet, dafl
ihre Fourier-Reihe nur aus Kosinus- bzw. nur aus Sinus-Gliedern besteht.

Dieser Sachverhalt gilt nun auch fiir die Fourier-Transformation, dem kontinu-
ierlichen Analogon einer Fourier-Reihe (Satz 7.8).

Beispiel 7.19  (Fourier-Transformation einer geddmpften Schwingung)

Man berechne die Fourier-Kosinus- und die Fourier-Sinus-Transformierte der
Funktion
f(t) := e cost (t>0).

Losung

Die beiden Transformierten existieren wegen f € C*([0,00)) N £ ([0, 0)):

o0

folw) = /e_t-cost cos wt dt
0
o

fs(w) = /e_t - cost sinwt dt,
0

und diese beiden Integrale miissen nun ausgerechnet werden.
1. Moglichkeit

cost-coswt = —=[cos(t+wt) + cos(t —wt)]

cost-sinwt = =[sin(t+wt) + sin(t — wt)]

N = N =
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7.2. FOURIER-TRANSFORMATION 179

dann: partiell integrieren.

2. Moglichkeit

Eine einfache Moglichkeit der Integralberechnung besteht darin, daf$ man cos wt
und sinwt als Linearkombinationen von e“! und e™'“! ausdriickt und cost als

Realteil von et nimmt:

o0

folw) = /e_tcostcoswtdt
0

o
1. . .
= /et cost - 5(61‘“ +e7) dt
0

o0

_ /e—t (?Reit) . %(eiwt + e—iwt) dt

0
%/e_t
0

eit (eiwt + e—iwt) dt
—t

N |

1 o0 (oo}
= 53‘% /e eltelwt dt + /eteitei“’t dt]
0 0

_. %?R[G(w) L a(-w)],

wobei gesetzt wurde:

? (4w P70
o —t it iwt g, ©
Gw) = /e et dt = i1 )
0 0
1 14w+ 1)

I—i(w+1)  w?242w+2
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180 KAPITEL 7. FOURIER-ANALYSE

Damit erhalt man

fow) = SR[GW) + G(-w)]

1 [1+4iw+1)
w2 + 2w+ 2

1+i(—w+1)
w2 —2w+2

1
27 [ (w2 +2)2 — 4w?

[ 202+ 4 ]

S l+iw+1)

1 1+i(—w+1)
2 w2 4+2w+2

w?2 —2w+2

(w3 — w? +2) —i(—w® —w? +2)
(W2 +2)2 — 4w?

&

N | =

w3

w44

Aus diesen Ausdriicken und Satz 7.9 erhalt man dariiberhinaus die Identitédten

[e.e] oo
2 242 2 3
f(t) = etcost = 7T/:zliélcoswtdw = 7T/W::LZLsimz,utdw
0 0
Beispiel 7.20  (Integralgleichung)
Man 16se die Integralgleichung
i 1, 0<t<1
/g(w) coswtdw =
0 , t>1
0
Losung
Nach Satz 7.9 gilt
oo
2 [ .
flit) = /fc(w) cos wt dw (t >0).
T
0

(t>0).
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Mit der Funktion g ist somit die Fourier-Kosinus-Transformierte der stiickweise
monotonen und absolut integrierbaren beschrinkten Funktion

1, 0<t<1
h(t) =
0 , t>1

2
gesucht, jedenfalls bis auf den Faktor —:
T

h(t) = /g(w)cos(wt)dw
0

(t>0)
2 [
h(t) = /hc(w)cos(wt)dw
™
0
2. w1 :
— g = —hc 16st die Integralgleichung.
™
Berechnung von he:
he = /h(t) cos(wt) dt
0
1
= /cos(wt) dt
0
= ls'nu) (w#0)
= s w
2 .
— gw) = sin(w) (w #0)
T w

16st die Integralgleichung fiir w # 0, mit Hilfe stetiger Ergdnzung auch noch fiir
w = 0. Deutet man w als Frequenz, so ergeben natiirlich negative Frequenzen
physikalisch keinen Sinn.

Beispiel 7.21

Man berechne die Fourier-Transformierte der Funktion

Ft) = e V)2 (t > 0).

Dieser sog. GauB-Impuls enthilt nur sanfte Ubergiinge. Daher kann das
Spektrum keine hohen Frequenzen enthalten, jedenfalls keine mit einer
nennenswerten Amplitude. Diese Eigenschaft macht Gauf-Impulse fiir viele
modernen Anwendungen so interessant, weil seine Fourier-Transformierte im
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182 KAPITEL 7. FOURIER-ANALYSE

wesentlichen eine Funktion mit einem beschrénkten Definitionsbereich ist (eine
Funktion ,endlicher Bandbreite“).

Losung
flw) = / ft)e “tdt = / e 270t gt (w € R).

Das Integral ist gleichméfig konvergent in w, somit lassen sich — wie bei unend-
lichen Reihen auch — Differentiation und Integration vertauschen:

df _ d i —t2/2 —iwt
7 (w) = o | e “hdt
= / 88<et2/2ei“’t) dt
w
= —i/t-e_tQ/ze_i“’tdt

(Partielle Integration nach t)

t—o00 o
N s 42 s
_ lle t /2e 1wt] - w / ot /2e iwt gy

t——o0 —00

= —wf(w) (w e R).

Die Fourier-Transformierte f von f erfiillt somit die gewGhnliche Differential-
gleichung

df .

@ = — W f (w S ]R)v
und diese besitzt die Losung

flw) = Ao/ (weR)

mit dem Anfangswert zur Frequenz w = 0

A = f(0) = /e_tz/th = Vor.

Die Fourier-Transformierte eines Gaufl-Impulses ist somit wieder ein Gauf3-
Impuls.
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7.3 Diskrete Fourier-Transformation

Die Koeffizienten einer Fourier-Reihe sind die (unendlich vielen) diskreten Spek-
tralwerte einer 27-periodischen Funktion f. Zur Berechnung der Koeffizienten
¢, muf} die Funktion f in einem Intervall der Periodenlinge T (iiblicherweise
[—%, g] oder [0,7) allerdings vollstdndig bekannt sein.

Oft ist eine Funktion (ein Signal) aber nicht zur Génze bekannt, sondern nur

an N Punkten tg,...,ty_1 € [—%, %], etwa dann, wenn es an N #dquidistanten
Punkten
ty = T+k2% (ke{0,...,N —1})
k — 9 N PR

abgetastet wird.

Auch eine solche abgetastete Funktion 148t sich durch ihre Frequenzanteile dar-
stellen und aus ihnen wieder vollstindig rekonstruieren, wenn die Abtastfre-
quenz (Ubertragungsrate) fs nur hoch genug ist, genauer: sie mufl mindestens
doppelt so hoch sein wie die héchste in dem Signal auftretende Grenzfrequenz
wo, die Nyquistfrequenz. Das ist der Inhalt von Shannon’s Abtasttheorem.

Beispiel 7.22
Sei f definiert durch

f(t) = sint + %sith (t €[0,2n)).

Es ist wT' = 27 mit der Kreisfrequenz w und der Periode T'. Die hochste in dieser
Funktion auftretende Frequenz ist w. = 2. Man muf eine solche Funktion dann
mit mindestens der Abtastfrequenz fs; > 2- f., also ws > 2-w. abtasten, um das
Ausgangssignal aus den abgetasteten Punkten wieder vollstéindig rekonstruieren
zu konnen.

Damit lautet die Forderung an die Abtastperiode T5:

2m 2m 127 m
TS = — <K = —(7> — —
Ws 2w, 2\we/ (we=2) 2
Im Periodizititsintervall [0,27] bendtigt man also mehr als 2% = 4 Abtast-

w/2
punkte, also mindestens 5.

Damit sich das Mefisignal f vollstiandig aus den Abtastwerten rekonstruieren
1&Bt, miissen seine Frequenzen also beschrinkt sein. Man sagt, das Mefisignal
habe eine endliche Bandbreite. Der Abtastsatz von Shannon 148t sich daher
auch anders formulieren:

Satz 7.10  (Shannon’s Abtasttheorem)
Sei f eine Funktion mit der Spektraldichte w — f(w), d.h.

f0) = o [ Fe)ddo,
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184 KAPITEL 7. FOURIER-ANALYSE

f sei von endlicher Bandbreite wq, d.h.

flw) =0 (lw| > wo > 0).

Dann 148t sich der gesamte Funktionsverlauf von f rekonstruieren, wenn
man die Funktion nur an dquidistanten Stellen von mindestens dem Abstand
32 = T abtastet”, d.h. wenn man die Werte f(k- =) fiir alle k € Z kennt:

s
wo wo 7 wo
Seien f und f zwei Funktionen von endlicher Bandbreite wg. Wenn
fiir alle ganzen Zahlen k die Beziehung

P2 = 70 5)

gilt, so gilt f(t) = f(t) fiir alle ¢.

Beweisidee

Der Beweis dieses fiir die Ubertragung von Signalen fundamentalen Satzes ist
iiberraschend einfach. Fiir eine Funktion f und ihre Fourier-Transformierte f
gilt die Integralformel

1

10 = 5 [ Fo)ddo.

Wegen der endlichen Bandbreite 14t sich die Funktion f zu einer periodischen
Funktion auf ganz R fortsetzen und in eine diskrete Fourier-Reihe entwickeln;
deren Fourier-Koeffizienten bilden dann ein diskretes Spektrum, ein Linienspek-
trum. Setzt man diese Fourier-Koeffizienten riickwérts in die obige Integralfor-
mel ein, so erhédlt man nach einiger Rechnung

< Sy
f(t) = Z ﬁ Sln(kﬂ' + two) (t & IR,),
oo ™ wo

m.a.W. es sind nur die Funktionswerte f (_%) an den diskreten Abtastpunkten

% zur Darstellung der gesamten Funktion f notwendig.

Die hierzu benutzte diskrete Version der kontinuierlichen Fourier-
Transformation heifit Diskrete Fourier-Transformation (DFT) und bedeutet
mathematisch im wesentlichen Lineare Algebra im Vektorraum V := C¥.

Die Ausnutzung von Symmetrien bei den sich ergebenden Matrix-Vektor-
Multiplikationen zur Vermeidung redundanter Berechnungen heifit Schnelle
Fourier-Transformation (englisch: fast Fourier transform, daher meist FFT ab-
gekiirzt). Die Beschleunigung gegenber der direkten Berechnung beruht darauf,
schon berechnete Zwischenergebnisse schnell zusammenzusetzen, was zu einem
enormen Geschwindigkeitsgewinn fithrt. Dadurch lassen sich grofle Datenmen-
gen in sehr kurzer Zeit iibertragen.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



Kapitel 8

Gewohnliche
Differentialgleichungen

8.1 Einleitung und Grundlagen

8.1.1 Grundbegriffe

Bei einer Differentialgleichung (Dgl) handelt es sich um eine Gleichung zwischen

e ciner gesuchten (reell-, komplex- oder vektorwertigen) Funktion y(-),
e cinigen ihrer Ableitungen,

e dem Argument von y(-), also der bzw. den unabhéngigen Variablen.

Beispiel 8.1

y +2xy = 0 (z,y,y') € R3) (8.1)

Hier sind z die unabhéingige Variable, y = y(-) die gesuchte Funktion und Z ein
reelles Intervall, in welchem die gesuchte Funktion definiert ist, fiir welche die
Dgl erfiillt ist.

Eine Losung dieser Dgl ist eine Funktion ¢(-), welche die Dgl fiir alle x € T
erfiillt, fiir die also gilt:

¢ (z) + 2z - d(x) = 0 (x €1).

Beh. 1

Die Funktion
y = o) == e ” (x € R)

ist eine Losung dieser Differentialgleichung.

185



186 KAPITEL 8. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beweis
Fiir alle z € R ist ¢ differenzierbar, und es gilt

Bemerkung

Die vorstehende Behauptung allein ist, von der Theorie her gesehen, nicht sehr
erhellend, denn:

(i) Wie kommt man auf diese Losung?

(ii) Gibt es aufler dieser noch andere Losungen?

Mit einer kleinen Rechnung (Beh. 2) 148t sich zeigen, dafl zumindest (ii) ,,im
wesentlichen® verneint werden kann, d.h. es gibt keine von der angegebenen
Losung ,, wesentlich verschiedenen“ Losungen. Die Antwort zu (i) soll bei diesem
einfiihrenden Beispiel hier im Moment noch unterbleiben, denn sie beriihrt den
Kern der ganzen Sache:

e Wie findet man eine Losung einer Differentialgleichung?
e Gibt es zu jeder Differentialgleichung iiberhaupt Lésungen?

e Wenn es zu einer Differentialgleichung eine Losung gibt, ist diese dann
eindeutig bestimmt, oder gibt es zu ihr mehrere Lésungen?

Zur Beantwortung der ersten Frage gibt es kein Patentrezept, zu verschiedenen
Gleichungen gibt es verschiedene Losungsverfahren, manche Gleichungen, ja,
die meisten sogar, lassen sich iiberhaupt nicht l6sen. Zu den beiden anderen
Fragen wird mit dem sog. Existenz- und Eindeutigkeitssatz (Satz 8.1) eine fiir
die meisten Anwendungsfille befriedigende Antwort gegeben.

Beh. 2
Jede Losung ¢ dieser Dgl ist darstellbar in der Form

Y(x; C) = C- e v’ (r € R, C € R geeignet).
Beweis

Sei 1) irgendeine (differenzierbare) Losung der Dgl (8.1) und werde gesetzt
h(z) = ¢¥(x)-e*

Dann ist h in ganz R differenzierbar (warum?), und es gilt

2

(x € R).

W(z) = [V(2)+2zp)]e” = 0 (z € R)
— h(z) = const. =: C (x e R)
— () = Ce ™ (z € R).
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Bemerkung

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Die verschiedenen Losungen der Dgl (8.1) unterscheiden sich also nur um
eine (multiplikative) Konstante C, es gibt keine anderen Losungen.

Gibt man willkiirlich zwei Zahlen &, aus R vor, so ldfit sich eine auf
ganz R definierte Funktion y angeben, welche den folgenden Bedingungen
genugt:

(a) y erfiillt die Dgl auf R
y' +2zy = 0,

(b) y erfiillt die Anfangsbedingung
y(&) = n.

Algebraische Gleichungen werden durch Zahlen gelost, welche anstelle der
entsprechenden Variablen einzusetzen sind. Im Gegensatz dazu bestehen
die Losungen von Differentialgleichungen aus Funktionen. Dazu gehort
dann selbstverstéindlich die Angabe des Definitionsbereiches der Losungs-
funktion.

Da die Losung einer Differentialgleichung insbesondere eine differenzier-
bare Funktion ist, hat sie keine ,,Ecken“.

Es ist iiblich, bei der gesuchten Funktion und ihren Ableitungen das oder
die Argument(e) nicht mit aufzufithren, bei den Koeffizientenfunktionen
dagegen schon. So ist z. B. die Schreibweise (a und s seien stetige Funk-
tionen in einem geeigneten Intervall 7)

Y +a(@)y = s(a) ((2,9,9/) € T x R?)
iiblich, dagegen ist die Schreibweise
y'(z) +alz)y(z) = s(z) ((2,9,9') € T x R?)

eher uniiblich, obwohl beide Male dasselbe gemeint ist.

Definition 8.1

(i)

(i)

Die Ordnung der in der Differentialgleichung vorkommenden héchsten Ab-
leitung der gesuchten Funktion heifit Ordnung der Differentialgleichung.

L&Bt sich eine Differentialgleichung als Polynom in der gesuchten Funktion
und ihren Ableitungen schreiben, so nennt man die hoéchste auftretende
Summe der Exponenten der abhéingigen Variablen und ihrer Ableitungen
in einem Glied den Grad der Differentialgleichung.

Differentialgleichungen ersten Grades heiflen auch linear; in diesen treten
die unbekannte Funktion und ihre Ableitungen nur in der ersten Potenz
und nicht miteinander multipliziert auf.
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Die Differentialgleichung (8.1) dieses ersten FEinfithrungsbeispiels ist somit
eine Differentialgleichung erster Ordnung und ersten Grades, also eine lineare
Differentialgleichung erster Ordnung.

Das néchste Beispiel behandelt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung und
ersten Grades, also eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Beispiel 8.2

y'+y =0 (r € R) (8.2)

Hier sind wieder x die unabhingige Variable und y = y(-) die gesuchte Funk-
tion. Im Gegensatz zur Dgl aus Beispiel 8.1 taucht in (8.2) die unabhingige
Variable z nicht explizit auf, sondern nur implizit als Argument der gesuchten
Losungsfunktion y = y(+).

Beh. 1

Fiir jede Kombination von Zahlen a,b € R ist die Funktion
y = ¢(x) := a-cosx+b-sinx (x € R)

eine Losung dieser Differentialgleichung.

Beweis

Fiir alle z € R ist ¢ zweimal differenzierbar, und es gilt

2
%(m)—ﬂb(m) ~ 0 (z € R).

Sind damit ,alle* Losungen dieser Dgl gefunden? Die Antwort ist ja, wie im
folgenden ausgefiihrt werden wird.

Seien 7 ein Intervall, z eine auf Z definierte und dort zweimal differenzierbare
Funktion, welche die Dgl (8.2) erfiillt, und sei £ € 7.

Beh. 2

Es existieren eindeutig bestimmte reelle Zahlen ag und by, fiir welche gilt:

ao.cosf—l—bQ'Sinf = Z(f)
—ag -siné + by - cos€é = Z,(f)

Beweis

Dieses quadratische lineare Gleichungssystem ist genau dann eindeutig losbar,
wenn seine Koeflizientendeterminante nicht verschwindet:

‘ cos§ - sing | (cos®€ +sin*¢) = 1 # 0

—siné cosé
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Sei die Funktion h definiert durch

h(z) := z(x) — (ag-cosx + by - sinx) (x €1).

Dann ist h in 7 zweimal differenzierbar und 16st die Dgl (warum?). Dann gilt

% (B (z)* + h(z)?] = 2K (2)[h"(z) +h(z)] = 0 (x €I).

Damit ist die Funktion h’? + h? aber konstant und gleich 0:
B (x)? + h(z)? = const. = W(&)*+h(€)? = 0 (x €T)

nach Definition von h. Somit sind auch h und A’ allein auf Z gleich der Null-
funktion (warum?), also gilt

z(x) = ag-cosx+ by -sinx (x €T).
Man erkennt hieraus:

(i) Jede Losung der Dgl ist eine Restriktion der Funktion ¢ auf ein evtl.
kleineres Intervall.

(ii) Gibt man willkiirlich drei Zahlen &, 19,11 aus R vor, so 148t sich eine auf
ganz R definierte Funktion y angeben, welche den folgenden Bedingungen
genugt:

(a) y erfiillt die Dgl auf R
y'+y =0,

(b) y erfiillt die Anfangsbedingungen
y& =m . Y€ =m

Geometrisch gesprochen existiert also eine die Dgl erfiillende Losungskurve,
welche mit der vorgeschriebenen Steigung 1, durch den Punkt (£, ng) verlduft;
jede weitere Kurve dieser Art ergibt sich wieder durch Verkleinern des Defini-
tionsbereiches.

Im Gegensatz zur Dgl aus Beispiel 8.1 (s. (8.1)) gehen also durch jeden Punkt
unendlich viele wesentlich verschiedene Kurven der Gesamtheit, und erst die
Angabe der Steigung wihlt eine bestimmte aus. Die Ursache dafiir liegt im
Auftreten der zweiten Ableitung y” von y in der Differentialgleichung (8.2).

8.1.2 Geometrische Deutung einer Differentialgleichung, Rich-
tungsfeld

Betrachtet wird eine Differentialgleichung erster Ordnung in der sog. expliziten
Form

yl = f(l’,y) (<l’,y> EggR2)
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und vorausgesetzt, dal die Funktion f zweier Variablen in dem Gebiet G stetig
ist. Das ist beispielsweise bei dem Einfithrungsbeispiel 8.1 der Fall, dort lautet
die Funktion f:

flay) = =2y ((z,y) € G :=R?).

Im folgenden wird die (unter Zusatzbedingungen an die Stetigkeit von f rich-
tige, aber noch nicht bewiesene) Annahme gemacht, da§ durch jeden Punkt
P := (x,y) € G genau eine Losungskurve ¢ geht. Da die Funktion ¢ die Diffe-
rentialgleichung erfiillt, d.h. da fiir ein geeignetes Intervall 7

¢'(x) = flz,o(z)] (zel)
gilt, hat diese Losung an jeder Stelle x € 7 die Steigung f[w, qﬁ(w)] (Abb. 8.1).

4y Steigung f [a:, ¢($)]

T ‘ T x

Abbildung 8.1: Steigung der Losungsfunktion ¢ in einem Punkt (z,7) € R?

Betrachtet man nun umgekehrt einen Punkt P = (z,y) € G, so hat jede Lsung
der Dgl, welche durch diesen Punkt geht, dort die Steigung f(z,y).

Man kann also Punkten (z,y) € G Richtungen zuordnen, welche durch die
Differentialgleichung definiert werden.

Definition 8.2

(i) Ein Tripel
(z,y, f(z,y))
heifit Linienelement der Differentialgleichung v = f(x,y).

(ii) Die Menge aller Tripel
{(z,y, f(x,9)) = (z,9) € G}
heifit Richtungsfeld der Differentialgleichung v’ = f(x,y).

(iii) Kurven, auf denen das Richtungsfeld eine konstante Steigung hat, heilen
Isoklinen' der Differentialgleichung.

Eine Isokline der Dgl zum (Steigungs-) wert ¢ gewinnt man dadurch, dafl
man die Gleichung f(z,y) = ¢ nach y auflost (falls das geht!).

lgleiche Neigung, gleiche Beugung
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Beispiel 8.3
Gegeben sei die Differentialgleichung

y = flay) =y ((z,y) € R?).

Die Isoklinen sind die Kurven

also Parallelen zur x-Achse. Die Isoklinen und das Richtungsfeld haben das
Aussehen wie in Abb. 8.2 skizziert.

/
e

\ c= -2
\ \ \ \ \ \ \ \\ c— —3

\ \ \ \ \ \ \ \\\

Abbildung 8.2: Isoklinen der Dgl ¢ =y

Losungen dieser Differentialgleichung sind die Funktionen

y = ¢(x; K) == K-€* (r € R, K € R geeignet).

Beispiel 8.4
Gegeben seien das Gebiet

G = {{z,y) : y>0} (obere Halbebene)

und die Differentialgleichung

x
y = flz,y) = =y ((z,y) € G).
Bestimmt werden soll das Richtungsfeld dieser Dgl in G. Dazu werden wieder

die Isoklinen untersucht. Diese sind die Kurven
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c=1/2 1 c=-1/2

Abbildung 8.3: Isoklinen der Dgl o = —

z
Y

also Geraden durch den Ursprung. Die Isoklinen und das Richtungsfeld haben
das Aussehen wie in Abb. 8.3 skizziert.

Losung der Dgl

Aufgrund des Isoklinenbildes erwartet man eine Schar von Halbkreisen um den
Ursprung, und zwar von oberen - wegen y > 0. Die vorliegende Dgl
, x
y = floy) = ~ ((z,y) € G)
ist eine sog. Differentialgleichung mit separierbaren Variablen, welche im
néchsten Abschnitt systematisch untersucht werden. Sie 1&3t sich wie folgt 16sen:

vy = —x
/ 1 2 1 2
— y-y(x)de = | tdt = —y(x)" = [(—z)de = —-2*+C,
t=y(z) 2 2
—  y(z)? + 2® = 20 = r? (r > 0 geeignet)
— @) = VP2 (D) = (=r.1)

Wird dazu ein sog. Anfangswertproblem (AWP) formuliert, d.h. wird fiir den
Punkt (£, 7n) € G vorgeschrieben, daf die Losung durch diesen Punkt gehen soll:
y(§) = n, so wird spéter (Satz 8.1) gezeigt, dal es dazu genau eine Losung gibt:

y(&) = V- £ — r =\ 4+

Damit ist die Funktion ¢, definiert durch

D(¢) = (V& +1%VE&+1?)
p(x) = VE+n?—a? (z € D(9))
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die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems

((z,y) €9)

Beispiel 8.5
Gegeben sei die Differentialgleichung

y = flay) = 2 +y° ({z,y) € R?).
Die Isoklinen ergeben sich durch Auflésung von
24y = ¢

nach y und sind konzentrische Kreise um den Nullpunkt mit den Radien +/c,
falls ¢ > 0. Fiir ¢ < 0 gibt es keine Isoklinen.

Die Isoklinen und das Richtungsfeld haben das Aussehen wie in Abb. 8.4 skiz-
ziert.

0
/

Abbildung 8.4: Isoklinen der Dgl ¢/ = 2% + ¢

&N

Anhand der Isoklinendarstellung kann man somit einen geometrischen Auf-
schluf} iiber die Gestalt der Losungen einer Dgl erhalten, selbst dann, wenn
man die Losung nicht direkt ausrechnen und hinschreiben kann.

Aufgaben

Man ermittele das Richtungsfeld und die zugehorigen Isoklinen
(i) zum Einfithrungsbeispiel 8.1: ' = f(z,y) = —2zy ((z,y) € R?);
(i) zuy' = flz,y) =5 ({&,y) €R® y>0).

Eine Differentialgleichung zu losen bedeutet daher geometrisch, eine Funktion
aufzusuchen, welche auf das (durch die Dgl definierte) Richtungsfeld ,,pafit«.
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8.1.3 GDgl und PDgl

Héngt die in der Differentialgleichung gesuchte Funktion von nur einer un-
abhéingigen Verénderlichen ab, so nennt man die Dgl gewéhnlich (GDgl). Treten
hingegen mehrere unabhéngige Variable — und (partielle) Ableitungen nach ih-
nen — auf, so spricht man von einer partiellen Differentialgleichung (PDgl). Die
beiden Beispiele des ersten Abschnittes (Beispiele 8.1 und 8.2) sind Beispiele
fiir gewohnliche Differentialgleichungen erster bzw. zweiter Ordnung.

Beispiel 8.6  (PDgl)
uptuy = T4y ((,y) € R?)
ist eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung fiir eine gesuchte Funk-

tion u von zwei unabhéngigen Variablen.

Beh. 1
u(@,y) = x-y ({z,y) € R?)

ist eine (spezielle) Losung der PDgl.

Beweis Klar.

Hinweis

Die vorgelegte Differentialgleichung ist linear. Man erhélt weitere Losungen,
indem man zu der vorhandenen Losung solche der zugehdrigen homogenen Dgl

Uz +uy = 0 ((z,y) € R?)

addiert.

Losung

Man kann vielleicht raten, daf3 die folgenden Funktionen Losungen der homo-
genen Differentialgleichung darstellen:

ui(z,y) = y—=x
ug(x,y) = sin(y —x) ((z,y) € R?)
us(xz,y) = eV %

Allgemein gilt

Seien Z C R ein Intervall und g € C*(Z). Dann ist die Funktion u, definiert
durch

D(u) = {<$7y> : <l‘,y> ERZ’ y—.IEI}
u(z,y) = gly—x) ((y—=) € 1)
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eine Losung der homogenen (partiellen) Differentialgleichung.

Beweis

Sow) + 5w) = (=) (D + g1 = 0 ((zy) € D)

Der Definitionsbereich D(u) ist ein Streifen in der (z,y)-Ebene. Sei etwa Z :=
(a,b). Dann ist D(u) der offene Streifen (Abb. 8.5)

S = {{z,y) : (z,y) €R? a<y—2x<Db}.

Y y—x=>b
— S
Yy—Tr=a
% % z
UV T

Abbildung 8.5: Offener Streifen S in der (x,y)-Ebene
Damit ist dann jede Funktion

v(r,y) = gly—x)+x-y (z—-yel)

eine Losung der inhomogenen partiellen Dgl.

Verglichen mit einer GDgl ist bei einer PDgl die ,,Vielfachheit® der die Dgl
befriedigenden Funktionen also bedeutend grofer:

Bei einer GDgl erster Ordnung tritt eine - und bei GDgln hoherer

Ordnung treten mehrere willkiirliche Konstanten auf, hier tritt eine
weitgehend willkiirliche Funktion auf.

In dieser Vorlesung werden fast ausschliellich gewdhnliche Differentialgleichun-
gen behandelt.

8.1.4 Losungen einer Gewdhnlichen Differentialgleichung

Im folgenden soll exakt definiert werden, was man unter den Begriffen

e Gewohnliche Differentialgleichung (GDgl)

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



196 KAPITEL 8. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

e Anfangswertproblem (AWP)

e Losung einer GDgl oder eines AWP

versteht.

Definition 8.3

(i) Seien n € N, G C R und F : G — R eine reelle Funktion von n + 2
reellen Variablen. Die Beziehung

F(z,y,y,...,y") = 0 (z,y.9,...,y"™) € G)
heifit eine implizite gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.

Beispiel (n=2,alson+2=4)
F(x7 Y, y/7 y”) = Sin(y - y//) +x- y/ =0

(ii) Seien n € N, G C R™! und f: G — R eine reelle Funktion von n + 1
reellen Variablen. Die Beziehung

v = flryy,yY) (29,99 V) €g)
heifit eine explizite gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.

Beispiel (n=1,alson+1=2)
y = flxy) = —2ay

(iii) Eine Funktion ¢ heifit eine Losung der Dgl oder Integral der Dgl, wenn

gilt:

(a) Z := D(¢) ist ein nichttriviales Intervall.

(b) ¢ ist auf Z n-mal differenzierbar.

() {z,¢(x),¢'(x),...,¢") (x)) € D(F) (z€1)
(d) F(w,¢(x),¢'(),....6" () = 0 (v € 1)

Analog fiir eine explizite Differentialgleichung.

Bemerkung

Nach Definition ist die Losung einer Dgl also durch ein Paar (¢,7) erklirt,
wobei ¢ eine Funktion ist, welche auf dem Intervall Z definiert ist.

Formal erhélt man manchmal auch Funktionen als Losungen von Dgln, wel-
che nicht auf einem Intervall definiert sind. So ist beispielsweise die ,,Funktion*
¢(x) := 1/x Losung der Differentialgleichung zy’ + y = 0 fiir alle * # 0.
Dennoch méchte man — aus Griinden, die spéter erklirt werden (Stichwort:
Anfangsbedingung) — als Definitionsbereich einer Losungsfunktion gern ein In-
tervall haben. In diesem Fall sollte man daher als Losung nur eine der beiden
Moglichkeiten
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o ¢(z):=1 (x <0) oder
e @)=L (>0
angeben.

Beispiel 8.7

Als ein weiteres Beispiel, welches einmal komplett durchgerechnet werden soll,
wird das Einfithrungsbeispiel 8.1 betrachtet:

y +2zy = 0 (z,y,y") € R?)
Damals wurde schon gezeigt, dafl jede Losung darstellbar ist in der Form

o(x;C) = C- e (r € R, C € R geeignet).

Wie kommt man nun auf diese Losung? Dazu werden zuerst die Variablen z
und y getrennt und danach die Dgl formal integriert:

Y (x)+2z-y(z) = 0
y(x) = —2x-y(z)
v _
y(z) ’

/ Z((:f)) de = / (—2z) dz

Bei dieser Rechnung muf} y(z) # 0 vorausgesetzt werden, und zwar fiir alle
x, fiir welche diese Beziehung bestehen soll. Falls fiir ein oder mehrere x doch
y(z) = 0 sein sollte, so wird dieser Fall auf spéter verschoben.

Auf die letzte Gleichung 148t sich die Substitutionsregel anwenden, und man

erhélt
) / Z((f)) do = / (~22) do

IE
t

In|y(z)| = —2? + K

‘y(l‘ﬂ = e THK = o7 K = 0L

Die letzte Gleichung gilt fiir alle x € R und C' > 0. Man kann die Betragsstriche
links weglassen, falls man rechts auch negative Konstanten zulafit:

2

ylx) = C-e™* (x € R, C # 0 geeignet)

Was passiert nun, wenn man auch C' = 0 noch zulafit? Zwar ist dann die obige
Herleitung dafiir nicht mehr giiltig (C' = e® # 0), jedoch ist die Nullfunktion,
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wie man leicht sieht, auch eine Losung der Dgl, so dafl man insgesamt alle
Losungen in der Form

ylx) = C-e™* (x € R, C € R geeignet)

schreiben kann.

Bemerkung

Es soll noch einmal analysiert werden, warum dieser Losungsvorgang funktio-
niert. Erstens mufl es moglich sein, den Prozefl der ,, Trennung der Variablen“
durchfithren zu kéonnen, um ,,links nach y“ und ,,rechts nach z* integrieren zu
konnen. Das geht nur bei Dgln eines ganz bestimmten Typs, beileibe nicht bei
allen!

Zweitens ist zur Anwendung der Substitutionsregel erforderlich, dal der Inte-
grand die Bauart g(f(z))-¢/(z) besitzt, was durch den Term y/(z) oben erreicht
wird. Wodurch wird das gewéhrleistet?

Beispiel 8.8
Man 16se die Differentialgleichung

zoy-y = 1-a° (z,y,y) € R?).

Diese Dgl ist in ganz R? definiert. Gemeint ist: man suche ein nichttriviales
Intervall Z und eine Funktion ¢ mit D(¢) = Z, so daf gilt:

z-p(z) ¢ (z) = 1— 22 (x €Z=D(9)).

Es gibt keine in ganz R definierte Funktion, welche diese Dgl 16st. Daher miissen
sukzessive Einschrinkungen des Definitionsbereiches vorgenommen werden,
wenn man diese Dgl 16st. Beispielsweise sieht man sofort, dafl = 0 fiir keine
Losungsfunktion in die Dgl eingesetzt werden kann; folglich darf x # 0 voraus-
gesetzt werden.

Daher darf durch x dividiert werden, und man erhélt

1— 22 1
/ — —_ =
y(x)-y'(r) = - = 7 z,

[v@rv@ar = [(5-s)dn

Auf die letzte Gleichung 148t sich wieder die Substitutionsregel anwenden, und

man erhilt
1
= [ y@)y(z)dz = / ——z)dx
t=y(x) / <"’” )

/tdt
1 9 1 - 1 9
iy(a:) = /(x —m) dr = In|x| 5% + K

y(x)Q — 21n|x\—x2+2K = lnz> -2+ C
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Die letzte Gleichung ist fiir alle x # 0 definiert. Wieder méchte man fiir eine
Losungsfunktion ¢ als Definitionsbereich ein Intervall haben. So sollte man sich
hier fiir eines der Intervalle (—oo,0) oder (0,00) entscheiden. Man bekommt
damit zwei mogliche Losungsfunktionen

o1 (z) = Vinz?2 — 22+ C (x € R, C # 0 geeignet),
¢o(xr) = —+VInax?2—-22+4+C (x € R, C # 0 geeignet),

und die Definitionsbereiche sind beide Male so zu wihlen, dafl der Radikand
jeweils > 0 ist. Wird beispielsweise C := 2 gew#hlt, so gilt:

D(¢1) := D(¢2) = {z: 2z €R, 2* —Ina? <2},

und die Definitionsbereiche sehen so aus wie in Abb. 8.6 skizziert.

Y
: o
{r: <0, 22 —In2? <2} {r: x>0, 22 —In2? <2}

Abbildung 8.6: Definitionsbereiche der zwei moglichen Lésungsfunktionen

Aufgabe

Oben wurden die Definitionsbereiche der auftretenden Losungsfunktionen durch
D(¢1) = D(¢2) = {z: z€R, 22 —Inz? < C}

definiert, also fiir diejenigen =z, fiir welche der Radikand positiv und damit die
Waurzel definiert ist. Die Wurzelfunktion ist jedoch auch fiir die Menge

D= {z: 2€R, 2 ~Inz?<C}

definiert. L&t sich auch diese Menge als Definitionsbereich einer Losungsfunk-
tion verwenden?

8.1.5 Physikalische Beispiele - Auftreten von Differentialglei-
chungen

Die im folgenden aufgefiithrten vier Beispiele beschéftigen sich auch mit dem
Problem des Aufstellens von Differentialgleichungen:
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Durch welche Annahmen ergeben sich Differentialgleichungen als
mathematische Beschreibung physikalischer oder technischer Pro-
bleme?

Partielle Antwort

Beschreibt eine Funktion den Verlauf eines Prozesses, so beschreiben deren erste
und zweite Ableitung die Geschwindigkeit und Beschleunigung, mit denen die-
ser Prozef} ablduft. Kennt man beispielsweise eine Beziehung zwischen einem
Prozefiverlauf und seiner Geschwindigkeit, so kann diese ,,Beziehung* in der
mathematischen Beschreibung durch eine Differentialgleichung erster Ordnung
ausgedriickt werden.

Beispiel 8.9

Beim radioaktiven Zerfall ist die Zerfallsgeschwindigkeit — die erste Ableitung
des Prozesses — proportional zur momentan gerade vorhandenen Stoffmenge —
der nullten Ableitung, also der Funktion selbst. In Gleichungsform ausgedriickt:

n(t) ~ n(t) — \/ At = —An(t) (t>0).
A>0

Beispiel 8.10 RC-Reihenschaltung

FEine RC-Reihenschaltung wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 iiber einen Schalter an eine
Spannungsquelle angeschlossen, s. Abb. 8.7. Zur Zeit t = 0 sei der Kondensator
dabei ungeladen.

R C
— |
|

up(t) uc(t)

Abbildung 8.7: Elektrische Reihenschaltung mit einem RC-Glied

Es flieft dann ein Strom durch die Masche, welcher den Kondensator aufladt.
Gesucht sind nun

e der zeitliche Verlauf der am Kondensator anliegenden Spannung uc () fiir
t>0.

e der zeitliche Verlauf des Maschenstromes i(t) fiir t > 0.
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Loésung
Maschenregel : ur(t) +uc(t) —u(t) =0
Ohm’sches Gesetz : ur(t) = R-i(t) (t>0)
Kondensatorladung : q(t) = C-uc(t)

Der Strom i(t) ist definiert als Anderung der Ladung mit der Zeit:

¢
dq(t
i(t) = (il(t) — q(t) = q(0) +/i(7’) dr.
0
Dieses, die Kondensatorentladung und das Ohm’sche Gesetz liefern dann
oo o da(t) duc(t)
ur(t) = R-i(t) = i RC T

woraus man nach Einsetzen in die Maschengleichung eine Dgl erster Ordnung
fiir die Kondensatorspannung uc erhélt:

RC CZ‘TC Fue = u(®) (t>0). (8.3)

Diese Dgl ist eine sog. lineare inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung.
Je nachdem, ob eine

Gleichspannungsquelle  :  w(t) := Uy (t>0)
oder eine
Wechselspannungsquelle  : w(t) := @-sin(wt +¢) (¢ >0)

anliegt, ist die Inhomogenitét der Dgl entweder konstant oder eine zeitabhéngige
periodische Funktion.

Nachdem man diese Dgl gelost hat, erhélt man aus der Lésung uc andere
interessierende Grofien, etwas:

. B duc(t)
i = ¢~ (t > 0),
ur(t) = R-i(t) (t >0).

Beispiel 8.11 RL-Reihenschaltung

Eine Reihenschaltung aus einem Ohm’schen Widerstand R und einer Indukti-
vitdt L wird von einer Gleichstromquelle mit dem konstanten Strom I gespeist,
welcher zum Zeitpunkt ¢ = 0 ausgeschaltet wird, etwa durch Kurzschlieflen der
Gleichstromquelle iiber einen Schalter, s. Abb. 8.8.

Zu bestimmen sind:
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R L
—1
up(t) ur(t) it)

Abbildung 8.8: Elektrische Reihenschaltung mit einem RL-Glied

e der zeitliche Verlauf des Stromes i(¢) fiir ¢ > 0 im RL-Zweig,

e der zeitliche Verlauf der an R und L anliegenden Teilspannungen upg(t)
und wup(¢t) fur ¢ > 0.

Loésung

Es wird wieder die Maschenregel fiir die obere Masche benutzt. Darin werden
die GroBen ugr und uy, durch den Strom i ersetzt?

ur(t) +ur(t) = 0
ur(t) = R-i(t) (t > 0)
ur(t) = —upalt) = - (—L%(t)) - L%(t)

Somit erhélt man eine lineare homogene Differentialgleichung erster Ordnung
fiir die Stromfunktion :

B
Py T (t>0). (8.4)

Mit Hilfe der Losung i(-) dieser Dgl lassen sich dann die Teilspannungen

ur(t) = L%(t) und ur(t) = Ri(t)

fiir ¢ > 0 bestimmen.

Beispiel 8.12  RL-Reihenschaltung

Die Geometrie des letzten Beispiels wird nun dahingehend abgeéndert, dafl ein
Einschaltvorgang beschrieben wird, s. Abb. 8.9.

*Die in der Spule erzeugte Induktionsspannung uina(t) = —L%(t) ist der anliegenden
Spannung entgegengerichtet: wur(t) = —uind(t).
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R L
—1 —
ur(t) ur(t)

u(t)
Abbildung 8.9: Elektrische Reihenschaltung mit einem RL-Glied

Hier ergibt die Maschenregel
ur(t) +ur(t) = u(t) (t=0),

also die Dgl fiir den Strom i(-):

di ‘
L+ Ri = ut) (t >0). (85)

In der Praxis untersucht man i.a. zwei Félle (¢ € [0, 27) geeignet):

(i) u(t) = Uy (t>0) Einschaltvorgang

(ii) u(t) = asin(wt+¢) (t >0) erzwungene Schwingungen

Beispiel 8.13 Mechanische Schwingung

Eine Kugel der Masse m hénge an einer Feder mit der Federkonstante k. Zur
Zeit t = 0 werde die Feder um den Wert zy gedehnt und dann losgelassen. Die
dem Einflul der Schwerkraft unterliegende Feder fithrt dann Schwingungen aus,
s. Abb. 8.10.

Die Lage des Mittelpunktes der Kugel zur Zeit ¢ > 0 werde mit x(¢) bezeichnet.
Unter Vernachldssigung der Reibung gilt nach dem Newton’schen Grundgesetz

m-i(t) = F(t) = Frooe(t) = — k- 2(t) (t>0),

da die Federkraft proportional zur Auslenkung ist und der Bewegung entgegen-
wirkt (Hooke’sches Gesetz). Fiir die Bewegung der Kugel erhélt man somit die
lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung

mi + kr = 0 (t >0). (8.6)

Im folgenden werden zu den Beispielen 8.10 und 8.13 Losungen diskutiert,
ohne jedoch im Moment naher darauf einzugehen, wie man denn systematisch
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v x(t)
Abbildung 8.10: Schwingungen einer Kugel der Masse m

zu diesen Losungen gelangt.

Losung zu Beispiel 8.10

Dieses Beispiel wird fiir eine Gleichspannungsquelle betrachtet, untersucht wird
also die Dgl

d’LLC 1 Uo
el _ = — t>0).
i T RC'C T RO (t>0)
Beh.1
Die Funktion
uc(t;k) == Uy — k-RC -e we'! (t > 0) (8.7)

l6st die Differentialgleichung. Hierbei ist k£ € R eine beliebige Konstante.

Beweis

Einsetzen und Rechnen!

Es gibt also, bedingt durch die Konstante k, unendlich viele Lésungen der Dgl.
Dadurch erhilt man sogar alle Losungen in dem Sinne, dafl zu jeder Losung v
der Dgl eine Konstante k € R existiert derart, dal v sich darstellen 148t als

v(t) = Up — k-RC- e RO (t >0,k € R geeignet).

Da das physikalische Problem jedoch genau eine Losung hat, mufl es moglich
sein, die Konstante k aus Zusatzinformationen — den sog. Anfangsdaten — zu
bestimmen.

Der Kondensator ist zur Zeit ¢ = 0 ungeladen, d.h. uc(0) = 0. Damit folgt aus
(8.7)
0 = uc(k;0) = Uy — k-RC -1,
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also k = %. Damit erhélt man die eindeutig bestimmte Losung (Abb. 8.11):

uc(t) = Up(l—e me?) (t>0), (8.8)

uc(t)
Uo

Abbildung 8.11: Spannungsverlauf beim Aufladen eines Kondensators

Bemerkung

Die Losungskurve ist eine um eine Konstante verschobene Exponentialfunktion
mit einem negativen Exponenten. Das kann man sich wie folgt plausibel machen:
abgesehen von der additiven Konstanten % lautet die Differentialgleichung

1
J = — — t>0).
e R UC (t>0)

Diese Dgl 1osen heif3t, alle Funktionen aufzufinden, deren Ableitung bis auf den
Faktor —% die Funktion selbst ist. Solch eine Bedingung erfiillt die Funktio-
nenschar

uc(k;t) = k-RC.-e el (t >0).

Daf} es keine anderen Funktionen als diese gibt, wird man spéter einsehen.

Losung zu Beispiel 8.13
Beh.1

Folgende Funktionen sind Losungen der Differentialgleichung

mi + kr = 0 (t>0):

() m(t) = sin\ k1
(ii)  x2(t) := cos \/%t

(iii)  x3(t) := a-cosy/ % t+b- sin\/% t (a,b € R geeignet)
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Alle Funktionen sind sogar Losungen der Dgl auf ganz R, wenn man fiir die
Dgl t € R zulafit.

Beweis

Einsetzen und Rechnen!

Definition 8.4

Die Menge aller Losungen einer Differentialgleichung heiflt allgemeine Lésung
oder allgemeines Integral der Differentialgleichung.

Beispiele 8.14

(i)

(iii)

Die allgemeine Losung von Beispiel 8.10 ist die (einparametrige) Funktio-
nenmenge

F = {uk s ug(t)=Uy— k- RC - e_%t, teR, keR geeignet}.

Die allgemeine Losung von Beispiel 8.13 ist die (zweiparametrige) Funk-
tionenmenge

g = {xa,b : e p(t) = a-cosy/ Et + b-sin 4y / Et, teR, a,beR geeignet}.
m m

Der Beweis dieser Aussage folgt spéter. Es ist iiblich, nicht nur die ent-
sprechenden Mengen, sondern auch die einzelnen Funktionen selbst, also

etwa
k ) k
z(t) := a-cos\/—t + b-siny/ —1 (teR),
m m

als allgemeine Losung zu bezeichnen. Das hat den Vorteil, dal man For-
mulierungen wie ,,man differenziert die allgemeine Losung® treffen kann,
ete.

Die Differentialgleichung
' =y =y +y =0 (z €R)
wird von allen Funktionen der Form
o(x) := a-e*+b-e ¥ +c-sinhz (x € R).

gelost. Das ist jedoch nicht die allgemeine Losung, da die Differentialglei-
chung auch noch von der Funktion

Y(x) = x-e" (x € R)

geldst wird und man diese Losung durch keine Wahl der Konstanten a, b, ¢
aus der ersten Losung gewinnen kann.
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Definition 8.5

(i) Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung enthélt Konstanten, wel-
che als Integrationskonstanten bezeichnet werden.

(ii) Jede Losung einer Differentialgleichung, welche durch eine spezielle Wahl
der Konstanten aus der allgemeinen Lésung entsteht, heifit eine spezielle
oder eine partikuldre Losung der Differentialgleichung.

8.1.6 Ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Definition 8.6  (Anfangswertproblem, AWP)

Seien n € IN und G C R™™!. Vorgelegt sei die (explizite) Differentialgleichung
n-ter Ordnung

vy = gy, g (@, 9.9,y ) € G)

sowie n + 1 Zahlen
57 no, M-y Mn—1-

Als Anfangswertproblem (AWP) bezeichnet man die Aufgabe, eine Funktion ¢
und ein Intervall Z mit D(¢) = Z zu finden, welche den folgenden Bedingungen
genligen:

(i) £ € Z, und ¢ ist Losung der Dgl auf 7.
(i) o9(¢) =n; (G €{0,...,n—1})

Die Zahl £ heifit Anfangspunkt, die Zahlen g, ...,n,—1 heiflen Anfangswerte
und die Bedingungen (ii) heilen Anfangsbedingungen.

Unter geeigneten Voraussetzungen an die Funktion f — die rechte Seite der Dgl
— hat jedes Anfangswertproblem genau eine Losung.

Satz 8.1

Seien n € IN, (£,70,m1,..-,Mn—1) € R"" und U eine (n + 1)-dimensionale
Umgebung dieses Punktes, fiir die gilt:

o fECU)
e f besitze stetige partielle Ableitungen nach den letzten n Variablen?.

Dann existiert eine eindimensionale Umgebung X des Anfangspunktes &, in der
das AWP

y(n) — f(xjy,ylj...,y(n_l)) (<$7y,y/7-~-73/(n_1)> el/{)
YD) = (j €{0,...,n—1})
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LY Steigung f[£,n = ¢(¢)]

A~

v

Abbildung 8.12: Existenz- und Eindeutigkeitssatz im Fall n =1

genau eine Losung hat. Zur graphischen Illustration im Fall n = 1 s. Abb. 8.12.

Beispiel 8.15

y +2xy = 0
y(0) = 1

Hier sind n =1, G = R?,
/

Yy = _2:Cy = f(way)a

und es gilt sogar f € C*°(G) und g—i € C>(G). Als eindeutig bestimmte Losung
dieses AWP’s ergibt sich nach Beispiel 8.1 die Funktion

o(x) = e * (x € R).

Bemerkung

Falls fiir ein vorliegendes AWP zu einer Dgl der Ordnung n,

vy = f(e gy, ™) (9.9, ™) el)
y&) = m
y"E) = e,

die Voraussetzungen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes (Satz 8.1) in jeder
(n + 1)-dimensionalen Umgebung U eines jeden Punktes des R™ erfiillt sind —
damit also auf ganz R"*! — so 1ift sich dieser Satz auch zum Nachweis davon
benutzen, ob es sich bei einer vorliegenden Menge F von Losungen der Dgl
schon um die allgemeine Losung handelt oder nicht.

3f kann — muB aber nicht — auch nach der ersten Variable stetig partiell differenzierbar
sein.
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Dazu braucht man nur nachzuweisen, daf} jede beliebige Anfangsbedingung von
einem Element aus F erfiillt wird.

Satz 8.2

Die Voraussetzungen von Satz 8.1 mdgen in ganz R™*! gelten. Sei F eine Menge
von Funktionen, welche die Dgl erfiillen.

Zu jedem Punkt (€,70,...,nn_1) € R existiere ein Element ¢ € F mit
oV = m (7 €{0,...,n—1}).

Dann ist F die allgemeine Losung der Differentialgleichung.

Beweis

Seien 9 eine beliebige Losung der Dgl mit £ € D(v). Dann ist der Punkt

(€,9(€),..., " D)) e R™,

und nach Voraussetzung existiert ein Element ¢ € F mit

o) = vU(g) (j€{0,....,n—1}).

Jedes Element aus F, also insbesondere ¢, ist eine Losung der Dgl. Wegen der
in Satz 8.1 ausgesprochenen Eindeutigkeit der Losung eines solchen AWP folgt
¢ =1, also Y € F.

Man braucht in einem solchen Fall also nur nachzuweisen, dafl jede beliebige
Anfangsbedingung von einem Element der vorliegenden Menge F von Lésungen
erfiillt wird.

Beispiel 8.16
Die Differentialgleichung

Q‘LC:_LUC‘+7:3 f(t,uc) (teR)

erfiillt die Voraussetzungen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes auf ganz
R!*! = R?, denn:

i) f, definiert durch f(t,u) := == (—u + Up), ist stetig in beiden Variablen
RC
auf ganz R?;

(ii) %(t,u) = —% ist stetig auf R2.

Damit ist jedes AWP zu dieser Dgl eindeutig losbar.
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Beh.
Die allgemeine Losung der Dgl ist gegeben durch

F o= {up: up(t)=Up—k-RC-c 7', t € R, k € R geeignet}.

Beweis

Nach dem letzten Satz ist zu zeigen, dafl man zu jeder Anfangsbedingung (AB)
ein Element aus F findet, welches diese erfiillt.

Seien also (7,70) € R? und ¢ eine Losung des AWP

1 Uo

o= — — e ( t
e 7G4+ oa f(t,uc) (teR)
uc(t) = mno.

Dann gilt:

W= Up—k-RO-eio > k= 0 Moo
Somit erfiillt die Funktion

u(t) := Uy — RC - UOR_CHO eric | - e me! (teR)

k

auf ganz R die Differentialgleichung und die Anfangsbedingung

u(t) = no.

Da die Losung eindeutig bestimmt ist, folgt ¢ = u, also ¢ =u € F.

Bemerkung

Wie aus dem Beweis ersichtlich, ist eine Losung dann die allgemeine Losung,
wenn sie

o fiir jede Wahl des Parameters k die Differentialgleichung erfiillt;

e durch geeignete Wahl von k jede Anfangsbedingung erfiillt.

Beispiel 8.17
Die Differentialgleichung
r o= _k = f(t,z, @) (t=0)
€T xr : xr, T
m T o

erfiillt die Voraussetzungen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes auf ganz
R2T! = R3, denn:
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(i) f, definiert durch f(t,z,%) :== — %x, ist stetig in allen drei Variablen auf
ganz R?;

(i) %(t,x,:f:) = — £ ist stetig auf R?;
(iii) %(t,x,i’) = 0 ist stetig auf R3.

Damit ist jedes AWP zu dieser Dgl eindeutig lsbar.

Beh.
Die allgemeine Losung der Dgl ist gegeben durch

|k [k
g = {%,b! Zqp(t) = a-cos %t + b-sin Et’ teR, a,bERgeeignet}.

Beweis

Man sieht unmittelbar, dafl jedes Element x von G eine Losung der Dgl ist. Zu
zeigen bleibt, da3 durch geeignete Wahl der beiden Parameter a und b auch
jede Anfangsbedingung erfiillt werden kann.

Sei also (7,1m9,7m1) € R3. Dann folgt mit der Abkiirzung w := %:
a-coswt + b-sinwr = 1o
—wa-sinwt + wb-coswr = Mm

gilt genau dann, wenn dieses lineare Gleichungssystem eine eindeutig bestimm-
te Losung besitzt. Das ist jedoch der Fall, da die Koeffizientendeterminante
(= Determinante der Koeffizientenmatrix) ungleich Null ist:

= w # 0.

—wSsinwrT  wcoswT

D(r) = de (

COS WT sinwT )

Mit Hilfe der Cramer’schen Regel ergeben sich die eindeutig bestimmten Losun-

gen zu
det <770 sinwTt )
N WCoSwWT -

a = - = nMocoswT — L-sinwt ,
COSWT
det . 'm0
—wsinwrT M . m
b = = mnosinwr + - CcoswT .
w

Die eindeutig bestimmte Losung des AWP lautet daher
m . . m .

z(t) = (7]0 COS WT——— sin wT) coswt + (7]0 sin wr+-— cos wr) sin wt (t € R).
w w

Sie erfiillt auf ganz R die Differentialgleichung und geniigt den Anfangsbedin-
gungen
() =m ,  &(1) =m.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



212 KAPITEL 8. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Bemerkung

Wenn Fille auftreten, in denen AWP’s keine oder keine eindeutigen Losungen
haben, dann miissen in einem solchen Fall natiirlich die Voraussetzungen des
Existenz- und Eindeutigkeitssatzes irgendwo verletzt sein; siehe dazu auch das
folgende Beispiel.

Beispiel 8.18
Die Differentialgleichung

y"' =y =y +y = 0
<
y/// _ y//+y’ —y = f(:c,y,ylvy”)

erfiillt die Voraussetzungen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes auf ganz
R3*! = R*, denn:

(i) f, definiert durch f(x,y,v',v") = 3" + 3 — y, ist stetig in allen vier
Variablen auf ganz IR4;

(ii) g—gf(x,y,y’,y”) = —1 ist stetig auf R*;
(i) 2L f(z,y,v,y") = 1 ist stetig auf R*;
oy’ YUY g ;

(iv) %f(x,y,y’,y”) = 1 ist stetig auf R*.

Damit ist jedes AWP zu dieser Dgl eindeutig lsbar.

Beh.
Die Menge

H = {ya,b,c D Yabe(r) =ae® +be”" +csinhz, x € R, a,b,ce R geeignet}

ist nicht die allgemeine Losung der Dgl.

Beweis

Man sieht unmittelbar, dafl jedes Element y von H eine Losung der Dgl ist. Die
Frage ist, ob durch geeignete Wahl der drei Parameter a, b, ¢ jede Anfangsbe-
dingung erfiillt werden kann.

Sei also (¢,m0,m1,72) € R, dann folgt:

a-e8 4+ be™¢ + ¢-sinhé = 1
a-e& —be ¢ + c-coshé = 1
a-€8 4+ be ¢ + ¢-sinhé = o
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gilt genau dann, wenn dieses lineare Gleichungssystem eine eindeutig bestimmte
Losung besitzt. Das ist jedoch nicht der Fall, da die Koeffizientendeterminante
zwei identische Zeilen besitzt:

et e”¢ sinh¢
det [ e —e ¢ coshé] =0
et e”¢ sinh¢

Die linken Seiten der ersten und dritten Gleichung des linearen Gleichungssy-
stems sind identisch. Mit den jeweils rechten Seiten besteht also genau dann
Gleichheit, wenn 1y = 7o gilt. Diese Anfangswertprobleme sind 16sbar — aller-
dings nicht eindeutig — andere sind nicht 16sbar.

Bemerkung

Wenn die Voraussetzungen von Satz 8.1 dahingehend abgeschwicht werden,
dal man von der rechten Seite f nur die Stetigkeit verlangt, also nicht mehr
unbedingt zusétzlich noch die Stetigkeit der partiellen Ableitungen nach den
Variablen y®), dann 1#8t sich zumindest noch die Existenz einer Losung des
AWP garantieren, allerdings nicht mehr notwendig die Eindeutigkeit. Das ist
der Inhalt des Existenzsatzes von Peano.

8.1.7 Randwertproblem

Ein Anfangswertproblem (AWP) besteht darin, eine Differentialgleichung zu
l6sen und aus der Menge der Losungen diejenige auszusondern, welche an einem
Punkt — dem Anfangspunkt — einen vorgeschriebenen Funktionswert (und ggfs.
vorgeschriebene Ableitungen) aufweist.

Ein Randwertproblem (RWP) demgegeniiber besteht darin, eine Differential-
gleichung zu 16sen und aus der Menge der Losungen diejenigen auszusondern,
welche zusétzliche Bedingungen erfiillen, die aber nicht nur an einer einzigen
Stelle, sondern an zwei Stellen a und b gestellt werden. Gesucht sind dann eine
oder mehrere Losungen, die im ganzen Intervall [a, b] definiert sind.

Ein AWP ist ein lokales Problem und besitzt bei hinreichend gutartiger rechter
Seite nach Satz 8.1 stets genau eine lokale Losung. Ein RWP dagegen ist ein
globales Problem, und es koénnen schon in sehr einfachen Fillen Beispiele von
Unlosbarkeit oder Nicht-Eindeutigkeit auftreten.

Beispiel 8.19

Gesucht sind Losungen der Differentialgleichung
v +y =0 (SL‘E[O,T(‘]),

die den folgenden Randbedingungen geniigen:

i yO0 =1, Y@ =0
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Die allgemeine Losung der Dgl lautet

¢(zr) = a-cosx + b-sinz (z €[0,7]).

Fiir die drei Falle erhélt man dann jeweils die folgenden speziellen Lésungen:

(i) a=1Ab=0 : ¢(z) = cosz
(i) a=1ANa=0 4
(iii) a=0 A beR : ¢(x) = b-sinzx

Im ersten Fall ist die Losung eindeutig bestimmt, im zweiten Fall gibt es kei-
ne Losung, und im dritten Fall gibt es unendlich viele Losungen. Der dritte
Fall beschreibt den Fall der (sich gem#f der Dgl v + y = 0 vollziehenden)
Schwingungen einer bei 0 und bei 7 eingespannten Saite.

8.2 Spezielle Differentialgleichungen erster Ordnung

In diesem Abschnitt werden einige spezielle Typen von Gewohnlichen Differen-
tialgleichungen erster Ordnung untersucht, zu denen eine Losungstheorie exi-
stiert. Oft lassen sich die hier betrachteten Dgln vollstéindig 16sen, manchmal
kann man nur unter zusétzlichen Voraussetzungen Aussagen iiber die Losungs-
gesamtheit erhalten; so etwa bei der Riccati-Differentialgleichung oder bei man-
chen exakten Differentialgleichungen.

In vielen Féllen wird die Losungstheorie nicht in voller Allgemeinheit darge-
stellt, sondern es wird an Hand von ausgesuchten Beispielen gezeigt, wie man
zu einer Losung der entsprechenden Dgl gelangt.
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8.2.1 Differentialgleichungen mit separierbaren Variablen

Definition 8.7

Seien Z und J Intervalle und f € C(Z),g € C(J). Eine Differentialgleichung
mit separierbaren Variablen ist eine Dgl der Form

y = f(z)-g9(y) ((z,9) €T x T).

y = fl@) gy ((z,y) €T x )
y(§) = U] ((¢,m) € T x T geeignet)
Bemerkung

Eine Dgl mit separierbaren Variablen ist also eine explizite Dgl erster Ordnung,
bei der die rechte Seite, eine Funktion zweier Variablen, sich schreiben lét als
ein Produkt von zwe: Funktionen von je einer Variablen.

Der Name dieser Dgl liefert einen Hinweis darauf, wie sie gelost wird:

(i) Sei yo € J mit g(yo) = 0, also yp eine Nullstelle von g. Dann ist die
konstante Funktion

o(x) == yo (x €T)
eine Losung der Dgl, wie man durch Einsetzen unmittelbar ablesen kann.

(ii) Sei y(-) eine Losung der Dgl mit separablen Variablen und sei g(y) # 0 fiir
alle y € J. Dann kann man fiir alle z € D(y(+)) durch g(y(x)) dividieren
und erhélt

Y@ V@
o) T /g(y@c))d J swas

und mit Hilfe der Substitutionsregel folgt

/
/dt = /y(ac)dx = /f(x)dm
g(t) t=y(x) g(y(x))
Diese Integrationen miissen — wenn moglich — ausgefiithrt werden, und

danach mufl die entstehende Gleichung nach y aufgelost werden, wenn
man die Losung in expliziter Form haben mochte.

Beispiel 8.20

y -sinz = y-cosx (z,y,y) € R?)
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(i) Die konstante Funktion
o(x) == 0 (x € R)
ist eine Losung der Dgl.

(ii) Sei y # 0. Fiir x € R mit sinz # 0 ist eine Trennung der Variablen

moglich, und man erhilt
_ /y'(x) de — /c?sxdm’
ty(z) y(x) sin z

y'(z)  cosx /dt

y(z)  sinz ’ t
Inly(x)] = In|sinz| + C (etwa z € (0, 7))
y(l‘) _ eln|sin:p\+C
= D -sinx (z € (0,m))

mit D :=e¢ > 0.

(iii) Da y = 0 nach (i) ebenfalls eine Losung ist, 148t sich D > 0 wéhlen, und
da y(x) :== =D -sinzx (z € (0,7),D > 0 geeignet) auch eine Losung ist,
ist in

¢(x) := D-sinzx (x € R,D € R geeignet)
die allgemeine Losung gefunden.
Die zu Anfang von (ii) gemachten Annahmen y # 0 und sinz # 0 wa-
ren, wie jetzt zu sehen, nur technischer Natur und fiir den Losungsweg
der Trennung der Variablen erforderlich gewesen. Die allgemeine Losung
erfordert das nicht, sie ist fiir alle x € R definiert.

Beispiel 8.21

Man 16se die beiden Anfangswertprobleme

/ 1""92

é-y-y = 112 (z>0,(y,y/) € R?)
(a) y(1) = 1 bzw.
(b) (1) = 3.

(i) Die Differentialgleichung ist eine explizite Dgl mit separierbaren Variablen:

: v 14y :
= JY) = —— - ———— >0,y >0,y € R),
yo= ey = e (z>0,y>0,y €R)
wobei in dieser Schreibweise zusétzlich y > 0 vorausgesetzt werden muf.

Es existieren jeweils Umgebungen U, und Uy des Punktes (£ = 1,7 = 1)
bzw. (¢ = 1,7 = 3), in denen die Voraussetzungen des Existenz- und
Eindeutigkeitssatzes (Satz 8.1) erfiillt sind (Beweis?). Daher besitzen bei-
de Anfangswertprobleme jeweils eine lokal eindeutig bestimmte Losung.
Diese 148t sich technisch wieder durch eine Separation der Variablen und
anschlieende Integration beider Seiten gewinnen.
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(i)

(iii)

a(2)

Konstante Funktionen sind diesmal keine Losungen, da die rechte Seite
keine Nullstelle in y besitzt.

Eine Trennung der Variablen liefert

y() -y'(z) _

= >0
1+ y(z)? 1+ 22 (z>0),

und man erhélt mit anschlieBender Integration unter Berticksichtigung der

Substitutionsregel
1 2t 1 2 1 2
/ = /y(x)y/(x)dx:/ T de
2) 1+1¢2 2 ) 1+y(x)? 2) 1+ a2

51n[1+y(au)] = 51n(1+x)+ 5C

t=y(z)

1+y@)? = - (1+2%) = D(1+2?)

mit D := e > 0. Eine explizite Auflosung nach y(x) liefert das Ergebnis,
wieder ¢ genannt,

p(z) = /—1+ D(1+ z2).

Diese Funktion ist natiirlich nur dort definiert, wo der Radikand nichtne-
gativ ist.

Jetzt werden die Anfangsbedingungen angepafit, um die Konstante D in
beiden Fillen explizit zu bestimmen.

(a) ¢(1)=1: 1=¢(1)=\/—1+D(1+1) <« D=1,

und man erhilt die eindeutig bestimmte Lésung (Abb. 8.13)
ba(z) = -1+ (1+22) = 2 (z > 0).

(b) ¢(1) =3  3=¢(1)=+/—1+D(1+1) < D=5,

und man erhélt die eindeutig bestimmte Losung (Abb. 8.14)

op(z) = /1451 +2%) = V4+ 5z? (x> 0).

44

21

—F——F—
1 2 3 4

Abbildung 8.13: Abbildung 8.14:
Losung  ¢q(z) =z (x > 0) Losung  ¢p(x) = V4 + 522 (z > 0)
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Aufgabe

Warum sind die Funktionen
be(z) == —/-1+(1+22) = —x (x > 0)
bzw.

da(x) = —/—1+5(1+22) = —+\/4+ 522 (x > 0)

keine Losungen?

8.2.1.1 Differentialgleichung der Form ¢’ = f(z)

Diese Differentialgleichung ist ein Spezialfall der separablen Dgl ¢/ = f(z)-g(z)
fiir ¢ = 1. Das Richtungsfeld ist unabhéngig von y, s. Abb. 8.15.

v Y
0 —
0 —
0 —

;

/

L : -
¢ oz
Abbildung 8.15: Richtungsfeld der Differentialgleichung vy’ = f(z)

Das legt die Vermutung nahe, dafl man aus einer speziellen Losung die iibrigen
durch Parallelverschieben in y-Richtung gewinnen kann. Die Analysis bestétigt
diese Vermutung, denn fiir festes £ € 7 gilt nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung, dafl

F(z) := /f(t)dt (x€1)
3

eine Losung der Dgl ist und man alle Lésungen in der Form
¢(x;C) = F(x)+C (x €T)

erhalt.

Die Grundaufgabe der Integralrechnung, ndmlich das Auffinden einer Stamm-
funktion, besteht in der expliziten Losung dieser Differentialgleichung!
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8.2.1.2 Autonome Differentialgleichung

/

Yy = g(y)

Diese Differentialgleichung ist ein weiterer Spezialfall der separablen Dgl,
diesmal fiir f = 1. Das Richtungsfeld ist von derselben Art wie das im letzten
Abschnitt, nur sind die Rollen von x und y vertauscht, s. Abb. 8.16.

> X

Abbildung 8.16: Richtungsfeld der autonomen Differentialgleichung y' = ¢g(y)
Beh.

Ist ¢ eine Losung einer autonomen Dgl, so auch 1, definiert durch

P(r) = ¢z + C) (x € Z,C € R geeignet).

Beweis
P'(x) = (e +C) = g[olz+C)] = g[y(a)] (x €I)

Losungen sind also translationsinvariant unter Translation der unabhéngigen
Variablen. Ist die unabhéngige Variable die Zeit ¢, so sieht man, dafl die Lésun-
gen ,eigenen Gesetzen“ gehorchen; daher der Name autonome Differentialglei-
chung.

Beispiel 8.22

Seia € R.
y = g(y) = ay (<$7y7y/> G]RB)

(i) y = 0 ist eine Losung der Dgl.

() y#£0 — [4| 0 = [45de = [ada

Inly(x)] = ar+C
ly(z)] = e“F® = D.ew (x € R)
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mit D :=e® > 0.

Damit ist D auf positive Werte beschréinkt. Laf3t man auch negative Werte
zu, so lautet die allgemeine Losung

¢(x;D) = D-e™ (x € R, D # 0 geeignet).

(iii) (i) und (ii) zusammen liefern die allgemeine Losung in der Form

¢(x;D) = D-e™ (x € R,D € R geeignet).

Beispiel 8.23

Beim freien Fall eines Korpers der Masse m ist der Luftwiderstand bei gerin-
ger Geschwindigkeit dieser selbst proportional, bei hoheren Geschwindigkeiten
dem Quadrat der Geschwindigkeit und bei sehr grofien Geschwindigkeiten ei-
ner hoheren als der zweiten Potenz. Hier soll die Differentialgleichung des freien
Falles mit Luftwiderstand unter der Annahme eines quadratischen Widerstands-
gesetzes aufgestellt werden.

Das Newton’sche Grundgesetz der Dynamik lautet
F(t) = mi(t) = mo(t) (t >0).

Die beschleunigende Kraft F' setzt sich zusammen aus der gleichgerichteten
Gravitationskraft Fg und der entgegengesetzt gerichteten Kraft Fy, des Luftwi-
derstandes:

F = Fg + Fi,

wobei Fg = mg und F}, = — cv? sind (¢: Proportionalititsfaktor). Also erhélt
man die Differentialgleichung erster Ordnung fiir die unbekannte Geschwindig-
keit v zu:

mi(t) = mg — cv? (t>0)
bzw. m m

Es soll die Losung dieser Dgl fiir die Anfangsbedingung v(t = 0) = 0 bestimmt,
also ein Anfangswertproblem (AWP) gelost werden.

Losung des AWP
Diese Dgl ist vom Typ ,,Dgl mit separierbaren Variablen*. Explizite Form:

v o= g — 2
m
(i) Die konstante Funktion
vp = o(t) = % (t e R)

ist eine Losung der Dgl (,Nullstellen der rechten Seite®).
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(ii) Sei nun ¢ > 0 mit v(t) # /™. Dann folgt mit einer Trennung der Varia-

blen:
i
g — So(®)?

Integration mit der Substitutionsregel und Partialbruchzerlegung — unter
Auslassung der weiteren Substitution x := /- Cu —:

/g —Ug)(t)"’dt N /9 —duf 2

(¢
m

u:v

2\1/§/(\/§+\/§u N \/27)

= Sy (w[va+ [ u0] - m[va- 2 tﬂ)

ml VIV o)
c2 g /5 u(d)

“qz t)|<1} \/martan {\/ng }

= /t:t+C (t>0).

Die Anfangsbedingung v(0) = 0 liefert die Integrationskonstante C' = 0.
Damit erhélt man die Losung

o(t) = ﬁta h(ﬁt) (t>0)

bzw. mit der Abkiirzung k := \/E :

m*

kt _ —kt _ a2kt
’U(t) = @ ¢ 76 = @ 1 € (t Z 0)
c ekt ekt c 14e 2k

Man erkennt, dafl v sich nach langer Zeit der stationdren Endgeschwin-
digkeit
vgp = limv(t) = g

t—o0 C

nihert, s. Abb. 8.17.

8.2.2 Substitutionen

In diesem Abschnitt werden einige Differentialgleichungen behandelt, welche
sich auf Dgln mit separierbaren Variablen zuriickfiihren lassen.
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y
/m
VE = Tg ““““““““““““““““““““““““““

-1

Abbildung 8.17: Freier Fall mit quadratisch ansteigendem Luftwiderstand

8.2.2.1 Substitution eines linearen Terms
Seien a, b, c € R. Man betrachte die Differentialgleichung
vy = flax+by+c)

fiir z eines geeigneten Intervalles J. f sei stetig in einem Intervall Z, und es sei
b # 0. Sei dann u definiert durch

u(z) == azx+by(r)+c (x e J)
(1.) Ist y(-) eine Losung der Dgl, so gilt fiir u:
v = a+by = a+b-f(u),

d.h. mit Hilfe der oben definierten Substitution ist die Dgl fiir y auf eine
autonome Dgl fiir u zuriickgefiihrt.

(2.) Ist umgekehrt u(-) eine Losung der transformierten Dgl, so ist y(-) eine
Losung der urspriinglichen Dgl, wenn man y(-) wie folgt definiert:

[u(z) — az — ] (x e J)

|

y(z) =

Beweis

Rechnen!

Beispiel 8.24
y = (t+y?® = flz+y)

Hier sind a = b =1,¢ =0, also u(z) := x + y(z). Somit folgt:

W= 14y = 1+4® = 1+ f(u),
arctanu(x) = z+C
T T
u(z) = tan(zx+ C) (—5 <z+C< 5)
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Aufgrund von f(u) > 0 (u € R) hat die rechte Seite der autonomen Dgl
u' = 1+ f(u)

keine Nullstellen, und durch den oben beschriebenen Losungsweg hat man alle
Losungen erhalten. Die Losungen der urspriinglichen Gleichung lauten

y(z) =

— =

[u(z) —1-2—0] = tan(z+C) — (—g<:r—|—0<g>.

8.2.2.2 Gleichgradige Differentialgleichung

Seien Z ein Intervall und f € C(Z). Die Differentialgleichung

0

heift gleichgradige Differentialgleichung, Ahnlichkeitsdifferentialgleichung oder
homogene Differentialgleichung. Der Begriff ,homogene Dgl“ ist allerdings
schon besetzt (s. Abschnitt ,, Lineare Dgl“), daher soll dieser Begriff hier, obwohl
durchaus {iiblich, nicht verwendet werden.

Auch diese Dgl kann durch eine Substitution gelost werden. Die Substitution

wz) = L (z #0)

fiihrt wegen
v = flu) = (2u) = u+au

auf die folgende Dgl mit separierbaren Variablen

Beispiel 8.25
@+ -y = a-y

(i) y = 0 ist eine Losung der Dgl auf ganz R.

(ii) Sei nun y # 0. In Bereichen mit = # 0 folgt

y/ _ Yy _ %
2?2+t 14

Mit u(z) := ¥@) erhilt man die Dgl

X
PR S Y
oz \14u? o 14+
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Aufgrund von y # 0 ist im betrachteten Bereich auch u # 0, und man erhélt

1+ u? 11 1
+3U .u/ — <3+> u/ S
u uw o x
Daraus folgt durch Integration
1 1, 11 dx
—t+— dr = —+ -] dt = — | —
[ G + i) s = [ (5+3) e v
also 1
 Su@)? + Inju(z)] = —In|z|+C.
Setzt man hier wieder u(x) = @ ein, so folgt
@’ y(@)
- 1Y CASSZA C
e + [ = -mle
d.h.
a? 2 2
nfy(z)] = C + ;20 = 2y(@)*(Iny(@)| - O).

2y(x)

Die Losung erscheint hier in impliziter Form. Beim Ubergang zu einer expliziten
Form muf} man sich noch den entsprechenden Definitionsbereich iiberlegen.

8.2.2.3 Weitere Substitutionen

Als einziges Beispiel werde auf eine Differentialgleichung der Form
, axr + by + ¢
y o= (e
az + By +7

hingewiesen.

b
&

besprochenen Typen (bei welchem?)

(i) Ist die Determinante = 0, so landet man bei einem der bereits

(ii) Ist die Determinante

b # 0, so hat das lineare Gleichungssystem
B

ar +by+c = 0
ar+pBy+v = 0

genau eine Losung (xo,y0). In einem neuen Koordinatensystem mit
dem Nullpunkt (xg,yo) erhélt man dann eine gleichgradige Differential-
gleichung.

Bemerkung

Bei den angegebenen oder durchzufithrenden Transformationen &ndern sich i.a.
die Definitionsbereiche der involvierten Funktionen. Die entsprechend anzustel-
lenden Betrachtungen miissen dann in konkreten Féllen genau untersucht wer-
den.
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8.2.3 Lineare Differentialgleichung

Seien Z C R ein Intervall und a,s € C°(Z). Dann heiBen die Differentialglei-
chungen

y +a(x)y = 0 (8.9)
v +alx)y = s(x) ((z,y,¥) €T xR xR) (8.10)

homogene bzw. inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Die
Funktion s nennt man auch Stérglied.

,Linear bedeutet, dafl sowohl die gesuchte Funktion y(-) als auch ihre erste
Ableitung ¢/(+) nur in der ersten Potenz auftreten; die Begriffe ,homogen* und
»inhomogen* beziehen sich auf die rechte Seite.

Aufgrund des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes (Satz 8.1) hat jedes zu einer
linearen Dgl gehérende AWP genau eine Losung.

—  Man priife die Voraussetzungen von Satz 8.1 fiir lineare Dgln nach!

Die Losungen einer linearen Differentialgleichung verhalten sich wie die Losun-
gen eines linearen Gleichungssystems:

Satz 8.3

Sei Yy die Menge aller Losungen der homogenen linearen Dgl (8.9), und sei y,
eine (spezielle) Losung der inhomogenen linearen Dgl (8.10). Dann ist

Vo == {y: Yy=yn~+Yp, yn € Yy geeignet}

die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Dgl (8.10).

Beweis

(a) ya C yallg:
Jedes Element aus ), ist eine Losung der inhomogenen Gleichung (8.10),
also ist Y, enthalten in der allgemeinen Losung von (8.10) (dabei handelt
es sich um eine Menge, s. Definition 8.4).

(b) yallg C ya3
Sei y; eine Losung der inhomogenen Gleichung, also ein Element der allge-
meinen Losung von (8.10). Dann ist (y; — yp) eine Losung der homogenen
Gleichung (8.9) (warum?). Nun ist

y1 = (y1—yp) + Yp,
also y1 € V,.

Im folgenden werden daher — wie bei linearen Gleichungssystemen auch — die
allgemeine Losung der homogenen Gleichung (8.9) und eine spezielle Losung
der inhomogenen Gleichung (8.10) bendtigt.
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8.2.3.1 Homogene lineare Differentialgleichung

(8.9) ist gleichzeitig eine Dgl mit separierbaren Variablen, 148t sich also mit den
Methoden aus Abschnitt 8.2.1 16sen.
(i) Die Funktion y = 0 ist eine Losung von (8.9).
(ii) Ist y # 0 und y eine Losung von (8.9), so hat y in Z keine Nullstelle, denn:
seien im Widerspruch dazu y eine Losung von (8.9) und £ € Z
mit y(§) = 0. Dann ist y eine Losung des AWP
y +al@)y = 0 ((z,9,9") €T xR xR)
y(§) = 0

Dieses AWP ist im Intervall Z eindeutig losbar, und die Null-
funktion y = 0 ist eine Losung. %

(iii) Sei y # 0, dann folgt aus (8.9) durch Trennung der Variablen und an-
schlieflende Integration, wieder unter Beachtung der Substitutionsregel:

~

<

= —a(x) , In|y(z)| = —/a(m) dr + (1,

R
C.e- al@)de (x e, C =+ £0)

SR
I

y(
Wird in dieser Formel abschliefend auch C' = 0 zugelassen, so a3t sich
der hier separat betrachtete Fall (i) inkorporieren, und man erhélt
Satz 8.4

(i) Sei A eine Stammfunktion von a im Intervall Z, also A'(z) = a(z) (z € 7).
Dann gilt

y(+) ist (maximal fortgesetzte) Losung von (8.9)
<~
ylx) = C- e AW (r €Z, C € R geeignet)

(ii) Seien & € Z,n € R. Dann gilt
y(-) ist (maximal fortgesetzte) Losung des AWP

Yy +a(x)y = 0
y(§) = n

y(z) = n-e ¢ (xel)
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Beweis
=" Jeweils Einsetzen und Rechnen.
=

(i) Ist y(-) eine Losung von (8.9), so erfiillt die Funktion z, definiert durch

2(z) = y(x) e (z € D(y))
die Beziehung
Z(x) =0 (zeD(y)), also z2(z) = C (z € D(y)).
(ii) Ist y eine Losung des AWP, so gilt
y(z) = C-e 4@ (x €1)

mit einem geeigneten C nach (i). Aus y(€) = n ergibt sich C' = 7 - e4(©),
somit dann

(@) = 5-edO-A@ — oo ¢ (v € T).

Beispiel 8.26

Y + 2xy
y(1) = 2

Die eindeutig bestimmte Losung dieses AWP ist gegeben durch

R
—  2tdt
= 2-e 1 = 2-e 1) e-e_Q,
T 2 2.¢ (1) = 2¢.¢7®

und sie ist in ganz R definiert.
Bemerkung

(i) Im besonders einfachen Fall eines linearen AWP mit konstanten Koeffi-
zienten,

y+ay =
y(€ = 1

lautet die Losung
$(a) = n-e @ = pett. e,

sie ist in ganz R definiert.
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(if)

(iii)

Zur Losung einer linearen Dgl der Ordnung n mit konstanten Koeffizi-
enten wird spéter der sog. Exponentialansatz verwendet; hier, im Fall
n = 1, ist er trivial und fiihrt auf eine algebraische Gleichung erster
Ordnung (charakteristische Gleichung):

Ansatz: y(z) = M

Eingesetzt in die Dgl erhélt man eine Bestimmungsgleichung fiir A:

Y4+ay = A+a)-e® = 0 (x €T :=R)

—_— A = —a.

(Fir Kenner und Genieler der Linearen Algebra)

Durch

T: ¢z — (1)
y — Y +a(z)y

ist eine lineare Abbildung definiert. Es gilt dann:

y(-) ist Losung von (8.9) = y € N(T).
Wie eben bewiesen, ist dim N(T") = 1, N(T') wird also durch ein von Null
verschiedenes Element aufgespannt, etwa durch

R
e—A(ax) — e~ a(:v)da:'

Es gilt dann:

Menge der Losungen von (8.9)
= N(T)
= {y: yeC'@, Vy()=C- 40}

CeR

8.2.3.2 Inhomogene lineare Differentialgleichung

Nach Satz 8.3 benotigt man fiir die allgemeine Losung der inhomogenen linearen
Differentialgleichung die allgemeine Losung der homogenen Gleichung und eine
(spezielle) Losung der inhomogenen Gleichung. Moglichkeiten, eine solche zu
finden, sollen in diesem Abschnitt untersucht werden.
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Variation der Konstanten Diese Methode besteht darin, in der allgemeinen
Losung der homogenen Gleichung (8.9),

y(x) = C-e 4 (z € 1),

die Konstante C' durch eine Funktion C(-) zu ersetzen und notwendige Bedin-
gungen dafiir aufzustellen, dafl

yp(z) = C(x)- e~ 4@ , Az) = /a(t) dt (x €1).

Setzt man diesen Ansatz in die inhomogene Dgl (8.10) ein, so erhélt man

(T(yp)) () = y,+alz)y,
= [c’(.r) — O(z) - a(z) + a(z) - C’(m)] e~ A@)
= ('(x)-e 4@ (x €1),

es ist also (T(yp))(z) = s(x) genau dann, wenn C'(z) = s(z) - e®) ist, d.h.
wenn fiir C(-) gilt:

Clz) = / s(t) A gy (z € T).
'3

Man erhélt somit den folgenden

Satz 8.5
Seien a,s € C(Z), € € Z, n € R. Dann hat das Anfangswertproblem

T(y) = ¢ +alzx)y = s(x) (z€I)
y(§) = n

die eindeutig bestimmte Losung
p(x) = e A@). {77 + / s(t)et® dt], (8.11)

und diese existiert in ganz 7.
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Beweis

Die Existenz wurde in den Ausfithrungen vor diesem Satz bewiesen, und die
Eindeutigkeit ergibt sich sowohl aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz (Satz
8.1) als auch aus Teil (iii) der Bemerkung im Anschlufi an das folgende Beispiel.

Bemerkung

Im Hinblick auf die Verallgemeinerung der Methode der Variation der Konstan-
ten auf den Fall n > 1 wird die spezielle Losung y,, der inhomogenen Gleichung
noch etwas anders geschrieben.

uy(z) = e 4@ (x€1)

ist ein sog. Fundamentalsystem der homogenen Gleichung. Darunter versteht
man eine Basis des Losungsraumes, hier also eine einelementige Basis. Damit
folgt aus (8.11) im Falle n = 0 die Darstellung

yp(z) = ui(z)- / ) (z € T). (8.12)

ul(t)
£

Beispiel 8.27

y +2zy =
y(1) = 2

Die zugehorige homogene Gleichung wurde im letzten Abschnitt gelost (Beispiel
8.26), es ergab sich

yn(z) = Cre™™.

Die spezielle Losung zum Anfangswert n = 0 lautet dann nach (8.11)

i) = [s0- 0 a = [
£ 1
— —5(;2 1 t2 z . 1 1 1_x2
_ . [Qe L - 1L,

¢(x) = yp(z) + yn(z)

e-e (x >1)
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Bemerkung

(i)

y1 und yo seien zwei Losungen der inhomogenen Gleichung (8.10), es gelte
also

T(y1) = T(y2) = s

Dann ist deren Differenz z := y; —ys eine Losung der homogenen Gleichung
(8.9):
T(z) = T(yr—y2) = T(y) —T(y2) = 0,

also

T(y1)) = T(z) + T(y2)

Somit lassen sich alle Losungen der inhomogenen Gleichung als Summe
einer Losung der homogenen Gleichung und einer speziellen Losung ¥, der
inhomogenen Gleichung darstellen:

y(@) = yn(z) + yp(z) (z €1).

In der Sprache der Linearen Algebra:

Sei yp(-) eine Losung der inhomogenen Gleichung, also T'(y,) = s. Dann
gilt:

Lyg(T,s) = A{y(): T(y) = s}
= {yp+uyn: yn € N(T) geeignet}
=y, + N(T)

Veranschaulicht man sich T als Abbildung von V2 nach V2 mit rgT = 1,
so ist der Nullraum von 7T ein eindimensionaler Untervektorraum, also
eine Gerade durch den Ursprung. Die Losungsgesamtheit der inhomogenen
Gleichung wird durch eine dazu parallele Gerade veranschaulicht, s. Abb.
8.18.

Lg(T,s)

Lg(T,0)=N(T)
Yn

Yp Yh

Abbildung 8.18: Zur Losungsgesamtheit einer inhomogenen linearen
Differentialgleichung
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(iii) Auch aus Teil (i) dieser Bemerkung 148t sich die Eindeutigkeit der Losung

herleiten. Man wihle dazu die spezielle Losung

T

/s(t) o (x€1)

3

Yp(x) =

der inhomogenen Gleichung, also diejenige Losung mit y,(§) = 0. Dann
erhélt man sdmtliche (anderen) Losungen der inhomogenen Gleichung

durch
y(z) = yp(z) + C-e 4@ (x € Z,C € R geeignet).
Aus dieser Menge von Losungen bestimmt man sich dann durch Wahl von

C die eindeutig bestimmte Losung des AWP:

€) = yp6) + C- MO = 0.0 Ly
C = .40

Beispiel 8.28
Betrachtet wird die Differentialgleichung des Stromes fiir eine Serienschaltung
aus Ohm’schem - und induktivem Widerstand (Beispiel 8.11, Abb. 8.19),

di

in zwei Fallen:

Abbildung 8.19: Elektrische Reihenschaltung mit einem RL-Glied

0 t<0

i

(a) Einschaltvorgang: u(t) = { w(t) =Uy . £>0°
Die Dgl nimmt dann die folgende Form an:

di R U

= = 28

I L’
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und die Losung durch den Punkt (0,7) erhélt man mit der Formel (8.11)

zZu
[ U
0 = b o [t
0
= %)-F(T]—Ué])e]gt (t > 0).

Ist zur Zeit ¢ = 0 auch i(0) = n = 0 (Einschaltvorgang), so lautet die

Losung
i(t) = ?(1—e ft) (t > 0)
und wird durch Abb. 8.20 reprisentiert.
i(t)
ot
R

-t

Abbildung 8.20: Stromflufl durch eine Spule (Einschaltvorgang)
(b) Elektromotorische Kraft: w(t) :=0 (¢t <0), wu(t):=u-sinwt (t > 0):
Im Falle einer elektromotorischen Kraft
u(t) := 4 -sinwt (t>0)

kann man die Losung geméfl Formel (8.11) genauso hinschreiben, lediglich
die Auswertung des Integrals ist dann aufwendiger (partielle Integration):

t

i(t) = e It <n+/z-sinwr‘eLR’" dr)
_Ry uwL U Rsinwt — wL coswt
= e L {nt+—3 5| + .
R? + (wL) R2 + (wL)? R? + (wL)?

Der erste Sumand 16st die homogene -, der zweite die inhomogene Glei-
chung. Aufgrund von

<wa> " <R°1L@L>> -
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™

5) mit der Eigenschaft

R wlL

COSPp = — e : sing = ———ou.
R? + (wl) R? + (wl)

existiert ein eindeutig bestimmtes ¢ € (0,

Setzt man das in die Losung ein, so 148t sich diese auch umschreiben zu

i(t) = e§t< —i—M) + v sin(wt — ¢)
- TR (W) R+ (L)’ v

~ ~

Ry u

= + — -sin e L' 4+ — sin(wt — ).
@ R+ (WL)? ¢> R ore i)

Es ergibt sich die Superposition einer abklingenden Funktion — diese heif3t
auch fliichtiger Anteil — mit einer harmonischen Schwingung (stationérer
Anteil), s. Abb. 8.21.

i(t)

S B N W &K 0 O

L
VAT

o 2 4 ;6

Abbildung 8.21: Superposition des fliichtigen - und des stationdren Anteils

Nach dem exponentiellen Abklingen des Einschaltvorganges schwingt der
Strom mit derselben Frequenz wie die angelegte elektromotorische Kraft,
phasenverschoben um

< sin ¢ > (wL)
¢ = arctan = arctan| — J.
COS R

Storgliedansatz Zur Bestimmung einer partikuldren Losung einer inhomo-
genen linearen Differentialgleichung gibt es ein Verfahren, das in vielen Féllen
weniger Aufwand erfordert als das im letzten Abschnitt behandelte Verfahren
der Variation der Konstanten. Bei gewissen Storfunktionen (Inhomogenitét)
1Bt sich eine partikuldre Losung mit Hilfe eines konstruktiven Ansatzes und
nachfolgendem Koeffizientenvergleich ermitteln. Dadurch vermeidet man die bei
der Variation der Konstanten durchzufiihrende Integration. Das hier zu bespre-
chende Verfahren funktioniert allerdings so gut wie ausschlielich im Fall von
linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Solche Differentialgleichungen, also lineare Differentialgleichungen mit konstan-
ten Koeflizienten treten in den Anwendungen héufig auf. Nur diese sind auch
Gegenstand der im néchsten Kapitel zu besprechenden Laplace-Transformation.
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Beispiel 8.29
y =3y = 6 ((z,y,4') € R%)

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist

yn(z) = C - (z € R).

Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung kann man bei diesem einfa-
chen Beispiel sogar raten:

yp(z) = =2 (x € R, a,b € R geeignet).

Dieses Raten soll nun zu einem konstruktiven Ansatz ausgebaut werden. Es
fiihrte hier deshalb zum Ziel, weil man eine spezielle Losung mit einem Ansatz
in der Form des Storgliedes sucht: y,(x) := a mit einer noch zu bestimmenden
Konstante a. Setzt man diesen Ansatz in die Dgl ein, so ergibt sich a = —2.

Beispiel 8.30

y —3y = 3x+5 (z,y,9) € R?)

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist wieder
yp(z) = C- e (xr € R),

und zum Auffinden einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung macht
man hier den Ansatz

yp(z) = ax +b (r € R, a,b € R geeignet),

also in Form eines Polynoms vom Grad 1, weil die Inhomogenitéit ebenfalls ein
Polynom vom Grad 1 ist.

Eingesetzt in die Dgl, erhilt man

yp(x) = 3yp(x) = a—3(ax+b) = —3ax+ (a— 3b) = 32+5
— a=-1 AN a-—3b=25,
3 — a—5 = —1—5 — —6,
— b = =2

Somit erhilt man eine partikuldre Losung zu

yp(z) = —(x+2) (z € R).

Beispiel 8.31

/ 2x

Yy —3y = e (z,y,y) € R?)
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Auch hier setzt man die spezielle Losung in der Form der rechten Seite an, also
yp(z) = a-e** (x € R, a € R geeignet).
Man erhélt durch Einsetzen in die Dgl
% - eX — 3qeX = ¢

— a = -1

Somit lautet die hier gefundene partikulidre Losung der inhomogenen Gleichung

yp(r) = —e** (r € R),
damit also die allgemeine Losung
o(x) = yn(z) +yp(x) = C-e** — &** (x € R).
Beispiel 8.32
y =3y = e ((z,9,9) € R?)

Setzt man hier die spezielle Losung in der Form der rechten Seite an, also

Yp(x) = a-e* (x € R, a € R geeignet),

so kommt man nicht weiter, da diese Funktion schon eine Lésung der homogenen
Gleichung ist. Infolgedessen mufl der Ansatz modifiziert werden, und lautet

korrekt:

yp(2) = a-z-e* (x € R, a € R geeignet).

Man erhélt durch Einsetzen in die Dgl

!
a- e 4+ 3azxe’® — 3axe’® = &

— a =1

Somit lautet die hier gefundene partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung

yp(z) = x-e> (x € R),
damit also die allgemeine Losung
o(x) = yn(z) +yp(x) = (C+2)-e** (x € R).
Beispiel 8.33
y —3y = 13sin2z (z,y,y") € R?)
Ansatz:
yp(x) = b-sin2x (x € R, b € R geeignet).
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Man erhélt durch Einsetzen in die Dgl

y; —3yp = 2bcos2x — 3bsin2x < 13sin 2z
— 2bcos2x — (13 4+ 3b)sin2z = 0 (x € R, b € R geeignet).

Die letzte Gleichung enthilt links eine Linearkombination von (linear un-
abhéngigen) cos- und sin-Funktionen, deren Koeffizienten miissen also alle ver-
schwinden. Dann ist sie aber fiir kein b € R erfiillbar, folglich muf} der Ansatz
zu Anfang schon inkorrekt gewesen sein.

Der Grund ist, dafl beim Ableiten aus sin cos und aus cos — sin wird, also sollte
der Ansatz korrekt lauten

yp(x) == a-cos2x+b-sin2z (x € R, a,b € R geeignet).

Geht man damit in die Dgl ein, so erhilt man

—2asin 2x + 2bcos 2x — 3a cos 2x — 3bsin 2x L 13 sin 2x
—  (=3a+2b)cos2x — (2a+ 3b+ 13)sin2z = 0 (r € R, a,b € R geeignet).

Die Losung des linearen Gleichungssystems

—3a+2b = 0
2a+3b = —13
lautet a = —2, b = —3, und damit eine Losung der inhomogenen Dgl
yp(z) = —2.cos2x — 3 -sin2x (x € R).

Welchen Ansatz nimmt man nun bei welcher Inhomogenitét? Dariiber gibt Ta-
belle 8.1 Auskunft.

Bemerkung

Dieser Ansatz funktioniert allerdings nur dann, wenn die Storfunktion selbst
nicht Losung der homogenen Gleichung ist. Wenn das der Fall ist, so miissen
die betreffenden Losungsansitze jeweils mit dem Faktor « multipliziert werden,
s. Beispiel 8.32.

Aufgabe

In welchen Situationen kann dieser Fall auftreten?

8.2.4 [Exakte Differentialgleichung - Euler’scher Multiplikator

Dieser Abschnitt erfordert einige Vorkenntnisse iiber Funktionen mehrerer Va-
riablen, insbesondere die Kenntnis partieller Ableitungen einer Funktion mehre-
rer Variablen, Kenntnis der mehrdimensionalen Kettenregel und einiger Begriffe
der mehrdimensionalen Integrationstheorie.
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Storfunktion

Ansatz
s(x) = pa(z) = 3 apa Yp(z) = rn(@) = 3 bpa®
k=0 k=0
s(z) =a-e*” yp(x) =b-e**

Yp(x) = by sin Bz + by cos B

$(2) = pu() - sin Bz
V

yp(x) = rp(x) - sin Bz + sp(x) - cos fx
s(z) = pp(z) - cos Pz

s(z) =a-e* -sin fx

Yp(x) = €27 [by sin Bz + by cos Bz
s(z) = a-e** - cos Sz

s(x) = ¢ [pn(a) - sin Bz + g (@) cos Bz | yp(x) = e [rn(z) - sin Bz + s, () - cos S

Tabelle 8.1: Ansatz zum Auffinden einer partikuldren Losung einer inhomogenen
Differentialgleichung erster Ordnung
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Definition 8.8

Seien G C R? ein Gebiet und f1, f2 € CO(Q). Die im Gebiet G erklirte Differen-
tialgleichung

filz,y) + fa(z,y)y = 0 (8.13)

heiflt exakt, wenn es zu (fi, f2) in G eine Funktion I € C!(G) gibt mit

DiF =fi , DyF=f dh VF = (:;1)
2

Ist (8.13) exakt, so heift jede Funktion F € C1(G) mit VF = (E) eine Stamm-
funktion der exakten Differentialgleichung. Zwei Stammfunktionen einer exak-
ten Dgl unterscheiden sich héchstens um eine additive Konstante.

Mit Hilfe der mehrdimensionalen Kettenregel erhélt man sehr einfach den fol-
genden Satz, welcher den Zusammenhang zwischen einer exakten Dgl, einer
ihrer Stammfunktionen und ihrer Losbarkeit bzw. ihren Losungen beschreibt.

Satz 8.6

Seien G C R? ein Gebiet, fi, fo € C°(G), und die Dgl (8.13) sei exakt. Seien F
eine zugehorige Stammfunktion und y(-) eine stetig differenzierbare Funktion,
deren Definitionsbereich ein Intervall ist und fiir die gilt:

(w,y(@)) € g (=€ D).

y(-) ist Losung der exakten Differentialgleichung (8.13)

= \/ /\ F(z,y(z)) = ¢

c€R  z€D(y)

Beweis

,— Ist y(-) eine Losung, so gilt

0 = filzy@) + fa(z,y@) v (x)
= DlF(x,y(x)) -1+ DgF(m,y(m)) ' (x)

= % F(m,y(as)) (93 € D(y)),

also ist F(m,y(x)) =c (ZE € D(y()), ceR geeignet).

L= Ist F(z,y(z)) = ¢ (z € D(y)), so folgt durch Differenzieren, da8 y(-)
eine Losung von (8.13) ist.
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Ist die Differentialgleichung (8.13) exakt und F' eine Stammfunktion der Dgl,
so erhélt man die Losungen von (8.13) in impliziter Form durch die Schar von
Kurven F(z,y) = constans (Isothermen, Isobaren, Aquipotentiallinien etc., je
nach Interpretation von F).

Ist (x0,y0) € G, so garantiert der Satz tiber implizite Funktionen die ,, Auflésbar-
keit* von

F(x,y) = ¢ = F(x0,Y)

nach y in einer geeigneten Umgebung von xg, falls DsF'(xg,yo) = f2(xo,y0) # 0
gilt. D.h. es existieren dann ein offenes Intervall Z mit xg € Z und eine Funktion
y(-) € CHZ) mit

F(z,y(z)) =c (z€) und y(xo) = yo-

Nach dem letzten Satz ist eine solche Funktion dann eine Losung des Anfangs-
wertproblems

fl(‘r?y) +f2(:l:ay) y/ =0 ) y(l'O) = Yo-

Beispiel 8.34
In G := R? wird die Differentialgleichung

z+y-y =0
untersucht. Mt~ F(z,y) := (22 + y?) ((z,y) € R?) st
DiF(z,y) =z, DyF(z,y) =y ((,y) € R?),

also ist die Differentialgleichung exakt und F' eine Stammfunktion. Die Losun-
gen erhélt man in impliziter Form durch

1
3 (332 + yz) =c (c € R geeignet).

Fiir ¢ < 0 gibt es offensichtlich keine Funktion y(-) mit einem Intervall als
Definitionsbereich, so da$§ (22 + y?) = c gilt.

Fiir ¢ > 0 erhélt man obere bzw. untere Halbkreisbogen um den Ursprung mit
dem Radius v/2¢ als Losungen.

Aufgabe

(i) Warum sind Vollkreise keine Losungen des letzten Beispiels?
(ii) Warum gehoren Punkte auf der z-Achse zu keiner Losung?

(iii) Man zeige, da8 auf Punkten der z-Achse die Voraussetzungen des oben
zitierten Satzes iiber implizite Funktionen, welcher die lokale Auflésbarkeit
der impliziten Funktion nach y in einer Umgebung von xy garantiert,
verletzt sind.
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Bemerkung

Die Exaktheit der Differentialgleichung (8.13), d.h. die Existenz einer Funktion
F € CYG) mit VF = (g) bedeutet in einer anderen Sprechweise, dafi das

Vektorfeld f = (E) ein Potentialfeld und F' ein Potential dieses Feldes ist.

Hinreichend dazu ist im Falle des einfachen Zusammenhanges von G und stetig
differenzierbarer Funktionen fi, fo die sog. Integrabilititsbedingung

D2f1(337y) = D1f2(1:7y) (<$7y> € g)’ (814)

eine Bedingung, deren Notwendigkeit im Falle F € C?(G) aus dem Satz von
Schwarz unmittelbar folgt:

D2f1($,y) = D2D1F($ay) = DngF(ﬂf,y) = D1f2($ay) ((.’E,y> Eg)

Aufgabe

Man zeige, dafl ye™ + ze™ 3y’ = 0 (x € R) eine exakte Differentialgleichung ist
und berechne die (maximal fortgesetzten) Losungen.

Ist eine Differentialgleichung vom Typ (8.13) nicht exakt, so besteht bisweilen
die Moglichkeit, sie durch Multiplizieren mit einer {iberall von Null verschiede-
nen Funktion zu einer exakten Dgl zu machen.

Definition 8.9

Seien G C R? ein Gebiet, fi, fo € C°(G) und u € C°(G). u heiBt integrierender
Faktor oder Euler’scher Multiplikator der Dgl  fi(z,y) + fa(z,y) v’ = 0, falls
gilt:

(i) p(z,y) # 0 ((z,y) € 9)
(il) p(z,y)fi(z,y) + p(z,y) fo(z,y) -y = 0 ist eine exakte Dgl.

Es ist offensichtlich, dafl die Losungsgesamtheit von fi(z,y) + fo(z,y) ¢y’ = 0
invariant bleibt, wenn man durch Multiplizieren der Differentialgleichung mit ei-
ner iiberall von Null verschiedenen Funktion y zu einer neuen Dgl iibergeht. Hat
man also einen integrierenden Faktor p und 16st dann die durch Multiplikation
mit p exakt gewordene Dgl, so hat man auch die Losungen der urspriinglichen.

Sind jetzt zusitzlich G einfach zusammenhiingend sowie f1, fo» € CY(G) und
w(z,y) #0 ((z,y) € G), so erhélt man aus der Integrabilititsbedingung (8.14)
die folgende hinreichende Bedingung fiir die Exaktheit der Dgl:

W ist ein integrierender Faktor

= uea) Rea) = ) ) (B0
<  Dip-fotp-Difs = Dop- fr+p-Dafr

<  Dip-fo—Dop-fi = w(Dafit — D1fa)

— D;N fa— D:H “fi = (Daf1 — D1f2)

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



242 KAPITEL 8. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Wollte man jetzt diese Aquivalenz verwenden, um einen Euler’schen Multipli-
kator zu finden, so miilite man eine partielle Differentialgleichung (die letzte
Gleichung oben) fiir p 16sen, was wohl mindestens so schwierig ist, wie gleich
nach Losungen der urspriinglichen gewdéhnlichen Differentialgleichung zu su-
chen.

Manchmal gelingt es jedoch, Multiplikatoren zu finden, die nur von x oder
nur von y abhéngen, und dann kann eine partikuldre Losung einer der beiden
gewdhnlichen Differentialgleichungen

Dj'u = Do(lnp) = (D1f2; D>f1) bzw.
1
Dip Di(lnp) = — (Dif2 — Daf1)
w f2

bestimmt werden, wenn auch die jeweils rechten Seiten nur von y bzw. nur von
x abhéngen.

Beispiel 8.35
Zu losen ist die Differentialgleichung

y+ 22%y —x)y = 0 (z,y,y") € R?).
Essind fi(z,y) =y, fa(z,y) = 22%y — 2, damit gilt

0 0
Dafily) = Arle) = 1 # day—1 = (ay) = Difalay)

also ist die vorgelegte Dgl nicht exakt.

Verwendet man nun (8.15), dann wird die rechte Seite eine nur noch von z
abhéngige Funktion:

dlnp 74 dry —1)—1 2
@ = P = G-l 2
dx 7 2z4y — x T
Inp(z) = —2mnz = — Inz? + C,
K
p(z) = 22
Somit ist )
px) = - (x < 0 oder z > 0)

ein integrierender Faktor. Die (nicht exakte) Dgl wird mit u(z) = x—g multipli-

ziert, und man erhélt die dann exakte Differentialgleichung
1
- (2y—*) y =0
x x

Fiir die Funktion F', definiert durch

Fz,y) = yQ—% ((z,y) € (0,00) x R)
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gilt:
oF oF 1
%(fﬂ,y) = % = fl(az,y) > Fy(%?/) = 23/_; = f2($ay)7

also lautet die allgemeine Losung ¢ der urspriinglichen Dgl in impliziter Form

o(z)

T

$(x)* — = C.

Bemerkung

Eine Differentialgleichung der Form (8.13) wird manchmal in der symmetrischen
Form

fi(z,y)dz + fo(z,y)dy = 0 (8.15)

geschrieben, und man nennt die linke Seite eine Differentialform ersten Gra-
des oder eine Pfaff’sche Form. Diese Schreibweise wird insbesondere in der
Thermodynamik angewandst.

8.3 Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

8.3.1 Definition und allgemeine Eigenschaften
FEine Differentialgleichung der Form

an(®) - Y™ + an_1(z) -y + 4 ai(@) -y +ao(z) -y = s(z) (8.16)
(z,y, 1., y™) € T x R

fiir die unbekannte Funktion y(-) nennt man eine lineare inhomogene Diffe-
rentialgleichung n-ter Ordnung. Dabei wird tiber die Koeffizientenfunktionen
ar(+) und die Inhomogenitét s(-) Stetigkeit in einem geeigneten Intervall Z C R
vorausgesetzt:

ao(+),...,an(),s(-) € C(7).

Mit Hilfe eines sog. linearen Differentialoperators 1483t sich die Schreibweise der
Dgl (8.16) technisch abkiirzen:
n n—1
L = an(:c)dd? + an,l(x)% +...+ al(:c)% + ap(x)
— L(y) = s bzw. (L(y))(z) = s(z) (z€T)

Die Bildung von L(y) — oder, wie man héufig auch schreibt: Ly — ist dabei so
gemeint, daf3 L von rechts formal mit y ,,multipliziert* wird; diese ,,Multipli-
kation* ist so zu verstehen, dafl der entsprechende Differentiationsausdruck auf
die Funktion y angewandt wird.

L: Cc(1) — c(7)
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ist eine lineare Abbildung. Die Differentialgleichung l6sen heifit also, ein Ele-
ment y € C"(Z) anzugeben, welches Ly = s erfiillt.

Satz 8.7

(i) Die Losungsmenge der homogenen Dgl n-ter Ordnung Ly = 0 ist ein
Untervektorraum von C™(Z) der Dimension n:

dim N(L) = n.

(ii) Die Losungsmenge der inhomogenen Dgl n-ter Ordnung Ly = s ist ein
affiner Teilraum (s. Lineare Algebra) von C"(Z) der Dimension n:

Lyg(L;s) = yp + N(L).

Hierbei bezeichnet y, eine partikuldre Losung der inhomogenen Glei-
chung.

(iii) Jedes Anfangswertproblem

Ly = s
y(k)(g) = Nk (kE{O,...,n—l})

besitzt genau eine auf 7 definierte Losung.

Aufgabe

Man priife die Voraussetzungen von Satz 8.1 explizit nach.

8.3.2 Fundamentalsystem - Wronski-Determinante

Die Gesamtheit der Losungen yp,(-) der homogenen linearen Dgl Ly = 0 bildet
einen n-dimensionalen Vektorraum. Dieser Vektorraum wird demnach von n
Basis -Vektoren (Losungen) dieser Dgl erzeugt, d.h. von n linear unabhéngigen
Vektoren (Losungen).

Definition 8.10

Eine Menge von n linear unabhéngigen Losungen der homogenen Differential-
gleichung Ly = 0, also eine Basis von N(L), heifit ein Fundamentalsystem der
Dgl Ly = 0.

Im folgenden wird ein handliches Kriterium bereitgestellt, mit dessen Hilfe eine
Entscheidung dariiber getroffen werden kann, ob es sich bei n vorliegenden
Losungen der homogenen Dgl Ly = 0 um ein Fundamentalsystem handelt oder
nicht. Diese Entscheidung wird mit Hilfe der Wronski-Determinante erzielt.

Definition 8.11

Seien k € IN, Z C R ein Intervall und y1, . . ., yx (k—1) mal stetig differenzierbare
Funktionen auf 7.
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(i) Die Matrix

@ @)

heiflit Wronski-Matrix der Funktionen y1, ..., yr auf dem Intervall Z.

(ii) Thre Determinante

y1(x) . yr ()
W(z) = W(ziyr,...,y) = : :
k—1 k—1
@) oy )
heifit Wronski-Determinante der Funktionen yy, ...,y auf Z.
Beispiel 8.36
Die Wronski-Determinante der Funktionen
yi1(x) := sinz und y2(x) = cosz (x € R)
ist gegeben durch
sin x cosx
W(z) = W(zyye) = | O o | =-1 (zeR)

Mit Hilfe des Begriffes der Wronski-Determinante 18t sich nun ein Kriterium
fiir das Vorliegen eines Fundamentalsystems formulieren.

Satz 8.8

Seien k € IN, Z C R ein Intervall und y1, . . ., yx (k—1) mal stetig differenzierbare
Funktionen auf Z, und jede dieser Funktionen sei eine Losung der homogenen
Dgl Ly = 0. Dann gilt:

Die Funktionen y1, ..., y; sind linear abhéingig
<~

Es existiert eine Zahl o € Z mit W(zp) = 0. In diesem Fall gilt
sogar W(x) = 0 fiir alle z € 7.

Beweis
”: “
Die Funktionen yi,...,y, seien linear abhingig. Dann gibt es Konstanten

C1,-..,Ck, die nicht alle gleich Null sind, so daf} gilt:

c-yi(@)+...+cp-yp(z) =0 (x €I).
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Durch Differentiation ergibt sich daraus das folgende homogene lineare Glei-

chungssystem fiir die Unbekannten cy, ..., cy:
ca-y(z) +...4+ c-y(x) = 0
c-yi(x) +...+ c-yle) =0

Cn - yinil)(x) +...Fo- y,(ckfl) (x) = 0.

Nach Voraussetzung hat dieses lineare Gleichungssystem fiir jedes z € 7 eine
nichttriviale Losung, daher muf} seine Koeffizientendeterminante verschwinden,
d.h. es gilt

W(z) =0 (x €I).

é “
9

Sei g € Z und gelte W(xp) = 0. Dann hat das homogene lineare Gleichungs-
system

cl e yl(azg) o+ ek yk(l’o) =0

c1 - Yy (zo) ot cyp(ze) =0

Cn - ygn_l)(l"o) +... toe y;ik_l)(xo) =0

nicht nur die triviale Losung. Man definiere nun die (nichttriviale!) Funktion ¢
durch

o(x) = Zczyl(:z) (x €1).

i=1
Dann gilt:
o ¢(zg) = ¢'(x0) = ... = ¢ D(zg) = 0 (klar);
o L(¢) =0 (day e LH({y1,---,yr}))-

Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir eine lineare Differentialglei-
chung n-ter Ordnung (Satz 8.7) ist obige Losung die eindeutig bestimmte
Losung des Anfangswertproblemes. Da die Nullfunktion das AWP auch
16st, folgt wegen der Eindeutigkeit ¢ = 0. Damit ist ¢ = 0 nichttriviale
Linearkombination der Funktionen y1,...,ys, und das bedeutet deren lineare
Abhéngigkeit.

Folgerung

Die k Losungen yi,...,yr der Dgl Ly = 0 auf Z sind linear un-
abhéingig, d.h. ein Fundamentalsystem

—

Es existiert eine Zahl o9 € Z mit W(zg) # 0. In diesem Fall gilt
sogar W(x) # 0 fiir alle z € 7.
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Beweis

Ist jeweils die Kontraposition zu den Aussagen von Satz 8.8.
Beispiel 8.37
L(y) == y" -y = ¥ (z € R)
Die Funktionen
{y1($) =1, yo(x) :=¢€", ys(z):=e* (x€ ]R)}

sind offenbar Losungen der homogenen Gleichung. Sie bilden auch ein Funda-
mentalsystem, denn fiir jedes x € R ist

1 e e ” R
W(z) = Wy, y2,93;0) = | 0 e —e™® | = ‘ . L.l =2#0
0 e” e * © ©
Bemerkung
(i) Sind die Losungen yi,...,y, einer linearen homogenen Dgl n-ter Ord-

nung linear abhéngig, so verschwindet ihre Wronski-Determinante immer.
Liegt dagegen ein Fundamentalsystem von in einem Intervall Z definierten
Losungen vor, so verschwindet deren Wronski-Determinante nirgends.

(ii) Die Tatsache, daf fiir n Losungen yy, .. ., y, der homogenen Dgl L(y) =0
die Wronski-Determinante entweder iiberall oder nirgends verschwindet,
ist eine triviale Folgerung aus einer fiir diese Determinante giiltigen Dgl

W' + ap_1(z)W = 0,

welche via Integration unmittelbar zu der folgenden Darstellungsformel
fiihrt:

R
— Ap—1 (t) dt

Wi(x) = W(xg)-e "0 (x €1).

Aus dieser Darstellungsformel erkennt man weiterhin, dafl die Wronski-
Determinante konstant ist, also gar nicht von x € Z abhéngt, wenn der
Koeffizient a,—1(-) der zweithochsten Ableitung gleich Null ist; s. dazu die
beiden vorangegangenen Beispiele.

(iii) Im Teil ,=*“ des Beweises von Satz 8.8, also
{y1,...,yx} linear abhéingig = /\ W(z) =0
z€l

ist von der Eigenschaft der y;, Losungen einer homogenen linearen
Dgl zu sein, kein Gebrauch gemacht worden. Fiir beliebige Funktionen
{y1,...,yr} € C*1(Z) gilt somit die Aussage (als Kontraposition formu-
liert):

\/ W(x) # 0 = {y1,...,yx} linear unabhéngig.
roEL
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(iv) Die Umkehrung von (iii), also die Richtung ,<*“ des Beweises von Satz
8.8, gilt allerdings nur dann, wenn es sich bei der Menge {y1, ..., yx} um
Loésungen einer linearen homogenen Dgl handelt. M.a.W., es gibt linear
unabhéngige Funktionen, deren Wronski-Determinante iiberall verschwin-

det:
Beispiel
1 , T € (—00,—2)
_@E? g g e[-2,-1)
flz) = 22
2 , T € [_170)
0 , x€0,00)
0 , T € (—00,0)
(@) ” , z€[0,1)
g(x) =
@22 11 pe(L2)
1 , T €[2,00)
+ Y
1
f g
g S

T T T T > T

Abbildung 8.22: Linear unabhingige Funktionen mit Wronski-Determinante 0

8.3.3 Homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten - Exponentialansatz fiir ein
Fundamentalsystem

Nach Satz 8.7 werden n linear unabhéingige Losungen der linear homogenen
Differentialgleichung

L(y) = an(x)’y(n)‘l‘an—l(x)'y(n_1)+...+(ll(l‘)~y/—|—a0(x)-y — 0
(<xﬂy7 ylu" . 7y(n)> GI X Rn+1)

fiir ein Fundamentalsystem des Losungsraumes, also fiir eine Basis des Unter-
vektorraumes N (L) C C"(Z) benétigt. Diese zu finden ist einfach und das Pro-
blem vollstindig losbar, falls es sich um den Sonderfall einer Dgl mit konstanten
Koeffizienten handelt:
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Die Koeffizientenfunktionen a;(-) sind konstante Funktionen oder
kurz, Konstanten. Da im folgenden fast ausschlieflich dieser Son-
derfall linearer Dgln untersucht wird, werden von nun an diese (kon-
stanten) Funktionen a;(-) ebenfalls mit den Symbolen a; bezeichnet.

Man sucht also n linear unabhéngige Losungen der linear homogenen Differen-
tialgleichung

L(y) = an.y(n)_|_an_1.y(nfl)_{_”'_i_al'y/_’_ao.y — 0
(29,95, y™) € T x R™)

mit konstanten Koeflizienten.

Diese versucht man mit einem sog. Exponentialansatz zu finden. Dieser geht
davon aus, daB k Losungen der Form y;(z) = eM%(z € Z,j € {1,...,k})
existieren und man ,nur noch® die Konstanten \; geeignet bestimmen mu$.

Wenn man diese Annahme macht, dann kann man die Funktion
y(x) = e (xe)

in die homogene Differentialgleichung einsetzen und nach Bedingungen suchen,
denen die Konstante A geniigen mufl. Man erhilt eine Bestimmungsgleichung
fiir den unbekannten Parameter A:

L(y) = any™ + an_1y™ V) .+ a1y’ + aoy
= (an)\" +ap N o)+ ao) e
=0 (x €eT)

Definition 8.12
Das Polynom

p(A\) = zn:aj)\j (AeR)
=0

heifit charakteristisches Polynom,

die Gleichung
n
pA) = D> X =0 (A €R)
j=0
heifit charakteristische Gleichung der Differentialgleichung.

Bemerkung (Zum Namen , Charakteristische Gleichung*)

Die Bezeichnungen ,,charakteristisches Polynom“ und ,,charakteristische Glei-
chung” stammen aus der Theorie der Eigenwerte und FEigenvektoren linearer
Abbildungen, welche im Abschnitt iiber Systeme gewdhnlicher Differentialglei-
chungen néher erlautert wird.
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Eine Losung der Dgl in Form einer Exponentialfunktion existiert also dann,
wenn der dort auftretende Parameter A eine Nullstelle des charakteristischen
Polynoms, also eine Losung der charakteristischen Gleichung ist. Der néchste
Satz sagt aus, daf} die auf diese Weise erzielten Losungen erschopfend sind, also
ein Fundamentalsystem bilden:

Satz 8.9

(i) Ist A eine k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms, so entspre-
chen ihr k (linear unabhéngige) Losungen

e)\:p 7 x'e)\x s xkfl 'e)\z

der Dgl L(y) = 0. Aus den n Nullstellen des charakteristischen Polynoms
(jede ihrer Vielfachheit nach gezéhlt) ergeben sich auf diese Weise n linear
unabhéngige Losungen, also ein Fundamentalsystem.

(ii) Sind die Koeflizienten a; reell, so enthélt dieses Fundamentalsystem kom-
plexe Losungen, falls komplexe Nullstellen auftreten. Nun sind Realteil
und Imaginérteil dieser Losungen selbst Losungen, d.h. man erhilt aus
den Losungen ein reelles Fundamentalsystem, indem man zu einer kom-
plexen Nullstelle A = p 4 iv k-ter Ordnung die k Losungen in Real- und
Imaginérteil aufspaltet,

et cosvr , o) -eM.sinvx (jE{O,...,k—l}),

und die zu der konjugiert komplexen Nullstelle X = p — iv gehorenden
Losungen streicht.

Beispiel 8.38
y®) + 43 4 86y" + 252y + 200y = 0

p(A) = A%+ A%+ 86A7 + 252\ + 200
= (A+2)3(\ —6)\+25)
= (A+2°(A—[3—4i]) (A= [3+4i])
Ein reelles Fundamentalsystem von Losungen fiir diese Dgl lautet

{6729‘“, ze 2% 22e™% &3 Tgindg, &3 cosda}.

8.3.4 Inhomogene lineare Differentialgleichung

Zur allgemeinen Losung der linearen inhomogenen Differentialgleichung (mit
nicht notwendig konstanten Koeffizienten) benétigt man die allgemeine Losung
der homogenen Dgl und eine spezielle Losung der inhomogenen Dgl. Zum Auf-
finden einer solchen gibt es mehrere Verfahren, welche natiirlich auch schon im
Fall von Dgln erster Ordnung anwendbar sind und z.T. dort schon angewendet
wurden.

Dabei gilt, wie bei linearen Dgln erster Ordnung auch, wieder das Superpositi-
onsprinzip.
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8.3.4.1 Superpositionsprinzip

Satz 8.10
Fiir ¢ € {1,2} sei y;(+) eine (partikuldre) Losung der Dgl L(y) = s;(x). Dann
gilt:

(i) y:=y1 + yo ist eine Losung von L(y) = s1(x) + s2(x).

(ii) y := ¢y ist eine Losung von L(y) = ¢ s1(x) fiir alle ¢ € R.

Beweis

Linearitdt der Ableitung beliebig hoher Ordnung.

Anwendung von Satz 8.10

Ist s(-) in einem Intervall Z eine Linearkombination

m

s(z) = ch - s(x) (xe)

k=1

von Funktionen sg(-), so kann man, statt L(y) = s zu lésen, auch m mal die
Dgl L(y) = si l6sen und erhilt die Losung von L(y) = s durch Superposition
der Einzelergebnisse.

Beispiel 8.39
Gesucht ist eine partikuldre Losung der Differentialgleichung
Y +9y = 422 +3e" (x € R).

Diese Dgl hat als Stérfunktion eine Linearkombination der beiden Funktionen

s1(z) = 2? , so(x) == e " (x € R).

(i) Partikulére Losung fiir s;:

1 1
Yp,(2) 1= az® + bz +c — a= g, b=0, c=-3
(ii) Partikulidre Losung fiir so:
. 1
Ypo(@) = d-e - dzg
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Eine partikuldre Losung der Ausgangs-Dgl lautet daher

Yp(®) = 4-yp, (2) +3 - ypy(x) = 227 +02 -2 + e * (x € R).

Im folgenden sollen drei Verfahren zum Auffinden einer partikuléren Losung ei-
ner linearen inhomogenen Differentialgleichung n-ter Ordnung vorgestellt wer-
den. Das Grundlosungsverfahren ist auf sehr viele Typen von Inhomogenitéten
anwendbar, erfordert aber einen hohen Rechenaufwand und als Voraussetzung
auch konstante Koeflizienten der Dgl. Die beiden anderen Verfahren — Variation
der Konstanten und Storgliedansatz — haben einen kleineren Anwendungsbe-
reich, der Aufwand ist dafiir jedoch weitaus geringer. Dennoch umfassen sie
aber fast alle in der Praxis vorkommenden Fille.

8.3.4.2 Grundlésungsverfahren

Seien n € IN,Z C R ein Intervall und s € C(Z). Seien £ € 7 und g diejenige
Losung der homogenen Differentialgleichung (mit konstanten Koeffizienten)

n
L(y) = Zaky(k) =0 (:c €Z, a; € C geeignet, a, = 1),
k=0

welche den Bedingungen

9O =g =...=¢" =0 , g"VY=1

genugt.
Dann ist die Funktion

wia) = [ ole+e- sy (weT)
3

eine partikulédre Losung der inhomogenen Dgl

L(y) = Zaky(k) = s(z) (ac €T, a,€C geeignet).
k=0

Bemerkung
Im Fall £ = 0 lautet die partikulére Losung

x

yp(x) = /g(xt)s(t)dt =: (gxs)(x) (x €1),

0

man bezeichnet sie als Faltung der beiden Funktionen g und s: eine partikuldre
Losung erhélt man somit als Faltung der Inhomogenitit mit der Grundlésung.
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Beweis

Nach Satz 8.7 existiert die Funktion g. y, wird nach der Leibniz’schen Regel fiir
die Differentiation von Integralen mit Parametern differenziert, und man erhélt

x

(o) B 9(&)s(x) + /9’(x+£—t)s(t) dt
3
(o(6-0) 5/ gz +€-1)s(t)dt,
S = J©s) + / e o
3
(v©=0) E/ g"(x+ &~ 1)s(t)dt,
g = g ©s() + / o — tys(t)dt
§
(s-1(6-1) S ] 9" (@ + € = t)s(t) dt.

3

Setzt man diese Ausdriicke in die linke Seite der inhomogenen Gleichung ein,
so ergibt sich

L(yp) = ak yp

da g im Intervall Z nach Voraussetzung die homogene Dgl 16st.

Beispiel 8.40 Man bestimme die allgemeine Lésung der Dgl

1

" _ A/ 0 Rg.
vty = ((z,9,9,9") € (0,7) x R”)
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Diese Dgl zweiter Ordnung hat konstante Koeffizienten. Das charakteristische
Polynom p dieser Dgl, p(A\) = A% + 1, hat die beiden Nullstellen i und —i, und
daher hat diese Dgl das reelle Fundamentalsystem {sin z, cos z}. Die allgemeine
Losung der homogenen Gleichung lautet also

yp(x) = Acosx + Bsinz (x € R).
Die Wahl ¢ = 0 ist nicht moglich, da die Stérfunktion an dieser Stelle nicht

definiert ist. Gewéhlt werde £ = 5. A und B sind nun so zu wéhlen, dafl gilt:
g(&) =0, ¢'(¢) = 1. Das wird erreicht durch A = —1, B = 0:

g(x) = —cosx (z € (0,m)).

Damit erhélt man die partikulédre Losung

x x

T 1 s 1
yp(z) = /g<m+2—t>sintdt = —/cos(x—i—Q—t)Sintdt
§ 3
X 1 xX
T 1
/ COS(““' 9 ) st / sin(z =) 25
3 3
x x x
1 t
= /(sinxcost—cos:z;sint)_dt = sinx/cf)s dt—cos:z:/dt
sint sint
13 3 13
X X
= sinm-ln\sint\‘ — cosx -t
t=7 =z
. . T
= sinz-ln|sinz| — (:U—§) cos T (z € (0,m)).

Die allgemeine Losung der betrachteten Dgl im Intervall Z = (0, 7) ist damit
gegeben durch

o(x) = wyn(zx) + yp(z)
= Acosx + Bsinx + sinz-In|sinx| — zcosz (z € (0,m)).
8.3.4.3 Variation der Konstanten
Kennt man ein Fundamentalsystem {u1,...,u,} des Losungsraums der homo-

genen Gleichung, so erhélt man eine spezielle Lésung ¥, der inhomogenen Glei-
chung L(y) = s(x) durch den Ansatz (Variation der Konstanten)

u(@) = 3 Cul@) - up(a) (z € T).
k=1

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



8.3. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNG N-TER ORDNUNG 255

Differenziert man diese Ansatzfunktion, so erhélt man fiir z € 7

yp() = D Cil@)-up(z) + Y Culw) - uj() ,

k=1 k=1
Lo
yp(x) = ) Ci(x)-up(x) + > Crlx) - uj(z)
k=1 k=1
Lo

Um obige (; 0 baw. = s(x)/an(z)) Forderungen zu erfiillen, miissen die ,,Kon-
stanten“ C}(-) im Intervall Z daher dem folgenden linearen Gleichungssystem
genligen:

u(x) ug(x) up () Ci(z) 0
uy () uy(x) Uy () Cy(x) 0
u(ln—l)(x) ’U,(Qn_l)(l') o u%n—l)(x) C;l(ﬁ) ai(:(vm))
Da die Determinante dieses linearen Gleichungssystems die (nicht verschwin-
dende) Wronski-Determinante ist, sind die Funktionen Cf,...,C) eindeutig
bestimmt, und daraus lassen sich die Funktionen C1,...,C, sukzessive durch

Integration berechnen. Mit ihnen gilt dann

an(2)y$" + an—1(2)y" Y + L+ ay(2)yh(2) + ao(2)y,

ch(l’) [an(x)u,(cn)(w) + an_l(x)ulgn_l)(w) + ...+ ap(z)ug(z)| + an(x) - 5(z)

0

da jedes uy, eine Losung der homogenen Gleichung ist. Also ist y, eine parti-
kulére Losung der inhomogenen Gleichung.

Beispiel 8.41

Gesucht ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung

1 1
" / 2
+ — - — = > 0).

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



256 KAPITEL 8. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die beiden Lésungen w1, ue der homogenen Gleichung, definiert durch

ui(x) = x und ug(x) = % (x >0),

bilden ein Fundamentalsystem, da ihre Wronski-Determinante nirgends ver-
schwindet:

x 1 9
W = | i =220 (@ > 0).

8

Der durchzufithrende Ansatz lautet daher

w(x) = Cilx) -z + Col) (2> 0),
er liefert das lineare Gleichungssystem
Ci(x)-x + Chx)- £+ =0
Ci(z)-1 + Ci(x) (%) = % = 22

Man erhilt daraus (Multiplikation der ersten Gleichung mit %, danach Addition
beider Gleichungen bzw. Multiplikation der zweiten Gleichung mit z, danach
Subtraktion beider Gleichungen) Cf(z) = ‘%2, Ch(x) = —%, und daraus durch
Integration

Ci(z) = 5 und Co(z) = ~ 10 (x> 0).
Somit ist
z3 . z?
yp(x)—g-x—l—o-a: T (z>0)

eine spezielle Losung der inhomogenen Dgl. Die allgemeine Losung lautet dann

@) = CrootCo b 4+ T (> 0)

xTr) = 1T 2 - 15 X .

Bemerkung

Fiir die auf diese Weise gefundene spezielle Losung der inhomogenen Gleichung
1a83t sich auch eine Formel angeben (vgl. (8.12) fiir den Fall n = 1):

yp(x) = Zuk(ac)(—l)”+k : / I‘;/%)) Wi(t) dt (xeZ). (8.17)
k=1 ¢

Hierbei ist W () die Wronski-Determinante des Fundamentalsystems und Wy ()
die Wronski-Determinante der (n — 1) Funktionen uq, ..., ugp_1, ks, -, Un,
jeweils an der Stelle t € 7.

Im Fall n = 2 lautet (8.17):

wla) = ~u(z) [ VSV(Z) w(t)dt + us(a) [ VSV(Z) un (t) dt (x € 1).
1 3
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8.3.4.4 Storgliedansatz

Der Storgliedansatz 148t sich genauso durchfithren wie im Fall einer Dgl erster
Ordnung, die Ansatzfunktion muf} lediglich, entsprechend der Ordnung n der
vorliegenden Dgl, haufiger differenziert werden. Auch hier funktioniert dieses
Verfahren so gut wie ausschlieflich fiir den Fall einer linearen Dgl mit konstan-
ten Koeffizienten.

Bei diesem Ansatz kann man sich wieder an einer Tabelle (vgl. auch Tabelle
8.1, p. 238) orientieren, welche aussagt, daf§ der durchzufithrende Ansatz fiir
die unbekannte Funktion im wesentlichen dieselbe Gestalt aufzuweisen hat wie
diejenige der zugrundeliegenden Stoérfunktion selbst.

Bemerkung

Dieser Ansatz funktioniert allerdings nur dann, wenn die Stérfunktion selbst
nicht Losung der homogenen Gleichung ist. Wenn das der Fall ist, so miissen
die betreffenden Losungsansitze jeweils mit dem Faktor ™ multipliziert werden.
Dabei gilt eine Fallunterscheidung fiir den sog. Resonanzfall, s. Tabelle 8.2:

Ist die angegebene Zahl g jeweils eine r-fache Nullstelle des charak-
teristischen Polynoms der homogenen Dgl, so ist der vorgegebene
Ansatz fiir die partikuldre Losung mit " zu multiplizieren. Im Re-
sonanzfall enthélt also die Storfunktion selbst eine oder mehrere
Fundamentallésungen der homogenen Dgl.

Beispiel 8.42

Gesucht ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung

1 1
y" +4y +4y = sinx +sinh2z = sinx + ie% - ie_zx (x € R).

(i) Homogene Gleichung
Charakteristische Gleichung;:

p(A) = A24+4r+4 = A+2)2 =0

Diese Gleichung hat die zweifache Nullstelle Ay = Ao = —2 und damit das
reelle Fundamentalsystem

{6_21, xe—Zm}'

(ii) Inhomogene Gleichung

Mit dem Superpositionsprinzip (Satz 8.10) lassen sich die partikuléren
Losungen fiir die einzelnen Storglieder s; suchen und zum Schluf die er-
haltenen Einzell6sungen linear kombinieren.
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Storfunktion s Ansatz y, Resonanzfall
n n
pu(z) = 3 apa® ro(z) = 3 brat g=20
k=0 k=0
a - e’ b e g=«
a - sin Bz
\% b1 sin Bz 4 by cos fx g = tip
a - cos Bz
e - pp(z) e - rp(x) g=0
pn(x) - sin Sz
\Y () - sin Bx + sy (x) - cos B g=20
= pn(x) - cos Bz
a - e - sin Bz
Vv e [bl sin Bz + ba cos ﬁx] g=axig
a-e*” . cosfOx
e [pn (@) - sin B + gn(x) cos Bz | € [rp(z) - sin Bz + s, (z) - cos Bz g=0

Tabelle 8.2: Storgliedansatz mit Resonanzfall
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(a) Partikuldre Losung fiir s1(z) = sina:

Yp;(¥) = a-cosx + b-sinx
4
= —%cosx—k %sinx (x € R)
(b) Partikulire Losung fiir so(z) = e?*:
1
Ypo(T) = - = 1—6e2’” (x € R)

(c) Partikulire Losung fiir s3(z) = e~2%:

Diese Inhomogenitét ist selbst eine Losung der homogenen Dgl. Nicht

nur das, auch z - e~ 2%

eine doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist.

Daher mufl der Ansatz korrekt lauten (Resonanzfall g =
Tabelle 8.2):

1
Yps(z) = d-2®-eH = §m2e_2x (x € R)

ist eine Losung der homogenen Dgl, weil —2

= 2,

Die partikuldre Gesamtlosung ergibt sich sodann als Superposition der

Einzellosungen:

3
yp(x) = Zci'ypi(x)
i=1

4 3 1 1
= — —cosz 4 ——sinz + ——e?® — “g%e X (x € R).

25 25 32 4

Zusammen mit y;(z) = A-e 2% + B - re”?® erhilt man die allgemeine Losung

der inhomogenen Dgl in der Form (x € R)

o(x) = yn(x) + yp(x)

4 3 1 1
= A-e 4+ B.ge ™ — —cosz+ —sine + —e*® — —g

25 25 32 4

8.3.5 Lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
(Schwingungen)

26_233.

In der Physik und Elektrotechnik besitzt eine Differentialgleichung eine {iber-
ragende Bedeutung, und zwar die sog. Schwingungsgleichung. Dabei handelt es
sich um eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten und einer Inhomogenitét (Storfunktion, Erregerfunktion, Eingangs-

funktion), welche in der Regel zwei Formen annehmen kann:

(a) konstante duflere Erregung,
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(b) periodische (harmonische) dufiere Erregung.
Von der Losungstheorie und vom Verfahren her gesehen, sie zu 16sen, ist diese

Differentialgleichung nichts Neues. Aufgrund ihrer Bedeutung fiir viele Anwen-
dungen soll sie hier jedoch ausfiihrlich diskutiert werden.

8.3.5.1 Mechanische und elektrische Modelle

(1) Mechanische Schwingung

Viele mechanische Schwinger lassen sich auf das in Abb. 8.23 dargestellte

System zuriickfiihren:

-~
.%'0:0

Feder Masse Déampfung

Abbildung 8.23: Modell eines mechanischen Schwingsystems

e Die schwingende Masse ist mit einer gespannten Feder verbunden,
deren Riickstellkraft proportional zur Auslenkung aus der Ruhelage
ist (Hooke’sches Gesetz).

e Die Bewegung wird durch eine der Geschwindigkeit proportio-
nale Dampfungskraft gehemmt (Fliissigkeits- oder Luftddmpfung;
Sto3dampfer im Kraftfahrzeug).

Insgesamt wirken in dem System die folgenden Krifte:

(i) Tragheitskraft m% mit der Masse m und der Beschleunigung ZZT%;
(ii) Federkraft cx mit der Federkonstante ¢ und der Auslenkung z;

(iii) Dampfungskraft b‘fl—f mit der Dampfungskonstante b und der Ge-
schwindigkeit ‘fl—’f.

Liegt keine &uflere Kraft vor, so ist die Summe aller dieser Kréfte stets
Null. Nach dem Newton’schen Grundgesetz

mi(t) = F(t) = Fooke + Fbimptung = — cx(t) — bi(t)

erhélt man die Differentialgleichung der freien mechanischen Schwingung:

m— +b— 4+ cx = 0. (8.18)
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Kondensator Spule Ohm’scher Widerstand
—— —
uc(t) ur(t) up(t)
i(t)
oo

Abbildung 8.24: Elektrischer Reihenschwingkreis

(2) Elektrischer Reihenschwingkreis

(3)

Der Kondensator in Abb. (8.24) sei geladen, und zum Zeitpunkt ¢ = 0
werde der Schalter geschlossen. Dann liegt eine Masche vor, in der nach
dem zweiten Kirchhoff’schen Gesetz die Summe aller Spannungen Null ist.
Gesucht ist der Maschenstrom i(t) zur Zeit t > 0, i(0) = 0.

An den einzelnen Maschenelementen liegen folgende zeitabhéngige Span-
nungen an:

(i) an der Spule: ur(t) = L- 5
(ii) am Ohm’schen Widerstand: ur(t) = R-i(t)
1
C

(iii) am Kondensator: uc(t) =

Aus der Maschenregel

ur(t) + ug(t) + uc(t) = 0 (t>0)
t
erhélt man wegen ¢(t) = ) + [i(s)ds eine sog. Integro-Differential-
0

gleichung fiir den Leiterstrom i:

¢
di
Ld+Rz+ ( -I-/ )
0

Um das Integral zu beseitigen, wird diese Gleichung nach der Zeit ¢ diffe-
renziert, und man erhélt die Differentialgleichung des Reihenschwingkreises
fiir den gesuchten Leiterstrom i (ic = ig = if =: i):

d?i di 1
L— —_i = 0. 8.19
72 + Rd CZ 0 ( )

Elektrischer Parallelschwingkreis

Der Kondensator in Abb. (8.25) sei geladen, und zum Zeitpunkt ¢ = 0
werde der Schalter geschlossen. Nach dem ersten Kirchhoff’schen Gesetz
ist am Knoten in der Mitte der waagerechten oberen Leitung die Sum-
me aller Strome Null. Gesucht ist die Maschenspannung u(t) zur Zeit
t >0, u(0)=0.
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(4)

J ir(t)

Abbildung 8.25: Elektrischer Parallelschwingkreis

An den einzelnen Maschenelementen haben die Teilstrome die folgenden
Werte:

(i) im Kondensator: ic(t) = C- %(t)
(ii) im Ohm’schen Widerstand: ir(t) = % - u(t)
(iii) in der Spule: ir(t) = %(u(O) + ju(s) ds)
Aus der Knotenregel
ic(t) + ir() +ir(t) = 0 (t=0)

erhalt man mit den oben erhaltenen Werten fiir die einzelnen Teilstrome
wieder eine Integro-Differentialgleichung fiir die Maschenspannung wu:

du 1
C— + su+ +

o= ! <u(0) + /t u(s) ds>
0

= 0.
L

Wieder wird zur Beseitigung des Integrals diese Gleichung nach der Zeit ¢
differenziert, und man erhilt die Differentialgleichung des Parallelschwing-
kreises fiir die gesuchte Maschenspannung u (u¢c = ug = up =: u):

c d?u

dt?

1 du 1

Rat T 1

u = 0.

(8.20)

Allgemeines Modell

Die drei Gleichungen der drei physikalischen Modelle stimmen formal iiber-
ein. Mit den reellen Koeflizienten a, b, ¢ lautet die Differentialgleichung ei-
ner beliebigen freien geddmpften Schwingung

at +bx+cx = 0. (8.21)

In Tabelle 8.3 sind die Formelzeichen fiir die einzelnen Anwendungsgebie-
te noch einmal {ibersichtsartig aufgelistet, zusammen mit der spéter ein-
gefithrten Abklingkonstante und der Kennkreisfrequenz.
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Mathematik | Mechanik | Reihenkreis | Parallelkreis
Koeffizient a m L C
Koeffizient b b R 1/R
Koeffizient c c 1/C 1/L
Losungsfunktion x(+) x(+) i) u(-)
Abklingkonstante ¢ b/ (2a) b/(2m) R/(2L) (1/R)/(2C)
Kennkreisfrequenz w Vela c/m 1/(LC) 1/(LC)

Tabelle 8.3: Tabelle der Konstanten der Schwingungsgleichung

8.3.5.2 Freie Schwingung

Die Differentialgleichung
ai +bt+cx =0 (8.22)

ist eine homogene lineare Dgl zweiter Ordnung mit konstanten Koeflizienten.
Losungen von (8.22) sind Elemente des Nullraumes der linearen Abbildung

L: C)R) — CYR)

T — Lxr = ax+bit+cx

und bilden einen zweidimensionalen Untervektorraum des Vektorraumes C°(RR)
(Satz 8.7). Man kennt damit jede Losung von (8.22), wenn man zwei linear
unabhéingige Losungen hat, also ein Fundamentalsystem. Diese findet man mit
Hilfe des Exponentialansatzes, welcher auf die bekannte charakteristische Glei-
chung fiithrt:

Ansatz: z(t) = M (teR)
— (a4 b+ e =0 (teR)

b
— X+ D+ =0
a a

Diese Gleichung hat die beiden Losungen

b b2 ¢ /
)\172 % 4@2 a 1) 1) wo (8 3)
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mit den Bezeichnungen

6 = % Abklingkonstante,
wy = \/g Kennkreisfrequenz,
d = \/Z—C Verlustfaktor.

Abhéngig davon, ob der Radikand in (8.23)

e positiv,
e Null oder

e negativ

ist, erhélt man drei voneinander wesentlich verschiedene Lésungen.

Freie aperiodische Bewegung (Kriechfall) Wenn bei der mechanischen
Schwingung eine grofle Dampfung oder im elektrischen Schwingkreis ein ent-
sprechender Ohm’scher Widerstand vorhanden ist, so gilt

b
0 > wo — b > 2v/ac — d=— > 2.

Jac

Dann sind beide Losungen A1, A2 von (8.23) reell und negativ wegen

§ =16 = Va2 > /02 —w? > 0.

Die Losung der Dgl ist dann eine Linearkombination zweier Exponentialfunk-
tionen mit reellen Exponenten:

x(t) = AjeM! 4 Age?! (t € R),

welche fiir ¢ > 0 negativ sind. Fiir grofle Zeiten ¢ néhert sich jede Losungsfunk-
tion asymptotisch der Nullfunktion:

lim z(t) = 0;

t—oo
man sagt, die Nullfunktion sei asymptotisch stabil.

Aus den gegebenen Anfangsbedingungen

Anfangsamplitude xo = z(0)
Anfangsgeschwindigkeit vy := v(0) = #(0)

werden die beiden Integrationskonstanten A; und A, berechnet:

A2To — Vg A — A1To — Vo
- 2

A = _ Moo= %
! N — Ao ’ N — Ao

Qualitativ erhélt man die folgenden Losungskurven, s. Abb. 8.26.
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. z(t) I

Abbildung 8.26: Qualitativ verschiedene Losungen der homogenen Schwin-
gungsgleichung im Fall groler Dampfung

I &(0) >0

I #0) =0
I #0) <0 , [2(0)] < z(6+ /62 —w?)
IV 2(0) <0 , [#(0)] > 20(6+ /02 —w})

Das Charakteristische an allen diesen Graphen ist, daf§ die Ddmpfung so stark
ist, dafl keine Schwingungen zustande kommen. Anwendungen in der Praxis:
Stofldampfer, der besser ,,Schwingungsdidmpfer“ heiflen sollte.

Aperiodischer Grenzfall Ist § = wp, so fallen beide Losungen A, Ao von
(8.23) zusammen:
A= A= Ay = 0.

Die allgemeine Losung der Dgl lautet dann

z(t) = (A + Agt)e™® (t € R).

Die Funktionsgraphen der zugehorigen Losungsfunktionen sind denjenigen des
Falles IIT dhnlich; fiir ¢ — oo gehen sie ,,optimal® gegen Null.

Anwendung in der Praxis: Waage

Freie gedimpfte Schwingung Wenn § < wq ist, also nur eine schwache
mechanische Ddmpfung bzw. ein entsprechender Ohm’scher Widerstand vor-
handen ist, dann besitzt die charakteristische Gleichung zwei verschiedene zu-
einander konjugiert komplexe Losungen, s. (8.23):

0 < wo — b < 2v/ac — dzi<2,

Jac

b c b2 . [ 2 o .
Nz = =5 & _<g_@) = 0k iJwd— 62 = —d+iwg, (8.24)

mit

wq = \/wj — 2 Eigenkreisfrequenz.
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Die allgemeine Losung von (8.22) lautet daher

z(t) = AeMt 4 Aget!
_ Ot [Ajelat  Aye—iwdt]
= % [(A1 + A3) coswgt + i(A1 — Ag) sinwgt]
= e % [Bl coswgt + Bssin wdt] (t € R).

Man kann also wahlweise ein komplexes - oder ein reelles Fundamentalsystem
benutzen. Dabei gilt:

Beh.

Die Konstanten By = A; + Ag und By = i(A; — Ag) sind genau dann reell, wenn
Aj und As zueinander konjugiert komplex sind.

Bew. klar.
Beh.
/\ z(t) e R — A = Ay
teR
Bew.
z(t) = e [Aje!¥dt 4 Age wit] (teR),
m — efﬁt [Ailefiwdt + Eeiwdt] (t c R),

Aufgabe

Warum genau funktioniert der letzte Schluf3?

Bemerkung

Es gibt noch beliebig viele andere Fundamentalsysteme, aber diese sind be-
sonders einfach; vgl. dazu Abb. 8.27 und die entsprechende Argumentation bei
komplexen Fourier-Reihen.

Aus den gegebenen Anfangsbedingungen

Anfangsamplitude xg = z(0) = By
Anfangsgeschwindigkeit vy := v(0) = #(0) = —dBj + wyBo
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iwdt
sinwgt 4
cos wyt

e—lwdt

Abbildung 8.27: Basistransformation in einem zweidimensionalen Funktionen-
raum

erhilt man die Losungsfunktion:

e_& Vo + 5$0
Wd

= Ae % sin(wgt + ¢),

x(t) sinwgt + xo cos wdt]

wobei fiir die Polarkoordinaten gilt:

1
A= Jz§+ — (vo+ 6 x0)? , tan ¢ :=
“a

Bemerkung

(i) Im Spezialfall z(0) = 0 folgt

A=2 s

Wd

(ii) Die Amplitude und der Nullphasenwinkel héngen i.a. sowohl von den Ei-
genschaften des Schwingkreises als auch von den Anfangsbedingungen ab.

Demgegeniiber hingen die Abklingkonstante § und die Eigenkreisfrequenz
wq nur von den Eigenschaften des Schwingkreises selbst ab; sie heiflen
daher auch Systemkonstanten.

Qualitativ erhélt man die folgende Losungskurve einer exponentiell geddmpften
Schwingung, s. Abb. 8.28.

Die Schwingungsdauer Ty ergibt sich aus der Eigenkreisfrequenz wy nach der

Beziehung
2T

T, = :
wd
Der Quotient zweier Amplituden nach einer vollen Periode,

x(t) B A e O sin(wgt + @) — OTd
vt +Ty)  AedteTagin(wgt + 27 +¢) ’
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0 20 40 60 8
Abbildung 8.28: Exponentiell geddmpfte freie Schwingung

liefert ein Maf§ fiir das Abklingverhalten der Schwingung. Das Produkt
A =0Ty

ist demzufolge ein Maf fiir die Dampfung einer Schwingung. Es heifit logarith-
misches Dekrement.

Freie ungedimpfte Schwingung Fiir 6 = 0 ist keine Ddmpfung vorhanden.
Dann gilt

e =1 (teR)

wqg = Wwo,

und man erhélt man die Gleichung der freien ungedédmpften Schwingung

i+ Sa =0 (t € R)
a
mit der Losung
xz(t) = A sin(wot + ¢) (t € R).

8.3.5.3 Erzwungene Schwingung

Wirkt auf die mechanische Schwingung eine &ufiere Kraft oder wird in die
elektrischen Schwingkreise ein Generator geschaltet, so entstehen erzwungene
Schwingungen:

Die Summe der inneren Krifte (bzw. Stréme bzw. Spannungen) ist
nun nicht mehr gleich Null, sondern gleich der von auflen einge-
priagten Kraft (bzw. dem von auflen eingepréigten Strom bzw. der
von auflen eingepriigten Spannung).
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Daher ist die Dgl der erzwungenen Schwingung eine lineare inhomogene Dgl
zweiter Ordnung;:

a4+ bi+ cx = f(t). (8.25)

Die Inhomogenitéit f bezeichnet man in der

e Mathematik als Storfunktion;
e Physik als Erregerschwingung, falls sie periodisch ist;

e Regelungstechnik als Eingangsfunktion.

Vorherrschend treten zwei Arten von Storfunktionen auf:

. . 0 , t<0
(1) Sprungfunktion: ft) = { const. . £>0

(2) Periodische Erregerschwingung

Konstante duflere Erregung Die Differentialgleichung
al +bt+cx = Fy

hat die partikuldre Losung ,(t) := % (t > 0). Fiir die Losung der homogenen
Gleichung gilt:

(i) bei starker Ddmpfung:

xp(t) = ANt 4 Ayt (t > 0,1, A2 < 0 geeignet)

(ii) bei schwacher Dadmpfung:

xp(t) = e [A1 coswgt + A sinwgt] (t>0)

Mit den beiden Anfangsbedingungen
z(0) =0 , z(0) =1

ergeben sich fiir den Bewegungsablauf die in Abb. 8.29 und 8.30 gezeichneten
Kurven.
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4 4
e <
3 ¥
2,
2,
1,
l,
0
0 _l
0 2 4 ¢ 6 0 2 4 ¢ 6
Abbildung 8.29: Stark geddmpfte Abbildung 8.30: Schwach gedampf-
erzwungene Schwingung mit einer te erzwungene Schwingung mit einer
konstanten Erregung konstanten Erregung

Periodische duflere Erregung Wieder wird eine partikulidre Losung der in-
homogenen Gleichung gesucht, welche zur allgemeinen Losung der homogenen
Gleichung addiert werden mufl (Superposition). Praktisch ist immer eine ge-
wisse Ddmpfung vorhanden, daher wird die Losung der homogenen Gleichung
nach einer Anfangszeit betragsméflig immer kleiner, und es obliegt dem Benut-
zer zu entscheiden, ab welchem Zeitpunkt er deren Anteil als ,, vernachlassigbar®
einstuft.

Solange beide Losungsanteile ,wirksam® sind, spricht man von einem FEin-
schwingvorgang. Nach dem Einschwingen wirkt nur noch die partikulére Losung
der inhomogenen Dgl, diese wird als stationdre Losung bezeichnet. Nur diese
wird im folgenden untersucht.

Zur Bestimmung einer partikuldren Losung der Dgl

ai 4+ bt + cx = Fysinwt (teR)
erfolgt der Storgliedansatz

xp(t) = Acoswt + Bsinwt (t € R).

Durch Einsetzen in die Dgl und Koeffizientenvergleich werden die unbekannten
Koeffizienten A und B bestimmt:

zp(t) = Acoswt +  Bsinwt
tp(t) = — Awsinwt + Bwcoswt
ip(t) = — Aw?coswt — Buw?sinwt

Einsetzen in die Dgl fithrt auf
(—aw?A+bwB+-cA) coswt + (—aw’B—bwA+cB—Fy) sinwt = 0 (teR),

und ein Koeffizientenvergleich (warum darf dieser durchgefiithrt werden?) liefert
ein lineares Gleichungssystem fiir A und B:

(c—aw?)A + bwB = 0
—bwA + (c—aw®)B = F,.
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Mit den bekannten Abkiirzungen w? = %, 0 = % erhdlt man daraus nach

Division durch a:
(Wi —w)A + 20wB = 0
—20wA + (Wi -w)B = —.
Die Koeffizientendeterminante dieses linearen Gleichungssystems ist gegeben

durch
A = (wg — w2)2 + (25w)2;

sie ist strikt positiv fiir 6,w > 0 und Null fiir § = 0 (keine Démpfung) und
w = wg. Im Falle der eindeutigen Losbarkeit kann das lineare Gleichungssystem
z.B. mit der Cramer’schen Regel gelost werden:

0 20w
R/a w}—uw?

4 . 20w Fy/a
(W 20w B (wg — w?)? + (20w)?’
- 20w wi—uw?
wg-w? 0
B _ — 20w Fy/a B (wE —w?) Ry/a

wd—w? 2w B (wE — w?)? + (20w)?”
— 20w w% —w?

Diese partikulédre Losung x, 148t sich natiirlich auch auf die Form
xp(t) = Acoswt + Bsinwt = Xgsin(wt + 1) (teR) (8.26)
umrechnen. Hierbei ist (Additionstheorem fiir sin(wt+1), ¥ € [0, 27) geeignet)
F()/a
Xo = VA2 + B2 =
V(wg —w?)? + (20w)?

20w

T2 2
wo w

tan 1 sin 1) Xpsiny A
a. = = = — =
t cos Xpcosy B

Welches Vorzeichen hat der Winkel ¢ in (8.26)? Dazu die folgende Betrachtung:

sing = A1 20w - (Fy/a)
- X Xo (wE —w?)?+ (20w)?
1 2w (Fy/a)?
T X (Bofa) (- Wt (200)°
20w
= — X0 < 0
(Fo/a) ™
B 1 wi—w? (Fo/a)?
cosY = = = o T2 022 2
% Xy (Fo/a) (@ — w2+ (20)
_ wp—u? x, < 0
(Fp/a) > 0
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je nachdem, ob w < wy oder w > wy ist.

Wegen siny < 0 ist ¢ € (m,27), also ¥ ein Winkel im dritten oder vierten
Quadranten. Zu Beginn, fiir kleine Winkel w < wy, ist cos® < 0 und damit
im vierten Quadranten und wechselt fiir Winkel w > wg < costy > 0 in den
dritten.

Die erzwungene Schwingung bleibt damit um den Winkel ¢ hinter der anre-
genden Schwingung zuriick. Diesem trigt man optisch dadurch Rechnung, dafl
man fiir ¢ nicht, wie gewohnt und oben erwéhnt, ¢ € (7, 27) wihlt sondern
¥ € (—m,0), s. Abb. 8.33. Somit gilt

arctan (—225(”2> , 0<w<uwy
wy —w
™
¢ = —5 5 W = wo
arctan <— 225w 2) -7, w > wo
wy —w

Definition 8.13

(i) Die funktionelle Abhéngigkeit der Amplitude Xy und des Phasenwinkels
1 der erregten Schwingung x;, von der Erregerfrequenz w bezeichnet man
als Frequenzgang der betreffenden Grofle.

(ii) Der Frequenzgang der Amplitude heifit auch Resonanzfunktion oder Ver-
groBerungsfunktion.

Diskussion der L6sung einer periodischen Erregerschwingung

(1) Frequenzgang der Amplitude

Die Amplitude Xy ist eine Funktion der Erregerfrequenz w, die entspre-
chende Funktion werde hier ebenfalls mit X(-) bezeichnet. Als Funktion
von w ist sie genau dann maximal, wenn das Quadrat ihres Nenners

g(w?) = (wg — w2)2 + (20w)?

als Funktion von w? ein Minimum hat:
JW) = 2 - w?) 48
g’ (w?) = 2 >0 (globales Minimum)

q (w?) 20 — w = wp = y/wi — 262

wy ist reell, wenn wg —262 > 0 ist; in diesem Fall hat die Resonanzfunktion
Xo(-) bei w, ein lokales Maximum, s. Abb. 8.31.
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Xo(w)

A

> W

Wr

Abbildung 8.31: Resonanzfunktion mit Resonanzfrequenz

Bemerkung

(i) Das System schwingt mit der groBtmoglichen Amplitude, wenn die
Erregerfrequenz gleich der Resonanzfrequenz w, ist; diesen Sonderfall
bezeichnet man als Resonanzfall.

(ii) Bei vorhandener Dampfung ist die Resonanzfrequenz w, stets kleiner
als die Eigenkreisfrequenz wy:

wr = yJwi =202 < \JwE—02 = wy < wo.

(iii) Wann gibt es reelle Resonanzfrequenzen?

ai + bt + cx = Fysinwt (teR)
9 c b
= — R 5: —_—
“0 a 2a

Reelle Resonanzfrequenzen treten auf fiir
wg—22>0 <=  V2ac>b

Die Dampfung b darf also nicht zu grofl werden:

mechanisches Modell V2me > b
. . . L

Reihenschwingkreis c >R

| C 1

Parallelschwingkrei 2— > —

arallelschwingkreis 7T 2R

(iv) Komplexe Resonanzfrequenzen, also keine reellen Resonanzphédnome-
ne, erhilt man fiir

wi —26% <0 = V2ac < b

Dieser Fall bedeutet eine starke Dampfung b.

(v) Fiir den Fall keiner Ddmpfung, also 6 = b = 0, liegt die Resonanz-
frequenz w, bei der Kennkreisfrequenz wg = \/0/7. Die Amplitude
hat bei w = w, = wy einen Pol erster Ordnung, es kommt zur sog.
Resonanzkatastrophe.
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(vi) In einem schwingenden System liegt die Kennkreisfrequenz wy und
damit die Resonanzfrequenz

2ac — b2
wr = yJwi —26% = QET

fest. Die Amplitude wird umso Kkleiner, je mehr sich die Frequenz
w der Erregerschwingung von der Resonanzfrequenz w, unterscheidet.

Anwendungen

Frequenzweichen bei elektrodynamischen Lautsprechern, Zahnarzt-
bohrer

Bemerkung *

Ein eindrucksvolles Beispiel fiir eine Katastrophe, welche anfinglich auch
auf das oben beschriebene Resonanzphidnomen zuriickgefithrt worden ist,
lieferte der Einsturz der Tacoma Narrows Bridge iiber den Puget Sound bei
Tacoma, der Hauptstadt des US-Bundesstaates Washington am 7. Novem-
ber 1940, knapp ein halbes Jahr nach ihrer Fertigstellung im Juli desselben
Jahres; s. Abb. 8.32.

Die schlanke Konstruktion der Briicke fithrte zu einem geringen Ge-
wicht und einer niedrigen Steifigkeit. Zusammen mit einer aerodynamisch
ungiinstigen Form der Triger und der Fahrbahnverkleidung (Platten an-
stelle von Stahltragern) machte das die Briicke sehr windempfindlich: die
gesamte Briicke wirkte wie eine Tragflidche, an welcher der Wind oben und
unten vorbeistrémte.

Diese Querschnittsform stellt — jedenfalls fiir ein Bauwerk — ein aerodyna-
misch ungiinstiges Profil dar. Zieht man beispielsweise ein flaches Brett
durchs Wasser, so beginnt von einer gewissen Geschwindigkeit an das
Brett quer zur Zugrichtung zu schwingen. Wegen der Riickstellkréfte der
Aufhéngung der Fahrbahn kam es daher zu Ab- und Auftriebskraften, und
die Briicke fing an, vertikal zu schwingen.’

Schon bei mifigem Wind bildete sich hinter der Briicke eine sog.
Karman’sche Wirbelstrafle, deren Wirbelablosungen fiir diese vertikalen
Schwingungen der Briicke verantwortlich gemacht wurden, weshalb sie we-
gen ihres Auf- und Abschwingens den Spitznamen ,,Galloping Gertie“ er-
hielt und zu einem Anziehungspunkt fiir Touristen wurde. Manche Au-
tofahrer kamen extra zum ,,Achterbahnfahren“ andere nahmen lieber den
zeitaufwendigen Umweg iiber Olympia im Siiden in Kauf, den die Briicke
eigentlich ersparen sollte.

Am 7. November 1940 schliellich rifl bei nur méfiigem Wind ein Hénge-
seil. Dadurch gelangte die Briicke in einen anderen Schwingungsmodus und

“http://de.wikipedia.org/Tacoma-Narrows-Briicke
http://www.vibrationdata.com/Tacoma.html

®Das Wehen von Fahnen im Wind oder das ,,Singen“ von Hochspannungsseilen beruht auf
der gleichen Ursache.
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fithrte jetzt Torsionsschwingungen aus, welche dariiberhinaus noch selbst-
erregt waren. Darunter versteht man Schwingungen mit einer kleinen posi-
tiven oder sogar negativen Dampfungskonstante b, d.h. sie verstiarken sich
selbst, ohne dafl eine periodische &uflere Anregung dafiir notig ist. Der
kontinuierlich wehende Wind sorgte — ohne eine von auflen vorgegebene
bestimmte Anregungsfrequenz — dafiir, daf} sich die Torsionsschwingungen
der Briicke immer weiter aufschaukelten. Nach einer dreiviertel Stunde ris-
sen weitere Seile, und die Briicke stiirzte ein.

Abbildung 8.32: Tacoma Narrows Bridge Desaster vom 7. November 1940

(2) Frequenzgang des Phasenwinkels

Die erzwungene Schwingung lauft der Erregerschwingung stets um den
Phasenwinkel v hinterher, es wird zum Nullphasenwinkel ¢ = 0 der Er-
regerschwingung also der Winkel ¢ addiert (¢ € (—m,0) geeignet).

Sonderfille

(i) w=0 (statischer Fall): P(w) =0
(il) w = wo: Y(w) = =5

(iii) Bei hohen Erregerfrequenzen (w > wy) schwingen Erreger und Sy-

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



276

KAPITEL 8. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

stem nahezu im Gegentakt (Abb. 8.33):

lim Y(w) = —7

wW—00

Wy Wo

> W

volx

Abbildung 8.33: Resonanzfunktion des Phasenwinkels

Bemerkung

Eine Kurvendiskussion zeigt, dafl wy kein Wendepunkt des Graphen ist und
auch nicht immer ein Wendepunkt vorliegt:

—20w
1/)((4()) = arctan (M)
0
, B —2(5(w3 + w?)
viw = (wE — w?)? + 45202
4
P'(w) = ow 5 [w4 + 2w8w2 + wg(452 - 3w(2))]

[(WE — w?)? + 46%w?]

| 52
P (w) 20 — wy=0 oder Wy = wp 4| —1+2 1—?
0

Auf die Berechnung der dritten Ableitung soll hier verzichtet werden.

Hier ist nur das obere Vorzeichen relevant, da die duflere Wurzel keinen
negativen Radikanden haben darf. Mit dem Verlustfaktor d := Z—‘g = b

Vac
Ww = Wy \/—14—\/@.
Fiir w > 0 liegt nur dann ein Wendepunkt vor, wenn gilt:
Va—a > 1 — d < V3.

Fiir diese Werte von d, d.h. fiir d € (0,1/3) gilt fiir den Wendepunkt die
Beziehung wy < wg, s. Abb. 8.34.

wird daraus
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V(W)

Ww Wo

> W

d< 3

/d>\/§

B

—T

Abbildung 8.34: Wendepunkt der Resonanzfunktion des Phasenwinkels

8.3.6 Euler’sche Differentialgleichung

Als Euler’sche Differentialgleichung bezeichnet man eine Dgl der Form

anz"y"™ +a,_12" Yy 4 arzy +agy = 0 ({29, - ™) € R"*?)

mit konstanten Zahlen ay.

Diese lineare Dgl hat zwar keine konstanten Koeffizienten, 148t sich durch ei-
ne Substitution aber in eine solche iiberfithren. Man beachte, dafl die Potenz
eines auftretenden Faktors z* genauso groB ist wie die Ableitungsordnung k
derjenigen Funktion, bei welcher sie als Koeffizient auftritt.

Zuerst soll gezeigt werden, dafl man sich dabei auf die Betrachtung von
positiven Werten x beschrianken kann.

Beh.
Ist y(-) eine Losung der Euler-Gleichung, so auch z(-), definiert durch

z(z) = y(—=x) (x € R).

Beweis

anz™ 2™ (2) + ...+ a1 () + apz(x)
= ana™y ™ (=) - (“1)" 4+ aray () - (—1) + aoy(—)
=y (=)™ (=) + ..+ a1 - (—2)y (=) + a0 - y(—2)
=0

Die Substitution

x = s(t) ==e = t=sYz) = Inx
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278 KAPITEL 8. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

u(t) = y(z) = y(e') (z > 0)

bedeutet nach der Kettenregel

du dy ds

S = LT = v

d?u d

Ta) = S W@-a) = (- aty) e =yt +y 0
d3u d

SR = L@ ) )

— (y,//'$2+2y/'$+y”'l‘+y,)'l“ — y,//'x3+3y”'x2+y,‘$

Man erhélt somit eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
flir die substituierte Funktion w:

d™u d" du d"u s
bnwﬁ-bn—lw—F...—i-bla-f—bOU—o (<$,u7...,W>ER )7

welche geschlossen 16sbar ist.

Beispiel 8.43
3, 13
y' =y + 5y =0 ((z, 5,9/, y") € (0,00) x R?).

Multiplikation mit x2 liefert die Euler’sche Dgl

22 y" —3xy +13y = 0 (<;1:, v,y y") € (0,00) x ]R3)

woraus mit der Substitution z = e', u(t) = y(z) folgt:

d?u du
2 " / /
etng ety = () -
-y —3zy + 13y 7 xy 3dt + 13u
d?u du
= — —4—+1
a g T
du d*u
-0 (110, 2, By ¢ g,
(bw G gz €

Die zur Dgl fiir die transformierte Funktion u gehtrende charakteristische Glei-
chung
A —4X+13 = 0

hat die beiden Lésungen

A1 =2+4+3i und Ay = 2 — 3L
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Aus den beiden reellen linear unabhingigen Losungen der transformierten Dif-
ferentialgleichung mit konstanten Koeffizienten,

ur(t) = e* - cos3t
ug(t) = e* -sin3t (t e R),

ergeben sich die folgenden linear unabhéngigen Losungen der urspriinglichen
Euler-Dgl:

yi(z) = 2% cos(3lnx)

yo(z) = z?-sin(31nz) (x > 0).
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Kapitel 9

Laplace-Transformation

9.1 Einfiihrung

Haufig ist es einfacher, ein mathematisches Problem iiber den Umweg einer
Transformation zu lésen, anstatt es direkt anzugehen, s. Abb. 9.1.

gegebenes o gesuchte
Problem P - L Losung
Transformation | T’ = T—1| Riicktransformation
transformiertes P L’ Losung des trans-
Problem . formierten Problems

Abbildung 9.1: Transformation zur Lésung eines mathematischen Problems

Beispiele 9.1

(i) Mit Hilfe der Beziehung
In(a-b) = In(a)+ In(b) (a,b>0)
kann man die Multiplikation auf die Addition zuriickfiihren:

Statt die beiden Zahlen a und b direkt miteinander zu mul-
tiplizieren, werden von beiden die Logarithmen aufgesucht —
das entspricht der Transformation 1" oben — dann werden diese
Logarithmen addiert, und das Ergebnis In(a) + In(b) stellt die
Losung des transformierten Problems dar. Dieses wird mit Hilfe
der Exponentialfunktion — das ist hier die Riicktransformation
— zu der gesuchten Losung

en(@)+In(b) _ gIn(ab) — 4. (a,b>0)

riicktransformiert.
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Diese Anfang des 17.Jahrhunderts entdeckte Logarithmenrechnung war ei-
ne enorme Erleichterung fiir Johannes Kepler (1571-1630) bei der Bewalti-
gung seiner auferordentlich umfangreichen Berechnungen zur Erstellung
der Planetentafeln. Bis Ende der siebziger Jahre des 20. Jahrhunderts
stellte diese logarithmische Transformation auch einen unverzichtbaren
Teil der Mathematik-Ausbildung in der Schule dar und wurde erst durch
die Einfiihrung der Taschenrechner verdringt.

(ii) Anwendung der Substitutionsmethode zum Auffinden einer Stammfunk-
tion, s. Abb. 9.2.

/(a:+5)”dx \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ L e
n+1
Transformation | £ :=¢t—5 t = x + 5| Riicktransformation
/ t" dt ikl +C
T on+1

Abbildung 9.2: Substitution zum Auffinden einer Stammfunktion

(iii) Anwendung einer Transformation zum Auffinden einer Losung einer
gewohnlichen Diferentialgleichung, s. Abb. 9.3.

C
y+ay =1 - oyl =1+
Transformation | y = % (z # 0) u = 2y | Riicktransformation
u =1 uw(z)=x+C

Abbildung 9.3: Transformation zum Auffinden einer Losung einer Dgl

(iv) Koordinatentransformationen, etwa die Umrechnung auf - und Riickrech-
nung zu Polarkoordinaten zum Zwecke der Durchfiithrung einer Rechen-

operation:
Transformation Umrechnung komplexer Zahlen auf
Polarkoordinaten
Rechenoperation beispielsweise eine Multiplikation
Riicktransformation Riickrechnung komplexer Zahlen auf

kartesische Koordinaten
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282 KAPITEL 9. LAPLACE-TRANSFORMATION

(v) Der GauB-Algorithmus ist eine Transformation einer Matrix auf Diago-
nalgestalt mit Hilfe elementarer Zeilenumformungen, bei der die Lésungs-
menge des zugehorigen linearen Gleichungssystems nicht verédndert wird.

Eines der Hauptprobleme beim Arbeiten mit Transformationen ist das Auffin-
den der Umkehr- oder Riicktransformation. Hat man diese einmal gefunden,
so stellt sich eine weitere Frage: Ist die Losung des transformierten Problems
immer gleich der transformierten Lésung des urspriinglichen Problems (Abb.
9.1), m.a.W., ist das Diagramm 9.1 kommutativ?

Schwierig ist die Beantwortung dieser Fragen insbesondere bei den sog. Inte-
graltransformationen, wie etwa der Fourier- oder der Laplace-Transformation.
Eine Integraltransformation transformiert eine gegebene Funktion f in eine neue
Funktion F' gemifl der Beziehung

b
F(s) = /f(t)k:(s,t)dt.

Hierbei ist k eine von f unabhéngige Funktion zweier Variablen, die sog. Kern-
funktion. Fiir die Fourier-Transformation beispielsweise sind

a = —00
b = +o0
k(s,t) = e ¢

9.1.1 Motivation

Die Fourier-Transformierte F' = f einer Funktion f,
oo
F) = fo) = [ foe (weR),
—0o0

existiert dann, wenn das uneigentliche Integral von |f| iiber ganz R existiert,
d.h. wenn gilt:

/|f(t)]dt < .

Schwéchere Konvergenzbedingungen als diese sind schwer vorstellbar. Immerhin
sichert diese handliche Bedingung sogar die absolute Konvergenz des Fourier-
Integrals.

Dennoch ist diese Konvergenzbedingung der Fourier-Transformation bereits zu
stark und schon fiir einfache und praktisch wichtige Zeitfunktionen nicht mehr
erfiillt.
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Beispiel 9.2

Man betrachte die Sprungfunktion o (auch Heaviside-Funktion H genannt,
technisch: ein Einschaltvorgang)

0, t<a
oa(t) = { 1 f > (a € R).

Das uneigentliche Integral (o := o¢)
[e.e] o0 .
/ O'(t) oWt b — /e—iwt dt — L [e—iwt} t—00
w t=0
—o0 0

existiert an der oberen Grenze nicht. Je nach Wahl einer Folge {t,}nen mit
t, — oo konvergiert die Folge {e™ !}, civ gegen einen anderen Grenzwert oder
iiberhaupt nicht:

(a)  ty =20 = e Wh 1
(n—00)

(b) t'n, == (2TI'+7T/2)TL — eiiwt" — —1
@ (n—00)

(¢)  tp:= (ZW:”)” — e Wh — -1
(n—o0)

(d) t,:= Qrasm/2n -y g-iwtn — i
@ (n—00)

Scheinbarer Ausweg

Bei Zeitfunktionen, welche fiir ¢ < 0 verschwinden — also etwa der obigen
Sprungfunktion f = o — lassen sich diese Konvergenzschwierigkeiten auf den
ersten Blick haufig dadurch beheben, dafl man die Funktion f

e zunichst mit einer exponentiellen Ddmpfung
e (t € R,d > 0 geeignet)
multipliziert,

e dann die Fourier-Transformation durchfiihrt

e und danach § — 0 gehen l&f3t.

Man erhélt dann

) %)
/ O'(t) e—6t e—iwt dt — /e—(5+iw)t dt
—00 0
_ [_ 1 —@tiw) ]
0+ iw t=0

1 B 0 —iw
S+iw 02+ w?’
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284 KAPITEL 9. LAPLACE-TRANSFORMATION

Damit ergibt sich

[e.9]

lim [ o(t)e e dt = —i (w # 0).
—00

Bemerkung

Es liegt an der Nicht-Vertauschbarkeit zweier Grenziiberginge, dafl diese Vor-
gehensweise zum Ziel fithrt, der Grenzwert lim darf nicht unter das Integral

—0

gezogen werden:

i t —ot —iwt dt = _i 0 b

(a) o o(t)e e ” (w#0), aber

(b) / lim o (t) ™" e dt = / o(t)e “dt = / e it g
HAS e ;

existiert nicht nach Beispiel 9.2.

o0
Daher sind die beiden Grenzwerte ;im und f ... dt nicht vertauschbar, der

— 0o

»Ausweg* ist also ein scheinbarer! Dennoch:

Die Existenz des Integrals [0 [f(t)e™®|dt (6 > 0 geeignet) ist fiir eine
weit groBlere Klasse von Funktionen gewihrleistet als die Existenz des Inte-
grals [*_|f(t)|dt. Da auBerdem in den Anwendungen héufig nur solche Zeit-
funktionen f von Interesse sind, welche sowieso fiir ¢ < 0 verschwinden — sog.
Einschaltvorgédnge —, gelangt man in Anlehnung an Beispiel 9.2 zu einer im fol-
genden Abschnitt definierten Modifikation der Fourier-Transformation, welche
sich an diese Vorgehensweise anlehnt und in der Praxis bewéhrt hat.

9.1.2 Definition und Beispiele

Definition 9.1

Sei f eine auf [0, 00) definierte reell- oder komplexwertige Funktion.

(i) Die Funktion

LIfl(s) = / F(t)e st at (s€C) (9.1)
0
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heiflt die Laplace-Transformierte von f, falls das uneigentliche Integral

existiert, d.h. falls
b

Jim f(t)e st dt

0

fiir gewisse s € C existiert.

(ii) Die Zuordnung
L : fo— L[f]

heifit Laplace-Transformation.
Beispiel 9.3
Der Sprungfunktion ¢ = o¢ (Beispiel 9.2) wird durch die
Transformation die Funktion

oo oo

S t=0

Liol(s) = / o(t)estdt = / et = 1 [e—ﬂ““ -

Laplace-

zugeordnet. Dieses uneigentliche Integral existiert an der oberen Grenze fiir alle

s € C mit s > 0, und man erhélt

Llo](s) = - (s € C,Rs > 0).

Beispiel 9.4

Seien a € C und f(t) := e -o(t) (t € R) mit der oben definierten Sprungfunk-

tion o = oy, also
0 , t<0
f(t) - {eat ) tZO

Dann ergibt sich fiir jede Zahl b > 0

b b b
/ ft)e stdt = /e“t e Stdt = /e(as)t dt
—00 0 0
— L e(a—s)t b _ L e(a—s)~b _ 1
a—s 0 a—s a—s
= 1 em'b . eiy'b + ! )
a—s s—a
wobei gesetzt wurde:
a—s =: r+1iy (z,y € R geeignet).

Der Grenzwert, fiir b — oo existiert also genau dann, wenn gilt:

r = Rla—s) = Ra—Rs < 0.
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Ergebnis
1

sS—a

Lo -e™](s) = (s € C,Rs > Ra).

Die Laplace-Transformierte von o - e ist also in einer Halbebene definiert. Fiir
a = 0 hat man Beispiel 9.3 reproduziert.

Beispiel 9.5
Fiir jedes n € Ny gilt

n!

Lo #(s) = —og

(s € C,Rs > 0).

Diese Aussage wird durch vollstindige Induktion iiber n bewiesen.
(i) Induktionsverankerung:
n=>0 s. Beispiel 9.2.

(ii) Induktionsvoraussetzung:

Die Behauptung sei fiir alle Zahlen m € INy mit m < n bewiesen.

(iii) Induktionsschlufi:
Mit Hilfe partieller Integration folgt

o
(m+ VLo -tm(s) = /muqnma“ﬁ
0
o0
[tm—l-l . e—st] t—o0 _ /tm+1 . (_S) . e—St dt
0
0
o0
—_ O _ 0m+1 4+ s- /tm+1 'e_St dt
0
= s-Llo-t"(s),
also 41
Lio- ™Y (s) = Lo - t™](s).
s
Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung folgt aus diesem Ergebnis schlief3-
lich
m+1 m! (m+1)!
Lo - ™ (s) = T el T w2 (s € C,Rs > 0).
Bemerkung

Mit Hilfe der Fourier-Transformation 148t sich die Laplace-Transformierte L[f]
von f auch wie folgt deuten:
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Fourier-Transformation:

Flw) = fw) = / £ty dt (weR),

hierbei ist f(w) der Wert der Spektraldichtefunktion der Funktion f(-) an der
Stelle w;

Laplace-Transformation:

- / f(tyetdt;
0

sei f(t) == 0 (¢ < 0) und man setze s := z + iw. Dann folgt
Lifl(z +iw) /f —(eHe)t gy — / e ™ f(t) e W dt.
0 —00

Bei festem x € R 148t sich L[f](z + iw) somit als Spektraldichte der Funktion
e ¥ f(-) an der Stelle w auffassen.

9.1.3 Lo6sung von Differentialgleichungen mit Hilfe der Laplace-
Transformation

Bisher wurde die Laplace-Transformation definiert, und die Laplace-
Transformierte einiger Funktionen wurde ausgerechnet. Sinn und Zweck des
ganzen Unterfangens ist allerdings noch nicht dargestellt worden, und das soll
jetzt geschehen. Man muf} also der Frage nachgehen, welchen Vorteil es bringt,
sich mit der Laplace-Transformation zu beschéftigen. Dazu sei an das Diagramm
9.1 erinnert: dort wurde die Aufgabe, ein gegebenes Problem zu l6sen ersetzt
durch die Aufgabe, ein transformiertes Problem zu l6sen.

Die Laplace-Transformation bildet eine Menge von Funktionen — den Original-
bereich — in eine andere Menge von Funktionen — den Bildbereich — ab:

L : Originalbereich —— Bildbereich
f —  L[f]

Da es sich beim Original- und Bildbereich jeweils um Vektorrdume von Funk-
tionen handelt, spricht man h&ufig auch von Originalraum und Bildraum.

Um die Vorteile des Arbeitens mit der Laplace-Transformation zu erkennen,
wird die folgende Rechnung durchgefiihrt, welche eine Verallgemeinerung der
partiellen Integration aus Beispiel 9.5 ist:
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Seien s € C mit Rs > 0, f € C*([0,00)) und f eine beschréinkte Funktion, dann
ist

Lif)(s) = / F(t) et dt
0

- Lo st o — i e St (—s)d
R 0/ f(tyest (—s) dt
— 0 f(0) + s-/f(t)e—stdt (9.2)
0

= s-L[f](s) = f(0).

Bis auf das additive Glied f(0) entspricht der Differentiation von f im
Bildraum die Multiplikation von L[f] mit s: Die Laplace-Transformation
verwandelt Differentialgleichungen in algebraische Gleichungen, das ist das
(ein!) Geheimnis ihres Erfolges. Zusétzlich werden, bedingt durch das Auftreten
von f(0) in obiger Rechnung, auch Anfangsbedingungen inkorporiert. Es ergibt
sich ein Schema wie in Abb. 9.4 dargestellt.

Originalraum
AWP fiir lineare Dgl mit -
konstanten Koeflizienten

| !

Originalraum

Losung des AWP

Laplace-Transformation Riicktransformation
Bildraum Bildraum

Eine einzige ——— | Lo&sung der

algebraische Gleichung algebraischen Gleichung

Abbildung 9.4: Die Idee der Laplace-Transformation

Bemerkung

Die Achilles-Ferse beim Arbeiten mit der Laplace-Transformation ist die Riick-
transformation:

Wie lautet zu einer gegebenen Funktion F' im Bildraum eine (die?)
Funktion f im Originalraum, deren Laplace-Transformierte gerade
die vorliegende Funktion F ist?
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Hierfiir gibt es im wesentlichen zwei Losungswege:

(a) Komplexe Umkehrformel

Die entsprechende Formel gewinnt man mit Hilfe der inversen Fourier-
Transformation. Dabei wird hier vorausgesetzt, dafl simtliche auftretenden
Integrale existieren.

Mit s := § + iw erhdlt man

Liof)(s) = / F(t) e gy

—_ / —6t —Mt dt
0

_ / [0(£) £(t) =] e~ dt.

—00

Die letzte Gleichung besagt, da L[of] die Fourier-Transformierte der
Funktion o(-) f(-)e™® ist. Dann ergibt sich mit Hilfe der inversen Fourier-

Transformation
—ot 1 iwt
o0t = 5 [ Llof)s)e do.
T
also

o(t)f / Ot oot gy — % /OOL[Uf](s)eStdw.

Mit der Substitution
s = 0+iw ) ds = idw

erhélt man daraus die komplexe Umkehrformel

s=0+iw 1 s=d-+ioo
o(t)f(t) = % Jim / Liofl(s)e*ds =: o / Liof](s)e* ds.
s=d—iw s=d—ioo

Dieses komplexe Kurvenintegral 148t sich mit den mathematischen Mitteln
der komplexen Analysis (Funktionentheorie) auswerten, etwa mit dem Re-
siduensatz. Hier wird diese Umkehrformel, also

ORI (t>0),

jedoch nicht weiter verwendet. Bemerkt werden soll nur, dafl die Funktion
f reproduzierbar ist, daf§ also die Laplace-Transformierte L[f] die Funk-
tion f bestimmt und damit die Riicktransformation L' im wesentlichen*
(Satz 9.4) eindeutig verlauft.
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(b) Riicktransformation mit Hilfe von Tabellen

In der Praxis wird die Riicktransformation fast ausschlieSlich mit Hilfe von
sog. Korrespondenztabellen durchgefiihrt. Dazu formt man — wenn notig —
die riickzutransformierende Funktion solange um, bis sie eine Gestalt hat,
zu der man die Riicktransformation einer Tabelle entnehmen kann.

Beispiel 9.6
Gegeben sei das Anfangswertproblem
v -2y = 6
y(0) = 1

Auf die Dgl wird die Laplace-Transformation angewendet. Dann erhilt man fiir
die Laplace-Transformierte L[y] eine algebraische Gleichung.

Ly -2 = [0 - 2u0] e dr
0
= y(t)e Stdt — 2 [ y(t)e st dt
/ /
= s L[yl(s) —y(0) — 2L[y](s)
= (s—2)-L[yl(s) - 1,
L6o](s) = g (Rs > 0)

Mit der Uberlegung
Llinke Seite] = L[rechte Seite]

iiberfiihrt die Laplace-Transformation das gesamte AWP fiir die gesuchte Funk-
tion y in eine algebraische Gleichung fiir deren Laplace-Transformierte L[y].
Diese Gleichung kann sofort gelost werden:

1 + 6
s—2  s(s—2)
1 3 3 4 3

_ = - = r 2
3—2+s—2 s s—2 s (Rs > 2)

Llyl(s) =

Zur Bestimmung der Losung y des urspriinglichen AWP mufl man nun wissen,
von welcher Originalfunktion die rechte Seite der letzten Gleichung die Laplace-
Transformierte ist. Nun gilt (Beispiele 9.4 und 9.2)

Lioe*'(s) = . i 5 (Rs > 2),

1
S

Lio)(s) = (Rs > 0).
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Damit lautet die Losung des Anfangswertproblems

y(t) = 4-¢* -3 (t >0).

Bemerkung

Ein Anfangswertproblem fiir eine lineare inhomogene Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten kann man auch anders l6sen, ndmlich mit der
Standard-Methode, ohne Laplace-Transformation. Dazu mufl man

(i) die charakteristische Gleichung 16sen, um ein Fundamentalsystem der ho-
mogenen Gleichung zu erhalten;

(ii) eine Variation der Konstanten oder einen Storgliedansatz durchfiihren, um
eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu erhalten;

(iii) in der Summe von allgemeiner Losung der homogenen Gleichung und spe-
zieller Losung der inhomogenen Gleichung die richtige Linearkombination
der Losungen des homogenen Systems ermitteln, um die geforderte An-
fangsbedingung zu erfiillen. Dazu ist ein lineares Gleichungssystem der
Ordung n (hier: n = 1) zu losen.

Im Falle des letzten Beispiels (Dgl erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten
und konstanter Inhomogenitét) ist die Standardmethode wohl einfacher. Bei
Dgln hoherer Ordnung oder nichtkonstanter Inhomogenitét kann insbesondere
die Variation der Konstanten recht aufwendig sein.

Im Gegensatz dazu beriicksichtigt die Losungsmethode mit Hilfe der Laplace-
Transformation die Anfangswerte in der Bildgleichung unmittelbar und damit
in der Losung des AWP selbst; dariiberhinaus wird bei diesem Vorgehen auch
die allgemeine Losung der homogenen Dgl nicht benétigt.

Spéter werden kompliziertere Beispiele vorgestellt.

Bemerkung

Ein AWP fiir den Anfangspunkt 7 einer linearen inhomogenen Dgl n-ter Ord-
nung (auch mit nichtkonstanten Koeffizienten),

an()y™ +an1 )y . taolt)y = f(t) (t>r7)
y(1) = o
V@) = g

148t sich in ein dazu dquivalentes AWP fiir den Anfangspunkt 0 transformieren.
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Dazu substituiere man ¢ := ¢ (z) := z + 7 fiir x > 0 und setze

und man erhélt dann das folgende AWP fiir z und g mit dem Anfangspunkt O:

b (2)2™ + b1 (2)2") + - bo(z)z = g()
2(0) = o

207D0) = gl

(t=0)

Aus diesem Grunde kann man sich darauf beschridnken, bei der Laplace-
Transformation nur Anfangswertprobleme mit dem Anfangspunkt 0 zu unter-

suchen.

Beispiel 9.7

y'+y = sin2t (t> g)
™
2y = 0
v(3)
;T
2y = 1
v (3)
Mit der Transformation
2(t) = y(t+ g) (t>0)

ist dieses AWP an der Stelle m dquivalent zu dem AWP

2 +z = sin2(t+ g) = sin(2t +7) = —sin2t
z(0) = 0
Z0) = 1

an der Stelle 0.

Beispiel 9.8

y// + y/ _ 6y — e3t (t 2 O)
y(0) =
y(0) = 1
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9.1. EINFUHRUNG 293

Zur Losung dieses Beispiels benétigt man zuerst eine Formel fiir L[y”]. Diese
gewinnt man aus (9.2) durch wiederholte Anwendung:

Llyl(s) = —y(0)+s-Llyl(s)
= _1+8L[y](8)>

Liy"|(s) = —y'(0)+s- Lly(s)

A

—y'(0) +5- (=y(0) + 5 - L[y](s))

= s>~ Llyl(s) — '(0) — s - y(0)
[yl(s)

)+
)+
y

8.
s2- Llyl(s) — 1 —s.

]
]
Hieraus erhélt man mit Hilfe der Linearitdt des Operators L

Ly +y —6l(s) = L)) + Lly')(s) - 6Lly](s)
= P L)(s) — 15+ 5 Lgl(s) 1 — 6+ Lg)(s)
= (s*+s5—6)-Ly(s) —s—2
1

L[e3(s) = p— (Rs > 3)

Wieder erhilt man aus der Uberlegung

Llinke Seite] = L[rechte Seite]

die Losung im Bildraum zu

s2—s—5

1
Llyl(s) = m<3+2+s—3> T (5—2)(s—3)(s+3)

(Rs > 3).

Zur weiteren Behandlung des letzten Ausdruckes wird eine Partialbruchzerle-
gung vorgenominen:
s2—5—5 A B C

(s—3)(s—2)(s+3) s-3 it s+3

Hieraus ergibt sich durch Koeffizientenvergleich, etwa mit der Grenzwertmetho-

de 1 3 7
A = - B = - C = —.
6 ’ 5 ’ 30
Damit erhélt man nach Einsetzen dieser errechneten Werte die Losung des AWP
zu

1 3 T
Liyl(s) = Lg-e?’t+g-ezt+%-e?’t ()
1
— y(t) = 6e3t+§e2t+%e*3f (t>0).

Qualitativ war diese Losung zu erwarten: das charakteristische Polynom hat die
zwei einfachen reellen Nullstellen A1 = 2 und Ao = —3, und die Storfunktion
selbst ist keine Losung der homogenen Differentialgleichung.
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294 KAPITEL 9. LAPLACE-TRANSFORMATION

9.2 Laplace-transformierbare Funktionen

Dieser Abschnitt dient im wesentlichen zwei Zielen. Zum einen werden hin-
reichende Bedingungen dafiir angegeben, dafl die Laplace-Transformierte einer
Funktion existiert und eindeutig bestimmt ist. Zum anderen werden Rechenre-
geln fiir den Umgang mit der Laplace-Transformation bereitgestellt.

9.2.1 Klassen Laplace-transformierbarer Funktionen

Es sind viele Klassen Laplace-transformierbarer Funktionen bekannt, einfa-
che notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Transformierbarkeit ei-
ner Funktion gibt es jedoch nicht. Hinreichend fiir die Existenz der Laplace-
Transformierten L[f] einer Funktion f ist natiirlich, dafl das sie definierende
uneigentliche Integral existiert.

Bei den beabsichtigten Anwendungen erfiillen die Originalfunktionen in der
Regel die

Voraussetzungen I

1. Fiir jede Zahl b > 0 ist |f(-)| integrierbar in dem Intervall [0, b].

[e.e]

2. / le™t f(t)| dt existiert fiir mindestens eine komplexe Zahl s = s.
0

Satz 9.1

Jede Funktion f, die den Voraussetzungen I geniigt, ist Laplace-transformierbar.
Ihre Bildfunktion existiert mindestens in der Halbebene (Abb. 9.5)

{s: s€C, RNs>RNsp}.

§R80

/

Abbildung 9.5: Rechte Halbebene {s: Rs > Rsp} in C
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9.2. LAPLACE-TRANSFORMIERBARE FUNKTIONEN 295

Bemerkung

(i) Die kleinste reelle Zahl o.(f), fiir welche das Laplace-Integral von f

e konvergiert fiir Rs > o.(f)
e divergiert fir Rs < o.(f)

bezeichnet man als Konvergenzabszisse des Laplace-Integrals von f; solch
eine Zahl gibt es wegen der Vollstédndigkeit der reellen Zahlen.

(ii) Diejenigen Funktionen, welche den Voraussetzungen I geniigen, bestim-
men die Menge der absolut konvergenten Laplace-Integrale.

(iii) Unter den Voraussetzungen I sind noch weitergehende Konvergenzaussa-
gen moglich, etwa gleichméflige Konvergenz in einem Winkelraum. Hierzu
konsultiere man die mathematische Spezialliteratur.

Beweis von Satz 9.1

b
Beh. 1 /\ /\ /]eStf(t)|dt existiert.

seC  b>0 0

Bew.

Fiir jedes s € C und jedes Intervall der Form [0, ] ist die Funktion ¢ — |e™|

(t € [0,0]) stetig, also dort auch beschrinkt. Nach Voraussetzung existiert

b
[ 1f(¥)| dt, somit also auch das Integral
0

b b

[letlae < (e |- [ 170 dr
te[0,0]
0 0

Man beachte dabei, dafl in der Definition eines uneigentlichen Integrals
die eigentliche Integrierbarkeit {iber jedem kompakten Teilintervall gefordert
wird; diese wurde mit Beh. 1 fiir die Funktion ¢ +— e ™! f(¢) damit nachgewiesen.

Beh. 2 L[f] existiert in der Menge {s: s € C, s > Rsp}.

Bew. Es ist

e*éRSot

|
&
|
|
3
&
IN

= Jem]

J
=
)
S
I

/ e~ f (1)) dt < / oS0 (1)) i,
0 0

und das letzte Integral existiert nach Voraussetzungen I, Teil 2.
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296 KAPITEL 9. LAPLACE-TRANSFORMATION

Die Voraussetzungen I kénnen ersetzt werden durch handlichere, jedoch ein-
schrankendere Voraussetzungen an die Funktion f. Dazu werden zunéchst zwei
Definitionen gebraucht:

Definition 9.2

Sei f : [0,00) — C eine Funktion. f heifit auf [0, c0) von exponentieller Ordnung,
wenn sie nicht stéirker wéchst als eine Exponentialfunktion, wenn also gilt:

V VA i@l < M-e.

a>0 M>0 t>0

Beispiele

t", e e t"sinwt, t"coswt

(t > 0,a € C geeignet,w € R geeignet,n € Ny geeignet).

Insbesondere alle Losungen von homogenen linearen Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten sind Funktionen von exponentieller Ordnung auf
[0, 00), da sie sich als Linearkombinationen von Funktionen der Form t — "%
darstellen lassen.

Definition 9.3

Seien Z C R ein Intervall und f : Z — C eine Funktion. f heifit auf 7 stiickweise
stetig, wenn gilt:

(i) In jedem beschrénkten Teilintervall von 7 ist f bis auf hochstens endlich
viele Punkte definiert und stetig.

(ii) An den (moglichen) Unstetigkeitsstellen hat f hochstens endliche Spriinge
als Unstetigkeiten, also keine Pole und keine Oszillationsstellen. M.a.W.,
linksseitiger - und rechtsseitiger Grenzwert von f existieren iiberall in Z.

Beispiel 9.9

Die Sidgezahnspannung auf dem Intervall [0, 00) (Abb. 9.6) ist ein Beispiel einer
stiickweise stetigen Funktion gemifl der letzten Definition.

ft)

Abbildung 9.6: Stiickweise stetige Funktion auf [0, c0)
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Bemerkung

Eine Funktion von exponentieller Ordnung kann also hochstens wie die
Exponentialfunktion ¢ — e wachsen (welche Funktionen wachsen schneller?),
und der Begriff einer stiickweise stetigen Funktion ist schon aus Kapitel 7
(Definition 7.4) bekannt. Hier wird er dahingehend erweitert, dafl auf einem
unbeschriankten Intervall auch unendlich viele Unstetigkeiten zugelassen
werden, wenn sie keinen Hiufungspunkt haben.

Mit Hilfe dieser beiden Definitionen lassen sich als Ersatz fiir Voraussetzungen 1
handlichere Bedingungen formulieren, unter denen die Laplace-Transformierte
L[f] einer Funktion f existiert.

Voraussetzungen II

1. f ist stiickweise stetig auf [0, 00).

2. f ist von exponentieller Ordnung auf [0, co).

Satz 9.2

f geniige den Voraussetzungen II mit « als exponentieller Ordnung. Dann exi-
stiert L[f](s) fiir alle s € C mit Rs > «, und es gilt

lim L[f](s) = 0.

Rs—o0

Beweis

Seien M, a > 0 so gewéhlt, daf3 fiir ¢ > 0 gilt:
[f)] < M-e™.
Dann gilt fiir s := ¢ + iw, J,w € R sowie fiir jedes b > 0:

b

JUCRI

0

’f(t) . efét . efiwt’ dt

—_—
<M
b
< M/e(a‘”t dt
0
b
R SN T
a—0 0
M
— —(6—a)b
00—« (1 © >
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298 KAPITEL 9. LAPLACE-TRANSFORMATION

Falls § > « ist, so ist die rechte Seite gleichméflig beschrankt in b > 0, also auch
flir b — oo.

Somit ist die Funktion ¢ — f(t)e™! {iber [0, 00) integrierbar, ja sogar absolut
integrierbar. Weiterhin gilt

M
Rs — «

LU <

— 0 (Rs — o00).

9.2.2 Rechenregeln fiir die Laplace-Transformation
Unter der Voraussetzung, dafl alle auftretenden Integrale existieren, kann man

die folgende formale Rechnung fiir die Laplace-Transformierte einer héheren als
der ersten Ableitung von f anstellen:

LIf(s) = s-L[fl(s) = £(0) (s €C, Rs > )

3

LfONs) = 8" LIfl(s) = 30" fED0) (nel, s €, Rs > a)
k=1

Das diesbeziiglich korrekte Ergebnis ist in folgendem Satz formuliert:
Satz 9.3

(i) Seien f € C([0,00)), f stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung.
Dann ist auch f von exponentieller Ordnung und, falls $s hinreichend
grof} ist, gilt

LIf')(s) = s-L[fl(s) = f(0).

(ii) Seien n € IN, f € C"71([0,00)), f™ stiickweise stetig und von expo-
nentieller Ordnung. Dann sind auch alle f® (k € {0,...,n — 1}) von
exponentieller Ordnung und, falls s hinreichend grof} ist, gilt

LIf™M)(s) = s"-LIfI(s) = Y_s" - f5D(0).
k=1
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Beweisidee

Die Aussage iiber die exponentielle Ordnung erhélt man rekursiv aus dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung; s. auch den Beweis von
Satz 9.2. Sei dazu k € {0,...,n — 1}, dann gilt

t

P00 = 190 + [ 140 ar

0
t
< O]+ [0 e e ar
0
t
< [f®0)] + M/eo”dr
0
S M'eata

und die angegebene Formel fiir die Laplace-Transformierte L[f] von f erhélt
man mittels partieller Integration und vollstdndiger Induktion, s. Beispiel 9.5.

Beispiel 9.10

Gegeben sei das Anfangswertproblem

y//+y — et
y(0) =
y'(0) = 1.

Anwendung der Laplace-Transformation auf die Dgl liefert
Lly" +yl(s) = s*-Llyl(s) —s-y(0) — y'(0) + L[yl(s)

Lioe!l(s) = Sil (Rs > 1),

also wird die algebraische Gleichung im Bildraum zu

1
2
1)L -1 =
(s +1)L[yl(s) pamt
1 1
L = 1
) = g L4
1 [t g
241 s24+1 s—1
1 [1-s 1
208241 s—1
1 1 1 s +1 1
2 241 2 s2+41 s—1
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300 KAPITEL 9. LAPLACE-TRANSFORMATION

Aufgrund von (s. Hausaufgaben)

Llsinwt](s) = ﬁ (weR, Rs > 0)
Llcoswt](s) = ﬁ (weR, Rs>0)

lautet die Losung des AWP

1
y(t) = i(sint — cost + e') (t>0).

Beispiel 9.11

Das AWP des letzten Beispiels wird geringfiigig abgeéindert: jetzt wird es mit
der Inhomogenitiit sint anstelle von e’ betrachtet:

y'+y = sint
y(0) = 0
y'(0) = 1

Hier ist die Inhomogenitét selbst eine Losung der homogenen Dgl. Ein Ansatz
iiber die Laplace-Transformation fithrt auf die folgende algebraische Gleichung
im Bildraum:

(P + DL -1 =
1 1
Ligls) = s2+1[1+52+1}

Lo, 1
241 (s241)2

— Llsint](s) + (L[sint](s))’

Um nun weiterzukommen, bendtigt man eine weitere Rechenregel: wel-
cher Funktion im Originalraum entspricht das Produkt zweier Laplace-
Transformierten im Bildraum? Daher wird diese Regel — der Faltungssatz —
zunéchst abgeleitet. Aus Griinden der Ubersicht werden auch einige andere bis
jetzt noch nicht aufgefiihrte Regeln bereitgestellt. Hierzu bendtigt man jeweils
die Existenz der auftretenden Laplace-Integrale. Daher wird fiir das Weitere
die folgende Generalvoraussetzung gemacht:

Generalvoraussetzung

Alle im folgenden auftretenden Funktionen seien auf dem Intervall
[0, 00) stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung «.
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1. Linearitit der Laplace-Transformation
Llaf+Bg] = oL[f] + BL[g] (a,8 € C)
2. Differentiationssatz
LIf](s) = s-L[fl(s) = f(0) (s€C, Rs >a)
LIf"I(s) = s- L[ I(s) = f'(0)
= S°L[f](s) — s~ f(0) — f'(0)

2
= Zstf(kl 0) (s e C, Rs>a)
k=1

n

LIf™M)(s) = s"-L[f](s) = Y _s" " f&D0) (neN, seC, Rs>a)
k=1

Differentiation im Originalraum wird zur Multiplikation mit der unabhéngigen
Variablen im Bildraum.

3. Multiplikationssatz

Lit-fls) = — o (L)) (s€C, Rs > a)
L[t"- fl(s) = (=" ann (L[f])(s) (neN, seC, Rs> )

Multiplikation mit der unabhéngigen Variablen im Originalraum wird zur Dif-
ferentiation im Bildraum.

Beispiel 9.12

. d 9
Hesinele) = = £<82iw2) B (82 —522)2
4. Dampfungssatz
L™ fl(s) = (L[fN)(s+a) (seC, Rs>a, acC)

Der Multiplikation einer Originalfunktion mit e~% (Dimpfung, falls Ra > 0)
entspricht im Bildraum eine Substitution von s durch s + a (Verschiebung).

Beispiele 9.13

w

Lle™®sinwt](s) = CESE (R(s+a) > 0)
Lo coswl](s) = (S:a;iw (R(s + a) > 0)
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5. Erster und zweiter Verschiebungssatz

Lif(t-a)l(s) = e (LIf))(s) (s€C, Rs>a, t>a)

a

Liftt+a)(s) = e [(L[f)(s) — /e—stf(t) dt| (se€C, Rs>a, t>—a)

0

jeweils fiir @ > 0.

Der ,,Verschiebung® einer Originalfunktion (Substitution von ¢ durch ¢t + a)
entspricht im Bildraum eine Multiplikation mit e*%* (Dampfung, falls R(as) < 0
bzw. R(—as) < 0).

Beispiel 9.14

Llo(t—a)(s) = e Llo](s) = eS (Rs > 0)
6. Ahnlichkeitssatz
Lifaes) = - @) (s€C. Rs>a a>0)

Beispiel 9.15

. 1 1
Lisinwt](s) = » (5)2_’_1 = 912 (Rs > 0)
7. Faltungssatz'
L[ = r)gtr)ar) = Lif)-Llg (t > 0)

Das Integral auf der linken Seite heifit die Faltung von f und g und wird mit
f * g bezeichnet:

t
(fxg)(t ft —7)g(r)dr (t>0)
e

lengl.: Convolution Theorem
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Bemerkung

i) Faltet man die graphische Darstellung von f an der Achse 7 = £, so liegen
(i) grap g 5 g

das Argument (t—7) von f und das Argument 7 von g iibereinander; daher
resultiert der Name ,,Faltung®.

(ii) Die Faltung ist

assoziativ: (fxg)*xh = fx(gxh)
distributiv: f*x(g+h) = fxg+fxh
kommutativ: fx*g = g*f

(iii) Fiir die konstante Funktion g = 1 erhélt man

(f*1)(s) = (1% f)(s) = / f(r)dr,
0

d.h. die Faltung von f mit der Funktion 1 ist die spezielle Stammfunktion
F von f mit F(0) = 0. Die Faltung hat zu dem gewohnlichen Produkt
von Funktionen analoge Eigenschaften, jedoch ist

f*x1 = 1xf # f.
(iv) Mit Hilfe der Notation der Faltung schreibt sich der Faltungssatz als
L{fxg] = LIf]- Llgl.

Die Laplace-Transformierte der Faltung zweier Funktionen (im Originalraum)
ist gleich dem Produkt der Laplace-Transformierten (im Bildraum).

Beispiel 9.16
Es wird noch einmal das Beispiel des bis jetzt ungelésten AWP

y'+y = sint
y(0) = 0
y'(0) = 1.

aufgegriffen. Die Losung im Bildraum dazu lautet

1 1

L = .
Wils) = 577+ (sZ+1)2
Mit der Beziehung
1
Llsint =
[sint](s) o]

und dem Faltungssatz erkennt man nun

1

i (Llsint](s))? = L[(sin*sin)(t)](s),
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und damit ergibt sich die eindeutig bestimmte Losung des AWP zu
y(t) = sint 4 (sinx*sin)(t)

= sint 4+ [ sin(t —7) -sinTdr

o _

= sint + [COS(t — 27’) — COS t] dr [sinasin,@:% [cos(a—ﬁ)—cos(a—i—ﬁ)”

DN | =
o

.t+1[1.(t2> tT

= sin —|—= sm(t — — T - COS

5 5 T T 0

_ ‘t+1[1'tt t—i—l't}

= sin 5 2Sln COS 2SlIl
3 1

= 5 sint — §t-cost (t>0)

8. Integrationssatz
¢

L[/ f()dr)(s) =  LifIs) (s€C, Rs>a, t > 0)

S
0

Beweis
(a) tber den Faltungssatz:
Der Faltungssatz mit g = o lautet

t

L[/f(T)dT](S) = L[/J-f(T)dT](s)
0 0

= Llox fli(s) = Llo]- L[f](s)

= L) (s€C Rs>a t20)

(b) iiber den Differentiationssatz:

Man wende den Differentiationssatz

Llg'J(s) = s-Llgl(s) — 9(0)

auf die Funktion

oft) = / f(r)dr
0
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an, dann folgt:
Llg(s) = s-Llg](s) — 9(0)

Lifl(s) = S-L[/f(r)dT](s) — o
0

Abgesehen von der additiven Konstante —f(0) fithrt die Laplace-
Transformation die Differentiation bzw. Integration der Originalfunktion iiber
in die Multiplikation bzw. Division der Bildfunktion mit bzw. durch s.

9.2.3 Transformation periodischer Funktionen

Eine Funktion mit der Periode T 148t sich durch Zerlegen des Integrationsinter-
valles [0, 00) in eine unendliche Vereinigung von Intervallen der Periodenlénge
[(nT, (n 4+ 1)T) transformieren. Dadurch wird — wie zu erwarten — die Kennt-
nis der zu transformierenden Funktion f nur auf einem endlichen Intervall der
Lénge einer Periode gebraucht. Insbesondere hat man bei der Berechnung des
Laplace-Integrals kein uneigentliches Integral mehr auszuwerten:

(n+1)T

Lifs) = [fwetat = Z | e
- nT
f(t)e stdt + /f(t) e Stdt + ...

T
ft)e~tdt + / fE+T)e D ar + ..
0

f(t)e st dt [1 +e T pem 2T .

Ot — 5 Ty Ty Y3

o T
= > e / ft)e st dt
n=0 0

Beh.

o0
3 e ™7 ist konvergent fiir s € C mit Rs > 0 und hat den Grenzwert 1—e1*ST'
n=0

Bew.

Hierbei handelt es sich um eine geometrische Reihe mit dem Progressionsfaktor
q := e T Dafiir gilt:

™| = e ™1 <1 — Rs > 0

lq| =
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Damit erhélt man die Transformationsformel fiir das Laplace-Integral einer mit
der Periode T periodischen Funktion zu

T
LIAG) = 1o [ fOdr (9.3)
0

Bemerkung

Wozu benétigt man eine Formel wie in (9.3) zum Lésen von Gewdhnlichen
Differentialgleichungen? Ist die Storfunktion etwa eine (periodische) Sidgezahn-
funktion, so kann ihre Laplace-Transformierte auf diese Weise leicht berechnet
werden.

Beispiel 9.17

Fiir die einweg-gleichgerichtete Sinusschwingung

f) = sinwt , 2T <t < (2k+1)E (k € INo)
0 , sonst
erhilt man mit der Periode T = o
T T/2
/f(t) e Stdt = sinwt e dt
0
7r/w
= / sinwte 5 dt
0
e” . &
= [ 3 s~smwt—w~coswt)}
24w 0

= o ()

und daraus folgt fiir das Laplace-Integral aus (9.3):

1 w

Lifl(s) = = (1eE)
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Beispiel 9.18

Fiir die ,,normale“ Sinusschwingung
g(t) = sinwt (t>0)

erhilt man auch mit dieser Methode natiirlich das schon bekannte Ergebnis:

T 27w
/g(t) e Stdt = / sinwt e dt
0 0

—st 2m

[l et = cosa)]
= ——= | —S -SInNwl — W - COSW

s2 +w? 0
= o (CeE ),

und daraus folgt fiir das Laplace-Integral, wieder aus (9.3):

1 w _g2m
o) = o e (7 )
—e w
w

9.3 Umkehrung der Laplace-Transformation

9.3.1 Zur Eindeutigkeit der Riicktransformation

Erinnert werde an das Einfiihrungsbeispiel 9.6 eines AWP auf p. 290, welches
mit Hilfe der Laplace-Transformation gelost wurde:

y -2y = 6
y(0)
Die Lésung im Bildraum ist
4
Llyl(s) = e % = L[4e* —3](s) (Rs > 2),

und man erh#lt die gesuchte Losung des AWP zu
y(t) = 4-¢* -3 (t >0).
Problem
Ist damit wirklich die richtige Losung im Originalraum gefunden? Kann nicht
Lly] = Lly]
fiir zwei verschiedene Originalfunktionen y und ¢ sein?
Diese Frage beriihrt die Eindeutigkeit der Laplace-Riicktransformation L~

oder, was auf dasselbe hinauslauft, die Injektivitdt der Laplace-Transformation
L selbst:
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Haben verschiedene Originalfunktionen auch verschiedene Bildfunk-
tionen, so dal man, ausgehend von einer Bildfunktion, zu einer (ih-
rer) eindeutig bestimmten Originalfunktion zuriickkommt?

Satz 9.4 (Satz von Lerch)

Die Funktionen f und g seien auf dem Intervall [0, 00) stiickweise stetig und
von exponentieller Ordnung. Sei « eine reelle Zahl mit

Lf](s) = Llgl(s) (Rs > ).

Beh.
f(t) = g(t)

in allen Punkten ¢ > 0, in denen f und g stetig sind.

Folgerung

Zu einer Bildfunktion existiert héchstens eine stetige Originalfunktion.

Diese Folgerung kann insbesondere auf (differenzierbare) Losungen einer Dgl
angewandt werden: Funktionen im Bildraum, welche als Losungen eines trans-
formierten Anfangswertproblems auftreten, besitzen hochstens eine stetige —
sogar diffenenzierbare — Originalfunktion. Damit ist die entsprechend riicktrans-
formierte Funktion — die gesuchte Losung des AWP — eindeutig bestimmt.

9.3.2 Riicktransformation rationaler Bildfunktionen

In diesem Abschnitt wird die Riicktransformation rationaler Bildfunktionen be-
handelt. Unter der Voraussetzung, dafl die Nullstellen des auftretenden Nen-
nerpolynoms explizit bestimmt werden kénnen, gestattet dieses Problem eine
vollstandige Losung.

Die Funktion f sei auf [0, co) stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung,
etwa von exponentieller Ordnung «. Ihre Laplace-Transformierte L[f] sei eine
rationale Funktion:

L[f](s) = p(s) (seC, Rs>a>o.(f))

mit geeigneten Polynomen p und ¢; das Nennerpolynom ¢ geniige hierbei einer
Linearfaktorzerlegung der Form

q(s) = B(s—s1)"™ ... (s—sk)™.

Nach Satz 9.2 besitzt die Laplace-Transformierte L[f] einer solchen Funktion
das folgende Abklingverhalten (M > 0 geeignet):

M
Rs — «

— 0 (Rs — o0).

ILIfI(s)] <
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Wegen L[f] = £ muB dann aber
Grad p < Grad ¢

sein, d.h. L[f] = g ist eine echt gebrochen rationale Funktion und ist nach
erfolgter Partialbruchzerlegung eine Summe von Termen der Form

aj
(s —s;)t

mit komplexen Zahlen a;;, s;, wobei gilt:

k : Anzahl der verschiedenen Nullstellen
¢ : Glied in der Partialbruchzerlegung (1<i<k)
my : Vielfachheit der Nullstelle s; (1<I<k).

Man sagt daher auch, dafl si ein Pol der Ordnung my, von L[f] sei.

9.3.2.1 Bestimmung der Originalfunktion zu einer rationalen Bild-
funktion

Bis auf die (wegen der explizit zu bestimmenden Nullstellen des Nennerpoly-
noms oft nichttriviale) Durchfithrung der Partialbruchzerlegung ist das Problem
der Riicktransformation damit vollstindig gelost, denn es gilt:

Satz 9.5
a;

(1)

St (5) = _di (Rs > Rs;, 1 € IN).

L (s — s;)!

Beweis  Der Beweis erfolgt in der folgenden Serie von Einzelschritten:

— 1)
(1) L[t (s) = (¢ Sll)' (Beispiel 9.5)
— 1!
(i) L[esittl_l](s) = ((sl—s>)l (Dampfungssatz)
@il sit g1—1 ail sit 41—1 (l - 1)‘
L it = - L|e**t = —
v R Ll v R e Rl e
Daraus ergibt sich als Folgerung:
Satz 9.6
_ p(s)

Die echt gebrochen rationale Funktion r(s) = F o) besitze die Partialbruchzer-
legung

r(s) = 28 _ f:( i, g ++am> (9.4)

s—8  (s—s8;)? (s — s;)mi
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die Zahlen s; seien die k verschiedenen Nullstellen vom Nennerpolynom ¢ mit
den Vielfachheiten m;, i € {1,...,k}.
Dann gilt fiir die Originalfunktion die Darstellung (¢ > 0)

k

m;—1
(L—l[r])(t) = Z (Oéﬂ + ot +...+ aimi(mti—l)!>e%t' (9.5)

i=1
Sind Originalfunktionen also Linearkombinationen von Termen der Form
th e (t >0, I € Ny geeignet, a € C geeignet),

so sind ihre Laplace-Transformierten bekannt. Wegen der Eindeutigkeit der
Laplace-Riicktransformation gibt es dann keine anderen stiickweise stetigen
Funktionen von exponentieller Ordnung mit dieser Bildfunktion.

Nach Satz 9.5 erhilt man aber durch Laplace-Transformation der Terme ¢ - e®

genau alle moglichen rationalen Ausdriicke, die bei der Partialbruchzerlegung
einer rationalen Funktion iiberhaupt nur auftreten kénnen. Somit gilt:

Eine Originalfunktion besitzt genau dann eine (echt gebrochen) ra-
tionale Bildfunktion, wenn sie eine Linearkombination von Funktio-
nen der Form
t— th e (t >0, | € Ny geeignet, a € C geeignet)
oder der Form (a = § + iw, reelle Schreibweise)
t— t' e sinwt, t'e® coswt (t >0,0,w € R geeignet)

ist. Originalfunktionen dieser Art treten in den Anwendungen als
Losungen von linearen Anfangswertproblemen mit konstanten Ko-
effizienten auf, s. Tabelle 9.1.

Bemerkung

Wie bei der Integration rationaler Funktionen ist es auch hier nicht immer nétig,
ja nicht einmal wiinschenswert, die Partialbruchzerlegung bis hin zu linearen
Nennerpolynomen (s — s;)! im Komplexen durchzufithren. Manchmal ist es
vorteilhaft, bei quadratischen -, dafiir aber reellen Faktoren aufzuhoren:

Beispiel 9.19

Seien a,b € R mit a? < b. Dann ist
As+ B As+ B

s2+2as+b (s+a)?+(b—a?)

4. s+a n B—Aa Vb —a?
(s+a2+ (Vo—a?)®  Vb—a® (s+a)?+ (Vh-a2)?

B — Aa

Vb —a?

B—A
= L[A-e_“tcos Vb—a’t + \/biic;e_“tsin b—a2t](s)
—a

= A-Lle®cosVb—a%t](s) + - Lle™"sin /b — a?t](s)

(R(s+a) > 0)
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Originalfunktion Bildfunktion

n n!
¢ 3n+1
eat 1
s—a
coswt 5
52 + w?
sin wt v
52 + w?
n!
tneat
(S _ a)n+1
s—a
e coswt

(s —a)? +w?

w
e™ gin wt
(s —a)? +w?
tn COSWt B tneiwt + e—iwt 1 n' n'
N 2 2\ (s —iw)tt (s 4 iw)nt!
eiwt e—iwt 1 n! n!
t"sinwt = t" —
2i 2\ (s —iw)"tl (s + iw)”“)
elwt _‘_eflwt 1 ! n|
tne coswt = t"e™ — = + —}
2 2 (s = (a+iw)) (s = (a—iw))
t"e¥ sinwt = t”eatM 1 - n
2 20\ (s—(a+ icu))nJr (s — (a—iw)) i

Tabelle 9.1: Korrespondenztabelle zur Laplace-Transformation
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9.3.2.2 Einfache Nullstellen des Nennerpolynoms

Bei einfachen Nullstellen des Nennerpolynoms ¢ vereinfacht sich die Darstellung
(9.4) und damit diejenige der Riicktransformation (9.5). Insbesondere lassen
sich die Koeffizienten «;; mit Hilfe einer aus der Grenzwertmethode entwickelten
Formel einfach berechnen, die direkte Anwendung der Grenzwertmethode zu
ihrer Bestimmung kann damit entfallen:

Satz 9.7

Die Nullstelle s; (j € {1,...,k} geeignet) des Nennerpolynoms ¢ in der Dar-
stellung (9.4) sei einfach, d.h. m; = 1. Dann gilt:

Oéjl =

Beweis

Der Beweis isoliert in der Produktdarstellung des Nennerpolynoms den Linear-
faktor (s — s;) und wendet dann die Grenzwertmethode an.

(i) Ausgangspunkt ist die Linearfaktorzerlegung

i) = B [ﬁ( ~ ] (s€0)

des Nennerpolynoms ¢. Dafiir wird zuerst eine Darstellung seiner Ablei-
tung gefunden, bei welcher der Faktor (s—s;) = (s—s;)! separat betrach-

tet wird:
-k /
/) = B H<s—sl>ml]
=1
k /
ey Do) [I6s— Si)mi]
oy
k k ,
= 5|6+ s [0 ]
i=1 =1
i) i#j
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(ii) Hieraus folgt der Grenzwert (das Polynom ¢’ ist stetig)

¢ (s;) = lim q'(s)
S—>SJ
k k ,
= B lim s—8)"™ + (s—s4)- s—s;)™
5—5; |:H ( J) [H( ) } :|
i#j i#£]
k
= hm s — 8i)
ty (T
#J

k

= B [H(sj —si)mi].

=1
i#]

(iii) Wegen der Einfachheit der Nullstelle s; tritt von den Koeffizienten o nur
der erste Koeffizient «; := ;1 auf. Dann ergibt eine Multiplikation von
(9.4) mit dem Glied (s — s;):

aj = Sli_{g_ :(s — 55) '7“(5)} = sli{?g [(S —53)- 58]
- sh—g;lj (S - Sj) ‘ u p(S) ]
I B. 1;[1(5 —5)m
= Sli_)rrsl‘ (s — Sj) : p<81)c ]
i B (S_Sj).n(s—sz) '
_ =
~ i . p(s) ]
CLB T (s — s
i
_ p 5]) _ P(SJ)
% k
B lim | [T (s = i)™ B 11 (s5 = i)
- L;} ] L;? ]
p(s;)

i) ¢'(s5)

Folgerung  (Heaviside’scher Entwicklungssatz)

p(s)

Die echt gebrochen rationale Funktion r(s) = F o) besitze die Partialbruchzer-
legung

p(s) k
) = 0 = o

=1
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mit ausschlielich einfachen (mdoglicherweise auch komplexen) Nullstellen des
Nennerpolynoms gq.

Dann gilt fiir die Originalfunktion die Darstellung

k k
EEE = Yot = 3 B )
i=1 i=1 q'(si)
Beispiel 9.20
y' =y +y = 9 (t>0)
y(0) = 5
y'(0) = 4

Man erhélt daraus im Bildraum die folgende echt gebrochenrationale Funktion
als Losung:
p(s) 552 +4s+8 5s% +4s+8

) =r(s) = 0 = 341 ~GineE sty D

Die Nullstellen des Nennerpolynoms ¢ sind hier

1 1
s1=-1 , s = 5(1+\/§i) , s3 = §(1—\/31) = S
insbesondere sind also alle Nullstellen des Nennerpolynoms einfach, und damit
kann der Heaviside’sche Entwicklungssatz angewendet werden. Aus ¢'(s) = 3s2

folgt durch Einsetzen:

p(s1)) 9 _
q(s1) 3 %
P2 oy o5
q'(s2) ’
Plss) oy o
¢ (s3)

Damit erhélt man die Originalfunktion
LB = 3ot + (1-2v31) 0HVE 4 (14 2V3) b1V

= 3¢ 4 Zet/Qcos(?t> + 4\/§et/2sin(\é§t> (t >0).

Bemerkung

Wenn man dieses Beispiel ohne den Heaviside’schen Entwicklungssatz angehen
will, so kommt man um eine Partialbruchzerlegung wohl nicht herum. Allerdings

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



9.3. UMKEHRUNG DER LAPLACE-TRANSFORMATION 315

koénnte man dann die komplexen Zahlen vermeiden, wenn man so vorgeht wie
in Beispiel 9.19 angedeutet:

552 +4s + 8
s3+1

3 2s+5
+

s+1 s2—s+1
3 2s+5
1+ _ Iy, 3

s+ (s —35)%+73

Llyl(s) =

N[ =

2

P VB2 ()

= | @
w

s—(-1) (s —

= L[3e*t + 2¢!/? cos(;t) + 4V/3¢!? sin(ég t)} (s) (Rs > —1)

9.3.2.3 Pol-Nullstellenplan

Aufgrund von Satz 9.5 wird das Wachstumsverhalten der Originalfunktion f
(sj = Rs; +iQsj =: z; +iy;)

Lil(ﬁ)@) v iﬂnvtl*lesﬂ Ny Cijlth e"" (cos y;t +isiny;t)
J : :

fiir ¢ — oo wesentlich von x; = Rs; bestimmt:

exponentiell wachsend ) xj=Ns; > 0
fist ungeddmpft ) zj=Ns; = 0
exponentiell gedampft , zj=Ns; < 0

Die Imaginirteile y; = Ss; hingegen bestimmen das Frequenzverhalten von f.

Die Kenntnis der Pole der Laplace-Transformierten L[f] von f erlaubt daher
bereits im Bildraum qualitative Riickschliisse auf das asymptotische Verhal-
ten der Zeitfunktion f im Originalraum (Pol-Nullstellenplan) und damit deren
Stabilitét.

Beispiel 9.21

I+x = 4sinht
z(0) = 2
z(0) = -1

Laplace-Transformation dieses AWP fiihrt auf:

(s® + 1)L[z](s) — sz(0) —#(0) = 4L[sinht](s) = 2L[e'](s) — 2L[e"](s)

—
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Llz)(s) = 52:—1 (25_1 + sfl B s—{2—1)
(2s—1)(s>=1)+2(s+1)—2(s—1)
(s—1)(s+1)(s2+1)
283 — 52 —2s5+5
(s—1)(s+1)(s2+1)

Man entnimmt dem Pol-Nullstellenplan (Abb. 9.7; meistens ergéinzt um den
Einheitskreis in der komplexen s-Ebene)), dafl die Losung z(-) des AWP eine
Linearkombination der Funktionen

t — e, et sint, cost (t>0)

sein muf.

Abbildung 9.7: Pol-Nullstellenplan der Dgl & + z = 4sinht

Dieses AWP soll noch geltst werden. Dazu wird fiir die Laplace-Transformierte
eine Partialbruchzerlegung durchgefiihrt:

2 —s* —2s+5 A . B, Cs+D
(2+1)(s—1)(s+1)  s—1  s+1 s?+1
1 (-1) 25+ (—3)
N s—l—i_s—i-l+ s2+1

Die Riicktransformierten der rechts stehenden Partialbriiche sind bekannt, und
man erhélt die (eindeutig bestimmte) Losung des AWP zu

z(t) = L‘1<S S Gl 23+(_3>)(t)

-1 s4+1 s2+1
1 1
= 1-L*1< )t —1-L*1( )t
s—1 ®) s+1 ®)
1
21 ()0 =317 ()
+ s2+1 (t) -3 s2+1 (*)
= 1l-e" —1-e" 4 2.cost — 3-sint (t >0).

Alternativ konnte hier auch — da die Nullstellen des Nennerpolynoms alle ein-
fach sind — der Heaviside’sche Entwicklungssatz (Satz 9.7) zur Losung heran-
gezogen werden:

253 — 52 — 2545 () p(s) 253 — 52 — 2545
= 7r{s = =
(s—1)(s+1)(s2+1) st—1

Llz](s) =
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Die Nullstellen des Nennerpolynoms ¢ sind hier
81:1,5221,83:—1,54:—1,

und aus ¢'(s) = 4s% folgt durch Einsetzen:

plsi) _ 4 _ plso) _ 641 3,

q(s1) 4 ’ q'(s2) —4i 2
p(s3) :i:—l p(sa)) _ 6441 —§i
q(s3) —4 ’ q'(s4) 4i 2

Damit erhélt man die Originalfunktion

E® = 1o+ (L 5i)el (-1 4 (1= S i)™

2 2
it | it it _ it
= l-et—l-e_t+2-<%>+31-<%>
—
cost isint
= 1-¢' —1-e" + 2 -cost — 3-sint (t>0).

Qualitativer Pol-Nullstellenplan

Anhand des letzten Beispiels soll im folgenden der Frage nachgegangen werden,
wodurch die Pole der Bildfunktion L[z] bestimmt werden. Pole von L[z] ergeben
sich aus

e den Nullstellen des charakteristischen Polynoms, durch welches man zur
expliziten Auflésung nach L[z] im Bildraum dividiert hat,

hier: P(s) = s +1,

e eventuell auftretenden Polen der Bildfunktion der Storfunktion der Dgl,

hier: Lle'](s) = und Lle™")(s) =

Dieser Sachverhalt soll jetzt allgemein untersucht werden. Gegeben sei das An-
fangswertproblem

2" + an_1$("_1) +... tad Faxr = f(@)
z(0) = o (9:6)

2"V0) = 2,y
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Die dazugehorige Losung im Bildraum ist gegeben durch

Ligle) = SEEAIE B 16 (9.7

mit dem charakteristischen Polynom P(-) vom Grade n und einem Polynom
R(-) vom Grade n — 1, welches sich aufgrund des Differentiationssatzes aus den
Anfangswerten ergibt.

Beispiel 9.22
W 4+ 420) 4 305 4 44 + 292 = cosht (t >0)

FEine Linearkombination welcher Zeitfunktionen erwartet man aufgrund des
Pol-Nullstellenplans?

Charakteristisches Polynom

P(s) = s*+4s%+30s* 4 45 + 29
= ' 4483+ % +4s+295% + 29
s2(s? + 1) +4s(s? +1) +29(s*> 4 1)
(s> 4+ 45 +29)(s* + 1)
(s —[-2+5i]) (s — [-2—5i])(s* + 1)

Diese Pole liefern die Zeitfunktionen

A = {t — e 2! cos 5t , t— e 2 sin 5t , tr—=cost, t— sint}.
Pole der Bildfunktion der rechten Seite

Licosh#](s) = L [%(et +e](s)
= S L) + 5 LET(s)

= ;(gil—’_s—lkl) (Rs>1)

Diese Pole liefern die Zeitfunktionen

B = {tl—>et, tb—>e_t}.

9.3.3 Riicktransformation nichtrationaler Bildfunktionen

Die Riicktransformation gestaltet sich i.a. schwieriger, wenn die Storfunktion
der Dgl — die Inhomogenitéit oder rechte Seite — keine rationale Bildfunktion
besitzt. Die hierbei angewandte Vorgehensweise funktioniert natiirlich auch bei
rationalen Bildfunktionen, und es stellt sich heraus, dafl sie zu einer Lésungs-
methode Anlaf} gibt, bei welcher man die Laplace-Transformation oft gar nicht
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mehr braucht, ja gar nicht anwenden kann, weil eine oder mehrere der auftre-
tenden Funktionen nicht Laplace-transformierbar sind.

Ausgangspunkt ist die Beziehung (9.7) fiir das inhomogene AWP (9.6), welche
wie folgt umgeschrieben wird:

R(s) + Lf](s)

Llz](s) = )
_ R(5)+0 0+ L[f](s)
P(s) P(s)

=: Teilproblem I =~ + Teilproblem II

Teilproblem 1

Homogene Differentialgleichung mit den vorliegenden (inhomogenen) Anfangs-
werten, welche im Bildraum zum Polynom R vom Grade n — 1 fiihren.

Loésung zu Teilproblem 1

Die Losung % im Bildraum ist eine echt gebrochen rationale Funktion und

kann mittels Partialbruchzerlegung — sofern die Nullstellen des Nennerpoly-
noms explizit ermittelt werden kénnen — in eine Summe von Funktionen zerlegt
werden, deren inverse Laplace-Transformierte man sofort ablesen kann; vgl.
dazu Satz 9.6. Dieses Vorgehen fiithrt zur allgemeinen Losung der homogenen
Gleichung und ist im letzten Abschnitt untersucht worden.

Teilproblem II

Inhomogene Differentialgleichung mit homogenen Anfangswerten. Hier ist also
eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu den Anfangswerten 0
gesucht.

Loésung zu Teilproblem II

Sei z,, die eindeutig bestimmte Losung der inhomogenen Dgl, fiir die gilt:

Dann ergibt sich die Losung im Bildraum zu

_Lifls) _ 1
L)) = "5 = By

mit der Abkiirzung @ fiir das inverse charakteristische Polynom. ) besitzt als
echt gebrochen rationale Funktion die eindeutig bestimmte Originalfunktion ¢:

q(t) = (L7'QI)(1) (t>0);

q heifit Gewichtsfunktion oder Green’sche Funktion.
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Dann erhélt man die gesuchte partikuldre Losung mit Hilfe des Faltungssatzes
aus

Llzpl(s) = Q(s)- LIfl(s) = Lldl(s)- LIf1(s) = Llg* f](s)

als Faltung der Inhomogenitéit f mit der Green’schen Funktion g:

5(t) = (g% f)(t) = / ot —7)f(r) dr (t>0).
0

Lésung des gesamten AWP (9.6)
z(t) = ant) +ap(t) = za(t) + (g% F)(1) (t=0) (9-8)

Man beachte, dafl das letzte Ergebnis keinen Bezug zur Laplace-Transformation
—und damit zur Laplace-Transformierbarkeit einer Funktion — mehr nimmt.

Unabhéngig davon, ob die in der Dgl auftretenden Funktionen
z(),...,z™ (), f(:) Laplace-transformierbar sind oder nicht — etwa, weil
sie nicht stiickweise stetig oder nicht von exponentieller Ordnung sind —, kann
man mit dem néchsten Satz eine Losung des AWP erhalten, falls f(-) einer
einfachen Voraussetzung in nur einem echten Teilintervall von [0, c0) geniigt.

Satz 9.8
t

[ sei in (0, 00) stiickweise stetig, und [ |f(7)| d7 existiere fiir eine Zahl ¢ > 0,
0

evtl. uneigentlich; das ist insbesondere fiir alle Funktionen von exponentieller
Ordnung der Fall.

Dann ist die Losung (9.8) auBerhalb der Sprungstellen die eindeutig bestimmte
Losung des AWP

e a2V 4 faitar = f(b)
z(0) = 0 (9.9)

Beispiel 9.23

i+zr = f(t) = {(1] ’ (1)§i<1
z(0) = 2
i(0) =
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Die Funktion f ist stetig bis auf die Sprungstelle bei ¢ = 1, also insbesondere
stiickweise stetig. Trivialerweise ist sie auch von exponentieller Ordnung, also
existiert ihr Laplace-Integral.

Loésung zu Teilproblem 1

Das homogene AWP

besitzt wegen

R(s)+0

Llanlts) = F5
. 2s+1 s n 1
o241 Ts241 s24+1

= 2 L[cost](s) + L[sint|(s) = L[2cost + sint|(s)
die eindeutig bestimmte Losung

xp(t) = 2cost + sint (t>0).

Loésung zu Teilproblem II
xp 1= q* f ist die eindeutig bestimmte Losung des AWP

1, 0L 1
Bhe = JU) = {0 1ii<
z(0) = 0
#(0) = 0.

q ist dabei die Originalfunktion des inversen charakteristischen Polynoms
(Green’sche Funktion):

q(t) = L—l[szil} = sint (t>0).

Damit erhélt man die Funktion z, als (Integration nach 7)

¢ ¢
Jqt—7)-1dr = [sin(t—7)-1dr = 1—cost , 0<t<1
0 0

zp(t) = 1

1
Jqt—7)-1dr = [sin(t—7)-1dr = cos(t—1) —cost , 1<t¢t.
0 0
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Losung des gesamten AWP

2(t) = zn(t) +p(t) =

cost +sint + 1 , 0<t<1
cost +sint+cos(t—1) , 1<t

Aufgabe

Man zeige, daf die gesamte Losung aus der Klasse Cl([O, oo)), bei t = 1 aber
nicht mehr aus der Klasse CQ([O,OO)) ist. Nach Satz 9.8 ist hier auch nicht
mehr zu erwarten, da die rechte Seite der Differentialgleichung des vorliegenden
Anfangswertproblems bei ¢ = 1 nicht stetig ist.

Bemerkung

Ist die Funktion f sogar Laplace-transformierbar — dies wird in Satz 9.8 nicht
verlangt — und hat sie die Laplace-Transformierte L[f], so kann fiir die Riick-
transformation von Q(s) - L[f](s) statt des Faltungssatzes mitunter auch ei-
ne andere Methode zur Bestimmung einer partikuldren Losung x, verwendet
werden — die direkte Berechnung des Laplace-Integrals — die Berechnung des
Faltungsintegrals entfillt dann. Dazu das folgende

Beispiel 9.24

Dasselbe AWP wie im letzten Beispiel wird unter Beachtung der letzten
Bemerkung gelost. Das Ganze lduft dann auf die Methode der Partialbruch-
zerlegung der gesamten rechten Seite hinaus, wie sie im letzten Abschnitt
angewendet wurde. Zusétzlich wird bei diesem Beispiel allerdings noch der
erste Verschiebungssatz benotigt.

Losung zu Teilproblem 1

Wie im letzten Beispiel ergibt sich hier die eindeutig bestimmte Losung zu

xp(t) = 2cost + sint (t>0).

Losung zu Teilproblem II

00 1 —
Lifl(s) = /e—stm)dt - /e_“dt _ _est - Lo !
0 0
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Daraus folgt mit Hilfe des ersten Verschiebungssatzes

Lifl(s) _ L
P(s) s(s2+1) s(s2+1)

_ 1 s s (Li)
s s2+41 s s2+1

= Log](s) — L[og cos](s) — (L[ao(t ~1)|(s) — Lfoo(t — 1) cos(t — 1)](5))

= Lloo)(s) ~ Lloocos](s) — (Llon®)(s) — Ll () cos(t — 1)](s))
L[oog(1 —cos) — (0—0)](s) = 1—cost

L[oo(1 — cos) — \0/1/(1 — cos(t —1))](s) = cos(t —1) —cost
1

und daraus folgt die Gesamtlosung wie im letzten Beispiel zu
cost+sint + 1 , 0<t<1
cost +sint+cos(t—1) , 1<t.

z(t) = zp(t) +2p(t) = {

Bemerkung
t
Die Voraussetzung der Existenz des Integrals [ |f(7)|dr aus Satz 9.8 fiir eine

0
Zahl t > 0 148t auch Funktionen zu, die im Nullpunkt sogar eine Singularitit

haben, wie z.B.
1
t) = — t>0);
0 = (t>0)

die Funktion muf} an der Singularitdt allerdings absolut integrierbar sein.

Aufgabe

Man berechne die Laplace-Transformierte der Funktion der letzten Bemerkung.

Hinweis

Substitution /st = wu im Laplace-Integral und Beriicksichtigung von
o0

i e du = @

0

9.4 Anwendungen in der Nachrichten- und Rege-
lungstechnik

9.4.1 Ubertragungsfunktion eines Netzwerkes

Die innere Struktur eines physikalischen oder technischen Systems, das sich
durch eine gewohnliche lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizi-

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin

9

)

0<t<1

1<t,



324 KAPITEL 9. LAPLACE-TRANSFORMATION

enten beschreiben 148t, ist durch die homogene Differentialgleichung mit den
gegebenen Anfangswerten bestimmt; die zugehorige Losung heifle zy,.

Die duferen Einwirkungen auf das modellierte System werden durch die Funk-
tion z, (Erregung, Eingangsfunktion, Steuerfunktion, Stérfunktion, Eingangssi-
gnal) ausgedriickt. Die bei verschwindenden Anfangswerten zugehorige Losung
der inhomogenen Gleichung (Antwort, Ausgangsfunktion, Ausgangssignal) hei-
Be x,. Nach dem letzten Abschnitt gilt dann

za(t) = (q*ze)(t) (t=0).

mit der Green’schen Funktion ¢ als Originalfunktion des inversen charakteri-
stischen Polynoms Q.

In zwei folgenden Abschnitten wird die Antwortfunktion x, fiir zwei wichtige
FEingangsfunktionen z. untersucht. Vor der eigentlichen Durchfithrung dieser
konkreten Félle soll die Betrachtung hier allerdings soweit wie moglich
allgemein gehalten werden, damit man Einblicke in die Struktur der Losung
gewinnen kann.

Es wird das Anfangswertproblem fiir ein im Zeitpunkt ¢t = 0 energieloses System
gelost — das System hat also keine Vergangenheit:

2™ fan_ 12" 4t a +agr = ze(t)
z(0) = 0
2 D0) = 0

Im Bildbereich ergibt sich

P(s) - Llza](s) = Llzel(s),

Llza)(s) = Llze](s) = Q(s) Llze|(s)

P(s)

mit dem inversen charakteristischen Polynom @, welches hier Ubertragungs-
funktion heifit. Eine formale Riicktransformation mit Hilfe des Faltungssatzes
liefert die Losung (die Antwort des Systems)

za(t) = (g*we)(t)

gemaf Diagramm 9.8 mit der Gewichtsfunktion oder Green’schen Funktion q.

Von der Bildgleichung

Lza](s) = Q(s) Llzc|(s)
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Erregung Antwort
Zeitbereich Te q Loy = G * Te
Bildbereich Llz.] Q Lz, = Q - L[z.]

Abbildung 9.8: Ubertragungsfunktion eines Systems als ,,Black Box*

kann bei Laplace-transformierbarem Eingangssignal z. die Ausgangsfunktion
zo in der Regel sehr viel einfacher ermittelt werden als durch die Berechnung
des Faltungsintegrals

za(t) = (g% xe)(t) (t=0)

im Zeitbereich, etwa durch eine Partialbruchzerlegung bei rationalem @ und
anschlieBender Riicktransformation mit Hilfe einer Tabelle.

Und zwar deshalb, weil die Ubertragungsfunktion @ in sehr einfacher Weise die
transformierte Eingangsfunktion F' := L[z.| mit der transformierten Ausgangs-
funktion G := L[z,] verkniipft, ndmlich multiplikativ:

G(s) = Q(s)- F(s) (Rs > 0).

Werden nun mehrere Systeme durch Serien-, Parallel- oder Riickfithrschaltun-
gen zusammengefiigt, so spiegelt sich das in einfachen Rechnungen mit den
Ubertragungsfunktionen wider; davon wird in der Elektrotechnik, Nachrich-
tentechnik, Regelungstechnik und Systemtheorie ausgiebig Gebrauch gemacht.
Dabei gelten die folgenden Verkniipfungsregeln fiir Ubertragungsglieder:

Satz 9.9
Fiir die Verkniipfung von Ubertragungsgliedern gilt bei

(i) Reihenschaltung: Q(s) = Qi(s)-Q2(s)
(ii) Parallelschaltung: Q(s) = Q1(s)+ Q2(s)
(iii) Erste Riuckfithrschaltung: Q(s) = #%2(8)
(iv) Zweite Riickfithrschaltung: Q(s) = %

Beweis

Der Nachweis dieser Regeln erfolgt jeweils aus den beiden Beziehungen
G1(s) = Q1(s) - F1(s) und Ga(s) = Qa(s) - Fa(s) (9.10)

fiir die einzelnen Félle wie folgt:
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(i)  F(s)=Fi(s) , Fa(s)=Gi(s) , Ga(s)=G(s) ; s.Abb.9.9.
G(s) = Gals) o10) Q2(s)Fa(s) = Qa(s)G1(s)
o10) Q2(s)Q1(s)F1(s)
= Q2(s)Qui(s)F(s)
— Q(s) = Q1(s)Qa(s)
(i)  F(s)=Fi(s) =Fa(s) , G(s)=Gi(s)+Ga(s) ; s.Abb.9.10.
G(s) = G1®)4-G2() Ql() 1(s) + Q2(s)Fa(s)
= @Qﬂ8)+-Q2()) ()
— Q(s) = Qui(s) + Qa(s)
(i) Fi(s) = F(s) T Ga(s) , G(s)=Gu(s) = Fa(s) ; s Abb.9.112,
G(s) = Gils) 610 Qu(s)Fi(s) = Qu(s)(F(s) F Ga(s))
o10) Q1(s)(F(s) F Qa(s)Fa(s)) = Qu(s)(F(s) F Qa(s)G(s))
= Qi(s)F(s) F Q1(5)Q2(s5)G(5),
0 = Trgmem O
- Q) = 1iQ?ti§)622(8)
(iv)  Fi(s) = F(s) T Gals) , G(s) = Ga(s) , Fa(s) = Gu(s) : s. Abb. 9.12.

— Qs) =

G(s) = 0 Q2(s)Fa(s) = Qa(s)G1(s)

Ga(s) T
= Q2(s)Q1(s)Fi(s)
Q2(5)Q1(s)(F(s) F Ga(s)) = Qa(s)Q1(s)(F(s) F G(s)),

Q1(s)Q2(s)
1+ Q1(s)Q2(s)

Q1(s)Q2(s)
1+ Q1(s)Q2(s)

F(s)

2Mit D in Abb. 9.11 wird die Diskriminante der homogenen Gleichung bezeichnet,

R 2 1

D=8 —w = X -
87— wo oL LC

D bestimmt die Losungen der charakteristischen Gleichung und damit die Ubertragungsfunk-
tion Q. In technisch wichtigen Fallen ist D < 0, und damit sind beide Losungen exponentiell
gedampft.
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! [ ] g
Q1 Q2
F G1=F» G
Zeitbereich f g
Q= Q1Q2
Bildbereich F G

Abbildung 9.9: Ubertragungsfunktion einer Serienschaltung

Q1
F1 Gl
! g
F G
FQ G2
Q2
L ]
Zeitbereich f g
Q = Q1+Q2
Bildbereich F G

Abbildung 9.10: Ubertragungsfunktion einer Parallelschaltung

f g1
() @
F FF¥Ga G Gy
G2 F2:G1
Q2
L
Zeitbereich f 0 o1 g
Bildbereich P e ¢

Abbildung 9.11: Ubertragungsfunktion der ersten Riickfiihrschaltung
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f (o) o | oy | a2
D Q1 Q2
F F?GQ Gl =F2 G2 G2
Go
Zeitbereich f 0 01Q g
Bildbereich I @ ¢

Abbildung 9.12: Ubertragungsfunktion der zweiten Riickfiithrschaltung

Beispiel 9.25

Man bestimme die Ubertragungsfunktion fiir das in Abb. 9.13 angegebene
Schaltbild. Dabei handelt es sich um einen HochpaBf: tiefe Frequenzen werden
gesperrt, hohe Frequenzen werden durchgelassen, und was dann immer noch an
tiefen Frequenzen durchkommt, wird iiber die Spule kurzgeschlossen.

e

C C
|| . |
| [
ue(t) @ ' L @ R ualt)

O

* O

Abbildung 9.13: Hochpa8 als Beispiel fiir ein Produkt zweier Ubertragungsfunk-
tionen

Loésung

(i) Methode mit Hilfe der Maschenregeln, s. Abb. 9.13. Ausgehend von den
zwei Maschen, erhélt man die folgenden beiden Gleichungen im Bildraum:

() Lhwl(s) = Llisl(s) (s +sL) — Llinsl(s)sL

sC
—  Llif)(s) = (L[ue](8)1++ng]C(s) sL)sC
(1) 0 = —Lli)(s)sL + Llin)(s)(sL+ % + )

s2LC + sRC + 1

—  Llif](s) = Llirr)(s) 2LOC
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Durch Gleichsetzen von Llif](s) aus (I) und (II) folgt

$3LC?

Llinl(s) = Lluel(s) $3RLC? + s?22LC + sRC + 1~

Nun folgt aus dem Ohm’schen Gesetz L{ug|(s) = L[irr](s)R

Llug)(s) .. _ S LC?
T = L[Z[]](S) = L[Ue](s) SBRLC?2 + s22LC +sRC +1°

und damit ist die Ubertragungsfunktion gegeben durch

G(s) = Llugl(s) s3RLC?
~ Llu(s)  s3RLC? + s22LC +sRC +1°

(ii) Methode mit Hilfe des Produktes von zwei einzelnen Ubertragungsfunk-
tionen, s. Abb. 9.14, d.h. der Vierpol 9.13 wird zerlegt in eine Reihenschal-
tung zweier einfacherer Vierpole?

C

l

|

ue(t) ul(t) = ul'(t)
ug(t)

3 . g

O

Abbildung 9.14: Hochpaf} als Serienschaltung zweier Vierpole

Hier ist die Ausgangsspannung u! des ersten Vierpols gleich der Eingangs-
spannung ul! des zweiten Vierpols. Die gesamte Ubertragungsfunktion
ergibt sich dann nach Satz 9.9 (i) als Produkt der Ubertragungsfunktio-
nen der einzelnen Vierpole nach der Spannungsteilerregel, angewandt auf

jeden der einzelnen Vierpole, zu (u! := u., ull = u,)

G(s) = GH(s)-GY(s)

1 1
R Rt L TsE
= T 1 1
R+sc sot /=
R+m s
s3RLC?

S3SRLC? + s22LC + sRC +1

3Ein Vierpol ist ein elektrisches Netzwerk mit einem Eingangs- und einem Ausgangsklem-
menpaar.
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(iii) Die Berechnung der Gesamtiibertragungsfunktion G als Produkt der
Ubertragungsfunktionen der Teilkreise G! und G! ist dabei auch eine
direkte Folgerung aus der Assoziativitidt der Faltung im Zeitbereich. Mit

I I T II
U, = q1 * Uy, , U, = q2*u,
ergibt sich wegen ul = ul! im Zeitbereich némlich
IT IT T I T
u, = @qaxu, = q*xu, = q*(q1*xuy) = (g2*q1)*u;.

Daraus folgt im Bildbereich

Liufl = L{(@*q)*ul] = Ligz*q]- Llul],
G = IL[EZIIII]] = Llgp*xqi] = Llg] - Llgx] = ¢'". Gt

Die beiden Ergebnisse von (i) und (ii) sind also identisch, wie zu erwarten.

Aufgabe

Wie sieht das Schaltbild eines Tiefpasses aus, und wie lautet die Ubertragungs-
funktion dafiir?

9.4.2 Laplace-Transformation und Symbolische Methode

Liegt am Eingang eines passiven Vierpols eine sinusféormige Wechselspannung
an, so erhélt man am Ausgang ebenfalls eine sinusférmige Wechselspannung
derselben Frequenz, vorausgesetzt, der Vierpol besteht nur aus linearen Bau-
steinen, d.h. solchen, welche die Eingangsfrequenz nicht &ndern:

ue(t) = - sin(wt + @)

— ug(t) = g sin(wt + ¢q)

Der Quotient G(t) := Z’:Eg heifit Ubertragungsfaktor des Systems zur Zeit t.

Verwendet man die symbolische Methode der Netzwerkberechnung, d.h. die
komplexe Darstellung von Spannungen und Stromen,
Ue(t) — Qe(t) = Ue-* ei(Wt+¢e) = U ei¢e . eth = . eiu}t

U
ua(t) — (t) = ua.ei(“)t+¢a) = U, ei¢a 'eth = ya'eth

IS

a

so 1aBt sich der Zeitanteil bekanntermaflen separieren, und der (komplexe)
Ubertragungsfaktor des Systems héngt von der Zeit ¢ gar nicht mehr ab:
u, _ V2U, _ U

o w) u U,
C=00=00 " w - Ve T
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mit den komplexen Effektivwerten U, und U,. Diese beinhalten alle Informa-
tionen {iber die Spannungen an den einzelnen Vierpolelementen.

Beispiel 9.26
Nach dem Ohm’schen Gesetz der Wechselstromtechnik

U=2-1

gelten fiir die komplexen Widersténde der einzelnen Schaltelemente die folgen-
den Beziehungen:

Zp =R Zczi . Z; = iwL.
1
R T
ue(t) (o Uq(t)
| l

Abbildung 9.15: Passives elektrisches Netzwerk mit einem Kondensator

Fiir das in Abb. 9.15 gezeichnete Beispiel ergibt sich der Ubertragungsfaktor
zZu

1
— 1
1 = . 9.11
R+ iwlc iwRC +1 ( )

G = =2 = A

I~~~

Die Ubertragungsfunktion des Systems ist definiert als Quotient von Ausgangs-
und Eingangsgrofle im Bildraum:

Lza)(s)  Lludl(s) 1 1

QW) = Tad6) o Lude) Rf% = i1 OB

Vergleicht man (9.11) mit (9.12), so stellt man fest:

Man gewinnt die Ubertragungsfunktion des Systems aus dem Uber-
tragungsfaktor dadurch, dafi man letzteren als Funktion der Varia-
ble r := iw auffalt und lediglich r durch s ersetzt:

1

iwRC +1
1

sRC+1

Das Ganze funktioniert wegen der Korrespondenzen aus Tabelle 9.2. Diese Er-
setzung muf allerdings vor Rechnungen wie etwa iwC - iwl = —w?CL durch-
gefiihrt werden.
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Ohm’scher Induktiver Kapazitiver
Widerstand R | Widerstand L | Widerstand C

‘ t
Zeitbereich u=R-i u=L-% Ju=% [i(r)dr
0
: : Llul(s) _ Llul(s) _ Liuf(s) _ 1
Bildbereich TR = R Lhlts) = sL Iiil(s) — sC
Symb. Methode | Zp = R Z =iwL Zo = e

Tabelle 9.2: Korrespondenz zwischen Ubertragungsfunktion und —faktor

9.4.3 Sprungfunktion als Eingangssignal

Als erstes Test-Eingangssignal wird die Sprungfunktion o(-) oder die Heaviside-
Funktion untersucht, s. Abb. 9.17:

xe(t) == x0-0(t) (t € R, xo > 0 geeignet).

xo heilt Sprunghdhe, und das zugehorige Ausgangssignal heifit Sprungantwort;
es wird mit x4(-) bezeichnet. Der Quotient aus Sprungantwort und Sprunghohe
heifit Ubergangsfunktion und wird mit A bezeichnet:

h(t) = ‘””xf) (teR).

Beispiel 9.27
Man betrachte den elektromagnetischen Reihenschwingkreis aus Abb. 9.16.

T e !

ue(t) C —— Uq(t)
i )

Abbildung 9.16: Elektrischer Reihenschwingkreis

Es gilt das inhomogene Anfangswertproblem mit homogenen Anfangswerten

LCi, 4+ RCUg +uq = ue(t) (t>0)
ug(0) = 0
u,(0) = 0.
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Fiir das Ubertragungsverhalten des Systems gilt im Bildraum

Liud(s) = Q(s)Lfucl(s) = P}S)L[ueus>
1

(L0 RCs +1) LLuel®)
1

2 2
Lefst+ s+ ()" + 2o - (3))

- - RS
(s+45) +ge— ()"

w2
= (8+5)[2) Fuw? Llue(s)

mit den Bezeichnungen

1 R )

Wy = —— , 0= — , wi = w3—52.

VLC

Fiir das Eingangssignal

ue(t) == ug-o(t) (teR)

ist L[u,) eine rationale Funktion, und man erhilt nach einer Partialbruchzerle-

gung die Sprungantwort im Bildraum:

2

Llug)(s) = m?
1 ) )

I R PR R R PR ERae

Die Antwort uq(-) (Abb. 9.18) im Originalraum ist die inverse Laplace-
Transformierte der Sprungantwort L[u,], so dal man fiir die Ubergangsfunktion

h erhélt:
1—e 0 [cos wit + w% Sinwlt] , wo>0
h(t) = “‘Zg) = 1—e % (1+6t) , wp=26
1—e % [cosh wot + u% sinh wlt] , wy <0

9.4.4 Dirac’sche Deltafunktion

Annahme

Es existiert eine Erregung

22(t) = x(t) (t >0)
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(1)

-t 0 2 4 ¢ 6
Abbildung 9.17: Sprungerregung Abbildung 9.18: Sprungantwort

mit der Eigenschaft

L[z%)(s) == 1 (Rs > 0).

Diese Annahme kann fiir eine , verniinftige“ Funktion nicht richtig sein, denn
sie widerspricht Satz 9.2: die Laplace-Transformierte einer stiickweise stetigen
Funktion von exponentieller Ordnung verschwindet im Unendlichen. Ich mache
sie dennoch einmal!

Wegen der verschwindenden Anfangswerte hétte man fiir die Antwort im

Bildraum

L) = @ Ll = Q = .

und man koénnte die Antwort im Originalraum {iber eine Partialbruchzerlegung
sofort hinschreiben:

zo(t) = (L7'QD(1) = q(t) (t>0);

d.h. die Systemantwort z? fiir diese spezielle Erregung ist die Gewichtsfunktion
(Green’sche Funktion) gq.

Sei nun z, eine beliebige Erregung des Systems. Unter obigen Voraussetzungen
kennt man deren Antwort sofort als Faltung mit der speziellen Antwort x2:

Liz,) = Q-Llz.] = L[z°]- Llz.] = L[2d %z,

a
_ .0
— Tq = Ty * Te.

Wie kommt man nun zu einer Originalfunktion xg, deren Laplace-

Transformierte iiberall gleich 1 ist? Dazu wird zunédchst die Laplace-
Transformierte L[z7] eines Rechteckimpulses z7 der Fliche 1 berechnet,
s. Abb. 9.19.
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e
——

Abbildung 9.19: Rechteckimpuls der Fliche % T'=1

Man erhélt
Liwzl(s) = / = o) —olt—T)] et
01 ’ 1 T
= 3 [era = g5
0
= (™) (Rs > 0).

Fiihrt man auf der rechten Seite den Grenziibergang 17" — 0 durch, um einen
sehr kurzen Impuls als ,,Grenzwert“ einer Folge von immer kiirzer werdenden
Impulsen mit gleichbleibender Impulsfliche (Energie) zu kennzeichnen, so exi-
stiert dieser Grenzwert, und es gilt mit der I’'Hospital’schen Regel (Ableitung
nach T')

lim s = lim =1 (Rs > 0).

Ergebnis

Die Laplace-Transformierten der Funktionenschar

1
rp(t) = 7 [o(t) —o(t—T)] (t>0)
konvergieren fiir 7' — 0 im Bildraum gegen die Funktion 1. Gegen welche Funk-

tion konvergiert dann die Funktionenschar {xT()}T cr im Urbildraum?

Die ,,Grenzfunktion“ §(-) kénnte durch eine Folge von Rechteckimpulsen mit
verschwindender Impulsdauer, dafiir gegen oo strebender Impulshche % darge-
stellt werden, so dafl die Impulsfliiche (= Energie des Impulses) stets 1 bleibt.
Eine Erregung dieser Art, welche fiir eine sehr kurze Zeit mit einem sehr grofien
Wert wirkt, ist z.B. bei der Beschreibung eines mechanischen Stofles, eines
Strom- oder Spannungsstofles notwendig. Die ,,Grenzfunktion“ § hétte dann
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fiir t # 0 den Wert 0 und wére fiir t = 0 ,,s0 stark unendlich“, dafl der Wert des

Integrals
(o9}

/6(t)dt -1

wiére, s. Abb. 9.20.

5(t) = { 0 , t#0

oo , t=

Abbildung 9.20: Naives und suggestives Bild der ,,Deltafunktion

Offensichtlich gibt es keine Funktion im herkémmlichen Sinne mit diesen Ei-
genschaften, ja die oben erwéihnte Folge von Funktionen ist im herkémmlichen
Sinne nicht einmal konvergent. Es ist aber gelungen, den Funktionsbegriff und
mit ihm den Konvergenzbegriff so zu verallgemeinern, dal man von einer ver-
allgemeinerten Funktion oder Distribution mit den genannten Eigenschaften
sprechen kann; s. Abschnitt 9.4.6.

Grob gesprochen, kann eine Distribution durch eine Folge von Funktionen dar-
gestellt werden.

Aufgabe  (Darstellung der 4-Distribution)
Man beweise die Giiltigkeit der folgenden Aussagen:

Sei 91 € C(R) mit fél(t) dt =1, z.B.

1

nl) = i

(teR).

BN

Man definiere dann die Funktionenfolge d,, (Abb. 9.21) durch

on(t) == n-d1(nt) (teR, neNN),
dann gilt:
0 [ su()dt = 1 (n €N
() man =0 (@0
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 On(t)

-1

Abbildung 9.21: Gegen die ,,Deltafunktion* konvergierende Funktionenfolge

9.4.5 Impulsfunktion als Eingangssignal

Als zweites Test-Eingangssignal wird die Dirac’sche Deltafunktion §(-) unter-

sucht:
zo(t) = mo-22(t) = x0-8(t) (t € R).

Selbstverstiandlich ist diese Beziehung nur formal zu verstehen und mathema-
tisch im Sinne der Distributionentheorie (Abschnitt 9.4.6) gemeint: es handelt
sich somit um eine Gleichung zwischen verallgemeinerten Funktionen.

Beispiel 9.28

Man betrachte den elektromagnetischen Reihenschwingkreis aus Beispiel 9.27.

T e !

e (t) C —— Uq (1)
| l

Abbildung 9.22: Elektrischer Reihenschwingkreis

Als Eingangssignal wird die Impulsfunktion (Abb. 9.23)
ze(t) == xo-9(t) (t e R)
verwendet. Dann ist
Llze](s) = o (Rs > 0),
1.1.nd als Losung der Bildgleichu{lg erhilt man gerade die mit zg multiplizierte
Ubertragungsfunktion (fiir die Ubertragungsfunktion s. Beispiel 9.27):
2

“o

Lizal(s) = Q)+ Llzel(s) = w0-Qls) = w0 iy

mit den Gréflen
1 R
wp = —— , 0= — , Wl = w8—62.

vLC 2L

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin




338 KAPITEL 9. LAPLACE-TRANSFORMATION

Die Antwort x4(-) (Abb. 9.24) im Originalraum ist die mit xg multiplizierte
inverse Laplace-Transformierte der Ubertragungsfunktion, also die mit xg mul-
tiplizierte Gewichtsfunktion g(-):

w% e %sinwit , wo>4
za(t) = xo-q(t) = zo-wi- te 0t , wp=20
w% e % sinhwat , wp<§ (w3 = —w?)
s Te(t) 1
A 00 0.5
0
05
_ql
g 0 20 40 60 80
Abbildung 9.23: Impulserregung Abbildung 9.24: Impulsantwort

9.4.6 Erweiterung von Funktionen zu Distributionen

Wie funktioniert nun die Erweiterung von Funktionen zu Distributionen oder
verallgemeinerten Funktionen? Was ist iiberhaupt eine Distribution?

In Analogie wird dazu die Erweiterung von R zu C betrachtet. C ist nun nicht
irgendeine Menge, sondern eine Erweiterung von R, sogar eine Kérpererweite-
rung:

e Die reellen Zahlen finden sich in der Obermenge der komplexen Zahlen
wieder: Komplexe Zahlen z = z + iy mit y = ¥z = 0 werden mit den
reellen Zahlen identifiziert:

Roz = z=(z+10) e C

e Die Korperoperationen (+,-) von C stimmen mit den Kérperoperationen
von R iiberein, wenn man sie auf komplexe Zahlen mit Imaginérteil 0
anwendet. R ist also ein Unterkdrper von C, nicht blof} eine Teilmenge.

Der Grundraum D der sog. Testfunktionen ist definiert durch

D = C°(R) = {f: feC™R), supp f kompakt}.
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Beispiel 9.29  (Testfunktion)

!
fe(x) = {e @ x| <e

0 , x| >e

Fiir jedes ¢ > 0 ist f. € C3°(R), und es gilt: supp fe C {z : |z| < e},
s. Abb. 9.25.

 fe(2)

T T > T
—E& 3

Abbildung 9.25: Funktion f. € D = Ci°(R)

An den Stellen x = +e existieren die links- bzw. rechtsseitigen Ableitungen
beliebig hoher Ordnung und sind 0; beispielsweise gilt fiir die erste Ableitung;:

, —2x -
fol@) = —m

— 0.
(|lz|—€)

e ze—¢

Jeder Funktion f € C(R) wird nun ein lineares Funktional — das ist eine lineare
Abbildung von D nach C — wie folgt zugeordnet:

Ty : D —

C
6 THe) = / o(2)f () da

Fiir diese Zuordnung wird vereinbart oder gilt:
(i) Wegen ¢ € C5°(R) macht das uneigentliche Integral Sinn.
(ii

(iii

)
) T} ist eine lineare Abbildung.

) D':={T: T:D— C, T ist linear}

(iv) Man kann jeder Funktion f € C(R) das so definierte lineare Funktional
Ty zuordnen und erhilt eine injektive Abbildung (Einbettung)

I: CR) — D’

Jede stetige Funktion in R 148t sich damit als ein lineares Funktional
auffassen, und man gewinnt die Inklusion

C(R) C D.
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(v)

(vi)

(vii)

(viii)

Jedes mit Hilfe eines Integrals gebildete lineare Funktional heifit eine re-
gulédre Distribution oder regulidre verallgemeinerte Funktion.

Aus einer reguldren Distribution 7' 148t sich die sie erzeugende Funktion
f wieder rekonstruieren:

ANV T=r1
TeD'  feC(R)

Es gibt also eine eineindeutige Beziehung zwischen stetigen Funktionen
und regulédren Distributionen.

Die §-Distribution (,,6-Funktion®) ist das lineare Funktional, erklért durch

6 : D — C
¢ (¢) = 9(0)

0 ist trivialerweise linear und damit aus D’. ¢ ist der Grenzwert einer Folge
regulérer Distributionen

1. = [ @i
— () / £(2) do (2" € (—,€) gecignet)
—
— 60)=36)  (6eD).
also ist
b= iy T

im obigen Sinne.

Die 0-Distribution ist jedoch keine regulire Distribution, d.h. es existiert
keine Funktion f5 € C(R) mit der Eigenschaft

ip) = /¢($)f5(l‘)d:z:

In Analogie zu regulidren Distributionen wird diese Schreibweise dennoch
manchmal verwendet; man schreibt etwa

/meMmzww

obwohl die linke Seite gar keinen Sinn macht. In diesem Sinne redet man
dann von der 0- Funktion 6(-), wenn man die - Distribution § € D’ meint.
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Die Ableitung T" einer Distribution soll so erklirt sein, da sie im Falle einer
stetig differenzierbaren Funktion f, welche zu einer reguléren Distribution T
Anlaf} gibt, mit der klassischen Ableitung f’ zusammenfillt:

(Tf), = Tf”

d.h. ausfiihrlich

[e.e]

(T} (6) = / o) f' () de (6 € D).

Mit partieller Integration erhilt man daraus, da die Randterme wegen ¢ € D
verschwinden,

(T} (6) = / o) f'(x) da

= [pr@)]” - [d@ir@d

= Ty(-¢) (¢ € D).
Daraus resultiert die

Definition 9.4

Ist T € D', so versteht man unter der verallgemeinerten Ableitung oder Dis-
tributionsableitung T' von T' das lineare Funktional

¢ — T(=¢) (¢ € D).

Beispiele 9.30

(i) Sei o, die Sprungfunktion, definiert durch

1, z>a
oa(®) = 0 r<a’

Im gewohnlichen Sinne ist die Funktion o, nicht differenzierbar. Fafit man
0, jedoch als verallgemeinerte Funktion auf,

b / O(2)0a(z) do =1 To() (€ D),
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so 148t sie sich im verallgemeinerten Sinne differenzieren:

Za(9)

Bemerkung

Sa(—¢) = — / ¢ (2)0a(x) de

Y selbst ist keine regulédre Distribution, da die sie erzeugende Funktion
0, nicht stetig ist. Diese ist aber lokal-integrierbar, so dafl obige Inte-
graldarstellung einen Sinn ergibt.

(ii) Die verallgemeinerte Funktion ¥, 148t sich als verallgemeinerte Ableitung
einer stetigen, nicht differenzierbaren Funktion h, darstellen, ndmlich der

Funktion

0 , T<a

- >
ha(z) = {m a, z2a

In der Tat ist fiir ¢ € D:

H,(6)

(9.13)
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s ha() 0q() 4 0a()

a a a

Abbildung 9.26: Verallgemeinerte erste und zweite Ableitung

Bemerkung

Im Distributionensinne ist die d-Distribution somit ein mathematisch exakter
Ersatz fiir den im gewdhnlichen Sinne als Funktion im Originalraum nicht exi-
stierenden Grenzwert

_ qrl—eTs . ot)—ot—=T)
1 _— =
% - | Ts J® % T ’

welcher eben oft als ,,6-Funktion“ bezeichnet wird.
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