Analysis 11

Prof. Dr. A. Raphaélian
Fachbereich 1 - Ingenieurwissenschaften I
Hochschule fiir Technik und Wirtschaft Berlin



Inhaltsverzeichnis

10 Abbildungen aus dem R" in den R™ 1
10.1 Einftthrung . . . . .. . ... o 1
10.2 Topologie und Konvergenz im R™ . . . . . .. .. ... ... ... 6

10.2.1 Topologie des R™ . . . . . . . . . ... ... ... ... .. 6
10.2.2 Konvergenz im R™ . . . . . . . ... ... ... 12
10.3 Grenzwerte und Stetigkeit . . . . . . .. ... ... ... 14

11 Differentiation von Abbildungen aus dem R" in den R™ 25
11.1 Problemstellung . . . . . . . . . .. . Lo oo 25
11.2 Richtungsableitungen. . . . . . . . .. .. ... ... L. 27

11.2.1 Partielle Ableitungen . . . . . . . . . ... L. 27
11.2.2 Gradient, Nabla-Operator, Potentialfeld . . . . . . . . .. 32
11.2.3 Richtungsableitung in beliebiger Richtung . . . . . . . .. 35
11.3 Differenzierbarkeit von Abbildungen . . . . . ... ... ... .. 41
11.3.1 Einfithrung und Definition . . . . . . . .. ... ... ... 41
11.3.2 Funktionalmatrix . . . . . . .. ... ... ... ... ... 46
11.3.3 Tangentialebene, Linearisierung einer Funktion . . . . . . 49
11.3.4 Totales Differential, Pfaff’sche Form . . . .. ... .. .. 52
11.3.5 Differentiationsregeln. . . . . . . ... ... ... ... .. 55
11.4 Fehlerrechnung . . . . . .. .. .. .o oo 67
11.4.1 Mittelwertsatz fiir reellwertige Funktionen . . . . . . . . . 67
11.4.2 Fehlerschrankensatz . . . .. ... ... ... ... .... 69
11.5 Partielle Ableitungen héherer Ordnung . . . . . . . . ... .. .. 74
11.5.1 Satz von Schwarz . . . . .. .. .. .. .. ... ...... 75
11.6 Taylor’sche Formel (Satz von Taylor) . . . . . ... ... ... .. 76
11.7 Relative Extrema . . . . . . . . . . . ... ... .. 80
11.8 Ausgleichsrechnung . . . . . . . . ... ... ... ... ... 87
11.9 Umkehrabbildungen . . . . . ... .. ... ... .. ... ... 91
11.10Koordinatentransformationen . . . . . . . . .. ... ... .. .. 95
11.10.1 Ebene Polarkoordinaten . . . . . . . ... ... ... ... 96
11.10.2 Zylinderkoordinaten . . . . . . .. .. ... ... ... .. 99
11.10.3 Réumliche Polarkoordinaten (Kugelkoordinaten) . . . . . 100

11.10.4 Krummlinige Koordinatensysteme . . . . . . ... .. .. 101



12 Integration von Abbildungen aus dem R" in den R™ 104

12.1 Das bestimmte Integral . . . . .. .. .. .. ... ... 105
12.2 Iterierte Integrale . . . . . . . . . .. ... ... ... ....... 112
12.3 Integration iiber Normalbereiche . . . . . .. .. ... ... ... 118
12.4 Mafl (Inhalt) von Mengen . . . . . . ... ... ... ....... 127
12.4.1 Inhalt von Ordinatenmengen . . . . ... ... ... ... 128
12.4.2 Prinzip von Cavalieri . . . . . . .. ... ... ... .... 132

12.5 Uneigentliche Integrale . . . . . . . .. .. .. .. ... ... .. 136
12.6 Substitutionsregel (Transformationsformel fiir Mehrfachintegrale) 140
12.6.1 Problemstellung . . . . .. .. .. ... ... ... ... 140
12.6.2 Heuristische Herleitung der Transformationsformel . . . . 143
12.6.3 Anwendungen . . . . . . ... ... 146
12.6.3.1 Ebene Polarkoordinaten . . . . . . . .. ... .. 146

12.6.3.2 Zylinderkoordinaten . . . . . .. .. .. ... .. 150

12.6.3.3 Kugelkoordinaten . . .. .. .. ... ... ... 154

13 Kurvenintegrale 159
13.1 Kurven . . . . .. . Lo 160
13.2 Lange von Kurven - Kurvenintegrale erster Art . . . . . . .. .. 161
13.3 Kurvenintegrale zweiter Art . . . . . . . . ... ... ... 166
13.4 Wegunabhéngigkeit - Konservative Vektorfelder . . . . . . . . .. 176
13.5 Rotation von Vektorfeldern . . . ... ... ... ... ... ... 181
13.6 Einfach zusammenhéingende Gebiete . . . . . . . ... ... ... 187
13.7 Berechnung von wegunabhéngigen Kurvenintegralen . . . . . . . 193
14 Oberflichenintegrale 198
14.1 Hyperflichen im R™ - Tangentialebene . . . . . . . . ... .. .. 198
14.2 Flacheninhalt - Integrale iiber Flachen . . . . . . . . .. .. ... 206
14.3 Orientierte Fliachen - Flu8 . . . . . .. .. .. ... ... .. 216
15 Integralsitze 229
15.1 Divergenz und Integralsatz von GauBim R . . . . . . ... ... 229
15.2 Green’scher Integralsatz im R? . . . . ... .. ... ....... 247
15.2.1 Fldachenberechnung mittels eines Kontourintegrals . . . . 253
15.2.2 GauB’scher Integralsatz im R? . . . .. ... ... .... 254
15.2.3 Stokes’scher Integralsatz im R? . . . . . .. .. ... ... 256

15.3 Stokes’scher Integralsatz im R® . . . . . ... .. ... ... ... 257

Stichwortverzeichnis 271

ii



Kapitel 10

Abbildungen aus dem R" in
den R™

10.1 Einfiihrung

Funktionen, welche physikalische oder technische Groflen beschreiben, hingen
in der Regel von mehr als einer Variable ab. Beispielsweise héngt der Span-
nungsabfall einer elektrischen Leitung ab von

e ihrer Lange

e ihrem spezifischen Materialwiderstand

ihrer Temperatur

der Frequenz des Stromes
e dem Widerstand des umgebenden Mediums

Wenn man von allen diesen n Variablen n — 1 konstant hélt und nur eine
verdndert, so erhilt man eine Funktion von einer Variablen. Haufig &ndern sich
jedoch mehrere oder sogar alle Variablen gleichzeitig. Daher mufl man in diesen
Féllen eine Funktion von mehreren (n) Variablen untersuchen, ein sehr viel
komplizierterer Vorgang als die Untersuchung von n Funktionen, welche jeweils
von nur einer Variable abhéngen.

Beispiel 10.1
Der Gesamtwiderstand der in Abb. 10.1 skizzierten Schaltung betréigt

1 1
R = f(RlaR27R3aR4) = 1 1 1 1
BmTR R TR
B Ri1Ry " R3Ry B RiRoR3s + RiRosRy + RiR3R4 + RoR3Ry
Ri+Ry Rs+ Ry (R1+ R2)(R3 + Ry)
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Abbildung 10.1: Schaltung mit vier Widerstinden

Der Widerstand wird also durch eine Funktion f von vier Verinderlichen be-
schrieben. Thr maximaler Definitionsbereich ist

D(f) = {Z: &= (x1,20,23,24) € R*, (1 + x2)(x3 + x4) #0)}.

In der Linearen Algebra wurden mit dem Spezialfall linearer Abbildungen von
V™ in den V™ schon einmal Funktionen mehrerer Verédnderlicher untersucht.
Diese einschrinkende Voraussetzung braucht f nun nicht mehr zu erfiillen; ins-
besondere braucht D(f) auch kein Vektorraum mehr zu sein.

Im Falle n = m = 1 wird die Veranschaulichung solcher Funktionen dadurch
erreicht, dafl man mit Hilfe eines kartesischen Koordinatensystems die jeweiligen
Funktionswerte {iber den entsprechenden Urbildern ,abtragt®. Damit ist der
Funktionsgraph (das Schaubild) I'y von f gegeben durch die Punktmenge:

Ty = {(z,y) + z€[a,b], y=f(z)} CR”

Analog gelingt noch eine Veranschaulichung im Falle n = 2, m = 1 durch Zeich-
nung eines Schaubildes im R3: Der Funktionsgraph T 7 von f ist gegeben durch
die Punktmenge

Ly = {{z,y,2) + (z,y) € D(f), 2= f(z,y)} C R?.

Unter geeigneten Voraussetzungen an f wird dadurch eine Fliche im R? defi-
niert.

Beispiel 10.2

Seien
G = {{z,y) : (z,9) € R (z—20)%+ (y — 20)% < 20% = 400},

2= flay) = (/400 — ((z —20)2 + (y - 20)2) |

Das Schaubild von f ist die obere Halbkugel vom Radius 20 mit dem Mittel-
punkt M := (20, 20), s. Abb. 10.2.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Abbildung 10.2: Obere Halbkugel vom Radius 20 um M := (20, 20)

Beispiel 10.3
Seien G := R? und f : G — R definiert durch

2= f(zy) = 2® =y ((z,y) € G).

Mit Hilfe welcher Abbildung 148t sich diese Funktion veranschaulichen?

Dazu werden zuerst die Hohenlinien gezeichnet; das sind diejenigen Linien (!)
in G, auf denen f konstant ist, s. Abb. 10.3.

H(z) = {{z,y) €G: 20 =2a*—y*} (z0 € R).

100

80p

1 N\

20 40 60 80 100

~

Abbildung 10.3: Hohenlinien gleichseitiger Hyperbeln

Dabei handelt es sich um gleichseitige Hyperbeln mit den Halbachsen a =
b = \/z. Fiir zg > 0 liegen die Scheitelpunkte der Hyperbel auf der x-Achse,
flir zp < 0 auf der y-Achse.Als dreidimensionaler Graph ergibt sich ein parabo-

lisches Hyperboloid, s. Abb. 10.4. Der Punkt (0, 0) heifit Sattelpunkt.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Abbildung 10.4: Parabolische Hyperboloid mit Hohenlinien

Beispiel 10.4

Seien G := R? und f : G — R definiert durch

2= floy) = =+ % ((z,y) € G).

Diese Funktion liefert ein Ellipsoid mit den Halbachsen ¢ = 2 und b = 1,
s. Abb. 10.5.
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Abbildung 10.5: Graph eines Ellipsoides mit den Halbachsen ¢ =2 und b =1

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Beispiel 10.5
Bei vereinbartem Koordinatensystem sei im Punkt p := (p1, p2, p3) eine Punkt-
ladung der Stirke Q. Auf eine Probeladung' der Stirke ¢ im Punkt

T = (r1,x9,73) (& € R?)

wirkt die Coulomb-Kraft F ,in Richtung auf 7“ (evtl. entgegengesetzte Orien-
tierung) und einer zum Quadrat des Abstandes zwischen & und p umgekehrt
proportionalen Stirke; als V3-Vektor geschrieben:

q-Q 1 TP ¢-Q F-J
= ¢ = ‘ T2 — P2 - Jry : =
1Z—plI> || — Pl s — s 1Z—plI> || — Pl

mit dem Euklidischen Abstand

—p1)? + (22 — p2)? + (z3 — p3)?.

Verwendet man die Isomorphie zwischen V2 und R?, so ist durch
F: R\{f} — R
q-Q q-Q q-Q
[E WI:” [ERFH 17— 51
eine Abbildung aus dem R? in den R? definiert, die als die Kraft interpretierbar

ist, welche auf eine Ladung der Stirke ¢ am Ort & durch die Ladung der Stérke
@ am Ort p ausgeiibt wird.

p1); (2 = pa), (w3 —p3))

T = (r1,22,23) — (75——==

Beispiel 10.6

Es werden die Bezeichnungen von Beispiel 10.5 benutzt. Die Lage p der Ladung
() sei nun zeitlich nicht konstant, sei also etwa

t— (1), p2(1), p3(t)) =: plt) (t > to)
die Lage von @ zur Zeit t > tp und sei
= {p(t): t >ty geeignet}
die Spur von @, so ist durch
F . (R3\W) % [tg,0) — R?

i) e« L@ Qo 9@
F@0 = < 7 gop @ O) 7P @ P0) 7 5mp @O

!Unter einer Probeladung versteht man eine (ideale) Ladung, die so klein ist, daB sie das
um sie herum existierende elektrische Feld nicht beeinflufit.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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eine Abbildung aus dem R* in den R? definiert,?

welche die nun zeitlich verénderliche Kraft auf die Probeladung ¢ an der Stelle
Z zur Zeit t beschreibt.

Analog zum eindimensionalen Fall werden nun mathematische Begriffe benotigt,
die analytisch ausdriicken,

e daf} eine Ladung nicht ,,sprunghaft“ ihre Lage &ndert
(dies fithrt zur Ubertragung des Begriffes ,stetig auf Abbildungen aus
dem R" in den R™);

e wie sich in Beispiel 10.6 die Kraft F bei ,fester Zeit mit dem Ort“  oder

e bei , fester Stelle zeitlich“ dndert
(dies fithrt zum Begriff ,,partielle Differentiation®).

Die Begriffe ,stetig”“ und , differenzierbar®, die sich bei der Beschreibung ein-
dimensionaler Fragestellungen bewiihrt haben, erfordern fiir ihre Ubertragung
in den mehrdimensionalen Fall zunéchst eine entsprechende Verallgemeinerung
der Begriffe , Intervall®, joffen“, ,abgeschlossen“, ,,Betrag®, etc.

10.2 Topologie und Konvergenz im R"

10.2.1 Topologie des R"

Sei n € IN. Unter der Topologie versteht man, locker formuliert, die Kldrung
dessen, was offene und abgeschlossene Mengen im R" sind.

(R™, (-,-)) ist ein Euklidischer Raum, da durch die Abbildung
() : R'"XR" — R

n
(Z,9) — (4,9) = szyz
i=1

auf R"™ ein Skalarprodukt definiert ist. Aus diesem Skalarprodukt leitet sich die
Euklidische Norm ab:

- R* — 0,00

Fiir diese Norm gelten die folgenden Eigenschaften (warum 7):

Wenn in der Physik- und Elektrotechnik-Literatur von Punkten oder Vektoren die Rede
ist, dann sind meistens Punkte oder Vektoren aus dem R® gemeint. Diese werden hiufig in
einer anderen Notation geschrieben: fiir & schreibt man oft x. Damit wird die Kraft ﬁ(fc‘, t)
am Ort & zur Zeit ¢ dann mit F(x,t) bezeichnet.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



10.2. TOPOLOGIE UND KONVERGENZ IM RY 7

(i) Positive Definitheit:

|Z] >0 und |7 =0 <= ¥=0 (Z € R™)

(ii) Homogenitét:
IAZ] = (AL ]] (AeC,7eR")
(iii) Dreiecksungleichung:
1Z+gl < 1] + 9] (Z,7 € R")
(iv) Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung:
(@9 < 2] 19 (7,7 € R")

Mit Hilfe dieser Norm hat man nun ein Mittel in der Hand, im R™ Abstinde
zu definieren, also Lingenmessungen vorzunehmen.

In Analogie zu R sollen die Begriffe ,,offen*, ,abgeschlossen* etc. fiir Teilmengen
des R™ so definiert werden, dafl fiir n = 1 die alten Definitionen reproduziert
werden. Das erreicht man einfach dadurch, da8 die fir R = R! verwendeten
Definitionen hergenommen werden und iiberall dort, wo der Betrag |- | auftritt,
dieser durch die Norm || - || ersetzt wird.

Beispiel 10.7

(i) Durch o =
B e B(€774) = {f fGRg, ”f_é.H <T}

ist fiir 7 > 0 das Innere einer Kugel vom Radius » um den Mittelpunkt {
beschrieben. Man nennt die entsprechende Menge auch im R" fiir n > 3
eine (n-dimensionale offene) Kugel. Im Zweidimensionalen ist eine Kugel
im Sinne dieser Definition eine (offene) Kreisscheibe.

(ii) Die Menge
S = S(Er) = {&: FeR", |F-E| =r}

ist die Oberfliche dieser n-dimensionalen Kugel, auch Sphire genannt.

Beispiel 10.8
Seien n € N, @,b € R" und gelte ay < by fiir alle k € {1,...,n}. Dann heifit

1T = {x: reR" ap < xp < by, kE{l,...,n}}

ein n-dimensionales Intervall oder ein n-dimensionaler Quader.

Definition 10.1
Sei n € IN.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



8 KAPITEL 10. ABBILDUNGEN AUS DEM RY IN DEN RM

(i) Fiir £ € R” und ¢ > 0 heifien
U(6) == {Z: ZeR", |- <e} (= B(£e)
(n-dimensionale) e-Umgebung und
U() = {7: TeR" 0<[lF—&| <} (=UV-(\{E})
(n-dimensionale) punktierte e-Umgebung von €.
(ii) Eine Menge A C R™, welche eine Kugel U.(€) enthilt, heiBt eine Umge-
bung des Punktes &.

(iii) Sei G C R™. G heifit

offen L= /\ \/ U(Z) C G

reg e>0

abgeschlossen P = R™\G ist offen

beschrénkt D= \/ /\ 12| <r
r>0 Feg

zusammenhédngend P = G ist micht in zwei nichtleeren disjunkten
offenen Teilmengen des R™ enthalten.
Bemerkung

(i) Eine Menge G ist also offen, wenn es um jeden ihrer Punkte eine Kugel
gibt, die ganz in G liegt.

(ii) Umgekehrt ist eine Menge nicht einfach schon dann abgeschlossen, wenn
sie nicht offen ist! Man studiere dazu die folgenden Beispiele.

(iii) Eine nicht zusammenhingende Menge ist die Vereinigung mehrerer dis-
junkter® Teilmengen, welche einen gewissen ,, Abstand® d > 0 voneinander
haben; man spricht in dieser Situation von mehreren Zusammenhangs-
komponenten dieser Menge.

Beispiele 10.9
(i) Die (offene) Kugel
B := BEr) = {&: ZeR? |7—¢| <r}
ist fiir » > 0 wirklich offen.

Aufgabe

Man zeige diese Behauptung. Dazu konstruiere man explizit zu jedem
Punkt Z aus B eine offene Menge U.(Z), welche noch ganz in B liegt.

3disjunkt = elementfremd

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



10.2. TOPOLOGIE UND KONVERGENZ IM RY 9

(ii)
M = {f fGRQ, x1 >0, .%'220}
ist weder offen noch abgeschlossen, denn:

e Zu (1,0) € M gibt es kein ¢ > 0 mit U.((1,0)) € M, also ist M
nicht offen.

e Zu (0,0) € R:\M gibt es kein ¢ > 0 mit U.((0,0)) € R2\M,
also ist R?\ M nicht offen, folglich M selbst nicht abgeschlossen;
s. Abb. 10.6.

x2

z1
Abbildung 10.6: Weder offene noch abgeschlossene Menge
(ili) o U (%) ist fiir jedes € > 0 und jedes ¥ € R" eine zusammenhéngende
Menge in R™.

e Un((0,0)) UUyp((20,0)) ist keine zusammenhingende Menge in R?;
s. Abb. 10.7.

Z2

z1

Abbildung 10.7: Zwei Zusammenhangskomponenten einer Menge

e Dagegen ist Up((0,0)) UU10((20,0)) eine zusammenhédngende Menge
in R?; s. Abb. 10.7.

o Aufgabe
Ist die Menge

D = {(w1,22) : (w1,22) € R?, 21 € [-1,1],
-1 ..
sin =— fiir x1 #0

T2 { 0 fir x1=0 }

zusammenhéngend?

Definition 10.2
Seien n € IN und G C R".

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



10 KAPITEL 10. ABBILDUNGEN AUS DEM RY IN DEN RM

(i) G heiit ein Gebiet, wenn G offen und zusammenhéngend ist.
(ii) G heifit kompakt, wenn G abgeschlossen und beschrinkt ist.

(iii) Sei € € R™. € heiBt Haufungspunkt von G :<=>

N UnG # 0

e>0
(iv) G = U L  heiBt offener Kern von G.
LCG
L offen
(v) G = (N L heiit abgeschlossene Hiille von G.

LDOG
L abgeschlossen

(vi) G = Q_\é heifit Rand von G.

Bemerkung

(i) Trivialerwejse gilt G C G, und der Unterschied zwischen G und G ist gerade
der Rand G von G.
(i) Sei € € G. Dann liegen

e in jeder noch so kleinen Umgebung von E Punkte aus G, da E
Haufungspunkt von G ist;

e in jeder noch so kleinen Umgebung von { Punkte aus R™\G, da {
auch Haufungspunkt von R™\G ist.

Somit gilt fiir jede kleine Kugel &/ um E
UNG #0 und  UNR™MG) # 0.

Der Randpunkt E selbst kann zu G gehéren oder auch nicht; s. Abb.
10.8.

Z2

R2\G

I

Abbildung 10.8: Randpunkt einer zweidimensionalen Menge

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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(iii) Wenn alle Randpunkte von G zu G gehoren, ist G abgeschlossen. Wenn
keiner dazugehort, ist G offen. Gehéren manche dazu, andere nicht, so ist
G weder offen noch abgeschlossen. Somit gilt:

G ist abgeschlossen <= jeder Haufungspunkt von G ist Element von G
— G =g

Gistoffetn <— ¢ :é

Insbesondere sind G abgeschlossen und G offen.
(iv) Fiir n =1, also R” = R! = R, gilt fiir G C R:
G ist zusammenhéngend <= @ ist ein Intervall
und damit
G ist ein Gebiet <= (G ist ein offenes Intervall
Fiir n > 1 kann also ein Gebiet ein Ersatz fiir ein offenes Intervall sein.
(v) Bei der Betrachtung von Funktionen wird daher hiufig vorausgesetzt, dafl
ihr Definitionsbereich ein Gebiet ist. Die Offenheit garantiert dann, dafl
man bei der Untersuchung von Funktionswerten stets im Definitionsbe-
reich der Funktion bleibt, wenn man ihr Argument nur wenig verdndert.

Der Zusammenhang wiederum garantiert, dal man im Grunde nicht zwei
verschiedene Funktionen untersucht.

Beispiele 10.10
(i) In Beispiel 10.9 (ii) sind

O
G = {Z: ZeR?, 21 >0, z3 >0},

—

G = {Z: Z€R? 2, >0, x>0}

—

w

(ii) Seien 7i = (ny,ng,n3) € R°, ¢ € R und
E = {i: TR (&) —c = 0}.

Dann ist £ eine Ebene im R3. £ ist abgeschlossen, also & = £. Weiterhin
ist £ =1.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



12 KAPITEL 10. ABBILDUNGEN AUS DEM RY IN DEN RM

10.2.2 Konvergenz im R"

Will man Funktionen mehrerer Variablen differenzieren und integrieren, so sind
dabei Grenzwerte zu bilden. Beispielsweise muf3 erkléirt werden, was es heiflen
soll, daf} eine Folge {Z}renw von Punkten bzw. Vektoren im R™ konvergiert.

Definition 10.3
Sei n € IN. Eine Abbbildung

a: NN — R™
k

heift eine Folge im R", geschrieben {dj }xen.

Bemerkung

(i) Die fiir (Zahlen-) Folgen in R = R! definierten Begriffe

e beschréinkt
e konvergent
e Haufungspunkt einer Folge etc.

lassen sich wortlich iibernehmen, wenn R durch R"™ und der Abstand | - |
durch die Euklidische Norm || - || ersetzt wird.

(ii) Schreibtechnisch kompliziert wird es, wenn von einem Folgenpunkt die
Komponenten gebraucht werden, man bené6tigt dann einen zweiten Index:

—

(k) (k‘)> oder e = (Tki, ... Thn)-

Ty = (z7,..., 2,

Ich bevorzuge die erste Schreibweise, der obere Index in Klammern ist
der Folgenindex, der untere Index bezeichnet — wie gehabt — die jeweilige
Komponente. In der vektoriellen Schreibweise wird daraus also, wie iiblich,

o

(k)
n
Ganz im Sinne von Teil (i) der obigen Bemerkung wird definiert:

Definition 10.4
Seien n € IN und @ € R". Eine Folge {Z }ren heifit konvergent gegen d, wenn
gilt:

lim ||Zx —d| = 0.

k—o00

Man beachte, daB {||Z — dl|}, ) einfach eine Folge reeller Zahlen ist, und von
dieser ist bekannt, was man unter Konvergenz versteht.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Im Falle der Konvergenz gegen @ schreibt man auch

@ = lim Z.
k—oo

Anschaulich bedeutet die Konvergenz der (Punkt-)folge {Zx }renw gegen @, daBl
von einem bestimmten Index ko an der gesamte Rest der Folge in einer (noch
so kleinen) Kugel um @ liegt. Je kleiner die Kugel gewihlt wird, desto grofier
wird kg i.a. sein miissen.

Beispiel 10.11
Seien n =2, 6 € R und & = (7 cos bk, ¢ sin0k). Dann gilt

. & 1 2 (1. 2 1 .
|Zx — 0] = \/<k0089k> + (% Slﬂ@k) =z~ 0 fir k — oo.
Also ist lim 7 = 0.
k—o0
In diesem Fall (n = 2) lassen sich statt Punkten aus R? bzw. Vektoren auch

komplexe Zahlen verwenden: dem Punkt (z1, z2) der Ebene entspricht die kom-

plexe Zahl z = x1+ix2, und der reellen Folge ), = <% cos 0k, % sin 0k) entspricht

die komplexe Zahlenfolge z, = %(cos 0k + isin Qk) = %eiek .

Satz 10.1

Eine Folge von Vektoren {Z}; }rew konvergiert genau dann, wenn alle ihre Kom-
ponentenfolgen konvergieren:

{Zk} ke konvergent <= {xg'k)}kelN konvergent (j € {1,...,n})

Konvergenz = Punktweise Konvergenz

Beweis

(je{1,...,n})

A

3
<
m
=B
:
3
\-'-’—

E%/—\

|

£

N

Beispiel 10.12

Fiir die durch @ := ((—1)*, 1) definierte Folge ist die Folge der ersten Kompo-
nenten, also {(—1)%} e hicht konvergent. Damit ist die ganze Folge {Z ren
nicht konvergent.

Bemerkung

Nicht iibertragbar aus dem Eindimensionalen sind Aussagen, die von der Ord-
nungsstruktur von R Gebrauch machen (monotone Folgen in R oder lim sup-
oder lim inf-Aussagen. Denn im R™ mit n > 1 gibt es keine solche Ordnungs-
struktur wie in R.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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10.3 Grenzwerte und Stetigkeit

Wie am Ende des ersten Abschnittes dieses Kapitel angedeutet, mufl analytisch
erfat werden, was es bedeutet, ,,eine Ladung éndere ihre Lage nicht sprung-
haft“.

Dazu werden zunéchst zwei Beispiele betrachtet.

Beispiele 10.13

(i) f: RA2\{0} — R
2. .2
_ r1 T
f(ﬂjl,fl'g) . I’% T ﬂl‘%
(ii) g: RA™A{0} — R
(.TU T ) L 21‘1.%‘2
Frage:

Wie verhalten sich f und g ,in der Nithe“ von 0 = (0,0) ?

Zu (i):
Fiir & = (x1, z2) € R?\{0} ist

_ B _ @) (Bt
|f(z1,22)] = 2 2 = 2 2
r] + x5 Ty + x5

= ai+73 = ()l = [l

Ist also |[(z1,x2)|| - der Abstand des Punktes & vom Ursprung (0, 0) - , klein®,
dann ist auch |f(z1,x2)| ,klein“; f ,geht gegen Null“, wenn (z1,z3) ,gegen
Nulll geht*:
0 < |fer,22)] < [l2)® — 0
(ll=]|—0)

Vgl. dazu Abb. 10.9.

Zu (ii):

Ist (z1,22) € R2\{0} und z; =0 V 29 =0, so hat g den Wert 0;
Ist (x1,22) € R2\{0} und z; = z9 # 0, dann hat g den Wert 1, s. Abb. 10.10.

Es gibt also in beliebiger Ndhe von Null Punkte (z1,x2) mit g(x1,z2) = 0 und
g(z1,22) = 1. Es kann daher keine Zahl geben, gegen die ,g(z1,z2) geht®,
wenn |(x1,z2)| ,gegen Null geht“; vgl. dazu Abb. 10.11.
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10.3. GRENZWERTE UND STETIGKEIT 15

-10

~~ -5
X, 10 -10

Abbildung 10.9: Graph der Funktion f(z1,x2) := mjj% bei (0, 0)
T3

— {{z1,22) + g(71,72) =1}

\ 1

— {{z1,22) + g(21,22) =0}

Abbildung 10.10: g hat keinen Grenzwert bei 0

| 'h# N
/ R
e \\\ ,""lm'"u'."&':f
RN \\\3\‘ ””é:’,":l:l::::",?i
d }""

0

W

&‘\?

W\

S

Rk
Rk

\‘t‘}\

R
R
R

Abbildung 10.11: Graph der Funktion g(z1, z2) := 2822 bei (0, 0)

2 .2
Ti+T5

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Bemerkung

Die Funktion f von Beispiel 10.13 (i) verhilt sich bei 0 regulir, die Funk-
tion g von Beispiel 10.13 (ii) dagegen nicht. Das allein ist nun nicht wei-
ter verwunderlich. Was verwundert ist die Tatsache, daf} sich g auch dann
noch regulér verhélt, wenn man sich dem Nullpunkt auf irgendeiner Geraden
ge = {{x1,12) € R?, 3 =c-21} (c € R geeignet) nihert.

Aufgabe
Welche Werte kann ¢ in beliebiger Nithe von 0 annehmen?

Hinwelis: Polarkoordinaten

Offenbar ist das Anndhern an einen Punkt auf vorgeschriebenen Wegen zu we-
nig, zur Existenz eines verniinftigen Grenzwertes mufl man fordern, dafl sich
das Argument ¥ auch auf beliebigen Wegen & nidhern darf.

Die folgende Definition stimmt formal mit dem entsprechenden eindimensiona-
len Analogon iiberein:

Definition 10.5
Seien m,n € N, f eine Abbildung aus dem R” in den R™, E ein Haufungspunkt

=

von D(f) sowie 77 € R™.
Beh.: f besitzt an der Stelle E den Grenzwert 7j —

AV A lo<li-él<s = If@-il<c]

—

>0 >0 zeD(f)

Bemerkung

(i) Falls f an der Stelle 5 den Grenzwert 7 hat, so schreibt man kurz

—

fla) — 7 @ — &).

(ii) Wie im Eindimensionalen zeigt man, daf§ eine Funktion f an einer Stelle
& hochstens einen Grenzwert hat, dieser also eindeutig bestimmt ist. Er
wird dann mit

im_f(7)

—

| =
oy

8

bezeichnet.

Fiir die tatséichliche Bestimmung des Grenzwertes einer Funktion ist wieder die
Charakterisierung iiber Folgen hilfreich:

Satz 10.2

Seien m,n € N, f eine Abbildung aus dem R" in den R™, 5 ein Haufungspunkt
von D(f) sowie 77 € R™.

Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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G f@ —q @ — §&.

(ii) Fiir jede Folge {Zi}ren, € # @k aus D(f) mit klim #, = £ ist auch
—00

lim (&) = 7.

k—o0

Beispiele 10.14  (Fortsetzung der Beispiele 10.13)
Beh. 1
0 ist ein Hiufungspunkt von D(f) = D(g) = R*\{0}.

Bew.

Fiir alle £ > 0 gilt: U.(0) N (R*\{0}) # 0.

Beh. 2
f hat an der Stelle 0 den Grenzwert 0.

Bew.

Gezeigt ist |f(z1,29)| < ||(x1, z2)|| fiir alle # € R%. Sei ¢ > 0 und setze § := /c.
Dann gilt fiir alle # € D(f):

[{z1,22) = (0,0)|| = [[{z1,z2)]| < &
= |fl@,22) = 0] < [[(zr,22)]? < 6° = e

Beh. 3

g hat an der Stelle 0 keinen Grenzwert.

Bew.

Es wird ein Widerspruchsbeweis gefiihrt und dabei der letzte Satz verwendet.
Angenommen also, g habe bei 0 einen Grenzwert. Dann betrachte man die

beiden Folgen . -
(GO ™ {2 e

Jim (50) = Jim (5 = ©

somit, da g nach Annahme einen Grenzwert hat:

) 1 . 11
Jmo((50)) = Jimo((5 7))
Andererseits ist fiir alle £ € IN:

() =0 i a((1) =

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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also
gmo((p0) =021 = gma((p)

Definiert man fiir die Funktion f aus Beispiel 10.13 (i) eine Fortsetzung durch

S0 ist f~auch bei # = 0 definiert und zwar »verniinftig® in dem Sinne, daf ,, f (%)
gegen f(0) strebt®, wenn ,Z gegen 0 strebt“, d.h. f ist bei & = 0 stetig.

Definition 10.6
Seien m,n € N, f eine Abbildung aus dem R™ in den R™, e D(f) und € ein

— —

Héufungspunkt von D(f) (das ist beispielsweise dann der Fall, falls D(f) ein
Gebiet ist).

(i) f heifit an der Stelle 5 stetig, wenn gilt

(a) Der Grenzwert 77 := lim_ f(@) existiert.
Tr—E

- —

(b) 7 = F(¢)

(ii) f heifit stetig, wenn f an jeder Stelle & € D( f) stetig ist.

—

(iii) f heiBt stetig in G, wenn G € D(f) und die Funktion f | G stetig ist.

Der folgende Satz ist eine Charakterisierung der Stetigkeit mit Hilfe des Grenz-
wertbegriffes und 1488t sich wortwortlich aus dem Eindimensionalen iiberneh-
men:

Satz 10.3

Seien m,n € N, feine Abbildung aus dem R™ in den R, EG D(f) und gein
Haufungspunkt von D(f).

Dann sind folgende Bedingungen #quivalent:

(i) fist an der Stelle gstetig

(ii) Fiir jede Folge {Zk}renw aus D( f), die gegen £ konvergiert, konvergiert
stets auch die Folge {f(Zx)}ren, und zwar gegen f(§), d.h. es ist

).

lim f(#) = f(lim &) = f(¢

f—»{ r—E

@ A Vo A [IE-El<s = If@ - fE)l <e]

>0 >0 zep(f)

~—
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VY
f(&)+e ‘ !
2e— \* f
Umgebung { &) \
f(f)_a ““““ o
=5 & &+s x

26—Umgebung

Abbildung 10.12: Stetigkeit von f im Punkt &

f

Abbildung 10.13: Stetigkeit von f im Punkt 5
I Stetigkeit im Eindimensionalen (n=1,m =1) (Abb. 10.12)

[z —¢[<d = [fl@)-f(E)l<e

IT Stetigkeit im Mehrdimensionalen (n =2,m =2) (Abb. 10.13)

Iz -€l<s = If@-fEll<e

Beispiel 10.15

Sprunghafte Materialinderungen erzeugen Unstetigkeiten der Dichtefunktion o,
welche i.a. eine Funktion der drei Raumvariablen & = (x1, x9, x3) ist. So ist die
Dichtefunktion eines Gebietes G C ]R3, in welchem sich aufler Luft £ ein Steins
S befindet, gegeben durch

B { 2,5 5 | FES

T = feg)
o@) 00018, . Fer (#e9)

cm

und p ist unstetig am Rand S.
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Aufgabe

Man zeige die Unstetigkeit der Funktion o des obigen Beispiels an den Punkten
des jeweiligen Materialiiberganges.

Beispiel 10.16

Man betrachte die in ganz R? definierte reellwertige Funktion
5 &

{ TR (o) #(0,0)

f(w1,22) = 0 . (z1,22) = (0,0)

(a) Fiir & # 0 ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig; ein diesbeziigli-
cher Sachverhalt gilt auch im Mehrdimensionalen.

(b) Entlang der Koordinatenachsen (etwa 1 # 0,22 = 0) ist f stetig:

lim f(f) = lim — =0 = f(ﬁ),
r—0 £—0 :L‘l
x1#0,29=0 x1#0,29=0

also ist f in O stetig.

(c) Entlang der Geraden xo = z ist f jedoch nicht stetig; ein entsprechender
Beweis folgt etwa mit der ’'Hospital’schen Regel:

. 9 & . B
lim f(Z) = lim Sln2x1 = lim Y = # 0 = f(0)
70 F—0 2I‘1 y=z2—0 Y
1 =x9#0 x]=x9#0
(d) Aufgabe
Ist f entlang der Geraden zo = —x1 ebenfalls nicht stetig?

Definition 10.7
Seien m,n € IN, feine Abbildung aus dem R" in den R™, gE D(f)

Wenn f bei festgehaltenen (n — 1) Variablen als Funktion der {ibrigen Variable
xr in £ stetig ist, so heift f in & partiell stetig bzgl. der Variablen xy.

Bemerkung

(i) Die Fortsetzung f der Funktion f aus Beispiel 10.13 (i) (s. Beispiele 10.14)
ist auch bei 0 stetig, denn sie ist ja gerade so definiert, daB gilt:

lim f(@) = F(0).

L
Z—0
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(ii) Eine Fortsetzung g der Funktion g aus Beispiel 10.13 (ii) in den Null-
punkt 0 dagegen ist nur partiell stetig; genauso wie die Funktion aus Bei-
spiel 10.16. Wie man sieht, ist die Stetigkeit einer Funktion mehrerer un-
abhingigen Variablen in einem Punkt nicht allein dadurch gewéhrleistet,
dafl bzgl. jeder einzelnen Variablen (bei festgehaltenen iibrigen Variablen)
Stetigkeit vorliegt!

Partielle Stetigkeit #=  Stetigkeit

(iii) Umgekehrt folgt aus der Stetigkeit einer Funktion mehrerer unabhéngigen
Variablen selbstverstandlich die Stetigkeit bzgl. jeder einzelnen Variablen:

Stetigkeit =  Partielle Stetigkeit

Im folgenden soll ein Zusammenhang hergestellt werden zwischen einer vektor-
wertigen Funktion f = (f1,..., fm) und ihren ,Komponentenfunktionen“ f;.

Definition 10.8
Seien m,n € NN, feine Abbildung aus dem R"™ in den R™, é’ € D(f) Fiir

ie{l,...,m} sei
P, : R™ — R
<?/1,-~-7?/m> — Y

die Projektion auf die i-te Koordinate. Die durch

—

fi : D(f) — R )
& fil@) = (Pio [)(@)

definierten Funktionen von n Variablen heiflen die Koordinatenfunktionen von
f,s. Abb 10.14.

Abbildung 10.14: Koordinatenfunktionen von f

Man schreibt auch
fi
f = <f17-~-7fm> oder f = )
fm
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also dann

fl(xl, e ,[En)

(@t san)

Beispiel 10.17
Sei f : R® — R? definiert durch

(@) = (@} + 23, + cos(z112)),

dann sind die Koordinatenfunktionen f; : R?® — R gegeben durch

fi(@) = af+aj
fo(Z) = €* + cos(zix2).

Da die Konvergenz einer Folge von Vektoren im R™ dquivalent ist zur Konver-
genz aller ihrer Komponenten (Satz 10.1), gilt

Satz 10.4
Seien m,n € IN, feine Abbildung aus dem R"™ in den R™, Ee D(f).
Dann gilt:

f ist in 5 stetig <= alle Koordinatenfunktionen f; sind in E stetig.
f ist stetig = alle Koordinatenfunktionen f; sind stetig.

Beispiel 10.18  (Wurfparabel)
Seien a,b,c,T > 0. Durch

f+ [0,7] — R?
t o (at,bt,ct(T — 1)) (te[0,7))

ist eine Abbildung aus R in den R? definiert (interpretierbar als Weg eines
Teilchens unter dem Einflufl der Schwerkraft; s. Abb. 10.15).

Satz 10.5  (Rechenregeln fiir stetige Funktionen)

Summe, Differenz, Produkt, Quotient, Verkettung stetiger Funktionen sind ste-
tig, falls die entsprechende Operation iiberhaupt definiert ist (Nenner beim
(rellwertigen (1)) Quotienten, Einsetzungsprozel bei der Verkettung, etc.).

Hier mufl man nur spezifizieren, was ,,Produkt“ bedeuten soll. Fiir reellwertige
Funktionen ist das ,,gew6hnliche“ Produkt gemeint, fiir vektorwertige das Ska-
larprodukt, fiir R3-wertige auch das Vektorprodukt. In allen Fillen bleibt die
Stetigkeit erhalten.
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3

\
=

bT

> L2

Abbildung 10.15: Wurfparabel

Beispiele 10.19

(i)

(iii)

(Skalarprodukt im R™)
Die Stetigkeit folgt direkt aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung;:

(@-¢a)| < |Z-¢| |l
— 0 fir ¥— &und@eR™
(Euklidische Norm)
Die Euklidische Norm
- R" — R
T — ||
ist stetig. Das folgt aus der ,riickwértigen“ Dreiecksungleichung:

121 = | < 12— €| (# € RY).

Aufgabe

Wie folgt die Stetigkeit der Kuklidischen Norm aus ihrer Definition
I|Z]| = +/(Z, %) tiber das Skalarprodukt?

(Potenz der Norm)

Fiir a > 0 ist die durch & — ||Z||* definierte Abbildung aus dem R™ nach
R stetig, denn es ist

|7 = extoelil (# € R"\{0}),
und die folgenden Funktionen sind stetig:
e

y +—— log(y)

z — e
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(iv) Aufgabe

Man beweise die Stetigkeit des Vektorproduktes x im R3.

Hinweis:

17 x @l = | 2] |@]| sing (%4 € R®)

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



Kapitel 11

Differentiation von
Abbildungen aus dem R" in
den R™

11.1 Problemstellung

Die (eindimensionale) Stetigkeit von Abbildungen
f:ZT—R (Z C R Intervall)
1aBt sich auf (mehrdimensionale) Abbildungen
f: G—R™ (G CR" Gebiet)

wortwortlich iibertragen, wenn man die Betragsstriche | -| durch eine Norm || - ||
ersetzt, z.B. durch die Euklidische Norm.

Rein anschaulich gestattet der Diferenzierbarkeitsbegriff eine dhnlich analoge
Ubertragung ins Mehrdimensionale, s. Abb. 11.1 und 11.2.

I Differenzierbarkeit im Eindimensionalen (n=1,m = 1) (Abb. 11.1)

T2

f(xl)

f(&) Vs

51 X1 xr1

fx1) = £(&1)

Abbildung 11.1: Differenzierbarkeit von f im Punkt &

25
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Analytische Darstellung:

f heiflt an der Stelle ¢ differenzierbar, wenn

lim f(x) = f(€)
r— ¢ r—§
z#E

oder, was dasselbe ist,

e - S

t—0 t

t#£0
(eigentlich) existiert, d.h.existiert und endlich ist. Dieser Grenzwert wird mit
1'(€) bezeichnet und heifit Ableitung von f an der Stelle €.

IT Differenzierbarkeit im Mehrdimensionalen (n =2,m = 1)
(Abb. 11.2)

T2

I

Abbildung 11.2: Differenzierbarkeit im Mehrdimensionalen
Seien G C R? und f: G — R eine Funktion. Sei Ee g.

f heifit in f differenzierbar: <=

der Graph der Funktion f, also die durch f definierte Fliche im R?,
besitzt im Punkt (¢, f(£)) eine Tangentialebene.

Problem mit der analytischen Darstellung:

Eine Verallgemeinerung des Begriffes des Differenzenquotienten scheitert dar-
an, dafl man in R™ fiir n > 1 nicht dividieren kann. Eine Untersuchung des
modifizierten ,,Differenzenquotienten*

qlirnﬂ
h—0 Al
h#0
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dagegen fiihrt auch nicht zum gewiinschten Ziel.

Aufgabe
Man zeige, dafl der oben aufgefiihrte ,,Grenzwert“ schon im Eindimensionalen
(|[h|| = |h|) bei einer in £ differenzierbaren Funktion nicht zu existieren braucht,

geschweige denn, das gewiinschte Resultat liefert.

Auswege

1. Man tiiberlegt sich eine verallgemeinerungsfahige Definition des Differenzier-
barkeitsbegriffes im R!, welcher ohne Division auskommt und versucht dann,
diesen zu iibertragen.

2. Man fordert nicht die Existenz einer Tangentialebene im Punkt (£, f(£)),
sondern dort nur die Existenz von zwei Tangenten, deren Projektionen in
die (1, z2)-Ebene parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen.

Konzept 1 fithrt zu einer echten Verallgemeinerung des eindimensionalen Diffe-
renzierbarkeitsbegriffes und lduft unter dem Namen ,, Totales Differential®.

Konzept 2 fithrt auf den Begriff ,,Partielle Ableitung*.

11.2 Richtungsableitungen

11.2.1 Partielle Ableitungen

Zur Motivation wird die folgende Wheatstone’sche Briickenschaltung (Abb.
11.3) betrachtet:

R Ry
2 BN
1 o Iy
I T Q Ua I3
X | S
Ry Rs
oUoE

Abbildung 11.3: Wheatstone’sche Briickenschaltung

Bei bekannten Widerstinden Re und R3 kann man mit Hilfe eines regelbaren
Widerstandes (Potentiometer) R; die sog. Abgleichbedingung realisieren und
die Briicke damit stromlos machen. Daraus 148t sich der unbekannte Widerstand
R bestimmen.
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(1.) Spannungsteilerregel (1. Kirchhoff’sches Gesetz; Knotenpunktregel)

Bei Reihenschaltung mehrerer Widerstinde verhalten sich die
Spannungsabfiille an den einzelnen Widerstéinden wie die ent-
sprechenden Widerstédnde selbst.

Eine Teilspannung verhélt sich zur Gesamtspannung wie der zu-
gehorige Teilwiderstand zum Gesamtwiderstand.

Is = L3 =1 —

U3 UE R3
3 _ _YE Us = Up —3
R3 Ry + Rs - 3 E Ry + R3
I, = Iyp = Iy —

Us Ug Ry
Z2 _ Uy = U

Ry R+ Ry _> 2= YERIR,

(2.) 2. Kirchhoff’sches Gesetz
Die Gesamtspannung in einer Masche ist Null.
Angewandt auf die rechte Masche bedeutet das
—Us +Usa+Uz = 0

— Ua = Uz = Us

Aus diesen beiden Bedingungen ergibt sich

R3 _ Ry >
R+ R3 R+Ry)

Uy = Us — Uy = UE<
(2) (1)

Die Abgleichbedingung U 4 < 0 macht die Briicke stromlos. Auflésung nach R

ergibt
Ry

R = Ry - —.
1 R
Sei f: [0,00) x [0,00) X (0,00) — R definiert durch
i)
Rs’
Durch Verdndern der ersten Variable z; von f allein, bei gleichzeitigem Kon-

stanthalten von R und Rs, 18t sich die Abgleichbedingung der Briicke reali-
sieren:

f(z1,R2, R3) = a1

R
f(z1, R, R3) = R - =2

=2 = R
I1=R1 R3
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Die Briicke ist stromlos fiir 1 = Rj.

Von den auf p. 27 erwihnten zwei Moglichkeiten der Ubertragung des eindi-
mensionalen Differenzierbarkeitsbegriffes auf mehrere Dimensionen wird zuerst
Konzept 2 ndher untersucht.

Dazu werden (nur) diejenigen beiden Tangenten an die Fldche im Punkt
(€ F(E)) € R? gesucht, welche in denjenigen beiden Ebenen verlaufen, die zu
den Koordinatenebenen parallel sind und durch die Punkte (£,0) und (£, f(£))
verlaufen, s. Abb. 11.4.

x3

T2

1
Abbildung 11.4: Zwei Tangenten an einen Flachenpunkt

Es wird also das Verhalten der Funktion f dadurch untersucht, daf eine Koor-
dinate festgehalten und nur die andere verdndert wird. Analytisch:

Es wird bzgl. einer Variablen differenziert, die andere(n) wird (wer-
den) als Konstanten angesehen.

Definition 11.1

Seien n € IN,G C R" ein Gebiet und f: G — R eine Funktion; f ist also eine
reellwertige Funktion von n Variablen. Seien £ € G und k € {1,...,n}.

(i) f heifit an der Stelle E partiell differenzierbar nach der k-ten Variablen
(auch: nach zy) : <=

lim f(§1)55k+t7’€n) - f(glv'--vgka--'ugn)

t—0 t

existiert.
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Fiir diesen Grenzwert gibt es mehrere Schreibweisen:

of =
5'72%( )v

(a >(5 st 1@ Dr®.

e\ dxy,

Manche dieser Schreibweisen kénnen bisweilen zu Schwierigkeiten fithren.

Sind z.B.
8f - D1f(&,&) oder .
oy 8 = { Daf(€2,61) ’
B 1f(§2,61) oder
fx1(§27£1) = {sz(£27 1)

(ii) f heifit partiell differenzierbar in G, wenn f an jeder Stelle E € G nach
jeweils allen Variablen z1, ..., x, partiell differenzierbar ist.

(iii) f heit partiell differenzierbar, wenn f an jeder Stelle £ e D(f) nach
jeweils allen Variablen x1, ..., x, partiell differenzierbar ist.
Beispiele 11.1
(i) D(f) == {{z1,22) : (w1,22) € R? 2+ 23 <1}
fay,m2) == /1 (a1 +23) ({z1,22) € D(f))
f ist in der offenen (!) Kreisscheibe
{<J}1,ZI}2> : <331,$2> S RQ, x% +ZL‘§ < 1}

nach beiden Variablen partiell differenzierbar und hat die partiellen Ab-

leitungen
of & = —2& &1
L& = D = s =
1 2v/1— (& +6) 1- (& +&)
of = = —2& &2
&) = D2f(§) = o o
L2 21— (§ +&3) 1— (& +8&3)
Aufgabe
Man gebe eine graphische Interpretation der beiden partiellen Ableitungen
von f.

(i) g: R? — R sei definiert durch (cf. Beispiel 10.13 (ii))
{25“"”% , T = (z,m0) £ 0

g(.’[‘l,.’]j?) = Ztl-‘rIQ

=1

0 s ZE = <$1,$2> =
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(a) Dig fiir &1 € R, & # 0:

260 (€2 1 €2) — 2£, -2 2 _ ¢2

(b) Dag fiir & € R, &2 = 0:
9(€1,0) = 0 —  Di1g(&,0) = 0

(c) Analog berechnet man:

2 42
2 51 ((5%1_,'_552))2 ) 51 ?é 0
0 ’ 51 =0

Dag(&1,62) = (= D1g(&,&1))

Die Funktion g ist somit in ganz R? partiell differenzierbar, ihre Ableitun-
gen sind aber bei 0 unstetig. Auf den Koordinatenachsen beispielsweise
gilt (vgl. dazu Abb. 10.11)

2
D1g(0,22) = — /= 0 = D1g(0,0),

Dog(21,0) = — /= 0 = Dg(0,0).

Bemerkung

In Abschnitt 10.3 wurde gezeigt, daB die Funktion ¢ bei 0 unstetig ist. Damit
ist hier ein Beispiel dafiir geliefert, dal aus der partiellen Differenzierbarkeit
einer Funktion nach allen ihren Variablen die Stetigkeit nicht folgt:

g ist partiell differenzierbar #= g ist stetig.

Das unterstreicht noch einmal, daf die partielle Differenzierbarkeit einer Funk-
tion offenbar doch nicht das mehrdimensionale Aquivalent der eindimensionalen
Differenzierbarkeit ist.

Es gilt jedoch der folgende

Satz 11.1
Seienf:IR"QQ—JRundf_’eg.

Wenn in einer ganzen Umgebung U (5) C G von E die partiellen Ableitungen
Dif,...,D,f von f existieren und dort beschrankte Funktionen sind, so ist f
in & stetig.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



KAPITEL 11. DIFFERENTIATION VON ABBILDUNGEN AUS DEM RN
32 IN DEN RM

11.2.2 Gradient, Nabla-Operator, Potentialfeld

Definition 11.2

Seien n € IN,;G C R" ein Gebiet, f : G — R eine Funktion, 56 G und f in {
nach allen Variablen x1,...,z, partiell differenzierbar.

(i) Das n-Tupel

<§£(5),...,§6’;(“)>61R"

heiBt der Gradient von f an der Stelle €.
Der Gradient wird héufig als Spaltenvektor geschrieben:

7L(6)
. o1

(VA)IE) = grad f(§) := : ev"
af =
7L (&)
(ii) Existieren die partiellen Ableitungen von f in jedem Punkt Z € G, so heifit

die Abbildung

Vf:=gradf : ¢ — R"
B d
i (L@ L)

O " Oz,

der Gradient von f und wird ebenfalls hdufig als V"-Vektor geschrieben.

Beispiel 11.2

f:R* — R
2 = /22 + 23 + 23

f ordnet jedem Punkt # € R? seinen Euklidischen Abstand vom Nullpunkt zu.
Mit Hilfe von f lassen sich die Punkte des R? nun anders einteilen: Punkte mit
demselben Abstand vom Ursprung gelten als ,,gleichwertig”, sie liegen auf einer
Aquipotentialfliiche. Diese sind hier offenbar Kugelschalen mit dem Nullpunkt
als Mittelpunkt:

e

A, = {&: T R3 f(Z) =c}

—

=
1

of

8.’Ek

‘ 8
ol
{
|
_l\)
|
8
—~
o)
RN
S

(7) = (VH(E) =

B
ST

A

Der Gradient ist hier ein Einheitsvektor, der die Richtung des Ortsvektors OX
von & hat. Er steht senkrecht auf den Aquipotentialflichen, s. Abb. 11.5

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



11.2. RICHTUNGSABLEITUNGEN 33
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Abbildung 11.5: Aquipotentialfliche im R?® zur Funktion aus Beispiel 11.2

Definition 11.3

Die Menge {# : ¥ € R", f(Z) = ¢} heifit die Niveaumenge von f zum Niveau
c. Meistens sind die Niveaumengen im Fall n = 2 Kurven, die Niveaukurven
oder Aquipotentiallinien; im Fall n = 3 Flichen, die Niveauflichen oder Aqui-
potentialflichen. Das ist allerdings nicht zwingend und hingt wesentlich von
der Funktion f ab.

Aufgabe

Niveaukurven auf einer Wanderkarte heiflen Hohenlinien oder Isohypsen. Wann
sind solche Hohenlinien keine Linien, sondern Flachenstiicke?

Beispiel 11.3
Seien 7 := (p1,p2,p3) € R?, Q,q > 0 und sei

[ R\{p} — R
z . q-Q
12— p]

Im physikalischen Zusammenhang ist f interpretierbar als potentielle Energie
(Potential) der Probeladung ¢ in dem elektrischen Feld, welches durch die in 7
befindliche Ladung @ am Punkt ¥ — dem Aufpunkt — erzeugt wird.

In R3\{p} ist f nach allen drei Variablen partiell differenzierbar, und man erhélt
fur k € {1,2,3}

oo 0 [ q-Q
Dif(Z) = 8xk< \/(xl—p1)2+(x2—p2)2+($3—p3)2>
q-Q -2 (xp —pg)
2 /(@1 — p1)2 + (22— p2)° + (w3 — pa)®

N C ey 2
= G R
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S q-Q q-Q q-Q
(VH(E) = (W(Uﬁl —Pl)aw(@ —P2)am(%’3 —p3))
_ 9@ Ty
|7 —plI* |7~ pll

in der vektoriellen Schreibweise.

Ergebnis

Der Gradient des Potentialfeldes f ist gerade die Kraft F , die eine in ' liegende
Ladung der Stéirke @ auf eine am Ort & befindliche Probeladung ¢ ausiibt, cf.
Beispiel 10.5. Es ist

(V@) = F(@) = q-E(&) (7 € R\{p})

mit dem durch @ am Ort & erzeugten elektrischen Feld

2 Q £—p N
E(x) = — - T € R°\{p}).
@ = T - (FeRAR)
Bemerkung

Durch Gradientenbildung (= Ableiten) wurde zur Funktion f das Kraftfeld F
bzw. das elektrische Feld E bestimmt. Meistens stellt sich das Problem aller-
dings umgekehrt: Gegeben sei ein Kraftfeld

F: ¢ — R3
nédmlich etwas, was man physikalisch messen kann.

Gibt es dann zum Feld F ein Potential f, d.h. eine Funktion f: G — R mit
der Eigenschaft

F(z) = (V)(T) (Teg)?
Wenn ja, dann hatte man es ,nur® mit einer skalaren Funktion zu tun, — einem
Skalarfeld — nicht mit einem sog. Vektorfeld.

Definition 11.4
Seien n € N, G CR" und ¢: G — R"™ ein Vektorfeld.

(i) Eine reellwertige Funktion ¢ : G — R heifit eine Stammfunktion von ¥ in
G, wenn gilt:

—

Vo = 7.
In einem solchen Fall heif$t ¥ ein Gradientenfeld.

(ii) In der Physik heifit
U= —p

das Potential des Vektorfeldes ¢/, und man sagt, U besitze ein Potential.
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Bemerkung

(i)

Genauer miifite man die Funktion U aus Definition 11.4 ein — nicht das
— Potential von ¢ nennen, denn mit U ist auch jede Funktion U + ¢ mit
einer Konstanten ¢ ein Potential. Das Potential ist also iiberhaupt nicht
eindeutig bestimmt, sondern nur Potentialdifferenzen.

Das Vektorfeld F aus Beispiel 11.3 ist ein Gradientenfeld mit der Stamm-
funktion f.

Das formale n-Tupel

=

V = (Di,...,Dy,) = < ? 0 >

67:[;17 ey 87%
wird auch als Nabla-Vektor oder Nabla-Operator bezeichnet. Tatséchlich

158t sich mit V in manchen Fillen so rechnen wie mit Elementen des R™
bzw. V", es ist aber Vorsicht geboten.

In diesem Sinne ist beispielsweise v f der von rechts mit dem ,,Skalar“ f
multiplizierte ,, Vektor* V. Eine ,Multiplikation* von V mit f von links
dagegen ist sinnlos: der Ausdruck f§ ist ohne weitere Voraussetzungen
allein nicht definiert.

11.2.3 Richtungsableitung in beliebiger Richtung

Will man in einem Wald querfeldein einen Berg hinauflaufen, so kann man nicht
immer den geradlinigen Weg wéhlen. Das nicht nur, weil hdufig Baume im Weg
stehen sondern auch, weil manchmal der Weg einfach zu steil ist. Es 148t sich
nur solch ein Weg wihlen, bei dem die Steigung an keiner Stelle zu grofl wird.

Beim Wandern 148t sich das natiirlich intuitiv beurteilen. Will die Forstver-
waltung jedoch einen Wanderweg bauen, muf} sie die Steigung des Geléndes
in einer gegebenen Richtung, ndmlich der Richtung des zu bauenden Weges,
kennen; das Geldnde 148t sich hierbei als Schaubild einer Funktion

f: R22¢6 — R

ansehen.

Definition 11.5

Seien n € IN, G C R", G offen, sei @ € R™ mit ||u|| = 1 (Euklidische Norm!).
Seien £ € G und ¢t € R hinreichend klein, so daf} fiir alle betrachteten Werte
von ¢ auch noch

E+t-d) € G

gilt. Seien f: G — R eine Funktion und g definiert durch

g(t) = f(E+t-D) (t hinreichend klein).
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Falls g an der Stelle t = 0 als Funktion aus R nach R differenzierbar ist, so

heif3t

J(0) = 1im LEFED = FE)

t—0 t

die Richtungsableitung von f im Punkt 5 in Richtung 4. Sie wird mit den
folgenden Bezeichnungen versehen:

Bemerkung

(i) Ist speziell fiir ein k € {1,...,n}

0
i=& = ; — (k—te Zeile)
;
so gilt:
Det@ — tig LEFLBIZIE _ p pigy 8§£;),

d.h. die Richtungsableitung in Richtung €}, ist gerade die partielle Ablei-

tung

nach der k-ten Variablen.

(ii) Die Richtungsableitung gibt ein Ma$ fiir den Zuwachs von f:

,zeigt* @ in eine Richtung, in der sich f(£ + t@) und f(g) fiir
kleine t ,,wenig“ unterscheiden, so wird die Richtungsableitung

=

Dgzf(€) ,klein® sein; in einer anderen Richtung #, in der sich f

—

wstark® dndert, ist Dgf(§) ,grof“.

Im Fall n = 2 ist auch eine geometrische Veranschaulichung moglich,
s. Abb. 11.6.

In Worten:

Schneidet man die Fliche f mit der Ebene, die @ enthélt und senkrecht zur

(x1,z2)-Ebene steht und konstruiert die Tangente an die Schnittkurve an der

—

Stelle f(£), so hat diese die Steigung Dz f(£).

Im Fall n > 2 ist diese geometrische Interpretation nicht mehr méglich.
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xs T3

e

Steigung Dz f (&)

Lo

Abbildung 11.6: Richtungsableitung im Fall n = 2

Beispiel 11.4

Man betrachte die in ganz R? definierte Funktion
fzy,z9) = 22 + z1-sinmzy ((z1,22) € R?).

Es soll die Richtungsableitung von f in einem Punkt £= (&1,&2) in der durch

- (1)

definierten Richtung berechnet werden.

Dazu muf} der Richtungsvektor zuerst normiert werden:

@ oo 41 ( 1> _(
la — v2 \ 1 -
Dann gilt:
Dpf@) = lim (@ +5) + @+ L) sin(G+ L) - & — &singy

t—0 t

L V2G5t 6 sin(&2+75) - siné

= 1l +  lim ==
t—0 t t=0 /2 \%
+ lim —= s (&2 + t)
111 ——= S1n —
t—0 /2 2 V2

1
= V24 + S cos§e + —= sin
& VG &2 7 &
Die Berechnung der Richtungsableitung im letzten Beispiel geht auf Definition
11.5 zuriick und ist demzufolge ziemlich unhandlich. Es stellt sich die Frage, ob

es nicht einfacher geht, vergleichbar mit der Berechnung der partiellen Ableitung
einer Funktion.
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Dazu wird die Richtungsableitung in Richtung der Koordinatenachsen betrach-

tet (@ = u® = é&):
- - Af(€ L
Dl = Duf€ = L~ (@n@.a
In Worten:

Im Punkt 5 ist die Richtungsableitung von f in Richtung €} gegeben durch die
Projektion des Gradienten auf die durch € bestimmte Gerade. Eine analoge
Formel gilt nun auch fiir beliebige Richtungen , s. Abb. 11.7.

- —

A6

Abbildung 11.7: Richtungsableitung als Projektion des Gradienten

Satz 11.2

Seien n € N, G C R”, G offen und £ € G. Seien @ € R" mit ||| = 1,
f: G — R eine reellwertige Funktion, deren Richtungsableitung Dgf (5) und
deren partielle Ableitungen Dy f (5) alle existieren mogen. Ferner seien die par-
tiellen Ableitungen Dy f(-) in gstetig.

Dann gilt: B L
Daf(§) = ((VH)(E),a).
Zum Beweis

Der Beweis ist duBerst einfach, wenn man den Begriff der (totalen) Differen-
zierbarkeit zur Verfiigung hat, der im néchsten Abschnitt behandelt wird.

Beispiel 11.5  (Wiederaufnahme von Beispiel 11.4)
flzy,z2) = x2 + x1-sinzy ((x1,x2) € R?),
R 21 + sinxo 1 1
Vf(ﬂfl,ﬂfg) = ) ﬁozi < >)
I1 COS Ty \/§ 1

—

—  Daf(§) = ((VH(E),q)
- ()= ()

1
= VBt g+ Sk s

V2 V2

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin




11.2. RICHTUNGSABLEITUNGEN 39

Qualitative Beschreibung des Gradienten

— = —

1Daf(©)] = [((V)(E),a")]
< VAN 12 = 1(VHE)

Bei der Schzvarz’schen Ungleichung gilt das Gleichheitszeichen genau dann,
wenn (Vf)(§) und @ die gleiche Richtung haben. Somit:

Der ,Anstieg® von f an der Stelle E in Richtung « ist dann am
grofiten, wenn @ die gleiche Richtung von (V f)(€) hat.

Oder:

(ﬁ f)(g), an der Stelle E angetragen, zeigt in Richtung des maxi-
malen Anstiegs von f. Dort hat die Richtungsableitung den Wert

IVH)E)-

Fiir die entgegengesetzte Richtung — ist

Kehrt man die Richtung um, so &ndert die Richtungsableitung ihr Vorzeichen.

Infolgedessen ist die Gegenrichtung des Gradienten die Richtung des stérksten
Gefiilles von f, und dieses Gefélle ist durch [[(V f)(§)]| gegeben.

In diesem Zusammenhang stehen Redewendungen wie

e Ein Wirmeflul erfolgt in Richtung des negativen Temperaturgradienten,
¢ Diffusion findet statt in Richtung des negativen Diffusionsgradienten,

e etc.

Immer soll durch diese Formulierungen ausgedriickt werden, dafl ein Potential-
ausgleich in Richtung des grofiten Gefilles der entsprechenden Potentialfunktion
stattfindet.

Im folgenden soll dieser Sachverhalt noch einmal exemplarisch an einem Beispiel
demonstriert werden, indem gezeigt wird, dafl der Gradient senkrecht auf den
Aquipotentialflichen steht und damit die Richtung des stiirksten Anstiegs oder
Gefilles einer Funktion angibt.

Beispiel 11.6

Das Potential des von einer Punktladung der Stirke @ am Ort p € R® am
Aufpunkt & erzeugten elektrischen Feldes ist gegeben durch (cf. Beispiel 11.3)

Q

f(@) =
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Fiir ¢ >0 (¢ <0) und Q <0 (Q > 0) ist
A = {f fED(f), f((f):c}

eine Fliche im R?, und zwar die Oberfliche einer Kugel mit dem Mittelpunkt
p und dem Radius —Q/c:

o S Q o
f@=c = JE-pl=-2 (& € D).
Der Gradient von f ist das von () erzeugte elektrische Feld

- i _’f _ Q ) f—p :I_f _ 3 —5

Das Feld ist kugelsymmetrisch und steht senkrecht auf den Aquipotential-
flichen (= Flachen gleichen Potentials), s. Abb. 11.8.

—

3 o (@) |
;0 eladung ¢ \ /
N
/N
/ N
. ! .
T1,T2 f: <x1,x2,x3>

Abbildung 11.8: Gradientenfeld einer Punktladung fiir ¢@@ < 0, daher ist die
Kraft F' attraktiv

Im folgenden soll das intuitive Bild eines sog. Potentialtopfes an diesem Beispiel
noch einmal niher beleuchtet werden. Seien dazu 0.B.d.A. p=0 und Q = —1,
es gelte also

H oL
9=
NG = -~ T =~ T (& € D(f) = BA\(0)).

Ist die Probeladung ¢ positiv, z.B. ¢ = 1, so ist wegen ¢@QQ = —1 < 0 die Kraft
F' attraktiv,

—

F@) = (VH(@ = q¢B@) = —ﬁ (7 € RA\{0}),

sie ist also vom Punkt #Z € R3\{0} auf den Ursprung hin gerichtet. Definiert
man nun — wie in der Physik {iblich — das Potential durch ¢ := —f, so erhilt
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—

man mit F =V = —Ve:

o(@) = —ﬂ@-——w%,
F@) = — (9@ = FHE = - (7 € RA\(0}).

10

X, 10 -10

Abbildung 11.9: ,,Potentialtopf* der Coulomb-Kraft im R?:
(%) = p(z1,72) = — \/x%lT:c% = - ﬁ (7€ R2\{O})

Anschaulich versucht das Kraftfeld, die Probeladung in den Potentialtopf , hin-
einzuziehen®, s. Abb. 11.9. Im Sonnensystem wird das durch die kinetische
Energie der umlaufenden Planeten, bei Atomen durch die kinetische Energie
der Elektronen verhindert (Bohr’sches Atommodell).

11.3 Differenzierbarkeit von Abbildungen

11.3.1 Einfiihrung und Definition

Die Definition der Differenzierbarkeit einer Funktion mit Hilfe des Grenzwertes
des Differenzenquotienten,

) — i EEN SO

h—0 h

funktioniert nur im Eindimensionalen, da man im R"™ fiir n > 1 nicht dividieren
kann; dort ist

h =&+h—¢
cin Punkt (Vektor) des R”. Es 148t sich allerdings durch die Norm A des

Vektors h dividieren, da diese wiederum eine Zahl ist. Was ist in diesem Fall
jedoch f/(£)?
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Im folgenden wird der eindimensionale Differenzierbarkeitsbegriff etwas umge-
baut, um zu einem von R in den R" fiir n > 1 iibertragungsfahigen Ausdruck
zu gelangen. Dazu wird er so geschrieben, daf eine Division vermieden wird.

Seien dazu f im Punkt ¢ differenzierbar und

FE+h) &)
r(€+h) = h

0 , h=0
b o= f(&).
Mit diesen Bezeichnungen gilt dann fiir A # 0:
fE+h) = f&) +b-h+r(E+h) h,

und diese Beziehung kann als Ausgangspunkt einer zur Differenzierbarkeit dqui-
valenten Charakterisierung herangezogen werden:

Satz 11.3

Sei f eine reellwertige Funktion und sei £ € D(f) ein Haufungspunkt von D(f).
Dann gilt:
f ist an der Stelle £ differenzierbar

<~
Es existieren eine Zahl b € R und eine in ¢ stetige Funktion
r: U(§) — R (e > 0 geeignet)
mit 7(§) = 0, so daf gilt:

f&+h) = f(&) +b-h+r(E+h)h (€ +h € D(f)).

Beweis
§ 14
2

s. die Ausfiihrungen vor diesem Satz.

77C“
Es gelte die rechte Seite der Aquivalenz. Dann ist fiir z = £ +h € D(f), h #0

fE+h) = f(©)
h

Wegen }llin% r(§+h) =r(§) =0 existiert

= b+ r(+h).

fe) = g JEER =1

h—0 h
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und ist gleich b.

Damit ist auch b = f/(£) gezeigt, und die Darstellung fiir r folgt aus der
Darstellung fiir f durch Auflésen nach r:

FE+R) —f©)
r(€+h) = h

0 . h=0

In Worten:

In einer Umgebung von ¢ sieht f aus wie eine Gerade, also eine lineare Funktion,
d.h. dort gilt

fE+h) = f(&) + f(&)-h + ,kleiner Fehler®.

Dabei ist der ,kleine Fehler” so klein, daf3 er auch dann noch gegen Null geht,
wenn man ihn durch h dividiert und h gegen Null gehen 148t, s. Abb. 11.10.

¢ s

Abbildung 11.10: (Eindimensionale) Differenzierbarkeit von f im Punkt &

Man kann die Ableitung f’(£) als eine lineare Abbildung

h — (& h (heR)

auffassen und dafiir

schreiben.
Definition 11.6
Seien m,n € IN, G C R" offen, 56 g, f: G — R™ eine Abbildung.
f heiBt an der Stelle € (total) differenzierbar : =
Es existieren eine lineare Abbildung L : R" — R und eine in 5 stetige Funktion

7 U(6) — R™ (e > 0 geeignet)
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Bemerkung

Diese Bedingung bedeutet die Existenz einer linearen Abbildung L : R™ — R™,
so daf} gilt:

- = - _ - = _ L -
fi—0 (Al
oder alternativ: L.
i TR _
h—0  ||A]]

Die ,, Fehlerfunktion* r geht also schneller als linear gegen 0. Dummerweise 148t
sich allerdings nicht angeben, wie schnell.

Definition 11.7

Ist f an der Stelle E differenzierbar, so ist die lineare Abbildung I eindeutig
bestimmt (ohne Beweis), wird mit

Df(€) == f(§) =L

bezeichnet und heifit Ableitung von f an der Stelle E oder Totales Differential
von f an der Stelle €.

Man beachte:

— =

Das totale Differential D f(&) von f an der Stelle E ist eine lineare
Abbbildung von R"™ nach R™!

Beispiele 11.7

(i) f: R™ — R™ sei konstant, d.h. mit einem geeigneten & € R™ gelte

@) = ¢ (¥ € R™).

Dann ist

— —

Df(@) = 0 (T € R").

Beweis

Fiir jedes Z € R” und h € R gilt (O: Nullmatrix)

—

f@+h) —f@ =é—-c=0=0-h+0 (Z € R™).
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(i) f+ R™ — R™ sei linear. Dann ist f in jedem Punkt Z € R” differenzierbar,
und das totale Diferential D f(Z) ist f selbst.

Beweis
Fiir jedes Z € R" und h € R" gilt

f@+n - f@ = f )

z
h

infolgedessen ist fin 7 & (total) differenzierbar, und die (die lineare Abbil-
dung) f im Punkt (Z, f(Z)) € R"t™ approximierende lineare Abbildung
L ist f selbst.

(iif)
f: R? — R3

(wr,22) = (af,23,201 +302)  ((21,22) € R?)

Beh.
f ist differenzierbar, d.h. an jeder Stelle 5 € R? differenzierbar, und es ist

o 26 0
DF(€) 0 2& ((&1, &) € R?).
2 3

Beweis

Seien € € R? und h € R*\{0}. Dann gilt:

L L 26 0 L
FE+ iy - 7@ - [0 <h>|‘

2 3
1A

1 (& + ) : 261h,
= = (& + ho)? - & - 282h2

I~ 2(& 4 h1) + 3(&2+ he) 281 + 382 2h1 + 3h2

2

1 Z; Vhithy _ /hi+2h3h3 + hj
= —= 2 == >

12141\ o Vhi+ b Vhi+ b3

(h? + h3)2 -
R h = /Wi +h} =[] — 0 (h—0)
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11.3.2 Funktionalmatrix

In den ersten beiden Beispielen von Beispiele 11. 7 148t sich die f approximie-
rende lineare Abbildung erraten, bei dem dritten Beispiel ist diese schon nicht
mehr so einsichtig. Wie kommt man auf diese lineare Abildung?

Seien m,n € N, G C R" offen, 56 g, f: G — R™ eine Abbildung, welche an
der Stelle ¢ differenzierbar ist, es gelte also

fl€+n) = f& = DFO®m) + 7+ h)- bl (E+heg) (112)
mit einer in E verschwindenden stetigen Abbildung 7. Die lineare Abbildung
Df(¢) € L(R™, R™) ist mit einer (m x n)-Matrix (m Zeilen, n Spalten) identi-
fizierbar, also
din - dip

- =

Df(§) =
dml o dmn
mit geeigneten Zahlen d;; € R. Es soll nun versucht werden, diese Zahlen zu

bestimmen.

Dazu wird die Differenzierbarkeitsbedingung (11.2) mit den Koordinatenfunk-
tionen f; von f komponentenweise ausgeschrieben:

FE+h) ()
fn(E+ 1) 3
din - din h1 (€ +h)
= : : : : aid!
dml Tm(g+ E)

Die i-te Zeile davon lautet

—;

fi§+R) — £i(&) Z iy + r€4R) R Ge{l,...,m})

Setzt man hier speziell
b=t =t | 1 |« (k—te Zeile)

so erhilt man

—

FE+t-E) — @) = fll,. . Gtt &) — FilE &)
= dy-t + r(€+t-aV) 4,
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also

N O N
diy = lim fi(E+t €L ) fz( )
t—0 t

ofi
oxp

= Difi(§) =

(&)-

Definition 11.8

Die Matrix, welche aus den ersten partiellen Ableitungen im Punkt E gebildet
wird,

. Difi(€) -+ Dufi(§) ar@) - G ©
THO = o - N

heifit Funktionalmatrix oder Jacobi-Matrix von f an der Stelle E

Mit den Ausfithrungen vor Definition 11.8 ist damit der folgende Satz bewiesen:

Satz 11.4

Seien m, n e IN, G C R" offen, 56 g, f: G — R™ eine Abbildung, welche an
der Stelle ¢ differenzierbar ist.

Beh.

Alle partiellen Ableitungen der Koordinatenfunktionen f; von f an der Stelle
¢ existieren, und die (zur linearen Abbildung L aus Definition 11.7 gehorende)

— = —

Matrix D f(&) ist gleich der Jacobi-Matrix J f(g):

- =

DfE) = JH&) .

Definition 11.9

- =

Die Matrix D f(§) aus Satz 11.4 heifit Ableitungsmatrix von f an der Stelle 5

Ohne Beweis werden im folgenden Satz einige Verbindungen zusammengetra-
gen, die den Zusammenhang mit der neu eingefiithrten Definition 11.7 beleuchten
(sollen).

Satz 11.5
Seien m,n € IN, G C R" offen, 56 g, f: G — R™ eine Abbildung. Dann gilt:

(i) f ist in 7 differenzierbar — f ist in 7 stetig.

—

(ii) f ist in & differenzierbar =
in ¥ existieren sdmtliche Richtungsableitungen, insbesondere sdmtliche
partiellen Ableitungen.
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(iii)

(iv)

Die partiellen Ableitungen von .]F in & existieren und sind auf einer Um-
gebung U(Z) beschriankte Funktionen = f ist in & stetig.

Die partiellen Ableitungen von f in Z existieren auf einer Umgebung U (Z)
und sind dort stetig —
f ist in & (total) differenzierbar und f’:= Df(-) ist in Z stetig.

Bemerkung

(i)

Die Jacobi-Matrix ,existiert natiirlich immer schon dann, wenn f in 5
nach allen Variablen partiell differenzierbar ist. Nur dann, wenn f in E
auch (total) differenzierbar im Sinne von Definition 11.7 ist, ist die Jacobi-
Matrix J {5) gleich der Ableitungsmatrix D f (5)

Die Sédtze 11.4 und 11.5 liefern nun eine bequeme hlnrelchende Bedingung
dafiir, wann eine vektorwertige Funktion f in einem Punkt § ihres Defini-
tionsbereiches differenzierbar ist und wenn ja, wie ihr totales Differential
Df(€) dann aussieht:

e Existieren alle partiellen Ableltungen dfi/0xy der Koordlnatenfunk—
tionen f; in einer Umgebung U(&) und sind dort stetig, so ist f in 5
(total) differenzierbar.

e Das totale Differential von f an der Stelle E, d.h. die lineare Abbil-
dung Df(§), ist dann gegeben durch die Funktionalmatrix.

In diesem Zusammenhang greife man noch einmal die Beispiele 11.7 auf,
insbesondere (iii).

Man konnte nun meinen, die (totale) Differenzierbarkeit einer Funktion
in einem Punkt liele sich dadurch erschliefen, daf3 man ihre Funktional-
matrix in diesem Punkt berechnet: wenn diese existiert, dann liegt (totale)
Differenzierbarkeit vor.

Tatséchlich ist diese Bedingung aber nicht hinreichend, wie man etwa an
Beispiel 10.13 (ii) im Zusammenhang mit Beispiel 11.1 (ii) erkennen kann;
s. auch Abb. 10.11. Hier existieren die partiellen Ableitungen iiberall, auch
im Nullpunkt, die aus diesen partiellen Ableitungen am Nullpunkt gebil-
dete Matrix — die Funktionalmatrix — lautet

7,0,0) = ($20.0) 720.0) = ©00),

es handelt sich dabei allerdings nicht um das (nicht existente) totale Dif-
ferential Dg(0). Nach Satz 11.5 (iv) wiire eine hinreichende Bedingung fiir
deren Existenz beispielsweise die Stetigkeit der partiellen Ableitungen in
einer ganzen Umgebung des Nullpunktes, und diese liegt hier nicht vor
(cf. Beispiel 11.1 (ii)).

Will man also eine Funktion f mehrerer Variablen in einem Punkt 5 dif-
ferenzieren, so berechne man zuerst ihre partiellen Ableitungen :f’ (5),

(te{l,....,m}, je{l,...,n}).
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e Sind diese in einer Umgebung U von E stetig, so ist die Funktion
f (total) differenzierbar, die Funktionalmatrix J f(ﬁ) der partiellen

Ableitungen ist die Ableitungsmatrix D f (5)

e Existiert eine der partiellen Ableitungen nicht, so ist f in 5 nicht
differenzierbar.

o Ist f (in einer Umgebung U von _3 nicht stetig, so ist ]F in E nicht
differenzierbar.

e Existieren die partiellen Ableitungen, sind aber (in einer Umgebung
U von £) nicht alle stetig, so kann f in € (total) diffferenzierbar sein
oder auch nicht. In diesem gliicklicherweise seltenen Fall mufl man
die Existenz des Fehler-Grenzwertes (11.1) nachpriifen, wobei L die
Funktionalmatrix ist.

(vi) Als eine weitere Bezeichnung sei die Schreibweise der partiellen Ableitung
einer vektorwertigen Funktion erwahnt. Ist f vektorwertig, also

fi
= N
fm
so definiert man die partielle Ableitung von f nach xy durch
o =
oF a5 (©)
a—() = : (ke{l,...,n}).
T Py
% )
oxy,

11.3.3 Tangentialebene, Linearisierung einer Funktion

Im Spezialfall n = 2, m = 1, also dem Fall einer rellwertigen Funktion zweier
Variablen, 148t unsere Anschauung eine geometrische Interpretation des totalen
Differentials zu. Der Graph einer solchen Funktion 148t sich als Fliche im R?
veranschaulichen.

Seien € = (£1,&) € G € R? und f in € differenzierbar. Dann ist die Funktional-
matrix die (1 x 2)-Matrix

in etwas anderer Schreibweise auch
DFE) = (VAHE)" = ((erad £)()".

Die Differenzierbarkeit von f in 5 liefert in der Néhe von { eine Entwicklung

der Form
1E+R) = 1@+ (@ L@) () + i)
FE + 5@ h + 5L@ ha + € i)

(11.3)
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In Angleichung an die Ingenieurliteratur werden in diesem Abschnitt die fol-
genden Bezeichnungen verwendet:

(zo,yo) = (&1,62)
<$7y> = <$17$2>
(h1,he) = (¥ — 20,y — Yo)
z = f(x1,22)
20 = f(&1,62)

Damit liest sich (11.3) als

0 0
2= 20+ o (ao0) (@) + J(xo,yo)'(y—yo)

+ T(w,y)-H(x_$O>H. (11.4)

Y—%o

Die Gleichung
0 0
z = 2 + ({Ti(xo,yo) (7 —x0) + agjj(mmyo) (¥ — o) (11.5)

ist die Gleichung einer Ebene, welche durch den Punkt (zg, 3o, z0) geht und in
z- und y-Richtung dieselbe Steigung aufweist wie die Fliache z = f(x,y). Damit
ist (11.5) die Gleichung der Tangentialebene an die Fliche z = f(x,y) im Punkt
(0, Yo, 20)-

Genauer ist diese Tangentialebene als Punktmenge im R? natiirlich gegeben
durch (s. Abb. 11.2)

Tr((zo, y0, 20)) = {(z,y,2) € R®: (z,y,2) erfiillt (11.5)}.

Die Grofie

of af
Az = — = L A A
z Z =20 agc(flﬁo,yo) T + 8y($0,yo) Y

(Az =2 —x0, Ay: =y —yo)

gibt die Anderung des z-Wertes auf der Tangentialebene an (Zuwachs oder
Abnahme), wenn man in der (z,y)-Ebene die Verschiebung

Fla) ~ o) + 5 (@) (o —m0) + 5 (@) (v -0) (110)
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entspricht also der Approximation einer gekriimmten Flache durch ihre Tan-
gentialebene im Punkt (zg, yo, 20). Den Vorgang der Ersetzung einer Funktion
durch ihren linearen Anteil unter Weglassung des Restes bezeichnet man als
Linearisierung.

Problem

Man weifl nichts Quantitatives dariiber, wie gut die Linearisierung ist, man hat

den Rest Summanden
i Yy Yo

Spéater werden auch dafiir quantitative Abschéitzungen bereitgestellt. Dazu
ist es allerdings erforderlich, auch hohere Ableitungen zu Hilfe zu nehmen
(mehrdimensionale Taylor-Formel).

quantitativ nicht im Griff!

Die Gleichung der Tangentialebene soll jetzt etwas anders geschrieben werden,
um den Zusammenhang mit den Begriffsbildungen der Linearen Algebra her-
zustellen.

Unter Benutzung des Euklidischen Skalarproduktes wird aus (11.5) die Norma-
lenform der Ebenengleichung:

T %(9”07.@0) Zo g%(fﬁo,yo)
UK 67);(:60’?/0) - Yo | %;(xo,yo) =0
z -1 20 -1
mit dem Normalenvektor
%(myo)
o= %(xo,yo)
-1

im Punkt (xg, yo, 20):

Tf(<3307y0720>) = {(.fC,y,Z) E]Rg: < Y 77_7:) —d = O}

z

Abhéngig davon, ob 77 ein Einheitsvektor ist oder nicht, handelt es sich bei
dieser Normalenform der Ebenengleichung um die Hesse’sche Normalenform
der Ebenengleichung.

Beispiel 11.8

Zu berechnen ist die Tangentialebene an die obere Fliche der Halbkugel vom
Radius r (r > 0 geeignet) um den Nullpunkt:

2= fla,y) = V2= (@ +y?) (a® +y* <r?).
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Im Punkt (xg,yo, z0) der Halbkugelfliche gilt

of —x0 of )

5 \L0, = ) 5 \Zo, = .
5 (20> Y0) ) ay( 0, %0) =2 s)

Damit lautet die Gleichung der Tangentialebene

z — 29 = - —a:(; > (x —x0) + = —y02 >
2 — (25 + vg) r? — (x5 + yg)

(y_y()) 9

oder anders geschrieben

zo-x +yo-y +\/rP—(af+y5) 2z = x5+ ug + \/7”2—(90(2)+y§)'20

20

= m%+y§+z§

= 7
Das ist die Normalenform der Tangentialebene:
X xo
Tr({zo, Y0, 20)) = {{z,y,2) € R®: ( v || wo > — 2 = 0},
z 20

und der Normalenvektor ist, wie bei einer Kugel mit dem Ursprung als Mittel-
punkt nicht anders zu erwarten, der Ortsvektor des Punktes (xo, yo, 20)-

Aufgabe

(i) Wie lautet die Hesse’sche Normalenform der Tangentialebene?

(ii) Welches sind die Aquipotentiallinien der Funktion f (im R?), welches ihr
Gradient? Man zeige an diesem Beispiel explizit, dafl der Gradient auf den
Aquipotentiallinien senkrecht steht.

Bemerkung

An Abb. 10.11 148t sich auch visuell erkennen, dal zur Existenz einer Tangen-
tialebene in einem Punkt offenbar mehr erforderlich ist als die blofle Existenz
der partiellen Ableitungen in diesem Punkt.

11.3.4 Totales Differential, Pfaff’sche Form

Seien n € N, G C R" offen, EE G, f: G — R eine (reellwertige) Abbildung,
welche an der Stelle £ differenzierbar ist. Dann existiert das totale Differential
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Df (5) von f in E (hier: eine lineare Abbildung von R"™ nach R) und ist gegeben
durch die (hier: einzeilige) Funktionalmatrix

i@ = (D€ . Dt = (52@ . JL@).

In der Literatur tritt haufig ein anderer Ausdruck unter dem Namen ,, Totales
Differential“ auf, ndmlich

df = anaf. da;. (11.8)

Welches ist der Zusammenhang zwischen (11.7) und (11.8)7

Um das zu kldren, geht man von (11.7) aus und nimmt schrittweise eine Folge
von Anderungen und Vereinfachungen vor.

(i) Man ersetzt links das grofie ,D“ durch ein kleines ,,d*:

4E = (D@ - Dus@) = (22 - 2L@©).

(ii) Man 148t links und rechts das Argument 5 weg in der Annahme, dafl
ja links und rechts dasselbe £ steht und der Benutzer das schon wieder
korrekt einsetzen wird:

of ﬁ) (11.9)

df = (Dif o Duf) = (55 . .

(iii) Nun betrachtet man eine spezielle reellwertige Funktion von n Variablen,
ndmlich diejenige Funktion g1, die einem Vektor & € R" seine erste Kom-
ponente zuordnet:

g: R" — R

z —  g1(%) = a2y

Wenn man, wie so oft iiblich, das Funktionssymbol g; mit dem Funk-

tionswert x; gleichsetzt (,y = f := f(x)“), so folgt mit z1 = x1(Z) :=
g1(Z) fiir das totale Differential von g;:

991 991

doy =% dg = (77) —(1...0). 11.10

1 91 0z, " O, ( ) (11.10)

(iv) Mit dieser Bezeichnung folgt fiir eine differenzierbare Funktion f

of of of
doy = 10...0) = ( 0. 0), 11.11
;! dxy g ) 0y ( )
analog fiir die anderen Komponentenfunktionen go, ..., g,.
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(v) Nun kombiniert man (11.9) und (11.11) und erhélt:

df = <<§:Z1"'88:i)
(gi 0...0) F o+ (0...0 ;E];)
= ;}idajl + ...+ ;idxn
= zn;aaidxl

Ein solcher Ausdruck ist also nichts Anderes als eine lineare Abbildung oder
eine Matrix mit Funktionen als Komponenten, die hier nicht in der Form (11.9),
sondern in der Form (11.8) geschrieben wird; die dz; in der Form (11.10) sind
dabei die Basisvektoren der Standardbasis des (Dualraumes des) R™. In Ab-
schnitt 11.4 wird dieser Formel eine anschauliche Interpretation gegeben.

Die folgende Definition findet sich z.B. oft in der Thermodynamik:

Definition 11.10
Seien n € IN, G C R"” ein Gebiet und g¢i,...,g, in G stetige Funktionen von n
Variablen. Ein Ausdruck der Form
dw = ¢g1(Z)dz1 + - + gn(Z) dz, (¥ e€g)
heifit eine Differentialform ersten Grades oder eine Pfaff ’sche Form.

I.a. sind die Funktionen g; nicht unbedingt die séimtlichen partiellen Ableitungen
einer Funktion f; in diesem Fall heifit dw ein (unvollstindiges) Differential.
Wenn es jedoch eine differenzierbare Funktion f: G — R gibt mit

of
ox;

so heifit das Differential auch vollstindig oder total. Nach Definition 11.4 ist f
dann eine Stammfunktion des Vektorfeldes § = (g1,...,9,)" in G.

() = gi(7) (FTegiefl,...,n}),

Beispiel 11.9

Ein Beispiel fiir eine Pfaff’sche Form (zweier Variablen) ist
dwi = x9dxy
oder, in der Sprache der Thermodynamik,

dwi = pdV.

Aufgabe

Man zeige, dal dw; := pdV ein unvollstdndiges Differential, aber dwy :=
pdV 4+ Vdp vollstdndig ist.
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11.3.5 Differentiationsregeln

Um das einfache Ergebnis vorwegzunehmen: Die vertrauten eindimensionalen
Differentiationsregeln iibertragen sich ohne Anderung auf vektorwertige Funk-
tionen mehrerer Variablen. Die Formeln werden gelegentlich etwas komplizier-
ter, weil die Ableitung nicht mehr nur ein Skalar, sondern eine lineare Abbildung
bzw. eine Matrix ist.

Satz 11.6  (Summen- und Faktorregel)

Seien m,n € IN, G C R" ein Gebiet, 56 G und ﬁﬁ: Gg— R™in gdifferen—
zierbar. Sei A € R.

Dann sind auch f +gund A- f in E differenzierbar, und es gilt

D(f£9E) = D)) + D@G)E)
DIA-F)(€) = X-D(f)(E)

Die Produktregel setzt voraus, daf} fiir f und § ein Produkt definiert ist. Fol-
gende Fiélle sind moglich:

(i) Eine der beiden Abbildungen ist reellwertig, etwa f = f. Dann ist das
folgende Produkt definiert:

(f-9)@) = f(@) §(@) (7 €9);
(ii) f und ¢ sind R™-wertig, und ,,Produkt® bedeutet Skalarprodukt:
(f- 9@ = (f@,3@) (7 € G);

(iii) f und ¢ sind R3-wertig, und , Produkt“ bedeutet Vektorprodukt:

—

(f x g)(@) = f(@) x §(@) (Z€Q).

Zumindest in den ersten beiden Féllen der obigen Aufzidhlung lafit sich eine
Formel fiir die Produktregel auch in Matrix-Vektor-Schreibweise angeben:

Satz 11.7  (Produktregel)

Seien m,n € N, G C R" ein Gebiet, 5 €qg, f(f): G- R (R™) und
g: G — R™in ¢ differenzierbar.

(i) f reellwertig, § vektorwertig:

Dann ist auch f - g in E differenzierbar, und es gilt

— —

D(f-9)E) = f(E) (DHE) + F(E) - (Df)E).

Das Produkt auf der linken Seite ist das Produkt einer skalaren Funktion
mit einer R™-wertigen Vektorfunktion, so dal die Ableitung dieser Vek-
torfunktion nach n Variablen eine (m x n)-Matrix ist; die Produkte der
rechten Seite sind jeweils Matrizenprodukte einer
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(a)  f(&)-(DF)(E): (1 x 1)-Matrix mit einer (m x n)-Matrix;
(b) &) - (DF)(E): (m x 1)-Matrix mit einer (1 x n)-Matrix.

(ii) fund § vektorwertig:

Dann ist auch f - g in E differenzierbar, und es gilt

— — — = )

D(f-9)E&) = f(€) (DHE) + F(E) (DF)(E

Das Produkt auf der linken Seite ist das Skalarprodukt, die Produkte
der rechten Seite sind jeweils Produkte einer (1 x m)-Matrix mit einer
(m x n)-Matrix. Daher ist also i.a.

— — = =

3 - (DAE) # (DHE) - F(&),

falls der Ausdruck auf der rechten Seite {iberhaupt definiert ist.

Beispiel 11.10

(i) Ableitung des Produktes einer skalaren mit einer vektorwertigen Funktion:

D <sin(l‘1$2)' ( 3*”7211;;;2 )>

. 3 —2 3x1 — 2
= sin(z122) <2m2 ) + ( 1 T2 > (xg'cos(xlwg) xl-cos(mlxz))

21‘1 2.7311'2

. 3
= sin(zix9) 9y 2y

(ii) Ableitung des Skalarproduktes zweier vektorwertigen Funktionen:

> (ml—l—:vg—i—xg)

(@) = zo + 23 + 23 g

(&) = el 4 sinxg + cosxy
’ e®2 4+ ginxg 4+ cos Ty

Aufgabe
Man berechne die Ableitung D(f - §) ().

Bemerkung

Da die Formeln fiir die Ableitung von Produkten von Funktionen in Matri-
zenschreibweise zugegebenermaflen etwas umsténdlich sind, sollen sie hier noch
einmal fiir die partiellen Ableitungen separat angegeben werden. Alle Funktio-
nen sind stets an der Stelle £ auszuwerten, k € {1,...,m}:

-2 (3x1 — 2mg) - ko cos(z122) (31 — 222) - @1 cos(x1x2)
+ Qr112 - 20 .
125 - cos(z1x2) 2xixs - cos(x1x2)
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(i) Produkt mit einer skalaren Funktion:

ofg _ of . g
ozy, oz Y +f

(ii) Skalarprodukt:

U () (52
(iii) Vektorprodukt:

WD @ = (L gy @+ (7 2) @

(iv) Eine Quotientenregel fiir die Ableitung eines Quotienten kann im Mehr-
dimensionalen nur fiir den Fall existieren, dafl g reellwertig ist. In diesem
Fall aber kommt man jedoch schon mit der Produktregel zurecht:

o) - o) - o (5}

Die Kettenregel fiir Funktionen mehrerer Variablen sieht formal genauso aus
wie bei Funktionen einer Variablen, nur bedeutet die Multiplikation hier eine
Multiplikation zweier Matrizen.

Satz 11.8 (Kettenregel)

Seien I,m,n € N, G C R" ein Gebiet, €€ Gund §: G — R'in gdifferenzier—
bar, f: R' D W(G) — R™ in 7 = () differenzierbar.
Dann ist auch f og: G— R™in E differenzierbar, und es gilt

D(feo ) = Df(9(f)) - DF(E).

Wenn man die Variablen i im R! mit ¥ = (y1,...,y) bezeichnet, so hat man fiir
den Koeffizienten von D(f o §)(€) an der Stelle (i, k) die Formel

a(f l i " 995 , =
(%Jk z:: 5 O:Ek( )

(ief{l,....m}, ke{l,....n}).

(11.12)

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



KAPITEL 11. DIFFERENTIATION VON ABBILDUNGEN AUS DEM RN
58 IN DEN RM

Bemerkung

Unter Weglassung der Argumente liest sich (11.12) als

7o !
fodi _ 3 Ofi 9g;
oxy = dy; Oz’

und unter (der bei Ingenieuren {iblichen) Gleichsetzung der Funktionen g; mit
ihren Werten y; = g; () als

Oy;

Afoqd) _ iafi
= 0vi
Beispiel 11.11

Betrachtet wird eine Schraubenlinie im R?, auf welcher eine reellwertige Funk-
tion definiert ist:

g: [0,T] — R3 f: R — R
cost
t — sint Z +— 1+ z9-23
t
— h(t) == (fog)(t) = cost + t-sint (t €[0,77)

Diese zusammengesetzte Funktion soll unter Verwendung von Satz 11.8 nach ¢
differenziert werden.

dg1
dt —sint
Dg(t) = %2 = cost (t €10,7Y)
dgs 1
dt
5 - (9F 9F Of\ _ "
Df(x) = <8x1 . 8:63) = (1 x3 z2) (Z e R?)

—  D(fog)(t) = Df(gt)) Dg(t)

—sint
= (1 ¢ sint) cost
1

= —sint + tcost + sint
=t cost (t €10,17)
Natiirlich hitte man diese Aufgabe auch dadurch I6sen kénnen, daff man

h=fog: [OaT]—>R
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durch Terme angibt und mit den Methoden der eindimensionalen Differentiation
arbeitet:

(fod)®) = f(gt)) = cost + t-sint,
(fogd)(t) = —sint + t-cost + sint (t €[0,77)

Beispiel 11.12
g: R® — R f: (0,00) — R

z — |7 sei differenzierbar

g besitzt in R3\{6} stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, also ist die
Funktion h := f o g in R®\{0} differenzierbar.

Df(r) = f(r) (r>0)
aaxgk(f) = prn 23+ a3 +a2% = ﬁkaH (k€{1,2,3})
_ G%%@O (# € R{0})

Mit der Kettenregel (Satz 11.8) erhilt man
D(fog)(7) = Df(g(¥)) Dyg(z)

= f’(\f\l)(xf 2 xj”) (7 € R®\{0}).

[

Identifiziert man die (1, 3)-Matrix (Zeilenvektor)

(m 22 w?»)
[ 1
mit dem Punkt bzw. (Spalten-) Vektor

< I xT9 T3 > _ T
[Ecd e R 1]

dem Einheitsvektor in Z-Richtung, so erhélt man

wmﬂ::mwm@:fmwwf

- (7 € RA()).
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In Worten:

Die Ableitung eines kugelsymmetrischen Potentials ist gleich der Anderung in
radialer Richtung, multipliziert mit dem Einheitsvektor in dieser Richtung.

Man betrachte noch einmal das Potential einer Punktladung aus Beispiel 11.3.

e R\{p} — R
= 1@
|1Z — |

Dann ist ¢ eine Komposition der zwei Funktionen

g: R3 — R
z — -7l
f: (0,00) — R
q-Q
T — — ,
r

Dyp() = f'(r)-Dg(Z) = f'(r)-

¢Q  I-§ _ o
12— pl* |2 - pl

Beispiel 11.13

Seien G C R"™ ein Gebiet und f : G — R eine differenzierbare Funktion mit der
Eigenschaft, dafl
A = {7: Z€g, f(¥)=c}

fiir ¢ € R entweder leer ist oder eine Hyperfliche im R"™ darstellt, eine sog.
Aquipotentialfliche. (Diese Eigenschaft von f folgt unter bestimmten Zusatz-
voraussetzungen aus dem Satz {iber implizite Funktionen und ist keineswegs
selbstversténdlich!)

Beh.
In jedem Punkt (Z, f(Z)) € A, steht der Gradient senkrecht auf dieser Fliche.

Beweis

Sei #: [0,1] — A, eine differenzierbare Kurve, die man als die Bahn eines
Teilchens auf der Fliche A, interpretieren kann. Dann ist

p(t) = f(Z(1) = c (t € [0,1]),
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also
0 = % _ pr) - pae)
it
dﬂ(t)
dt
of of of -
- (L@ gLem 5w 40
()

JREC] (tefo1]).

Der Gradient V f steht damit senkrecht auf jeder Tangente an die Fliche und
damit auf der Fliche selbst.

Auch wenn die Bahn des Teilchens nicht auf einer Aquipotentialfliche verlduft,
d.h. dg/dt nicht unbedingt immer iiberall gleich Null ist, so kann man hieraus
weiter ablesen:

Interpretiert man den Gradienten des Potentials f als Kraftfeld,
so ist die Anderung des Potentials lings der Bahnkurve gleich der
Komponente der Kraft in Richtung der Bahn multipliziert mit dem
Betrag der Geschwindigkeit des Teilchens.

Bemerkung

Mit Hilfe der mehrdimensionalen Kettenregel ist ein weiterer Zugang zum Aus-
druck des Totalen Differentials in der Form (11.8) moglich.

Man betrachte dazu die Komposition einer differenzierbaren Kurve £ im R"
mit einer differenzierbaren reellwertigen Funktion f mehrerer Variablen:

Z: R — R" f: R* — R
t — y=32() g o f@)=rf(e)

Dadurch ist dann die Kompositionsfunktion » : R — R, t — h(t) := f(g(t))
definiert, welche jetzt nach der Kettenregel (11.12) differenziert wird:

dh, . d(fod), .  ~=Of ... du;
(i) Nun la8t man rechts und links die Argumente ¢ und Z(t) wieder weg:

dh .9
I ¥

d:lcZ
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(ii) Wieder identifiziert man Funktionen mit ihren abhéngigen Variablen, hier:
Z mit ¥ = Z(t) und f mit f(§) = f(Z(?)):

g —u d(f o Z) _ - 8f dl’z of dz;
dt " dt Z Z@xz dt’

(iii) Nun betrachtet man den Ausdruck auf der rechten Seite filschlicherweise
als Bruch, indem man schreibt:

of g4
daf z”: of dw; & o
dt —~ Ox; dt 7 dt

(iv) Dann kann man ,getrost® links und rechts den Nenner dt weglassen und
erhalt (11.8):

Beispiel 11.14

Dieses Beispiel liefert eine weitere Anwendung der Kettenregel fiir Funktionen
mehrerer Variablen, die Ableitung einer Funktion in Polarkoordinaten. Sei

p: Rg,@ - ]Ri,y
(r,o)  —  (x,y) = (rcosep,rsinyp)

Die reellwertige Funktion g sei definiert durch (Abb. 11.11)

gr  RLMO0.0))  — R

(z,y) s g(z,y) = !

: 2 2
m Sln(ﬂf +y )

Unter der Ableitung von g in Polarkoordinaten versteht man die Ableitung der
Funktion h, definiert durch

h(r,p) = (gop)(r,p) = 1"% sin r? (<T, ¢) € (0,00) x [0, 27r)).

Wie man sieht, hingt h von ¢ gar nicht ab, und es gilt fiir » > 0, ¢ € [0, 27):

Oh 2 5. sin(r?)
Pirg) = 2feosrt) ~ 20
) = 0
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Abbildung 11.11: Graph der gedéimpften symmetrischen Sinusfunktion im R?:
9(x,y) = sin(@® +y%) ((z,y) # (0,0))

2 2
Rmp Rw,y

T~

g

=

Abbildung 11.12: Darstellung von g in Polarkoordinaten

Als Ubung soll die Ableitung von h noch einmal mit der mehrdimensionalen
Kettenregel in Matrizenschreibweise bestimmt werden:

Dh(’l”,gD) = Dg(ﬁ(r,cp))-Dﬁ(T,cp),

Dip1 Dopy
Dih Dsh) = (D D .
(D1 2h) (D1g D2g) Plryp) <D1p2 D2p2>

()

Im einzelnen bedeutet das:

oh dg op dg op
5 (19) = 5(x) S (19) + 5o(x.y) 2 19)
(@) = Blr) Y (@) =Prp)
: 2 2
= 20 [cos(ac2 +?) sin(z” +y )} - COS
v? +y? 22+ 92 | ) =)
: 2 2
22y 5 [cos(m2+y2) - Sm(f Jr;/ )} -sin ¢
2 +y EEY (@.y) =5(r,p)
B 2 9 sin(r?)
= . [cos(r ) 2
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oh 0 0 0 0
87(707()0) = 8ig(x7y) #(T,@) + ig(x7y) ‘%(Ta )
v . (@y)=plre) 9P y (wy)=plry) 9P
S22
= % [cos(a:2 +y?) — W] - (—r singp)
Tty YT 1 ey =plrg)
S22
+ % [COS(QL’2 +y?) - W] - (r cos )
Ty YT 1 ey =)
= 0
Bemerkung'

An dieser Stelle steht in vielen Biichern recht verwirrend

99 _ 99 dx 09 Oy _ 2 2 _ sin(r?)
or  Ox Or + dy or 7 cos(r) r2 |’
b _ oy o oy o _
do  Ox Oy oy Op

Aus dieser ,,Darstellung” ergeben sich sofort einige Fragen:

e An welcher Stelle sind die Ableitungen jeweils zu nehmen?

e Sind z und y hier Variablen, nach denen differenziert wird, oder sind es
Funktionen, welche selbst differenziert werden?

e ¢ wird nach r, ¢, x und y differenziert. Ist g dann eine Funktion von zwei
oder von vier Variablen?

e Wenn g eine Funktion von zwei Variablen ist, von welchen zweien dann?
Was bedeutet beispielsweise g(3, 4)? Ist hier (z,y) = (3,4) oder (r,¢) =
(3,4)7

Fiir den Ingenieur ist g eine physikalische Grofle, z.B. ein elektrisches Potential
in der Ebene (da n = 2). Das Potential héingt vom Ort (x,y) ab, und deshalb
ist g = g(z,y). Wenn g nun in Polarkoordinaten (r, ¢) einfacher zu beschreiben
ist, dann ist fiir den Ingenieur eben g = g(r, ¢). Wenn etwa g(x,y) = !

/22 +y2 )
dann ist g(r,p) = % Weil das Potential als physikalische Grofie unabhéngig
davon ist, welche Koordinaten man zu seiner Beschreibung verwendet, benutzt

der Ingenieur allemal denselben Buchstaben g, um es zu bezeichnen.

Fiir den Mathematiker ist das verwirrend: Als mathematische Funktion sieht
g in beiden Fillen ganz verschieden aus. Was ist denn ¢(3,4)7 Ist es

!Diese Bemerkung entstammt dem vorziiglichen Skript ,, Analysis II fiir Ingenieure“ von
Prof. Dr. D. Ferus, Fakultat II, Institut fiir Mathematik der Technischen Universitit Berlin
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% (x = 3,y = 4) oder % (r = 3)? Der Mathematiker wiirde fiir die verschiede-

nen Funktionen verschiedene Symbole benutzen, zum Beispiel hA(r, ¢) = %, und
dann ist ,mathematisch exakt*

h(r,o) = g(x,y) = g(rcosep,rsingp).

Fiir den Mathematiker geht es also nicht um die physikalische Grofie ,,Poten-
tial“, sondern um die mathematischen Modelle dafiir, die er zu seiner Beschrei-
bung verwendet, und die sind in Abhéngigkeit von den verwendeten Koordina-
ten ganz verschieden.

Im folgenden Beispiel soll das mehrdimensionale Analogon zur Formel fiir die
Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion untersucht werden.

Beispiel 11.15

Bei der Umrechnung in Polarkoordinaten,

xT =rcosp , Yy =rsing |, r:\/x2+y2

gilt fiir die partielle Ableitung des Radius’ r nach der Koordinate = einerseits

or 0 T T T
- = Z.\/r = —— = - = cosyp,
ox ox Y /22 4 42 r ¥

andererseits erhilt man aus r = x/ cos ¢

or 1

oz cosp

Der Grund fiir diesen scheinbaren Widerspruch ist, dafl bei den Berechnun-
gen der partiellen Ableitungen nicht die gleichen Variablen konstant gehal-
ten werden. In der ersten Gleichung ist y konstant, in der zweiten (. In bei-
den Fillen wird x variiert, und die Auswirkungen auf r werden beobachtet.
Dabei bewegt sich der Punkt (z,y) einmal auf einer horizontalen Geraden
(y konstant), das andere Mal auf einer mit dem Winkel ¢ geneigten Geraden (¢
konstant). Entsprechend ist die lokale Anderung von  jeweils verschieden. In-
genieure kennzeichnen das durch einen Index an der jeweiligen partiellen Ablei-
tung, der anzeigt, welche Variable(n) bei dem Differentiationsvorgang konstant
gehalten werden. So sind

oy _ ory _
oz y—coscp ’ Ox Sa_coscp’

und beide Grofien sind verschieden.

Dieses Beispiel soll noch etwas weiter ausgebaut werden. Mit der obigen Nota-

tion sind dann
<8r> = COS (830) = COS
ox y or o
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also scheint die aus dem Eindimensionalen bekannte skalare Ableitungsregel fiir
die Ableitung der Umkehrfunktion,

FY ) = !

f© i)’
bzw. in gefihrlicher Kurzschreibweise, unter Weglassung der Argumente,

de 1 (dy\™
dy_%_dx ’

hier nicht zu gelten. Sie gilt im Mehrdimensionalen auch, allerdings nur fiir die
Transformationsmatrizen als Ganzes, nicht fiir ihre Koeffizienten, die partiellen
Ableitungen, einzeln.

Dazu betrachte man die Transformation p auf Polarkoordinaten und ihre Um-
kehrabbildung, ¢ = p~!, (Abb. 11.13), wobei 0.B.d.A. z,y > 0 vorausgesetzt
wird.

l

R2 2

T - T,y
N

q

Abbildung 11.13: Transformation auf Polarkoordinaten

P (o) — (x,y) = (rcosp,rsing)
7 (zy) — (re) = <\/W,arctang>
X

Hier ist ¢ = p~!, und fiir die Ableitungsmatrizen folgt

. T Y
pane) = (2 ake) L paten - (VEF V).

sin T COS -y T
SD SO x2+y2 CEQ +y2

Man rechnet nun leicht nach (wie?), dafl gilt:

x Y .
by — (VA7 VEF) - (L, i)

e o —-singp - cosp

(rie) = ()1 z)
5 —1
= (Dp) (7’7 90) ‘ <T,$0> = (ﬁ)_l (:C,y) ’

so dafl die Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion fiir die gesamten Ablei-
tungsmatrizen schon gilt, nur eben nicht fiir den ersten Koeffizienten allein.

Man kann dieses ,,Problem® leicht dadurch entzerren, dafl man Gréflen wie
%, % etc. nicht einfach so hinschreibt, sondern sich in jedem einzelnen Fall
iiberlegt, welcher funktionale Zusammenhang genau besteht und was man aus-
driicken will. Zu Anfang ist das ldstig, an solchen Stellen zahlt es sich aber

aus.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



11.4. FEHLERRECHNUNG 67

11.4 Fehlerrechnung

Gegeben sei eine reellwertige Funktion f der n Variablen z1, ..., z,, definiert
in einem Gebiet G. Die Groflen zq,...,z, mogen als Mefgréflen interpretiert
werden, welche ihrerseits als Argumente von f dienen. In der Regel sind Mef3-
groBen mit MefBifehlern Az, ..., Ax, behaftet, und diese Mefifehler pflanzen
sich fort: anstelle der ,,wahren“ Grofle f(#) erhdlt man einen Wert f(¢) mit
Yk € [xr — Axg, z + Axy) fir k € {1,...,n}.

In diesem Abschnitt soll die Frage beantwortet werden, wie eine sichere
Abschitzung (,,Fehlerabschitzung®) fir die Differenz

f(@ty) — f(@) (e g, ye[Z— AZ T+ AZ))

angegeben werden kann, und diese Frage kann mit den Methoden der mehrdi-
mensionalen Differentialrechnung beantwortet werden.

11.4.1 Mittelwertsatz fiir reellwertige Funktionen

Im Fall n = 1, also dem Fall einer reellwertigen Funktion einer Variablen gilt
flir eine im Punkt ¢ differenzierbare Funktion f:

fE+h) = fEO+F(E)-h+rE+h)-h
FE)+ (&) h,

%

falls h so klein ist, dafl stets (£ + h) € D(f) erfiillt ist.

Hier darf man das ,,~“ dann durch das ,=*“ ersetzen, wenn die Ableitung f’

nicht an der Stelle £, sondern an einer geeigneten Stelle zwischen £ und £ + h
gebildet wird (Mittelwertsatz der Differentialrechnung):

fl€E+h) = fOO+F(E+D-h)-h (9 € (0,1) geeignet).

Ein analoger Satz gilt nun auch im Mehrdimensionalen, wenn man an den De-
finitionsbereich die Zusatzforderung stellt, dafl er konvex ist:

Definition 11.11

Seien n € IN und G C R"” ein Gebiet. G heifit konvex, wenn fiir alle Punkte
Z, 7 € G auch deren Verbindungsstrecke in G enthalten ist:

/\ {Z+¢t-7: t€[0,1] geeignet} C G.
Z,7eG

Im R? sind ein (deutscher) FuBball oder ein (amerikanischer) football konvex,
eine Banane oder eine Gurke dagegen i.a. nicht. Ist ein Stiick Schweizer Kése
konvex?
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Satz 11.9  (Mittelwertsatz)

Seien n € IN und G C R" ein konvexes Gebiet. Seien Z, % € G und f eine auf G
definierte reellwertige Funktion mit dort stetigen partiellen Ableitungen.

Dann gibt es eine Zahl ¢ € (0, 1), so daf} gilt:

f@) =@ = (VHE+IG - 1)), 5 - 7).

Beweis  (durch Zuriickfithren auf den eindimensionalen Mittelwertsatz)

Man definiere die beiden Funktionen

g: [0,1] — R™

t — git) =+t - (§y—72)
h: [0, 1] — R

s h(s) = (fod)(s)

Da f und g differenzierbar sind, ist es auch h (mehrdimensionale Kettenregel,
Satz 11.8). Nach dem eindimensionalen Mittelwertsatz gilt somit:

\V  n1)=Rh(0) = K@) (1-0) = ().

Nun sind aber

h(1) = f(g) = f@) . h(0) = f(5(0)) = f(2),

und nach der Kettenregel gilt:

K(9) = h(1) - h(0)

(
(VA@E+t- (- )), 57— :z) (¥ € (0,1) geeignet)

Bemerkung

(i) Dieser Satz wird im folgenden Abschnitt zur Fehlerabschétzung herange-
zogen.

(ii) Fiir vektorwertige Funktionen (i.e. n > 1) gilt obiger Satz i.a. nicht mehr!
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Aufgabe

Man zeige, dafl es fiir die Funktion

floy = (o) (teR)

sint

7:=0, h:= 27 kein ¢ € (0, 1) gibt, so daf} gilt:

— — —

f(r+h)— f(r) = Df(r+9h)-h.

Hinweis: Man untersuche ||Df(7 + 9h) - h||2.

11.4.2 Fehlerschrankensatz

Der folgende Satz prézisiert die einleuchtende Tatsache, dal Schranken fiir die
Ableitung (= Wachstumsrate) einer Funktion Schranken fiir das Wachstum der
Funktion selbst liefern, und er gibt zuverlissige Fehlerschranken.

Satz 11.10  (Fehlerschrankensatz)

Seien n € IN, G C R" ein konvexes Gebiet und f eine auf G definierte re-
ellwertige Funktion mit dort stetigen partiellen Ableitungen, welche in G alle
beschrénkt sein mogen:

AVOA A

ie{l,..n} M;>0 ZeG

< M,.

Dann gilt fiir alle Z,§ € G:
n
1F@) = F@)] < > M fyi — i,
i=1
bzw. in einer anderen Schreibweise:

Af] < > M |Ax.
=1

Die Differenz der Funktionswerte ist abschéitzbar durch die Summe der Diffe-
renzen der Argumente, jedes versehen mit einem Gewichtsfaktor, welcher durch
das Maximum der Wachstumsrate gegeben ist.

Beweis

Nach dem mehrdimensionalen Mittelwertsatz (Satz 11.9) gilt fiir Z, 4 € G die
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Abschétzung

1@ - 1@ = |((Vn@E+oG-a).5-3)

IA
QD
&
—
=
+
i~
=
|
3
N~—
s
|
8

Beispiel 11.16 (Wechselstromwiderstand)

Man betrachte eine Reihenschaltung aus einem Ohm’schen und einem indukti-
ven Widerstand,? s. Abb. 11.14.

Ohm’scher Widerstand Spule
—[ —
urn(t) ur(t)

Abbildung 11.14: Reihenschaltung aus Ohm’schem und induktivem Widerstand

Der Betrag des Scheinwiderstandes (= Betrag des komplexen Widerstandes)
dieser Schaltung ist gegeben durch

Z = f(R,L) == /R?>+ (wL)? (w,R,L >0).
Gesucht ist eine Fehlerschranke AZ fiir Z, falls gilt:

RE+AR = (20.0+0.1) [©]
L+AL = (5.0+0.1)-1073 [H]
w = 6-10° [Hy [f ~ 10° [Hz] wegen 27 ~ 6]

Die partiellen Ableitungen von Z lauten

0 R R
DR = GR(D = e < 7

3 2L 2L
Dof(B. L) = a%(R’L) - sz+ @L? u}Z ’

2 Auch dieses Beispiel habe ich dem Skript ,,Hshere Mathematik fiir Ingenieure* von Prof.
Dr. D. Ferus von der TU Berlin entnommen.
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und man kann den Fehler AZ mit dem totalen Differential ungefahr angeben
(s. dazu die Approximation (11.6) auf p. 50 und die Bemerkung im Anschlufl
an dieses Beispiel)

of
OR

—(R,L)- AR+ gi(R L) AL
20 18 - 10%

= ————01[Q] + ——=1
V202 + 302 & V202 + 302

— 0.5547 [Q] < 0.56 [€)].

AZ

Q

0~ [Q] (11.13)

(i) Da f in beiden Variablen R und L streng monoton wachsend ist (Abb.
11.15) , 1&8t sich in diesem Fall prézise sagen, daB fiir die angegebenen
Werte von R und L der Wert von Z im Toleranzintervall

[f(R—AR,L—AL), f(R+ AR,L+ AL)] = [35.5017,36.6111]
liegt, weil gilt:
f(R+AR,L+AL) = 36.611063 [Q]
[

)
f(R,L) = 36.055512 [Q]
f(R—AR,L—AL) = 3550169 []
)
)

f(R+AR,L+AL) — f(R,L
f(R,L) — f(R—AR,L— AL

= 0.555551 [Q]
= 0.553822 [Q].
Bei diesem einfachen Beispiel ist dieses Resultat mit dem Taschenrechner

sicherlich bequemer zu ermitteln, als erst die partiellen Ableitungen zu
bilden und auszuwerten. Dariiberhinaus gibt es genauere Informationen.

Abbildung 11.15: Abhéngigkeit des Betrages des Scheinwiderstandes einer Rei-
henschaltung aus Ohm’schem - und induktivem Widerstand

(ii) Fiir die relativen Fehler %, AR ynd AL ergibt sich mit (11.13)

AZ _ R*AR  w°L* AL 4 AR 9 AL

Z 7R T2 1T BR "BI
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(iii)

Diese Formel gibt Aufschlul dariiber, welcher Meffehler in welchem Ma-
e fiir Fehler im Ergebnis verantwortlich ist: in diesem Beispiel geht ein
relativer Meffehler von R zu etwa 30 % in den relativen Gesamtfehler ein,
derjenige von L dagegen zu knapp 70 %. Fiir die Planung von Versuchsrei-
hen kann die Untersuchung der Gewichte, mit der die relativen Fehler den
Gesamtfehler beeinflussen, daher eine wichtige Information sein, welche
man eben nicht durch ,Rumrechnen“ bekommt.

Wenn keine Monotonie wie in diesem Beispiel vorliegt, so mufl keiner der
Werte

flar £ Az, ...,y £ Axy) — f(z1,.. ., 20)

(mit allen moglichen Vorzeichenkombinationen) die maximale Abweichung
vom Sollwert realisieren. Und wenn die Feststellung der Monotonie auf-
wendig ist, so ist die Approximation mit dem totalen Differential vielleicht
einfacher.

Im folgenden wird zur Abschitzung des Fehlers der Fehlerschrankensatz
(Satz 11.10) herangezogen. Dazu miissen die partiellen Ableitungen auf
dem betrachteten Gebiet der (R, L)-Ebene abgeschitzt werden, wozu es
mehrere Moglichkeiten gibt je nachdem, wie aufwendig man die Rechnung
gestalten will.

1. Moglichkeit:  (Abschitzung in der ganzen (R, L)-Ebene)

af _ R RI_
‘8R(R’L)‘ B R? + (wL)?| ~ ‘R' !
of B w - (wL) wL|
M(R’L)‘ NzE w‘wL -

Damit erhélt man fiir den Fehler AZ als zuverlissige Abschéitzung
|IAZ] < 1-]AR| + w-|AL|
= 1-0.1[Q] + 6-10% [Hz]-107* [H]
= 0.1[Q] + 0.6 []
= 0.7 [9],
und diese Abschitzung ist giiltig in der ganzen (R, L)-Ebene, obwohl
natiirlich nur positive Werte von R und L interessant sind.

2. Moglichkeit: (Abschéitzung in einem Rechteck um den Arbeitspunkt)
Die partiellen Ableitungen lassen sich weniger grob abschétzen.
e Vorteil:
Die Fehlerabschéitzung fiir |AZ| wird kleiner.
o Nachteil:
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Man muf} sich auf einen kleineren Bereich der (R, L)-Ebene be-
schrianken, etwa auf

B := [R—AR,R+AR] x[L—AL,L+ AL].
Dadurch wird der Rechenaufwand grofler, weil man fiir jedes

Paar von Ohm’schem Widerstand und Spule die Abschétzung neu
durchfithren mu$.

of R+ AR
(R, L)| <
OR V/(R—AR)? +w?(L — AL)?
20.1
< — < 0.
S 35 = 07
L+ AL
ai(R L)‘ < w?(L+AL)
oL V(R —AR)? + w?(L — AL)?
1.836 - 10° 4
— < 051721
- 355 = 0A172-10

Damit erhélt man fiir den Fehler AZ als zuverlissige Abschéitzung

|IAZ| < 0.57-|AR| + 0.5172-10* [Hz] - |AL|
= 1-0.057 [Q] + 0.5172 [Q]

< 0.58 [].
Diese Abschitzung ist besser als 0.7 [)], allerdings unter Zugrunde-
legung der oben beschriebenen Nachteile.

Prinzipiell geht es bei beiden Abschiatzungen darum, das Maximum der
partiellen Ableitungen fr und fr zu bestimmen. Das 148t sich auch
mit den Methoden der Differentialrechnung erledigen (Extremwertbe-
stimmung). In Abschnitt 11.6 wird dieses Beispiel daher noch einmal
aufgegriffen, s. Beispiel 11.18.

Bemerkung

(i)

(i)

Die Art der Fehlerbestimmung mit Hilfe des totalen Differentials in (11.13)
wird von Ingenieuren heifl und innig geliebt. In der Regel, d.h. bei nicht
zu stark schwankenden Funktionen (also kleinen Ableitungen), ist sie auch
recht brauchbar, wie man an der exakten Berechnung zu Beginn des Bei-
spiels erkennen kann. Man weif8 allerdings nicht, wie brauchbar, und das
ist der grofle Nachteil.

In vielen Biichern findet man auch eine Variante von (11.13). Dort wird
(11.13) mit Hilfe der Dreiecksungleichung ,,abgeschitzt“, das Resultat ma-
ximaler Fehler genannt und geschrieben

3f
R

3f

A Zmax <
| | oL

< RL‘|AR[+‘ RL‘|AL|
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Fiithrt man das mit den angegebenen Werten durch, so kommt man zwar
auf den etwas giinstigeren Wert AZ =~ 0,56 [Q], allerdings ist die Be-
nutzung der Dreiecksungleichung und die Abschéitzung mit den Betrags-
strichen hier irrefithrend, da die Werte von %(R, L) und von g—z(R, L)
nicht an den ungiinstigsten Stellen ausgewertet sondern direkt vom Ar-
beitspunkt iibernommen worden sind.

11.5 Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Definition 11.12
Seien n € N, G € R" und f : § — R eine (reellwertige) Funktion, deren

of

partielle Ableitungen s nach allen Variablen x1,...,x, in G existieren.

(i)

(iii)

Sei 5 €q.
Wenn fiir eine Zahl k € {1,...,n} die Funktion BTJ; an der Stelle £ wieder
partiell nach x; differenzierbar ist, dann nennt man

32 N 8% -
D]Dkf(g) = 3.Tjg$k (5) = kax](f) = <8(?E] >( )

(Reih.enfolge!)

die (eine) zweite partielle Ableitung von f an der Stelle £ oder die (eine)
partielle Ableitung zweiter Ordnung von f an der Stelle &.

Im Falle j = k schreibt man analog zum Eindimensionalen

O*f 0% f
8—%%( ) anstelle von 92,021

(&)-

Ist Dy f in jedem Punkt von G partiell nach z; differenzierbar, so wird die
auf G definierte Funktion

DiDyf : G — R

zweite partielle Ableitung von f oder partielle Ableitung von f zweiter
Ordnung genannt und mit einem der Symbole

2
DjDk;f, a f i ( 8f > ) fmkmj

dxjOxy,’  Ox; Oz

bezeichnet.

Es sollte klar sein, was unter partiellen Ableitungen dritter, vierter,
... Ordnung und unter Zeichen wie

3f orf orf

333% ’ 8$28x4a$181’3 ’ (91,‘1333%8.%'3

D;DyD, f,

zu verstehen ist.
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Zur Erleichterung der Schreibweise noch die folgende

Definition 11.133
Seien k € Ng,m,n € N, G C R", und G offen.

C*(G) := {f: f:G — R, alle partiellen Ableitungen von f bis zur k-ten

Ordnung einschliefllich existieren in G und sind dort stetig.}

c<G) = [ M@
k=1

@)™ = {F: f:6-mr" A Lech@)}

1€{1,...,m}
(c=@)™ = (] €GN
k=1
Beispiel 11.17
f G — R
(x1,m2) — z2 - sinay

Fiir die ersten und zweiten partiellen Ableitungen in R? ergibt sich

;i(ﬂfl»ﬂ?z) = 2x1-sinwo
ggi(ﬂfl,wz) = 2% -coszy
gig(xha@) = 2sinzy
69?225:51 (r1,22) = 21 - cosws
69?128];2 (z1,2) = 221 cosmy
gig(wl,@) = —2? . sina,

11.5.1 Satz von Schwarz

An Beispiel 11.17 erkennt man

0% f o0 f

= — 2
0x20x1 (@1, 22) = 021019 (21, 22) ({z1,22) € R7),

3continuous = stetig
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und es erhebt sich sofort die Frage, ob die Reihenfolge der partiellen Differen-
tiationen stets vertauschbar ist.

Leider ist das nicht immer der Fall, es gibt Gegenbeispiele, etwa Beispiel 10.13
(ii). Die Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge der partiellen Ablei-
tungen gilt jedoch dann, wenn alle auftretenden partiellen Ableitungen stetig
sind.

Satz 11.11  (Satz von Schwarz)
Seien n € IN, G C R™ ein Gebiet, k € IN und f € C*(G). Dann gilt:

Fiir jedes I < k sind die partiellen Ableitungen der Ordnung ! von
f unabhéngig von der Reihenfolge, in welcher die Differentiation
ausgefiihrt wird.

Speziell gilt also fiir n = 2,k = 2:

o’f 0f

2
f € ¢ (g) — 81‘161’2 N (9%28.%1‘

Bemerkung

In der Sprache der Linearen Algebra ausgedriickt, bedeutet der Satz von
Schwarz, dal die aus den zweifachen partiellen Ableitungen gebildete Matrix

9% f 92 f
D\Dif -+ DnD:if 922 7 Bwndm

Hy = : : = : :
DiD,f --- D.,D,f 8161231; 3275

fiir in G stetige Funktionen symmetrisch ist. Hy heifit Hesse’sche Matrix.

11.6 Taylor’sche Formel (Satz von Taylor)

Bei der Ubertragung der Taylor’schen Formel ins Mehrdimensionale werde ich
mich auf reellwertige Funktionen beschrénken, da fiir vektorwertige Funktio-
nen nur ein verallgemeinerter Mittelwertsatz existiert. Weiterhin wird die Tay-
lor’sche Formel nur bis zur Ordnung 2 bewiesen, und fiir diejenige hoherer
Ordnung wird daraus eine Analogiebetrachtung abgeleitet und angegeben.

Seien n € N, § C R™ und f : R®™ O G — R eine reellwertige Funktion,
f € C%G). Seien £ € G, h € R"™ und die Verbindungsstrecke von & und & + h
sei in G enthalten:

{€+t-h: te0,1] geecignet} C G.
Man betrachte die Funktion

g : [0,1] — R
t — g(t) = f(E+t-h) (t € [0,1]).
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Wegen der zweimaligen Differenzierbarkeit von f ist auch g zweimal differen-
zierbar, auf g 148t sich also die ,,eindimensionale” Taylor’sche Formel anwenden,
und man erhélt

gt +At) = g(t) + ¢'(t)- At + g/;(!T> (At)?

mit einer geeigneten Zahl 7 € (¢,¢+ At). Nach der mehrdimensionalen Ketten-
regel (Satz 11.8, Formel (11.12)) und dem Satz von Schwarz (Satz 11.11) ist
dann

gt) = (VAE+th),h) = > Dif(€+th)-hi,

i=1

g'(t) = Y DiD; f(§+1th)- hih;.

ij=1

Wahlt man hier ¢ := 0, At :=1, so folgt der

Satz 11.12  (Taylor’sche Formel mit Restglied 2. Ordnung)

Ist f € C?(G) und liegt die Verbindungsstrecke von €und £+hin G, so gilt fiir
ein geeignetes 6 € (0,1)

FE€+R) = £ + Y _Di f(§)-hi + 5 Y DiD; f(E+0h)-hihj.| (11.14)

Bemerkung

Mit Hilfe des Differentialoperators (lineare Abbildung)

D; : Cl(g) — C(9)
[ — Dif

148t sich die Taylor’sche Formel auch wie folgt schreiben:
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und es ist unmittelbar ersichtlich, wie sie sich auf Funktionen mit héherer Dif-
ferenzierbarkeitsordnung verallgemeinern 1aft:

JE+R) = i;(zhmi) G (pjl)!(fjhiz)i)p“f@wm

fiir Funktionen [ € Cp+1(g) und G so beschaffen, dafi es die Verbindungsstrecke
von & und £ + h enthélt.

Bemerkung
Die Ableitung einer Funktion f : R — R ist wieder eine Abbildung von R nach
R, ndmlich f': R — R.

Die Ableitung von f : R" — R, &+ D f(&), ist nicht wieder eine Abbildung von
R" in R, sondern eine von R™ in L(R", R), der Menge der linearen Abbildungen
von R™ nach R. Daher erfordert die Definition des 2. oder hoheren totalen
Differentials so viel technischen Aufwand, dafl hier darauf verzichtet werden
soll.

Beispiel 11.18

Mit der Taylor-Formel soll noch einmal zuriickgekehrt werden zu Beispiel 11.16,
der Fehlerrechnung fiir die Reihenschaltung aus Ohm’schem und induktivem
Widerstand. Fiir die benotigten Ableitungen erhilt man

Z = f(R,L) = R?+ (wL)? (R,L > 0)
w = 6-10% [Hz,

of R R
Zrn = “+(RL) = —— = —
ro= pp ) R+ wL)? 2
of w?L w?L
% f Z-R- & z22_R2 (wL)?
VA - (R L) = Z _ —
RR oz 1) 72 73 73
0% f R wI? o RL
Zre = ror B = ;o T
82f w2z_w2L.% 2R2
ZLL == W(R, L) = 22 = w ﬁ

Im Bereich

R+AR = (20.040,1) [Q]
L+AL = (5.0+0,1)-107% [H]
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mufl man nun die die zweiten partiellen Ableitungen von Z abschétzen, da man
iiber die in der Taylor-Formel (11.14) auftretende GroBe 6 nur aussagen kann,
daf sie eben aus (0, 1) ist. Daher mufl wieder der ungiinstigste Fall angenommen
werden.

Man betrachte die Abschitzung fiir Zgg = (WZL3)2. Hier miiite man im Zihler

den grofftmoglichen -, im Nenner den kleinstmoglichen Wert einsetzen, also

Zihler : w?(L+ AL)?
Nemner : (Z—AZ)* = (R—AR)? +w?(L - AL?

Konkret:
L W22 w?(L 4+ AL)?
RR = |73 5 23
VB =AR)? +w*(L — AL)
36-10°.5.12.1076
- - Q] = 0.0209 [2] < 21-107° [
ZRL = MZ% < w2 (R+AR)(L+AL)
Z = |7 J(R—ARP +w2(L— AL
-109.20.1-5.1-1073
3610 32 5035 07 1) = 824866 [0] < 83 [
Zr, = @ < w? (R +AR)?
73 V(R=—ARZ + (L — AL
36 - 106 -20.12
= S 0] = 32:5004- 101 [0] < 33-10° [Q)

Man erhélt daraus die folgende Abschatzung fiir das Restglied 2. Ordnung;:

IRa(f)(R, L) = ‘HZm(AR)? + 2ZRu(AR)(AL) + Zir(ALY|
< 3{21.10—3.(10‘1)2 +2-83-107- 107 + 33-104'(10_4)2} [
— % 1073[0.21 + 1.66 + 3.3] [
< 26-107% Q).

Insgesamt folgt das Ergebnis:

) )
‘AZ - [a]J;(R L) AR+8—£(R L)- ALH

(AZ — 0.5547[Q)| < 0.0026 [Q)]
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Die Approximation durch das Differential ist also tatséchlich viel besser als die
grobe Fehlerabschitzung durch die Maximalwerte der partiellen Ableitungen
erster Ordnung. Allerdings ist auch der Rechenaufwand deutlich gréfer!

11.7 Relative Extrema

Die folgende Definition ist die Ubertragung von rellwertigen Funktionen einer
Variablen.

Definition 11.14

Seien n € N, G C R" ein Gebiet, 56 G und f : G — R eine reellwertige (!)
Funktion.

(i) f besitzt an der Stelle E ein relatives oder lokales Maximum bzw. Mini-
mum, wenn gilt:

V A @ <@ b @ > fE).

Us(€) ZeUs()ng
Lokale Maxima oder -Minima heiflen auch Iokale oder relative Extrema.

(ii) Das relative Extremum heifit strenges relatives Maximum bzw. Minimum,
wenn gilt:

V. A @< f@ baw. f(@ > (@)
Us(€)  T€Us(§)NG

mit der punktierten Umgebung

— —

Us(€) = Us(O\{&}

~—

Ein lokales Maximum von f kann sehr wohl kleiner sein als das Maximum von
f auf dem gesamten Gebiet G, dem sog. globalen Maximum, falls letzteres
iiberhaupt existiert. Ein globales Extremum ist natiirlich erst recht ein lokales
Extremum.

Ein notwendiges, aber nicht hinreichendes Kriterium fiir ein lokales Extremum
an einem Punkt ¢ im Eindimensionalen ist das Verschwinden der ersten Ablei-
tung in &:

€ ist lokales Extremum A ¢ ist innerer Punkt = f/(£) = 0.

Ein analoger Sachverhalt gilt nun auch im Mehrdimensionalen.
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Satz 11.13  (Notwendiges Kriterium fiir ein relatives Extremum)

Seien n € N, G C R" ein Gebiet,ﬂf_’ € Gund f : G — R eine Funktion aus
der Klasse C1(G) (f ist im Punkt ¢ also insbesondere total differenzierbar mit
stetigen partiellen Ableitungen). f habe in £ ein lokales Extremum.

Beh. Df () = (VH)(ET = 0.

Aussage:

Die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen der Funktion f,

Tr((€,2) == {(&v e bn2) s 2= f(&1,... &), € €G geeignet},

ist gegeben durch

—

z = f(§) = const.

d.h. die Tangentialebene (hier: n = 2) ist horizontal, s. Abb. 11.16.

3

-

> L2

I

Abbildung 11.16: Horizontale Tangentialebene an einem lokalen Extremwert

Beweis

—

Es ist £ = (€1,...,&n) € G, und & ist ein innerer Punkt von G, da G nach

—

Voraussetzung offen ist. Da f in £ ein lokales Extremum hat, haben die n
partiellen (stetig differenzierbaren, reellwertigen) Funktionen

r = gk(w) = f<£17"'7x7"'7§n)
in x = & ein lokales Extremum, dort also die Ableitung 0, d.h. es ist

D@ = 2@ = o (ke {l,...n}).

81‘k

Beispiel 11.19
D = {{z,y): (x,y) €R* 0<a,y, z+y<m}

f(z,y) := sinz-siny -sin(z + y) ((z,y) € D)
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T2

@l

I

1
us
3

Abbildung 11.17: Definitionsbereich der Funktion f(z,y) = sinz-siny-sin(z+y)

Der Definitionsbereich D von f ist das abgeschlossene Dreieck mit den Eck-
punkten (0,0), (w,0) und (0, 7), s. Abb. 11.17. f verschwindet auf dem Rand
D von D und ist im Inneren positiv. Daher besitzt f das lokale und globale
Minimum 0 und nimmt dieses genau in den Randpunkten von D an.

Untersucht werden soll nun das Extremalverhalten von f in den inneren Punk-

ten%vonD:
D = {(z,y): (x,y) €R? 0<my, z+y <7}

Dazu werden zuerst die partiellen Ableitungen gebildet:

0

a—f (x,y) = cosx siny sin(zr +y) + sinz siny cos(x + y)
x

0

8—ff(x, y) = sinz cosy sin(x +y) + sinz siny cos(x + y)
Y

Wegen (z,y) € Dist sinx # 0 A siny # 0, daher erhélt man aus der Bedingung
Vf(z,y) = (0,0) zundchst die beiden Gleichungen

cosz-sin(z+y) = — sinz-cos(z+y)

cosy-sin(r +y) = — siny-cos(z+y)
Beh.1 cosz #0 A cos(z+y) #0

Bew.  Man betrachte die erste Gleichung.

(a) Wire cosz = 0, so wire die linke Seite gleich Null und die rechte Seite
gleich

— sinx-(cosxcosy—sin:rsiny) = sin’z siny # 0 4
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(b) Wire cos(z + y) = 0, so miiite auch sin(z + y) = 0 sein, da cosz = 0
in (a) zu einem Widerspruch gefiihrt hat. sin und cos kénnen an ein und
derselben Stelle aber nicht zugleich Null sein wegen

sin?(z +y) + cos?(z+y) = 1 # 0 i

Beh. 2 cosy #0

Bew.

Nach Beh. 1 ist cos(z +y) # 0; damit ist die rechte Seite der zweiten Gleichung
ungleich Null, also auch die linke.

Daher sind alle in den beiden Gleichungen auftretenden Gréflen ungleich Null,
und eine Division ist uneingeschréinkt moglich. Man erhélt

CcoS T sinx
= — — tanz = tany
cos Yy siny

— x =y, dazye(0,mn).

x = y in die erste der beiden obigen Gleichungen eingesetzt, ergibt

cosz -sin2x + sinx cos2x = sindzx = 0
s
— r=—.
3
Nur der (innere) Punkt (%, §) kann also Kandidat fiir einen lokalen Extremwert

sein — und ist es tatsichlich (Abb. 11.18), da

R = G =

Bemerkung

(i) Ist Vf(€) = 0, so nennt man & einen kritischen Punkt von f. Satz 11.13
besagt also, dafl ein innerer Punkt von G hochstens dann die Chance hat,
Stelle eines lokalen Extremums zu sein, wenn er ein kritischer Punkt von
f ist. Ein Randpunkt von G kann aber sehr wohl Stelle eines lokalen Ex-
tremums sein, ohne daf} er ein kritischer Punkt ist:

G = [0,1] x[0,1], f(z,y) = z+vy.

Ferner braucht ein kritischer Punkt, auch wenn er im Innern von G liegt,
durchaus nicht Stelle eines lokalen Extremums zu sein:

G = R?  f(z,y) = 2" —y>.
Beispielen dhnlicher Bauart begegnet man schon im Eindimensionalen:

Z:=10,1] , flx):==
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\§\§‘0 77

N %
\\:\\00 'Illllll;i;;;gg,

Abbildung 11.18: Graph der Funktion f(z,y) =sinz -siny - sin(z + y)

(ii) Am Beispiel der in R? definierten Funktion f(z,y) := 2?—y? erkennt man
ferner, daB die Bedingung V f (5) = 0 nur notwendig ist.

Im weiteren Verlauf dieses Abschnittes sollen hinreichende Bedingungen an-
gegeben werden, unter denen man auf lokale Extremwerte einer reellwertigen
Funktion mehrerer Variablen schlieen kann und dariiberhinaus, um welchen
Extremwert es sich dann handelt: ein lokales Minimum oder ein lokales Maxi-
mum.

Im Eindimensionalen mufl dazu das Verhalten der zweiten Ableitung von (der
dann im kritischen Punkt ¢ notwendigerweise zweimal differenzierbaren Funk-
tion) f untersucht werden, und man erhilt als hinreichende Bedingung fiir das
Vorliegen eines Extremwertes:

() =0 A f"(€) >0 = an der Stelle £ hat f ein lokales Minimum;
() =0AnA f"(€) <0 = an der Stelle £ hat f ein lokales Maximum.

Selbst diese Bedingung kann nicht immer erschopfend Auskunft geben, wie die
Beispiele der Funktionen x +— f(z) := 2™ fir m € N, m > 4 im Punkt £ = 0
zeigen; hier sind dann noch héhere Ableitungen heranzuziehen.

Zumindest das Analogon des Gebrauchs der zweiten Ableitung im Mehrdimen-
sionalen soll hier besprochen werden, das allerdings auch nur im Fall n = 2.

Satz 11.14

Seien G € R? ein Gebiet, E € Gund f: G — R eine Funktion aus der Klasse
C%(G). Es gelte Vf(€) =0 (€ ist also ein kritischer Punkt von f). Sei

—

o - [ #O (&)
! Ly 24

die (nach dem Satz von Schwarz (Satz 11.11) symmetrische) Hesse’sche Matrix
von f an der Stelle £. Sei A(§) := det H¢(§). Dann gilt:
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—

(i) Ist A(€) > 0, so liegt in £ ein lokaler Extremwert vor:

P - )

8;;(5 ) >0 — £ ist ein lokales Minimum
1

?f - -

amj;(f ) <0 = £ ist ein lokales Maximum
1

—

(ii) Ist A(&) =0, so l&Bt sich mit den zweiten partiellen Ableitungen von f in
¢ allein keine Aussage treffen; man sagt, die Matrix Hy(€) sei degeneriert.

—

(i) Ist A(€) <0, so liegt in € ein Sattelpunkt vor.

Beweis

Wie im Eindimensionalen folgt der Beweis aus der Taylor-Formel (11.14).

Aufgabe

Man fithre den Beweis unter der Zusatzbedingung aus, dafl die ,gemischten

Ableitungen* %(g) und 85225;1 (€) verschwinden.

Bemerkung

Die Auszeichnung von %( _3 bei der Behandlung eines Extremums ist nur eine
1

scheinbare:

Beh.

- 2, o

Ist A(€) = det Hf(_’) > 0, so haben %(5) und chg( ) dasselbe Vorzeichen.

Bew.

Wegen der Symmetrie der Hesse’schen Matrix gilt bei positiver Determinante

A(8):

S 0?2 S\ 2
A = 55O 550 ~ (55956)"

2 . 2 . . 2 .
— 2O oL@ = 2@ + (@) > 0

Bemerkung  (Fiir Kenner und Geniefler der Linearen Algebra)

Unter der Voraussetzung der Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen von
f in ¢ ist die Hesse’sche Matrix H¢(§) symmetrisch. Vermoge einer orthogonalen

—

Basistransformation ist Hy(£) dann dquivalent zu einer Diagonalmatrix mit den
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zwei Eigenwerten A1 und Ay in der Hauptdiagonale. Ist E ein kritischer Punkt
von f, so gilt:

A1 >0,22>0 — { ist ein lokales Minimum
A1 < 0,22 <0 = E ist ein lokales Maximum

AM>0 A A<O0
oder == ¢ ist ein Sattelpunkt
A<0 A X>0

—

AM=0V =0 = Mit Hilfe von H(&) allein 148t sich
keine weitergehende Aussage treffen;
H f(E) ist degeneriert.

Beispiel 11.20  (s. Beispiel 11.19)

Nach den Ausfithrungen auf p. 81 ist £ = (5, 3) Stelle eines lokalen Extrem-

wertes. Eine einfache, wenn auch umstédndliche Rechnung zeigt, daf} in E gilt:

~ 4 Pf -
A =5 . 5@ =-V5

Somit hat f in E = (5, 3) ein lokales Maximum. Dieses Maximum ist sogar ein
globales Maximum, da f auf dem Rand D des Dreiecks

D = {{z,y): (z,y) €R* 0<z,y, v +y <7}

verschwindet und das Maximum der nichtkonstanten Funktion f daher im In-
neren angenommen werden mu$.

Beispiel 11.21
D(f) :=R?, f(x,y):= 2% —y?® (parabolisches Hyperboloid)

e - ()L (y) — =

Der Punkt £ = (0,0) ist somit ein kritischer Punkt. In ihm lautet die Hesse-

Matrix
" 2 0
Hy(0) = <o _2>,

welche eine negative Determinante hat. Damit liegt in E ein Sattelpunkt vor.

|
<

I
o

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



11.8. AUSGLEICHSRECHNUNG 87

T; 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

R; | 16,02 | 16,42 | 16,81 | 17,10 | 17,37 | 17,58 | 17,86 | 18,12 | 18,34 | 18,60

Tabelle 11.1: Temperaturabhéngigkeit eines Ohm’schen Widerstandes

11.8 Ausgleichsrechnung

Gegeben seien p Paare von Meflwerten

(Thy i) (ke{l,....p}).

Gesucht ist eine lineare Beziehung
y = ag + mx (x € R),

eine sog. Approximationsfunktion, welche die Beziehung zwischen xj und y; fiir
alle p Paare ,,moglichst gut“ beschreiben soll.

Definition 11.15
Die Gerade
y = Az) == ap + a1z (x € R)

heiflt Ausgleichsgerade, Trendgerade oder auch Regressionsgerade (,wie geht
y auf z zuriick®).

Beispiel 11.22

Fine Messung der Temperaturabhéingigkeit eines Ohm’schen Widerstandes in
einem bestimmten Temperaturintervall ergebe das Mef3protokoll aus Tabelle
11.1.

Die dabei entstehenden zehn Wertepaare (T}, R;) fithren zu zehn Mefpunkten
P, = (T;,R;) € R?, die nach Augenschein nahezu auf einer Geraden liegen, s.
Abb. 11.19.

Problem

Was bedeutet es, dal die Approximationsfunktion die Beziehung zwischen den
Mefipunkten ,,moglichst gut* beschreiben soll?

Es bedeutet, daB fiir k € {1,...,p} die Differenz

yr — (a0 + arzk)
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R
A
18 +
17+
16 +
1l 1l 1l 1l 1l 1l 1l 1l 1l 1l > T

Abbildung 11.19: Trendgerade fiir die Temperaturabhéngigkeit eines Ohm’schen
Widerstandes

minimiert werden mufl. Dazu benétigt man einen geeigneten Abstandsbegriff.
Als Ma#B fiir die Abweichung zwischen Mefpunkt und Ausgleichskurve nimmt
man in der Regel den vertikalen Abstand, d.h. die Ordinatendifferenz. Man
konnte zwar auch den Abstand zwischen Meflpunkt und Funktionsgraph als
Mafl ansetzen, hétte dann aber einen wesentlich gréfleren Rechenaufwand in
Kauf zu nehmen. Warum?

Aus rechentechnischen Griinden verwendet man die sog. Methode der kleinsten
Quadrate und sucht ein (das?) Minimum der Funktion

flap,a1) = Z lye — (a0+a1xk)]2,

k=1
Die notwendige Bedingung V(@) =0 fiir @ := (ag,a,) fithrt auf

af

pe(@ = =2 ¥ - (w+ma)] = 0
P
gfl(a) ~2 % [ ao+ @) = 0.

Hieraus erhélt man durch Umstellen ein lineares Gleichungssystem fiir ag und
a1, das System der sog. Normalgleichungen

) .

;i%a% “
(Zwk>-ao + (ki:lxz).al =

k=1

|
M=
Ned
Bl

p-ag + (

Il
R

= o

TrYk -

e
Il
—_

Dieses System der Normalgleichungen besitzt genau eine Losung, da die Koef-
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fizientendeterminante nicht verschwindet:

p
p > Tk
A@) = H@) = |, g
DO DE
k=1 k=1
p p 2
= p 3ot - ()
k=1 k=1
1 p p p p
= gl e e 2 () (S
i=1 k=1 i=1 k=1

jedenfalls dann, wenn mindestens zwei Mefpunkte voneinander verschieden
sind. Mit Hilfe der empirischen Mittelwerte

ergeben sich die Losungen mit Hilfe der Cramer’schen Regel zu

%sz — 2 TkYk w = %Zxkyk -y (11.15)
p

Beispiel 11.23

Betrachtet wird noch einmal das Eingangsbeispiel 11.22. Mit den dort angege-
benen Werten ergibt sich die Regressionsgerade

R := f(T) = Ry + RiT (T € [10,100])

mit den folgenden Werten:

10 10
T = 550 SRy = 174,22
k1=01 k1=01
ST = 38500 > TpR, = 9810,6
k=1 k=1
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T = 15 > Tx = 55000
k=1
N 10
R = & > Ry = 17,422
k=1
— Ry = 15,899 , Ry = 0,0277
Q
—  f(T) = 15,899[Q] + 0,0277 [OC] T (T € [10,100))
Bemerkung

Manchmal legt die Folge von Meflpunkten einen anderen Typ von Approxima-
tionsfunktion nahe, z.B. ein Ausgleichspolynom n-ter Ordnung:

A(z) = ap+ a1z + ...+ apa”.

Wie oben ergibt sich, daf§ der Fehler

F(ag,...,a,) = Z (CCk — A(xk))Z

k=1

dann minimal wird, wenn die folgenden Normalgleichungen erfiillt sind (p € IN
geeignet):

(Zx%)-ao + (ix}c)‘m + ...+ (ifc};)-an = ix%yk

k=1 k=1 k=1 k=1
P P n+1 L 2 L
n n n
(Cap)a + (o) om + .+ (Xal)an = X am
k=1 k=1 k=1 k=1
Daraus lassen sich die Koeffizienten aq, ..., a, bestimmen.

Im folgenden soll noch nachgewiesen werden, dafl es sich bei dem mit Hilfe
der Normalgleichungen errechneten kritischen Punkt (11.15) tatséchlich um ein
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Minimum handelt:

p
flao,a1) = Z Yk — a0+a1$k)]2
k=1
of p
a(j;(a) = — 22 [yk — (CL() + alark)}
k=1
of u
a—al(a) = — 22 lye — (a0 + arzk) ]z
k=1
’f
aTL%(@) = 2p
*f - *f
8&18&0 (a) N 2;xk N 8&08&1 (CL)
% f u
—(@ = 2y 3
3a% ; k
P
2p 2> xg
- Hy = P "
2 Z Tk 2 Z ZL'%
k=1 k=1

Bis auf den Faktor 22 = 4 ist das gerade die Koeffizientenmatrix der Normal-
gleichungen. Damit ist (s. die Rechnung auf p. 89)

p p
A@) = detHe(d@) = 2> Y (zi— x)® > 0.

i=1 k=1

Es ist auch

also liegt fiir die berechneten Werte (11.15) von ap und a; tatséchlich ein Mi-
nimum vor.

11.9 Umkehrabbildungen

Das Problem der Umkehrbarkeit von Funktionen ist von grofler Bedeutung.
Man denke etwa an die Umrechnung von kartesischen Koordinaten in Polarko-
ordinaten und wieder zuriick oder an die ,,Paare“ von Funktionen

e ¢ ——In,

e sin «— arcsin,

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



KAPITEL 11. DIFFERENTIATION VON ABBILDUNGEN AUS DEM RN
92 IN DEN RM

e sinh «+— arsinh,

e etc.

Aufbauend auf den Bedingungen, unter denen eine Funktion im Eindimensio-
nalen umkehrbar ist, soll eine entsprechende Theorie nun auch im Mehrdimen-
sionalen entwickelt werden, welche insbesondere fiir (mehrdimensionale) Koor-
dinatentransformationen gebraucht wird.

Seien Z # () ein eindimensionales Intervall und f : Z — R eine Funktion. Dann
gilt:
f streng monoton = f umkehrbar

Wenn f zusétzlich stetig ist, dann ist die Bedingung der strengen Monotonie
auch notwendig fiir die Umkehrbarkeit:

f stetig —

f streng monoton <= f umkehrbar

Ist f zusétzlich differenzierbar, so ist die Bedingung
fl) # 0 (z € 1)
hinreichend fiir die strenge Monotonie und damit die Umkehrbarkeit.

Auch im Mehrdimensionalen stellt sich nun die Frage, wann eine Abbildung

—

f:D(f) — W

— —

mit D(f) CR"™, W(f) C R™ bijektiv ist, also eine Umkehrabbildung besitzt.

Dazu zuerst ein Beispiel:

Beispiel 11.24

f+ RA{0} — R*\{0}
(x,y) — (2 — 9> 2my)

Beh. 1
f ist nicht global umkehrbar.

Beweis

fla,y) = fl—2,—y) ((z,y) € R\{0})
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Beh. 2

Lokal ist f umkehrbar, d.h. zu jedem Punkt (z,y) € R>\{0} existiert eine
Umgebung U, so dafl

—

flu: U — WU

bijektiv ist.

Beweis

Seien (x,y) # (0,0) und (u,v) = (z% — y2,22y), also

u = z?—y?

= 2zy.

Dann 148t sich dieses (nichtlineare) Gleichungssystem nach z und y auflsen:

1
r = j:\/2< u2—|—v2—|—u)
1
y = :tn\/2<\/u2+v2—u> , 1 = sgnu.

Diese Auflésung bekommt man etwa durch die folgende Betrachtung;:

2

w=ar—q? mzu:x4—x2y2:x4—%
2 2 1
— (1‘2)1’2 = g + Y ZU = §<u:|: U2—|—U2)

Wegen vu? +v? > |u| kommt nur das positive Vorzeichen in Betracht, und

man erhilt
1
x = :I:\/2<u+ u2+v2).

Fiir y ergibt sich, ebenfalls unter Beachtung von vu2 + v2 > |ul,

y = £ vVaz-u = :I:\/;(\/u2—|—v2—u>,

und wegen v = 2zy haben fiir

v >0 : zx und y dasselbe Vorzeichen,

v <0 : xund y verschiedene Vorzeichen.

Global gibt es also zwei Paare (z,y) von Losungen, lokal dagegen jeweils nur
eins.
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Bemerkung

Spéter wird, unter Verwendung von Polarkoordinaten, dieses Beispiel noch
einmal aufgegriffen und geometrisch interpretiert; s. Beispiel 11.25 auf p. 97.

Es stellt sich nun die Frage nach einem , verniinftigen*“ Kriterium fiir die Um-
kehrbarkeit einer solchen Funktion f.

Aus der Theorie von speziellen, ndmlich den linearen Abbildungen weifl man,
dafl die Umkehrbarkeit hochstens dann erwartet werden kann, wenn Urbildraum
und Bildraum dieselbe Dimension haben: n = m. Das wird dann wohl auch bei
den ,linear approximierbaren®, also den differenzierbaren Abbildungen der Fall
sein. Ferner 148t sich der Theorie der linearen Abbildungen auch entnehmen,
daB, in einer ersten Ubertragung des eindimensionalen Falles, die Bedingung

—

Df(€) # O (Nullmatrix)

als Ersatz von
FE& 40 (n=m=1)
nicht ausreichen wird. Denn ist speziell f =T e L(R™",R™), so ist

=

Df(§) = DT(E) = T

(Beispiel 11.7 (ii)), und fiir die Invertierbarkeit einer linearen Abbildung 7" mufl
bekanntlich mehr als T # 0 gefordert werden, nédmlich

detT # 0.

In diesem Sinne ist also die Bedingung f'(¢§) # 0 eine Bedingung an die
Determinante der (1 x 1)-Matrix f’(£). Das fiihrt zu der folgenden

Vermutung

Seien n € N, G C R” offen und f € (C'(G))". Dann gilt

—

/\ det Df(Z) #0 = [ ist lokal umkehrbar.

Idee
Seien £ € G und det Df(€) # 0. Dann ist

bijektiv, und fiir , kleine* h ist

somit gilt:
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Damit ist fiir kleine i die Injektivitat von f in der Nédhe von E gezeigt:

hi #hy = fE+m) £ F(E+ha).

Das ist der Grundgedanke beim Beweis des folgenden Satzes iiber die lokale
Existenz von Umkehrabbildungen.

Satz 11.15
Seien n € N, G C R", G offen und f € (Cl(g))”. Seien £ € G, 77 := f(£) und

gelte det Df(§) # 0.
Dann gibt es offene Umgebungen U von 5 und VY von 77, so daf gilt:

—

(i) f1U — V ist bijektiv.
(ii) Die (dann existierende) Umkehrabbildung
g=F1u":v —u

ist aus der Klasse (C*(V))".

. -1
(i) g = (DIl7@)) (7€)
(gemeint ist hier die inverse Matrix.)

11.10 Koordinatentransformationen

Invertierbare Abbildungen aus dem R"™ in den R" treten hiufig in folgendem
Zusammenhang auf. Sei etwa n = 3, dann sind 1, z9, x3 die kartesischen Ko-
ordinaten, mit denen man ein physikalisches Phinomen beschreiben will, z.B.
ein Magnetfeld. Besondere Symmetrieeigenschaften des untersuchten Problems
lassen dann oft andere Koordinaten geeigneter erscheinen als die kartesischen,
weil damit die Gleichungen einfacher werden.

In einem solchen Fall mufl man wissen, wie sich die Koordinaten uy, uo, uz des
neuen Systems in die Koordinaten x1,z9, x5 des alten Systems transformieren,
man braucht eine sog. Koordinatentransformation t:

-

T = t(u), oder ausgeschrieben

1 B U1 t1(u1, uz, us3)
T2 =t < U2 ) = | to(ui,u2,u3)
T3 us3 t3(u1, ug, us3)
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@ .
) = plr, o)
2|
L] <T7 QO>
r : "
T COS @

Abbildung 11.20: Ebene Polarkoordinaten

11.10.1 Ebene Polarkoordinaten

Die Darstellung eines Punktes P in kartesischen Koordinaten werde mit Hilfe
einer Funktion p auf Polarkoordinaten umgerechnet. Das geschieht dadurch,
daB die (r, p)-Ebene auf die (x1, z2)-Ebene abgebildet wird, s. Abb. 11.20.

IR2

(r,p) —  (rcos g, rsinp)

gl
=
kS
X
=
[\]
2

7 bildet also ein ,rechts offenes“ Rechteck der (r, ¢)-Ebene auf den gesamten R?
ab. Die Einschrinkung auf das Intervall [0, 27) ist etwas willkiirlich und macht
z.B. beim Differenzieren auf der positiven x1-Achse Probleme. Dann wihlt man
lieber ¢ € [—m,7) oder Ahnliches.

Fiir die Abbildung p’ist

. cosp —rsin .
det Dp(r, p) = Sinz - cos ;‘0 = r(cos® p +sin’p) = 7.

Somit ist ' | [(0,00) x [0,27)] lokal injektiv und damit lokal umkehrbar. Man
kann zeigen, dafl die Funktion

p: (0,00) x[0,2m) — IR2\{6}

bijektiv und damit auch global umkehrbar ist.

Bemerkung
(i) Fiir 1,2 € [0,27) ist

ﬁ(ov 801) = ﬁ(O,QOQ),
also ist 7 bei 0 = (0,0) nicht lokal umkehrbar.

(ii) Aus der geometrischen Interpretation erkennt man, dafl die folgende Ab-
bildung bijektiv ist:

7 (0,00) x [0,27) — R2A{0}
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Fiir (z1,22) € R?\{0} sei

arctan% , z1>0 A x292>0

% , z1=0 A 2x9>0

arg(xy, zg) = arctan i—f +7 r1<0 A xR
3 ., x1=0 A 22<0

\ arctan%+27r , rz1>0 A x9<0

Die Umkehrabbildung ¢ von p’ist gegeben durch

q:  RA\{0} — (0,00) x [0, 27)
(r1,09) <\/x% - x%,arg(x1,$2)>

Es ist also ¢ = p~ !, d.h.
(Poq)(z1,22) = (21,72) ((z1,22) € R*\{0})
(Fop)(rip) = (re) ((r, ) € (0,00) x [0,2m)),
und es gelten die bekannten Umrechnungsformeln:
e Polarkoordinaten — Kartesische Koordinaten:

Tl = T-COSQ

To = 7-sing

e Kartesische Koordinaten — Polarkoordinaten:

r = \/a? + 23

tany = x9/11 (falls =1 # 0)

Beispiel 11.25 (Wiederaufnahme von Beispiel 11.24)

Verwendet wird die geometrische Interpretation von p’ (Polarkoordinaten), um
die Abbildung

f : R? — R?
(x1,T9) — (x3 — 22,22 20)
geometrisch zu untersuchen. Zuvor der Test auf lokale Umkehrbarkeit:

> 2{[,‘1 —2:132
‘ = A(af +a3).

det Df(Z) = ory 2y

Lokale Umkehrbarkeit liegt vor als Abbildung von R?\{0} nach R?\{0}, was ja
auch frither schon festgestellt worden ist.
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Betrachtet wird nun die Kompositionsabbildung f op, was nichts Anderes bedeu-
tet, als dafl die Punkte der Ebene durch Polarkoordinaten beschrieben werden:

(fop)(rg) = (r*cos® o —r?sin®p,2r? cos psin @)

= (r?cos2p,r?sin2yp) ,
d.h. ein Punkt & = (1, x2), zu dem die Polarkoordinaten
ro= /2t +a3
¢ = arg(z1,2)

gehoren, wird durch f abgebildet auf einen Punkt ¢ = (y1,y2), zu dem die
Polarkoordinaten

Fo= r2

. 2¢ , p<T

L {290—27r , m<p<27m

gehoren. Dieses Ergebnis 148t sich aus der Darstellung
(y1,y2) = (1% cos2p,r?sin2¢)

direkt ablesen.

Interpretation von f

f, angewandt auf einen Punkt (x1,x9), ,,quadriert* den Abstand und ,,verdop-
pelt“ den Winkel.
Damit kann man sich auch geometrisch klarmachen, warum f keine globale

Umkehrfunktion besitzt, s. Abb. 11.21.

20 —2m

/@\

‘\

£(U)

Abbildung 11.21: Geometrische Darstellung der Funktion
f($15$2) = (l‘% - l’%, 21)11’2>

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



11.10. KOORDINATENTRANSFORMATIONEN 99

—

In dem doppelt schraffierten Stiick f(U) der (yi,y2)-Ebene ist jeder Punkt
Bildpunkt von je zwei verschiedenen Punkten der Menge U der (x1, z2)-Ebene.

Bemerkung  (Darstellung als Abbildung f: C — C)

(i) Identifiziert man den reellen zweidimensionalen Punkt (z1,z2) € R? mit
dem Punkt z = x1 + ize € C der komplexen Zahlenebene, dann ist
f(z) = flaz1 +izg)
95— (xla x2)
- <$% - .%'%, 2x1m2>

L= a3 — a3 + i-2x120
(.%'1 + i.%'g)z
= 22 (z € ©)

(ii) Auch die aus dem Eindimensionalen bekannte Abbildung

foo R0} — R\{0}
2

T [— T

ist iiberall lokal, aber nicht global umkehrbar.

11.10.2 Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten bestehen aus Polarkoordinaten in der (z1,z2)-Ebene und
der kartesischen Koordinate x3. Sie sind beispielsweise dafiir geeignet, die Be-
schreibung von elektromagnetischen Phénomenen in zylindrischen Leitern langs
der z3-Achse zu realisieren.

Dabei wird ein Raumpunkt & = (x1, 9, x3) durch diejenigen Koordinaten dar-
gestellt, die man ihm zuordnen miifite, wenn man ihn als einen Punkt auf der
Mantelfléiche eines Zylinders der Hohe z3 und des Radius’ r = /z% + 23 auf-
fassen wiirde, s. Abb. 11.22.

Z: [0,00) x[0,21) x R — R?
(r,,x3) > (rcosp,rsing, 3)
Fiir die Abbildung Z ist

cosp —rsing 0
det DZ(r,p,23) = | singp 7rcosp 0| = r(cos’p+sin®y) = r.
0 0 1

Somit ist Z | [(0,00) x [0,27) x R] lokal injektiv und damit lokal umkehrbar.
Man kann zeigen, daf3 die Funktion

Z: (0,00) x [0,21) x R — R3\{#: 2% + 23 =0}
bijektiv und damit auch global umkehrbar ist.
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3

T = <$1,$2,$3>

T2

K T X9
¥ r /

Abbildung 11.22: Zylinderkoordinaten

I

11.10.3 Ré&umliche Polarkoordinaten (Kugelkoordinaten)
Zur Darstellung eines Punktes in Kugelkoordinaten oder rdumlichen Polarko-
ordinaten denkt man sich eine Kugel um den Ursprung, auf deren Oberfliche

(21, x9, x3) liegt und beschreibt diesen Punkt dann durch die Angabe von (Abb.
11.23)

o Kugelradius,
e geographischer Liange ¢ — dem Azimut,

e geographischer Breite 6 — dem Polarwinkel.

T3

A

T = <l’1,$2, $3>

> L2

I

Abbildung 11.23: Kugelkoordinaten oder rdumliche Polarkoordinaten
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k: [0,00) x [0,27) x [0,7] — R?
(r,p,0) = (pcos e, psingp,rcos )

(rsin @ cos ¢, rsin 0 sin p, r cos )

Fiir die Abbildung k ist

cospsinfd —rsinpsinf rcospcosd
det Dk(r,p,0) = | singsinf rcosgsinf rsingcosf | = —r?siné.
cos 6 0 —rsinf

Somit, ist det Dk(r,¢,0) # 0 fir r > 0, 6§ € (0,7). Also ist die Funktion
k 1 [(0,00) x [0,27) x (0,7)] lokal injektiv und damit lokal umkehrbar. Man
kann zeigen, dafl die Funktion

ki (0,00) x [0,21) x (0,7) — R\{Z: 2} +2}=0}

bijektiv und damit auch global umkehrbar ist.

Bemerkung

In dieser Darstellung der Kugelkoordinaten ist # der sog. Polarwinkel, also der
Winkel zwischen dem Radiusvektor und der Achse durch den Nordpol der Ku-
gel; dabei ist 6 € [0, 7].

Ublich ist auch eine andere Darstellung. Hierbei ist #' der Winkel zwischen
Radiusvektor und dessen Projektion in die (x1,z2)-Ebene, die Aquatorebene.
Dann ist §' € [~7, 7], und die Koordinaten eines Punktes werden auch bzgl.
ihrer geographischen Breite so gezihlt wie die Koordinaten eines Punktes auf
der Erdoberfliche; dariiberhinaus spricht man in der Geographie nicht von posi-
tiven oder negativen Breitengraden, sondern unterscheidet zwischen nordlicher

und stidlicher Breite.

Die Transformationsformel lautet in diesem Fall
K(r,0,0) = (rcost cosep,rcost sing,rsinf’)
mit der Funktionaldeterminante

cospcos® —rsinpcost rcospsinl’
det DK/(r,,0') = | sinpcosf rcospcos® rsingsing | = r°cosf.
sin 0’ 0 —rcost/

11.10.4 Krummlinige Koordinatensysteme

Ein Punkt # € R"™ wird durch seine Komponenten 1, ..., z, bzgl. einer Basis
beschrieben. Wenn man die durch das Euklidische Skalarprodukt (-, -) gegebene
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geometrische Struktur des R beriicksichtigt, so spricht man von den z; als
den Koordinaten des Punktes ¥ bzgl. eines kartesischen Koordinatensystems,
dessen Geraden die Richtungen é; A" besitzen und dessen Ursprung in O liegt.

Halt man alle bis auf eine Koordinate fest, so sind durch
fir t — (xy,...t.. . xp)

Linien im R"™ definiert, die sog. Koordinatenlinien. Diese iiberziehen den R"
mit einem orthogonalen Gitter.

Nun ist es oft zweckméfig, das Koordinatensystem zu wechseln und die Punkte
in neuen Koordinaten zu beschreiben. Wie sehen die Koordinatenlinien im neu-
en System aus? Diese Problematik soll am Beispiel der ebenen Polarkoordinaten
diskutiert werden.

Beispiel 11.26  (ebene Polarkoordinaten)

—

P Ry, — -

Z1,T2

(ryp) +— (x1,m2) = P(r,p) := (rcosy,rsinp)
Wegen det Dp(r, ) = r ist die Abbildung p'tiberall lokal umkehrbar, falls  # 0.

Sei ¢:= p~!. ¢ ist auf einer offenen Umgebung V von p(r, ) definiert, und es
ist
g1, x2) Z(p1(r, ), p1(r,¢))
= (7op)(r,¢)
= (re) ((z1,22) € V).

Die Koordinatenlinien im neuen Koordinatensystem sind die Kurven

g1 : t — <t790>
g2 1t — (),

also Geraden, in der (r, p)-Ebene, welche diese mit einem orthogonalen Gitter
tiberziehen.

Stellt man diese Geraden nun in dem alten Koordinatensystem dar, also dem
kartesischen, so erhélt man die Koordinatenlinien des neuen Systems als Bilder

der tiblichen kartesischen Koordinaten — néamlich der orthogonalen Geraden in
der (r, p)-Ebene — unter ¢~! = p, ,s. Abb. 11.24 und 11.25:

L(t) = plt,p) = (t-cosp,t-singp)
la(t) := pr,t) = (r-cost,r-sint)

Die Koordinatenlinien von ebenen Polarkoordinaten sind Geraden durch den
Nullpunkt (¢ konstant) und konzentrische Kreise um den Nullpunkt (r kon-
stant).

Aufgabe

Wie sehen die Koordinatenlinien fiir Zylinderkoordinaten und Kugelkoordina-
ten aus?
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Abbildung 11.24: (r, p)-Ebene Abbildung 11.25: (x1, z2)-Ebene
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Kapitel 12

Integration von Abbildungen
aus dem R" in den R"

In diesem Kapitel soll der Integralbegriff ausgedehnt und erkliart werden, wie
Funktionen iiber zwei-, drei- oder mehrdimensionale Bereiche integriert wer-
den koénnen. In den Anwendungen stellt eine solche Funktion beispielsweise die
Ladungsdichte auf einer zweidimensionalen Platte oder in einem dreidimensio-
nalen rdumlichen Bereich dar, und das Integral liefert dann die Gesamtladung.

Das eindimensionale bestimmte Integral wird motiviert durch den Wunsch,
den (Fldchen-) Inhalt krummlinig berandeter Gebiete zu definieren und zu be-
rechnen. Genauso 148t sich das zweidimensionale Integral motivieren mit dem
Wunsch, nicht regelméflige Volumina berechnen zu wollen, s. Abb. 12.1.

kx3

A 7.

Abbildung 12.1: Definition und Berechnung eines dreidimensionalen Volumens

T2

Die auf dem Rechteck R := a1, b1] X [ag,be] der (x1,x2)-Ebene definierte
reellwertige und dort nichtnegative Funktion f besitzt ein Schaubild, welches
eine iiber dem Rechteck R liegende Fliche im R? darstellt. Zusammen mit
dem Rechteck R begrenzt diese Fliche dann ein dreidimensionales Volumen
im (z1, 9, x3)-Raum.
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Problem

Welches ist das Volumen des entstehenden rdumlichen Bereiches bzw. wie kann
man sein Volumen iiberhaupt definieren?

Die dann zum bestimmten Integral fiihrende Definition unterscheidet sich von
der im eindimensionalen Fall nur in einem Punkt: wdhrend dort als Integra-
tionsbereiche stets Intervalle auftreten, ist man jetzt nicht mit Rechtecken oder
Quadern als Integrationsbereichen zufrieden, sondern will z.B. auch tiber Kreise
oder iiber Kugeln integrieren. Letzteres wird erreicht durch eine Transformation
auf neue Koordinaten. Zur Erinnerung:

Kreise sind Rechtecke in der (r, ¢)-Ebene,
Kugeln sind Quader im (r, ¢, )-Raum.

Dadurch wird motiviert, dafl man sich zunéchst trotzdem mit der Integration
von Funktionen auf Rechtecken bzw. Quadern beschéftigt. Die Vorgehensweise
ist dabei zu derjenigen, die zur Definition des eindimensionalen Integralbegriffes
fiihrt, vollig analog.

12.1 Das bestimmte Integral

Begonnen werden soll mit der Definition mehrdimensionaler Analoga offener,
halboffener und abgeschlossener Intervalle.

Definition 12.1

Seien n € N, 4, b € R". Dann heifien

(@b) = {7: ZeR", a;<a; <b;, ic{l,...,n}}
n
= X (ai,b;)
=1
offenes n-dimensionales Intervall;
[d, 5) = X [ai, b;) und
i=1
@05 = x (aibij
i=1
halboffene n-dimensionale Intervalle;
[5,[;] = Q [ai,bi]
i=1
abgeschlossenes n-dimensionales Intervall.
Letzteres wird, da es beschrénkt ist, auch

kompaktes n-dimensionales Intervall genannt.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



KAPITEL 12. INTEGRATION VON ABBILDUNGEN AUS DEM RY IN

106 DEN RM
Sei T € {[a ,b],[@,b), (@, b], (@ } Dann heifit
IZ| = H (bi —a;) MaB oder Inhalt von Z,
i=1

im Fall n = 2 auch Flache,

im Fall n = 3 auch Volumen.

Die folgende Definition beschéftigt sich mit dem mehrdimensionalen Analogon
einer Zerlegung. Diese wird, analog zur Definition mehrdimensionaler Intervalle,
definiert als kartesisches Produkt eindimensionaler Zerlegungen.

Definition 12.2

Seienn € Nund Z := Q [a;, b;], also Z ein kompaktes n-dimensionales Intervall.

(i) Eine Zerlegung Z oder eine Partition von Z ist das kartesische Produkt

Z = X Z = Zx... %2,
=1

von Zerlegungen Z1,..., 2, der Komponentenintervalle
[al, bl], PN [an, bn]

(ii) Die Elemente von Z; X ... x Z, heiflen die Teilpunkte der Zerlegung Z.

(iii) Die Teilintervalle von Z erhdlt man, indem man in dem kartesischen Pro-
dukt 77 x ... x 7, die 7; jeweils alle Teilintervalle von Z; durchlaufen
laBt.

(iv) Unter der Norm oder Feinheit versteht man das Maximum der Feinheiten
der Einzelzerlegungen:

|Z] = mix | 2] = méx (max{]m xﬁ.f"”|}),
wobei m; die Anzahl der Zerlegungspunkte der eindimensionalen Zerle-
gung Z; darstellt.

(v) Eine Folge { 2} ke von Zerlegungen heifit eine ausgezeichnete Zerlegungs-
folge, wenn ihre Feinheit mit wachsendem £ gegen Null konvergiert:

1zl — 0

(k—00)
Beispiel 12.1
n =2 R 7T = [al,bl] X [ag,bg],
Zl = {alzxo,xl,...,xk:bl},
ZQ = {(12 =Y0,Y1,---,Yl :b2}
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Dann besteht die Zerlegung Z := Z; x Z5 aus allen Punkten der Form

(i, ;) (i €{0,...,k},5€{0,...,1}),

— das sind die Teilpunkte von Z — wéhrend ein typisches Teilintervall von Z die
Gestalt

Rij = [mi-1, 7] X [yj-1, ]
hat, s. Abb. 12.2.

b2

az

al bl

Abbildung 12.2: Zerlegung eines zweidimensionalen Intervalles

Definition 12.3

—

Seien m,n € N, 7 := [@,b] (C R"), f eine beschrinkte reellwertige Funktion
auf Z und Z eine Zerlegung von Z mit den (einfach durchnumerierten) Teilin-
tervallen 7y, ...,Z,.

(i) my = inf f(Z) , My, := sup f(Z) (ke{1,...,m})
Tk Ty
(ii)) S(2) = > my - |y Untersumme -
k=1
S(Z) = My, - | Zy| Obersumme -
k=1

von f bzgl. der Zerlegung Z.
(iii) Sei B := {51, . ,{m} eine Menge von Zahlen mit der Eigenschaft
& € I (ke {1,...,m}),

ein sog. Zwischenpunktsystem oder eine Besetzung von Z. Dann heifit der
Ausdruck

S(Z,B) ==Y f(&)-|Tl
k=1

eine Riemann’sche Summe oder eine Zwischensumme von f zur Besetzung

B, s. Abb. 12.3.
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(&irmy)

/

> L2

Abbildung 12.3: Séule einer Riemann’schen Summe der Zerlegung fiir ein Vo-
lumen

Man beachte

FEine Unter- oder Obersumme ist nicht notwendig eine Riemann’sche Summe.
Warum nicht?

Der folgende Satz liefert — wie im Eindimensionalen auch — die Grundlage fiir
die Definition von Integralen mit Hilfe von Unter- und Obersummen bzw. Rie-
mann’schen Zwischensummen:

Satz 12.1

(i) Sei Z’ eine Verfeinerung von Z, d.h. eine Zerlegung, welche gegeniiber
der urspriinglichen Zerlegung zusétzliche Teilpunkte enthélt. Bzgl. dieser
Verfeinerung sind die Untersummen monoton wachsend, die Obersummen
monoton fallend, i.e.

52) <82y . 82 =582

(ii) Seien Z; und Zy zwei beliebige Zerlegungen. Dann gilt:

S(21) < S(29).

Insbesondere sind alle Untersummen nach oben und alle Obersummen
nach unten beschrankt.

Nach dem letzten Satz gilt fiir jede Folge { Zj } e von Zerlegungen mit immer
kleiner werdenden Feinheit, dal sowohl die zugehorige Folge {S(Z)}ren der
Untersummen (weil sie monoton steigt und nach oben beschrinkt ist) als auch
die zugehérige Folge {S(Zk)}xew der Obersummen (weil sie monoton fiillt und
nach unten beschrinkt ist) jeweils einen Grenzwert hat.

Damit ist die nachstehende Definition sinnvoll. Man beachte, dafl f nach Vor-

-,

aussetzung auf dem Intervall Z = [@, b] beschrénkt ist.
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Definition 12.4

(i)

(i)

(iii)

Das untere (Riemann)-Integral ist definiert durch

?[ f(@)dz := sup{S(Z): Z ist Zerlegung von Z};
z

Das obere (Riemann)-Integral ist definiert durch

f f(#)dZ := inf {S(Z): Z ist Zerlegung von Z};
z

Gilt ?[ f(@)dz = f f(Z) dZ, so heifit f iiber (oder ,auf* oder ,in“)
T I

7 (Riemann)-integrierbar, und

/f(i“’)df = ?[ f(Z)dz <= f f(a?’)da?)
A A A

heifit das (Riemann)-Integral von f iiber Z.

Bemerkung

(i)

(i)

Eine andere Schreibweise fiir das (mehrdimensionale) Integral ist auch
[ f(z1,...,2n) d(x1,. .., 2,). Die Schreibweise [ f(z1,...,2,)dz1 .. .dxy,
z z

wird hier (noch) nicht verwendet, da sie von der Idee her etwas Anderes
bedeutet.

Auch hier hitte man anstelle abgeschlossener Intervalle bei der Definition
auch halboffene oder offene Intervalle verwenden kénnen: eine Anderung
des (beschrinkten!) Integranden an ,niedriger dimensionalen* Stellen des
Integrationsgebietes (Linien im R?, Flichen im R3, etc. d#ndert den Wert
des Integrals nicht.

Anschaulich ist klar, dafl eine Zwischensumme, genau wie der gesuchte
Fldcheninhalt, ,,zwischen“ Unter- und Obersumme liegt. Deshalb wird bei
der numerischen Berechnung bestimmter Integrale gern von solch einer
Zwischensumme Gebrauch gemacht.

Seien Z eine Zerlegung und B eine Besetzung des Intervalles 7.
Dann gilt:

m- || < S(2) < SB,2) < S(2) <M-|T|
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Beweis
Fiir jedes k € {1,...,n} gilt die Abschétzung

m < my < f(&) < M < M,

dann ergibt sich die Behauptung nach Multiplikation mit |Zj|
und anschliefender Summation.

Wihlt man eine Folge {2 }renw von Zerlegungen mit abnehmenden Fein-
heiten, so gilt fiir die dazu gebildeten Zwischensummen im Falle der Inte-
grierbarkeit von f:

N
!ﬂ@ﬁ=;g&§y@wmo

Dies erkléart die Symbolik der Verwendung eines stilisierten ,,S* fiir das
Integralzeichen ,, [

ZN

(iv) Im Falle n = 1 stimmt das eben definierte Integral genau mit dem eindi-
mensionalen Riemann-Integral iiberein. Daher nennt man im Falle n > 1
J7 f(%) dZ auch ein mehrfaches oder mehrdimensionales Integral.

(v) In den Anwendungen existieren fiir zwei- und dreidimensionale Integrale
auch andere Schreibweisen:

@n=2:  [f@d7 = [f o) der)
7 7

Statt d(z1,x2) schreibt man auch dA oder dF und nennt diesen Aus-
druck das Fldchenelement.

0 n=3: [ 1@ dz = [[f flaran ) dar,am o)
T T

Statt d(z1, 2, x3) schreibt man auch dV und nennt diesen Ausdruck
das Volumenelement.

Zuerst wird in der folgenden Definition der Menge aller iiber einem (mehrdi-
mensionalen) Intervall Z integrierbaren Funktionen eine Bezeichnung gegeben:

Definition 12.5

Sei 7 ein beschrinktes offenes, halboffenes oder abgeschlossenes mehrdimensio-
nales Intervall. Dann wird definiert (, R* steht fiir Riemann):

R(Z) = {f: f:Z — R, f ist beschriankt und iiber 7 integrierbar}

Direkt aus der Definition ergeben sich die folgenden Rechenregeln, welche denen
der eindimensionalen Integration vollig analog sind.

Satz 12.2

Seien n € IN und 7 ein n-dimensionales Intervall.
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(i) R(Z) zusmmen mit der fir Funktionen auf einem gemeinsamen Defini-
tionsbereich erkldrten Addition und Skalarenmultiplikation bildet einen
Vektorraum.

(ii) Die Abbildung

/(f(f)+g(f))df = /f(f)da? + /g(f)df
z I
/(A-f(f))df = A-/f(f)df
T

fir alle f,g € R(Z), A € R.
(iii) f,g € R(Z) = (f-9) €R(I)

raeR@, gt >0 — (L) erm

Man beachte
Der Vorgang der Integration ist aber nicht multiplikativ, d.h. es gilt

Je@-s@yie # [i@a - [oma

T

ff(f) dz
)df # T

fg(a:) dz

T

(iv) Monotonie des Integrals:
Fir f,g € R(I), f(&) < g(Z) (¥ €T) ist

/f(:E’)d:E’ < /g(f)df;
I

insbesondere gelten fiir ¥ € 7:
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(v) Absolute Integrierbarkeit von f:
Fir f € R(Z) ist auch |f| € R(Z), und es gilt

‘ /f(f) di
T

< [11@]az
A

12.2 TIterierte Integrale

Nun fehlt noch ein bequemes Verfahren, um das Integral [ f(Z) dZ zu berech-
nen; bisher hat man dazu nur die Definition iiber eine Riemann’sche Summe
zur Vefiigung. Dabei wihlt man eine Folge von Zerlegungen mit abnehmender
Feinheit, berechnet fiir jede dieser Zerlegungen eine Riemann’sche Summe und
dann den Grenzwert. Das Ganze klingt nicht sehr attraktiv, ist fiir numerische
Zwecke aber ganz brauchbar:

Man verzichtet auf die Grenzwertberechnung und approximiert
stattdessen das Integral durch eine Riemann’sche Summe mit einer
einigermaflen feinen Zerlegung.

Die explizite Berechnung eines mehrdimensionalen Integrals wird i.a. mit Hilfe
des folgenden Satzes von Fubini durchgefiihrt. Dieser zeigt, dafl man in den
praktisch wichtigsten Féllen ein mehrfaches Integral durch wiederholte ,einfa-
che“ Integrationen auswerten kann. Vorausgesetzt werden muf3 dabei natiirlich,
daBl die ,,einfachen“ Integrale existieren.

Satz 12.3 (Satz von Fubini)

Seien m,n € IN und

Zz CR"” ein kompaktes Intervall
Iy CR™ ein kompaktes Intervall
A = If X Ig

f sei auf Z integrierbar, d.h. f € R(Z). Das Integral ¢(y) := /f(a?’, y) d¥
existiere fiir jedes i € Zy.
Beh.

(i) g ist auf Z; integrierbar.

i [r@paen - [ ( / f(f,mdf)dg.
A

Iy Iz
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Beispiel 12.2
I, = [0,2] € R
Z; = [1,2]x[2,3] € R?
— I=71xI; C R

Sei f: T — R definiert durch

2.%'1

flzi,y1,y2) = ) ((z1,y1,92) € T)

Dann 148t sich f € R(Z) zeigen. Ferner existiert

2

4
1,92 = Tl = 75
90 y2) 0/ y1+y2 (y1 + y2)?

fiir jedes g: <Z/17y2> S [172] x [273]

Dann erhélt man fiir das dreidimensionale Integral die Reduktion

/(y12+$1y2)2d(xlayla3/2) = /(/(yfflyﬁdxl)d(yl’yz)
7

= I/<(y1fy2)2)d(y1, Y2).

Das letzte zweidimensionale Integral gestattet nun die nochmalige Anwendung
des Satzes von Fubini, und man erhélt
2
dys
<1/ (y1 +y2)? >

/ <(y1fy2)z>d<y1,y2> _
7

4 y1=2
[_m]w:l dy2

<

Y

4 4
[ (y2 +2) - (y2 + 1)} Ay

y2=3

I
— w\w W, NS,

—4In(ys +2) +41n(ys + 1)} )
Yy2=

= 4(—1n5+ln4+ln4—ln3)

= 41nﬁ = 411&E
35 15
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Bemerkung

Die Symmetrie des Integranden m im zweiten Teil des letzten Beispiels
148t vermuten, dafl die Integrationsreihenfolge auch vertauscht werden darf:
Integration zuerst nach yo, danach nach y;.

Unter der Voraussetzung der Existenz aller auftretenden Einzelintegrale ist das
auch wahr:

Satz 12.4 (Vertauschung der Integrationsreihenfolge)

Seien m,n € IN und

Iz CR"® ein kompaktes Intervall
Iy CR™ ein kompaktes Intervall
T = If X Ig*

Die folgenden Integrale mogen existieren:

7
/f(a_:', y)dz fiir jedes i € Zy
Iz
/f(f, y)dy  fiir jedes T € Tz
Ly
Dann gilt:
/f(a?, §)d(&,5) = /( F@E ) df)dgj - /</f(f, 7) dgj)d:? 12
z Iy Iz I; Iy

Durch mehrmalige Anwendung des letzten Satzes erhilt man dann den fiir die
Praxis des Integrierens so wichtigen folgenden

Satz 12.5

Seien n € N, 7 := [a1,b1] X ... X [an,by]) und f € C(Z). Dann ist f iiber 7
integrierbar, und es gilt:

n b1

I/f(a‘:’) 4z = / ( <Zf(m1,...,xn)da:1> ...>d:pn, (12.2)
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oder kiirzer, unter Fortlassung der Klammern

bn by
I/f(f)d:&' = a/u-Zf($1,.--,$n)d$1--.dfﬁn-

n

Die Reihenfolge der Integrationen darf hierbei beliebig gew#hlt werden.

Bemerkung

(i)

Aus der Existenz der iterierten Integrale

f(]lf(xl’@)dxl)d‘rz und 7<7Qf($1,x2)dx2>dq:1

braucht nicht die Existenz des Bereichsintegrals

/ F(a1, 22) d(1, 22)
A

zu folgen.

Umgekehrt braucht aus der Existenz des Bereichsintegrals
[ ) dar,
T

auch nicht die Existenz der iterierten Integrale zu folgen.

Ist f allerdings stetig auf dem Rechteck [a1, b1] X [az, ba], so existieren nach
dem letzten Satz alle drei Integrale und sind gleich.

Hat die Funktion f die Form

f(z1,22) == fi(w1) - fa(x2)

mit f; € C([al,bl]), fa € C([ag,bg]), so existieren alle Integrale, und es
gilt

b1 b2
f(x1,22)d(z1,22) = [ fi(w1)dzy- [ fo(xo)dxs.
/ Joevi |

Beispiele 12.3

Die in den folgenden Beispielen auftretenden Integrale haben auf ihrem jeweili-
gen Integrationsgebiet stetige Integranden, so daf sie die Anwendung von Satz
12.5 {iber die Vertauschung der Integrationsreihenfolge gestatten.
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(i) Z := [1,2] x [1,2] , /e”y d(z,y)
T

= (o
2.3
() 7= xpx0Y [ )
T
2.3 ;
-z
/Wd(w,y,z) = /2 23 dz dy dx
T 0
1
_ / 2
4
0
= farctan /
0
_ o1
16 3 48
(i) Z := [0,5] x [0,5] : [sinz - siny - sin(z + y) d(z, y),
T

s. Abb. 12.4.

/sinaj siny - sin(z + y) d(z, y)
T
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Abbildung 12.4: Graph der Funktion f(z,y) =sinx -siny - sin(x + y)

w/2 /2

= /sinac- /siny~sin(x+y)dydx
0 0
w/2 /2

= /sinz-/;[cos((y—(:c—l—y)) — cos((y—i—(w-i-y))]dydx

1
= /sinx-/Q[cosx — cos(a:+2y)} dy dz

/2 w272
1 1
= 2/sina:-cosxda:'72r - 2//sinx-cos(a;+2y)dydac

0 0 0
/2 w/27/2

- Z/Sin%dm - i//{sin((x—(x—i—Qy)) - sin((:c—i—(x—i—Qy))} dy dx

0 0
w/27/2

1
+ i / /[sinQy — sinQ(x—i—y)} dy dx
0 0
w/2

: % [cos Zy} 2/2 + é / [cos 2(x + y)} Z:;F/Q dx
0

= - 116 [cos 23:} "

ool 3
S

w/2
1
+ 3 / [cos(2x+7r) - cos?:c} dx
0

ool 3
e
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w/2
T 1
= 7 4/cos2xd:v
0
1 /2
= 7 sl
_ T
4
Aufgabe

f sei auf dem Intervall [a, b] stetig und positiv. Dann gilt:

/bf(x)dx /bfé:)dx > (b—a)?

Hinweis:

Sei L der Wert der linken Seite der Ungleichung und 7 := [a, b] X [a,b]. Dann
folgt

also ist

;!(ﬁg + ;Eg) d(z,y) = 777

(Hauptnenner und eine schlaue Abschétzung)
Beispiel 12.4
0o +1
cosh e 2
d d > (1—-(-1 =4
/ e” v (/ cosh x v o= ( ( ))
1 1

12.3 Integration iiber Normalbereiche

Es reicht nun nicht aus, nur iiber Intervalle integrieren zu kénnen, man will
auch iiber andere Bereiche des R"™ integrieren, z.B. iiber Kugeln, Zylindern
oder beliebigen (zunéchst beschrénkten) Teilmengen des R™.

Ganz , beliebig“ klappt zwar nicht, ist allerdings auch nicht nétig.
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Definition 12.6
Seien 7 := [a,b] und ¢1, ¢2 € C(Z) mit

p1(z) < ha(z) (z € T).
Dann heif3t die Menge

N:p = {(m,y) By GIa ¢1($) <y< ¢2(5L‘)}

ein Normalbereich (auch: zylindrischer Bereich) bzgl. der x-Achse, s. Abb. 12.5.

1Y ®2

b1

Abbildung 12.5: Normalbereich bzgl. der xz-Achse

Beispiel 12.5

Welches sind die Begrenzungsfunktionen ¢; und ¢ des Normalbereiches aus
Abb. 12.67

" ¢2 bzw. 19

o1 2

Abbildung 12.6: Normalbereich bzgl. der - und der y-Achse

Losung
Z = |[0,2n]
d)l (SU) = O
po(x) = —gz+m (z € T =[0,2n])

Ein Normalbereich N, ist abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt, und
stetige Funktionen lassen sich {iber ihn integrieren:
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Satz 12.6
Ist f € C(N), so gilt

b $2(x)

N{ fa)dey) = | ( f<x,y>dy>dx.

a  ¢1(z)

Selbstverstidndlich lassen sich Normalbereiche auch bzgl. der y-Achse definieren:

Definition 12.7
Seien J := [¢,d] und 91,19 € C(J) mit

Vi(y) < a(y) (yeJ).

Dann heifit die Menge

Ny == {{z,y9): y€ T, ¥1(y) <z < a(y)}

ein Normalbereich (auch: zylindrischer Bereich) bzgl. der y-Achse, s. Abb. 12.7.

w1< N > 2

Abbildung 12.7: Normalbereich bzgl. der y-Achse

Beispiel 12.6

Welches sind die Begrenzungsfunktionen t; und 19 des Normalbereiches aus
Abb. 12.6, dieses Mal aufgefait als Normalbereich bzgl. der y-Achse?

Loésung
J = [0,7]
viy) = 0
Po(y) = —2y+2m (yej: [Oﬂr])

Wiederum lassen sich stetige Funktionen, da A, als Normalbereich abgeschlos-
sen und beschrénkt, also kompakt ist, iiber V, integrieren:
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Satz 12.7
Ist f € C(Ny), so gilt

Pa(y

I /d ( / )f(m,y)dx>dy-
N, ¢

P1(y)

Satz 12.8

Seien A ein Normalbereich bzgl. beider Achsen und f € C(N). Dann gilt eine
Vertauschung der Integrationsreihenfolge in der folgenden Weise:

b ¢a2(x) d  v2(y)
[rewaey = [ ( f(x,wdy)d:c -/ ( / f(m)dx)dy.
N a  ¢1(x) ¢ Pi(y)

Beweis

Wegen der Stetigkeit von f auf dem Normalbereich A/ (bzgl. beider Achsen)
ist der Satz iiber die Vertauschung der Integrationsreihenfolge (Satz 12.4) an-
wendbar. Damit ist jedes der beiden Doppelintegrale auf der rechten Seite der
Gleichung gleich dem Bereichsintegral auf der linken Seite, insbesondere sind
die beiden Doppelintegrale gleich.

Beispiel 12.7

Zu berechnen ist das Integral

[ vatam

B
durch eine iterierte Integration bzgl. B aus Abb. 12.6 als eines Normalbereiches
bzgl. der x-Achse.
Loésung

In Beispiel 12.5 wurden die Grenzen des Bereiches B als eines Normalbereiches
bzgl. der z-Achse schon bestimmt. Man erhéilt

21 _%QH‘T" 2 N
Yy=—75 T+7
/e“yd(a:,y) = /( / e“ydy)d:c = /{e”y} 02 dx
B 0 0 0 .
2m
= /[eéx'”—ez} dx = [Ze%w‘”—exr:27r
=0

262”—e27r—2e”—|—1) = (e’r— 1)2

I
—~ O
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Aufgabe

Man berechne dasselbe Integral

[ vatan,
B

dieses Mal aber durch eine iterierte Integration bzgl. B aus Abb. 12.6 als eines
Normalbereiches bzgl. der y-Achse, s. Beispiel 12.6.

Bemerkung

(i) Rechtecke, Kreise und Ellipsen sind Normalbereiche bzgl. beider Achsen.

(ii) Die oben eingefiihrten Begriffsbildungen und Aussagen lassen sich ohne
Schwierigkeiten auf héhere Dimensionen verallgemeinern. Da in den An-
wendungen besonders der dreidimensionale Fall von Interesse ist, begniige
ich mich hier mit dessen Beschreibung.

Definition 12.8

Seien A ein Normalbereich bzgl. der z- oder der y-Achse und seien

o1, 02 € C(A) mit
P1(2,y) < da(x,y) (z,y) € A).
Dann heifit die Menge
Nay = {(z,y,2) : (z,y) € A, ¢1(z,y) < 2 < ga(w,y)}

ein Normalbereich (auch: zylindrischer Bereich) bzgl. der (x,y)-Ebene.

Satz 12.9
Ist f € C(Ngy), so gilt

/f(w,y,Z)d(w,y,Z) = //<¢7’y)f(w,y,2)d2>d(w,y)-
Nay A ¢(zy)

Wie stellt man jetzt im konkreten Fall fest, ob eine Funktion f iiber einen
Bereich B integrierbar ist oder nicht? Die unmittelbare Definition 12.4 ist dafiir
i.a. nicht geeignet. Einerseits mochte man eine moglichst grofle Teilmenge der
integrierbaren Funktionen zur Verfiigung haben, andererseits soll es moglichst
einfach sein zu entscheiden, ob eine Funktion Element dieser Menge ist oder
nicht.
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e Ist f stetig und B ein Quader, so hilft Satz 12.5.

e Ist f stetig und B ein Normalbereich, so helfen die Sétze dieses Abschnit-
tes.

o Ist f stetig und B kein Normalbereich, dann mochte man diesen Bereich
gern so in Teil-Normalbereiche zerlegen, dafl man iiber die einzelnen Teil-
bereiche integrieren und die Integrale hinterher addieren kann. So, wie
man {iber ein eindimensionales Intervall [a,b] dadurch integrieren kann,
daB man dieses Intervall in Teilintervalle zerlegt und iiber die einzelnen
Teile integriert:

[a,b] = [a,c]U]c,b] = /bf(x)dx = /Cf(x)da:+/bf(:n)dm

Dabei ist es unerheblich, wie f an den Randpunkten definiert ist. Ja, man
kann eine auf einem Intervall [a,b] definierte beschrinkte Funktion an
endlich vielen Punkten dieses Intervalles abéndern, ohne dafl das Integral
etwas davon ,,merkt“. Auf diese Weise kann man die Teilintegrale an den
Randpunkten der Intervalle — hier ¢ — zusammenbauen, ohne daf sich ihr
Wert dndert.

Was entspricht nun im R™ mit n > 1 den endlich vielen Punkten eines In-
tervalles? Es zeigt sich, daf} ,endlich viele (n—1)-dimensionale beschrinkte
Teilmengen“ des R™ die geeignete Ubertragung ist:

— , Linienstiicke* im R?

— , Flichenstiicke* im R?

— etc.

Etwas allgemeiner ist die folgende Definition ,,diinner Mengen* im R", mit der
man aber einfacher rechnen kann:

Definition 12.9
Seien n € N und N C R". N heifit eine (Jordan-) Nullmenge, falls gilt:

Zu jedem ¢ > 0 existieren eine Zahl m € IN und m Intervalle Zy,...,Z,, C R"
mit

m m
N C UIk und Z|Ik|<€.
k=1 k=1

Eine Menge N ist also dann eine (Jordan-) Nullmenge, wenn es endlich viele
Intervalle 7y, ...,Z,, beliebig kleiner Gesamtléinge gibt, deren offene Kerne N
iiberdecken.

Beispiele 12.8

(i) Endlich viele Punkte in R bilden eine Nullmenge. Beweis?
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(ii) Abzahlbar unendlich viele Punkte bilden eine Nullmenge, wenn sie be-
schrinkt sind, sonst nicht.

(iii) Anschaulich klar ist, daB eine (beschrinkte) Linie eine Nullmenge im R?
ist, s. Abb. 12.8.

-

Abbildung 12.8: Nullmenge im R?

(Jordan’sche) Nullmengen sind also die mehrdimensionale Verallgemeinerung
von einzelnen Punkten in der eindimensionalen Integrationstheorie. Dort konnte
der Funktionswert des Integranden an einzelnen Punkten abgedndert werden,
ohne den Wert des Integrals zu beeinflussen. Ein analoger Sachverhalt gilt hier:
bei der Berechnung eines bestimmten Integrals kommt es auf Nullmengen nicht
an.

So ldBt sich auch ein mehrdimensionaler Integrationsbereich in einzelne Teil-
bereiche zerlegen, iiber welche additiv integriert werden kann. Diese kénnen
sich in Randpunkten iiberlappen, welche Nullmengen sind, etwa Kanten von
Rechtecken im R? oder Seitenflichen von Quadern im R>.

Schliefflich braucht der Integrationsbereich A selbst auch kein Normalbereich
zu sein, es reicht, wenn er ein sog. (Jordan-) meBbarer Bereich ist (vgl. dazu
auch Definition 12.12):

Definition 12.10
A heifit ein (Jordan-) mefBbarer Bereich

<= A ist kompakt und A := A\ A ist eine (Jordan)-Nullmenge.
Der folgende Satz fafit die diesbeziiglichen Ergebnisse zusammen.

Satz 12.10

(i) Seien N eine Nullmenge und f : N — R eine beschriinkte reellwertige
Funktion. Dann gilt:

/ f(@)d¥ ist vorhanden und gleich 0.
N

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



12.3. INTEGRATION UBER NORMALBEREICHE 125

(ii) Seien B C R" ein meBbarer Bereich, f € R(B), N' C B eine Nullmenge
und g eine beschrinkte reellwertige Funktion auf B mit

9(%) = [f(T) (7 € B\N).

Dann gilt:
g € R(B) und /g(f) dr = /f(f) dz.
B B

Insbesondere folgt aus dieser Behauptung, dafl es beim Integrieren auf
»endlich viele Funktionswerte nicht ankommt“.

(iii) (Bereichsadditivitédt des mehrdimensionalen Integrals)
Seien A, B C R" zwei einander hochstens am Rand nicht iiberlappen-

de mefibare Bereiche, d.h. es gelte ;l N 105’ = (). Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) feR(AUB)

(b) feR(A) A feR(B)

In diesem Fall besteht die Gleichung

/ f(Z)dT = /f(f)df + /f(f)df.
A B

AUB

Eine grofle und wichtige Klasse von Nullmengen wird durch den folgenden Satz
geliefert. Im wesentlichen besagt er, dafl im R alle beschrinkten , niederdimen-
sionalen Teilbereiche* Nullmengen sind, also beispielsweise Geradenstiicke im
R? oder Ebenenstiicke im R3.

Satz 12.11

(i) Seien B C R"™ ein meBbarer Bereich und f € R(B). Dann ist der Graph
von f

I(f) == {@ f(@): T e B}

eine Nullmenge im R™**.
(ii) Die Menge M sei beschrénkt und enthalten in einer Hyperebene
H; = {Z: ¥eR", z; =c}.
Dann ist M eine Nullmenge im R".

In den folgenden Beispielen sollen diese Begriffsbildungen illustriert werden.
Dabei ist nicht die Berechnung der jeweils auftretenden Integrale das Problem,
sondern die analytische Bestimmung der Grenzen der angegebenen Normalbe-
reiche.
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v Y

} X
—T ™

Abbildung 12.9: Zweidimensionaler Integrationsbereich

Beispiele 12.9

(i) s. Abb. 12.9

0 ¢2(x) $3(z)

Zﬂm,y)d(x,y) = ([ swrar)as + 0/(/ ) dy )da

T ¢1(z)
Gi@) = 0 Gae) = Tatl , Ga(@) = — a1,

1 a(y)

-/ ( / f(x,y>da:)dy,
0 ¢i(y)
Pi(y) = 7(y—1) , y) = 7(1—y).

(i) s. Abb. 12.10

verschobene Normalparabel

T t - X
—1 1

Abbildung 12.10: Zweidimensionaler Integrationsbereich

B = {{z,y): z€[-1,0], y € [ 1—a?]}
U{(m,y>: xE[O,l},y ,(z—1) ]}

= {{z,y): yel0,1], ze[-V1-9% 1-Vy] },

(Vorzeichen !)

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



12.4. MASS (INHALT) VON MENGEN 127

/f(x,y) d(z,y) = /0< 1/_%21"(:17,3/) dy>d;v + /1<(x/1)2f(m,y) dy)dw
B —11 (1)_\/?? 0o 0
_ 0/(_ 1/_y2 f(a:,y)dx)dy

(i) s. Abb. 12.11

Abbildung 12.11: Rotationsparaboloid z = 22 + y?> der Hohe h

B = {(z,y,2): v € [—a,a], y € [—\/@2 — 22,/ a2 -2, z € [a?2+y2,h]},

a Va2—22 h=a?

/f(w,y,Z)d(w,y,z) = /( / (/ f(m,y,z)dz>dy>dx.

B —a /a7 a2 a24y2

Bemerkung

Fiir das letzte Integral ist auch die folgende Schreibweise tiblich:

a Va2—x? h=a2

/f(a:,y,z)d(:c,y,z) = /dw / dy / dz f(z,y,z)
B

T=—a o P =242

12.4 Maf} (Inhalt) von Mengen

Sei 7 := [a,b], also Z ein endimensionales kompaktes Intervall. Seine Lénge
( = sein Inhalt) ist gegeben durch

7] == (b-a).
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Fiir die Lénge von 7 ist es dabei unerheblich, ob 7 abgeschlossen, halboffen
oder offen ist.

Mit Hilfe eines eindimensionalen Integrals 148t sich |Z| auch schreiben als Inte-
gral der konstanten Funktion 1 iiber Z:

b

IZ| = /1dw.

a

Bis auf Einheiten gilt dann fiir den Inhalt der Fliche F, s. Abb. 12.12:

b

a b

Abbildung 12.12: Fliacheninhalt als bestimmtes Integral

Dieser Zusammenhang soll im folgenden etwas néiher untersucht werden.

12.4.1 Inhalt von Ordinatenmengen

Der Inhalt einer Menge wird mit Hilfe von deren charakteristischer Funktion
definiert:

Definition 12.11
Seien n € IN und B C R". Die charakteristische Funktion xg von B ist definiert

durch
(@) 1, ZeB
xr) =
X5 0, feR"\B

Mit Hilfe der charakteristischen Funktion 148t sich die Lénge des Intervalles
T = [a, b] wie folgt schreiben:

b

7] = /1dm _ /Xz(x)d:x _ /Xz(x)dx.

a 7 R

Hierbei ist das letzte Integral formal natiirlich ein uneigentliches Integral.
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Dieser Sachverhalt 148t sich ins Mehrdimensionale {ibertragen, um mit Hilfe der
charakteristischen Funktion Inhalte von Mengen zu definieren.

Definition 12.12
Seien n € IN, BC R" und B # 0.

B heiflt Jordan-mefBbar oder Riemann-meBbar, wenn die charakteristische
Funktion xp iiber B integrierbar ist. In diesem Fall heifit

|B| = /Xg(f)df = /1df = /df

B B B

(n-dimensionaler) (Jordan-) Inhalt von B oder das (n-dimensionale) (Jordan-)
Mag von B.

Ergénzend sei gesetzt:

0] = 0.

Fiir n = 2 bzw. n = 3 wird |B| auch Flidcheninhalt bzw. Volumen genannt.

Bemerkung

Dieser Inhaltsbegriff ist anschaulich sehr naheliegend. Ist B etwa ein Bereich der
(x,y)-Ebene, so wird durch B und das Schaubild der Funktion 1 ein ,,Zylinder
mit der Grundfliche B und der Hohe 1¢ begrenzt, s. Abb. 12.13.

z

A

L

: S~ S

Abbildung 12.13: Fliacheninhalt und Volumen

Sein (anschauliches) Volumen ist gleich dem Flidcheninhalt von B, multipliziert
mit der Hohe 1. Nach der Einfithrung des mehrdimensionalen Integrals sollte
das Volumen auch durch

/ Ld(z,y)

B
gegeben sein; man wird also (bis auf Einheiten) die Beziehung

/ 1d(z,y) = Flécheninhalt von B
B
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erwarten kénnen. Diese Erwartung wird nun durch die obige Inhaltsdefinition
erfiillt.

Im folgenden sollen diese Ideen etwas verallgemeinert werden. Seien dazu

7:=]a,b CR ein eindimensionales Intervall
f+ T —R eine nichtnegative reellwertige Funktion
M(f) = {(z,y): 2T, 0<y < fz)}

ihre sog. Ordinatenmenge, s. Abb 12.14.

a b T

Abbildung 12.14: Ordinatenmenge der positiven Funktion f

Bei der Definition des eindimensionalen Riemann-Integrals wurde der Fliachen-
inhalt von |M(f)| erklart als

b
M(f)l = / f(x) da.

Auf der anderen Seite steht jetzt eine andere Methode der Flichenberechnung
zur Verfiigung;:

M(f)ls = / 1d(z, y).
M(f)

Wie zu erwarten, fithren beide Methoden zum selben Ergebnis. In Zukunft
wird daher bei nichtnegativen Funktionen f fiir beide (gleiche) Inhalte dasselbe
Zeichen |M(f)| verwendet:

M| = [ rdy - /b f(@) do

M(f)

Im Falle einer zweidimensionalen Ordinatenmenge B C R? ist damit die Motiva-
tion gerechtfertigt und formalisiert, welche zum Begriff des zweidimensionalen
Integrals einer nichtnegativen Funktion gefithrt hat (Deutung als Volumen).

Es gilt die folgende Verallgemeinerung;:
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Satz 12.12

Seien n € IN, B C R"™ mefbar, f1, fo : B — R integrierbare Funktionen, und es
gelte

fi(@) < fo(T) (Z € B).

Dann besitzt die verallgemeinerte Ordinatenmenge
M(f1, f2) = {{Z,y): TeB, fi(Z) <y < f(@)}

einen (n + 1)-dimensionalen Inhalt, und dieser ist gegeben durch

M (f1, f2)| = /(f2(5c')—f1(f))df.

B

Beispiel 12.10

Man betrachte die Kreisscheibe K mit dem Mittelpunkt (£, ) und dem Radius
r. Sie ist die verallgemeinerte Ordinatenmenge der beiden Funktionen

fAlx) = n=r?—(z-¢)?
Pax) = 42— (€2

auf B:= [ —r, &+ r], s. Abb. 12.15.

N

§

Abbildung 12.15: Kreisscheibe als verallgemeinerte Ordinatenmenge
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Der Flidcheninhalt von I berechnet sich infolgedessen zu

K = [dy

B

P S 3

T

n—v/r2—(z—¢

&4r
B /[mm) (= V=) da
E—r
&4r
- 9 / mdx [Substitution: t=x— .f]
E—r

= 2/\/r2t2dt

1 1 t]"
= 2[2t t2—|—2r arcsmr

T

= 7r?

12.4.2 Prinzip von Cavalieri

In der Schule lernt man bisweilen das Prinzip von Cavalieri® kennen:

Haben zwei (meBbare) Mengen M und My in gleichen Hohen glei-
che Querschnitte, so sind sie inhaltsgleich.

Beispiel 12.11

Nach dem Prinzip von Cavalieri haben die beiden Mengen aus Abb. 12.16 das-
selbe Volumen.

Beispiel 12.12

Das Cavalierische Prinzip kann benutzt werden, um aus Zylinder- und Kreiske-
gelvolumen das Volumen einer Halbkugel zu bestimmen, s. Abb. 12.17.

Jeweils in der Hohe k € [0, r] betriigt die

Schnittfliiche der Halbkugel: = mp?
Schnittfliche des Zylinders: = 772
Schnittfliche des Kreiskegels: = 7k?

'Bonaventura Cavalieri (15987 - 1647), Freund und Schiiler von Galileo Galilei
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Abbildung 12.16: Korper gleichen Volumens

Mo

r

p

k

Abbildung 12.17: Bestimmung des Volumens einer Halbkugel
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Nach dem Satz des Pythagoras gilt, s. die Bezeichnungen in Abb. 12.17:
o= pt 4 K

— mp? = wr? — 7nk?

Die letzte Gleichung bedeutet, dafl in jeder Hohe k gilt:

Schnittfliche von Halbkugel
= Schnittfliche von Zylinder — Schnittfliche von Kreiskegel.

Nach dem Prinzip von Cavalieri folgt:

VHalbkugel = VZylinder - VKreiskegel
= mrd — %Wr?’
_ 2 3
= 37TT'

Hinter dem Prinzip von Cavalieri, das bereits Archimedes bekannt war, steckt
eine Aussage der Integralrechnung. Da diese ein Licht darauf wirft, wie man
sich historisch und — in der Anschauung auch noch heute — eine Integration
plastisch vorstellt, mochte ich etwas niher darauf eingehen.

Satz 12.13  (Prinzip von Cavalieri)
Die Menge M C R" sei beschrinkt, mefibar und liege ganz zwischen den zwei
Hyperebenen

Ho = {%: =1 =a} und Hp = {Z: =1 =0b}

(0.B.d.A. wird x; ausgezeichnet). Fiir jede Zahl ¢ € [a,b] besitze der Durch-
schnitt der Hyperebene

Hy = {Z: 1=t}
mit der Menge M einen (n — 1)-dimensionalen Inhalt ¢(t).

Dann ist die Funktion ¢(-) iiber [a,b] integrierbar, und der Inhalt von M ist

gegeben durch
b

M| = / a(t) dt.

a

Beweis
Der Beweis ist eine einfache Anwendung des Satzes von Fubini (Satz 12.3):
(1.) Seien xq die charakteristische Funktion von M, Z := [a,b] und J ein

(n — 1)-dimensionales kompaktes Intervall im (zs,...,z,)-Raum, das so
grof} sei, dafl M C 7 x J gilt. Definitionsgeméf ist also

M| = /XM(f)df = /XM(f)df.

M IxJ
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(2.) Fiir jedes t € [a, b] ist nach Voraussetzung
/XM(t,xg, ceoyy))d(xe, ..., x,) vorhanden und gleich ¢(t).
J

(3.) Nach dem Satz von Fubini existiert demnach [ ¢(¢) dt, und es gilt
7

M| = /(/XM(t,xQ,...,xn))d(xg,...,xn)>dt _ /bq(t)dt.

J

Beispiel 12.13

Berechnung des Rauminhaltes der Kugel
K = {{z,y,2): (@—20)*+ (y—w0)>+ (2 —20)* < r’}
Die Kugel liegt zwischen den beiden Ebenen
xrT=1x9—7T und r = x94T
Thr Querschnitt mit der Ebene
x =1 (xo—r<t<azo+r)

ist eine (evtl. zu einem Punkt degenerierte) Kreisscheibe mit dem Radius
(Abb. 12.18)

A
xo+ T
X0

ro—T
Y,z

Abbildung 12.18: Berechnung des Kugelvolumens mit dem Prinzip von Cavalieri
Der Flidcheninhalt der Kreisscheibe in der Hohe ¢ betragt
q(t) = mp? = 7T[7“2 —(t— xo)Q].

Infolgedessen ist das Kugelvolumen gegeben durch

xo+r r
4
V =mn / [r2—(t—m0)2] dt = w/(rQ—UQ) du = §7r7°3.
To—T Zr
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Bemerkung

Wenn man das Kugelvolumen ohne den Satz von Cavalieri berechnen wollte, so
miifite man etwa wie folgt vorgehen:

Die Kugel K ist die Menge

K = {(:c,y,z): (x,y,2) € R?,

o —r <z < x09 + T,
—Vri—(z—x0)? <y < Vr2-(z—1x0)?,
—Vr?—(z -z —(y—w0)? <z < VrP—(z—20)?—(y—w)? }

und das Kugelvolumen ist gegeben durch

Kl = [1d@)

K

wotr  VrP—(@—w0)2 /12— (z—20)2—(y—y0)?
= / dx / dy / dz
TN i (amw0)? —\/r2=(a—w0)2~(y—0)?

3
= ... = -7@re.
3
Die letzte Rechnung ist, wenn man sie denn ausfiihrt, eine ziemlich umstéand-
liche Angelegenheit. Spéter wird das Volumen einer Kugel sehr leicht dadurch
berechnet werden kénnen, dal man angepafite Koordinaten einfiihrt, sog. Ku-
gelkoordinaten.

12.5 Uneigentliche Integrale

In den Anwendungen werden auch Integrale iiber nicht beschriankte Bereiche
sowie Integrale mit nicht beschrénkten Integranden gebraucht.

Beispiel 12.14

In einem (moglicherweise unbeschréinkten) Gebiet G des R3 sei durch p(F) ei-
ne Ladungsdichte definiert. Dann ist die Gesamtladung @) gegeben durch das
uneigentliche Integral

Q = [ oia)az.
g

Wie bei uneigentlichen Integralen im Eindimensionalen werden uneigentliche
Integrale im R"™ als geeignete Grenzwerte von eigentlichen Integralen definiert,
also solchen iiber Jordan-Bereichen. Dazu braucht man eine Vereinbarung iiber
die ,,Konvergenz“ von Jordan-Bereichen gegen offene Mengen:
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Definition 12.13

Seien n € IN und G C R" offen. Sei { M }rew eine Folge von Teilmengen des
R". { M} }ren heifit eine Ausschépfung von G (mit Jordan-Bereichen), falls gilt:

(i) My, ist ein Jordan-Bereich im R™ (ke IN)

(ii) MpCG (k€ IN)

(i) My C My (k€N

(iv) Zu jeder kompakten Teilmenge K C G gibt es eine Zahl kg € IN, so dafl
K C My, ist fiir alle & > k.

Bemerkung

Zu jeder offenen Menge G C R™ gibt es eine Ausschopfung: dazu ,,zerlege* man
den Raum in Wiirfel der Kantenlénge 1, durch Halbieren der Kanten jeden
Wiirfel in 2" Wiirfel der Kantenlénge % etc. und nehme als M, die Vereinigung
aller derjenigen Wiirfel der k-ten Zerlegung, die in

GNn{Z: TeR", |z <kie{l,....n}}
liegen.
Ist G = R", so bilden die Wiirfel
Wi:= {Z: ZeR", |z[; <k, ic{l,...,n}} (k € IN)
und auch die Kugeln
Ki:= {zZ: ZeR", |Z|| <k} (k € IN)

jeweils Ausschopfungen.

Definition 12.14

Seien n € IN, G C R" offen und die reellwertige Funktion f iiber jedem (kom-

pakten) Jordan-Bereich M C G (eigentlich) integrierbar. Das uneigentliche In-

tegral [ f(Z)dZ heiBt existent oder konvergent, falls fiir jede Ausschopfung
g

{Mj}ren von G der Grenzwert klim [ f(Z)dZ existiert. Es ist dann
—>OOMk

/f(i?’) Az = klim /f(f) dzr ({My}kew eine Ausschdpfung von G).
— 00

g My,

Wieder mufl gezeigt werden, dafi der Grenzwert, wenn er denn existiert, nicht

von der Wahl der Ausschopfungen abhéngt, man also bei einer anderen Wahl

der Ausschopfung zum selben Grenzwert gelangt; ansonsten wére die Definition

sinnlos.
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Bemerkung

Sindn=1,-00 <a<b<o0,G:=(a,b) und {ag}renw bzw. {bx}ren gegen a
bzw. b konvergente Folgen mit

a<ap<ap.1<bp,_1<b,<b (k € IN)

(etwa ag :=a+ %, by :=b— %), dann ist { My }rew mit My = [ag, bg] (kK € IN)
eine Ausschopfung von (a,b).

Beispiel 12.15

=112
Sei n € IN. Dann existiert /e_”x dZ.
Rn

(a) Der Integrand el (Z € R") ist auf ganz R" stetig, damit also integrier-
bar iiber jedem Kompaktum.

(b) Sei ¢ := ( J et dt)n. Man kann mit einer Abschétzung leicht beweisen,

[0.9]
dafl das uneigentliche Integral [ e~ dt existiert (wie?).
—0o0

(c¢) Im folgenden wird nachgewiesen, daf fiir jeden Jordan-Bereich M C R"

/e—uf? d7 < ¢

M

gilt. Damit ist die Behauptung bewiesen, da der Integrand positiv ist, eine
monoton wachsende Folge von Jordan-Bereichen somit eine monoton wach-
sende und beschrinkte Folge von Integralen definiert, welche gegen einen
Grenzwert konvergieren muf.

Seien M C R" ein Jordan-Bereich und k € IN so gewahlt, dal M in dem
k-ten Ausschopfungswiirfel Wy, des R™ liegt:

MCW, = {Z: TeR", o] <k, ie{l,....n}} (keN).

(Da M als Jordan-Bereich insbesondere beschrinkt ist, existiert natiirlich
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eine solche Zahl k.) Wegen der Positivitéit des Integranden e 171 ist dann

/ 7 gz < / R

M Wy
k k k
(Satz 12.5) = /(/ < .. </ e Tl o~ dmn> > dx2> dxy
—k —k —k
k k k
= (/ e~ dxn> /< .. </ e Tie T . e Tn dmn1> > dxq
—k —k —k
n K
=1 Tk

Bemerkung

Im néchsten Abschnitt (Beispiel 12.21) wird gezeigt, dafl

oo
/ e dt = r
—0o0
gilt. Somit ist also
/ eI gz = 7%,

R™

Bemerkung

Man hiite sich trotzdem, uneigentliche Integrale so zu behandeln als wiren es
nur verkappte eigentliche Integrale. Insbesondere der Satz iiber die Vertausch-
barkeit der Integrale stetiger Funktionen auf kompakten Mengen (Satz 12.5)
darf ohne weitere Voraussetzungen nicht so einfach auf uneigentliche Integrale
iibertragen werden. Dazu ein Beispiel:
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Beispiel 12.16

Die beiden iterierten Integrale

Yy Ty
I:z/(/dx)dy und J:z/(/dy)dx
(z +y)? (z +y)?
1 1 11
unterscheiden sich nur in der Integrationsreihenfolge. Fiir I erhilt man
Yy r+y—2
= [ [
(z +y)? (z +y)?
1 1 11
= —=dx |dy — /</d$)dy
/(/kw+w2 > (z +y)?
1 1 11
. e [ i
/(($ + y) :E—l) 1 (:E + y)2 r=1

e}

- o [t
1+y (1+y)?
1

o (e} [e.e]

14y Y B 1
1/<1+y>2dy i 1/<1+y>2dy - /<1+y>2dy

[e.9]

1
(1+vy)

N —

y=1

Aus Symmetriegriinden ist dann J = —% #1.

12.6 Substitutionsregel (Transformationsformel fiir
Mehrfachintegrale)

12.6.1 Problemstellung

Die Berechnung eines Mehrfachintegrales wird mit Hilfe des Satzes von Fubini
und seiner Folgerungen (Sétze 12.3, 12.4 und 12.5, p. 112 - p. 114) zuriickgefiihrt
auf die sukzessive Berechnung einfacher Integrale. Wird dabei nicht iiber ein
mehrdimensionales Intervall integriert sondern iiber einen allgemeineren Nor-
malbereich, so erfordert dieser Prozefl dariiberhinaus eine korrekte Anpassung
der Integrationsgrenzen, s. Abb. 12.19.

Beispiel 12.17  (Anpassung der Integrationsgrenzen)

B/ Flw,y) d(z,y) = 0/1 ( / f<x,y>dy) dr = 0/1 (ff(x,wdx)d

xT
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Abbildung 12.19: Anpassung der Integrationsgrenzen

Manche Bereiche lassen sich in anderen Koordinaten bequemer beschreiben als
in kartesischen:

Beispiel 12.18

Sei KR := {{z,y) : r? < 224y? < R?}, ein Kreisring mit innerem Radius 7 und
duBlerem Radius R. Fiir die Mehrfachintegration in kartesischen Koordinaten
mufl man diesen Kreisring in vier Normalbereiche zerlegen, s. Abb. 12.20.

KRrr

KR O KRrv

KRir1

~—

Abbildung 12.20: Anpassung der Integrationsgrenzen bei einem Kreisring

Man erhalt
/ f(@,y)d(z,y)
R

K
- /f(x,y)d(x,y) +.o. / fz,y) d(z,y)

/CT\’,] ICRIV
—-r VRZ =22 +r +VR2—z2
= /( / f(x,y)dy>dw+ /< / f(w,y)dy>dﬂ:
v=-R y— P2 Ty 7
fr P2 R +VEE—?
+ /( / f(fv,y)dy> dr + /< / f(:v,y)dy) dz.
T==T 9= /RZ 22 T=T y=—+/R2—z2

Mit Hilfe der Bereichsadditivitdt des Integrals konnte man evtl. auch anders
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rechnen:

/ f(x,y)d(z,y)
KR

+R VR2—z? +r Vri—a?
- [ (] teww)e - [ [ repa)a
r=—R y:,m r=—r y=*m
Integral iiber den grofien Kreis Integral iiber den kleinen Kreis

Das funktioniert natiirlich nur, wenn die Funktion f auf dem kleinen Kreis

auch definiert ist. Ist z.B. f(x,y) := /22 +y2 —r2 (22 + y? > r?), so ist das
nicht der Fall, und die letzte Berechnung ergibt keinen Sinn. Dann mufl man
doch auf die obige komplizierte Zerlegung zuriickgreifen.

In ebenen Polarkoordinaten entspricht diesem Kreisring einfach das Rechteck
R = [r,R] x [0, 27]

der (r,p)-Ebene. Laft sich nun das Integral von f iiber dem Kreisring KR
vielleicht ausdriicken als Integral einer geeigneten Funktion von r und ¢ iiber
diesem Rechteck?

[ tewiay) = [ ?dee)
© ]

Mit Hilfe ebener Polarkoordinaten

(2) = ey = (7752)

1aBt sich f als Funktion von r und ¢ ausdriicken:

f(T,(P) = f(x7y) = f(pl(T',QO),pQ(T',(P)),

und man konnte annehmen, daf} gilt:
[ ey = [ foodoe),
KR R

Eine solche Beziehung kann aber nicht richtig sein!

Gegenbeispiel i
flrio) = f(pi(r9),pa(r, ) = 1

r:=0, (alsoist LR ein Vollkreis),
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dann ist
+R VR?—z?
/d(a:,y) = / < / dy) dr = 7R?
KR e=—R y_ JRE—?
R 27
/d(r, p) = /(/ dg0> dr = 21R
R 0 0

also i.a. etwas Anderes. Deutet man dieses Integral als Volumenintegral
(,Grundfliche mal Hohe*) mit der Grundfliche R bzw. R und der Hohe

f = f =1, so sieht man, daf} die Transformation zwar die Hohe, nicht aber
die Grundflache den neuen Koordinaten anpaft, diese mufl nun noch korrigiert

werden.

12.6.2 Heuristische Herleitung der Transformationsformel

Der Bereich B sei durch Koordinaten (u,v) beschrieben, welche einen Bereich
A durchlaufen:

p: A — B
u . _( pi(u,v)
( ; > —  plu,v) : < po(, v) )
Bei dieser Abbildung geht ein Rechtecknetz auf A (Abb. 12.21) iiber in ein
krummliniges Netz auf B (Abb. 12.22).

v 4 y

i )

l\ A

\ \

k?fﬁ ~ ) A/k
— u

Abbildung 12.21: Abbildung 12.22:
Gitternetz in der Transformation des Gitternetzes in
(u,v)-Ebene die (x,y)-Ebene

Die lokale Injektivitéit der Abbildung p sorgt dafiir, dafl die Netzlinien in der
(x,y)-Ebene, welche als Bilder der Netzlinien in der (u,v)-Ebene entstehen,
sich nicht schneiden, also in einem gewissen Sinne , parallel“ sind; erst dadurch
werden sie in den Stand gesetzt, ein ,Netz* in der (x,y)-Ebene zu definieren.

Man betrachte das markierte kleine Rechteck A;; mit den vier Ecken

uj uj + Auy uj + Auy u;j
Vg ’ Vg ’ v + Avy, ’ v + Avy,
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und dem Flécheninhalt
|Ajkl = Auj- Ay

Bei der Abbildung p’ geht Aj;, iiber in das , krumme Parallelogramm® B;;, in B,
dessen Eckpunkte die Bilder der Eckpunkte von A5 unter der Abbildung p'sind.
Wire dieses krumme Parallelogramm ein echtes Parallelogramm, so kénnte man
seinen Flicheninhalt sofort angeben: er wire der Betrag der Determinante?

Ay = det (Pl(uj + Augj, v) — p1(uj, vi)  pi(ug, vk + Avg) —pl(ujﬂ)/c)) .
J pa(uj + Auj,vg) — pa(uj, vr)  pa(uj, vy + Avy) — pa(uj, vg)

Fiir kleine Au; ist nach dem (eindimensionalen) Mittelwertsatz der Differen-
tialrechnung

p1(uj + Auj,vp) — p1(uj,vr) — pr(ug,vr) ~ Dipi(uj,vg) - Auy,

und entsprechende Formeln gelten fiir die anderen Differenzen in der Matrix
A Infolgedessen ist approximativ

AV

Q

Dipi(uj,vr)  Dapi(u; Uk))‘
det 7 7 S Aus A
‘ ¢ <D1p2(ujavk) Dapa(uj, v) 43S0k

= |det Dp(u;, vg)| - AujAvy.

Sind nun Awu;, Avy, klein, so wird man erwarten, dafl der Flicheninhalt von Bjy,
ndherungsweise gegeben ist durch

‘ det Dpl(u;, vk)‘ - AujAvy,.

Diese Erwartung fithrt auf die Vermutung

/ Py dwy) ~ S F[ug, v0)] | det Diug, vg)]| - Aus Ao
B Ik

fiir eine Funktion f zweier Variablen, und damit auf die Transformationsformel

/f(x,y)d(x,y) = /f(ﬁ(u,v))‘detDﬁ(u,v)‘d(u,v).
B A

Die allgemeine Form der Substitutionsregel ist durch den folgenden Satz gege-
ben:

2

(0] 1 o 1
ai bl
d::@QQA 5 b:z@bgA
0
o 1 O 1 o 1
. al b1 0 a b
— |F] = |laxb| = @4 Ax@p A = @ 0 A = det bl
0 0 aibs — ashy a2 02
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Satz 12.14 (Transformationsformel fiir Mehrfachintegrale)

Seien n € IN,G C R" offen, g € Cl(g,]R") und ¢ injektiv. Fiir alle & € G sei
det Dg(¥) entweder stindig positiv oder stindig negativ. 7 sei eine kompakte,
Jordan-mefbare Teilmenge von G, f € C(g(T))

Dann ist g(7) ist Jordan-mefbar, f ist iiber g(7) Riemann-integrierbar, und
es gilt die Transformationsformel

T

[ 1@z = [ (3@ | dee Dg(d)| a. (12.3)
g(7)

Diese Formel gilt auch dann noch, wenn entgegen den obigen Voraussetzungen
gilt:

(a) det DG(t) = 0 (teN)
(b) ¢ I N ist nicht injektiv

auf einer Teilmenge NV C 7, welche den Inhalt Null hat, also eine Jordan-
Nullmenge ist.

Bemerkung

(i) Erinnert werde an das Eingangsbeispiel der Berechnung einer Funktion f
iiber einen Kreisring:

[ tewiey) = [ 2.
© ]

Anstelle von ,,7* darf nun nicht einfach die Funktion f (als Funktion von
r und ¢) stehen:

f(r,go) = f(x,y) = f(pl(T,QO),pQ(T,QO)),

sondern es mufl noch ein ,Korrekturfaktor“ beriicksichtigt werden, wel-
cher die Anpassung an die neuen Koordinaten vornimmt: der Betrag der
Funktionaldeterminante der Transformationsfunktion p:

/f(.fb',y)d(l’,y) - / f(r,gp)‘detDﬁ(r,gp)‘d(r,gp).
© [ ]

(ii) Substitutionsregel im Fall n = 1:

Nach der Substitutionsregel im Fall n =1 gilt

b B8
/ f(z)do = / Fo() - /() dt
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unter der Voraussetzung:

T = [0, 8], g € C'(T),
9(0) € {a,b}, 9(8) € {a.b}, g(T) € {[a.b]. [b.a]}, [ € C(9(T))

Sei nun ¢'(t) # 0 (t € T), wegen der Stetigkeit also durchweg positiv oder
durchweg negativ.

(a) ¢ > 0:
In diesem Fall ist a < b, also g(7") = [a, b], und man erhilt die Formel
b B
[ 1@ = [1@i = [sw)d@a
9(T) a a
— [ ste@) gt = [ 1(ot0)ls0)]de
T T

(b) ¢’ <O0:

In diesem Fall ist a > b, also g(7) = [b, a], und daher auch hier

a

/ fla)de = / f@)de = — /b fla)de = — /ﬁ Fa(0) ¢'(¢) dt
9(T) a o

_ —/f(g(t)) gt dt = /f(g(t)) (=g'(t)) dt
T

T

— / Fg(®) g/ (D) dt

T

12.6.3 Anwendungen

Am haufigsten, ja fast ausschliefilich, kommt in der Praxis die Transformation
eines Integrals auf

e ebene Polarkoordinaten
e Zylinderkoordinaten

e ridumliche Polarkoordinaten oder Kugelkoordinaten

vor. Diese Fille werden in den nichsten Abschnitten der Reihe nach behandelt.

12.6.3.1 Ebene Polarkoordinaten

Ein Integral

/ f(,y) d(z, )
B
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im Sinne der Transformationsregel auf Polarkoordinaten zu transformieren be-
deutet, die Substitution

(:;) = plr,p) = <Z§?§g>

vorzunehmen. Geméf} der heuristischen Herleitung der Substitutionsregel muf3
man nun, so befremdlich das klingen mag, r und ¢ als kartesische Koordinaten
deuten. Die Funktion p'ist in der ganzen (r, p)-Ebene stetig differenzierbar, ihr
totales Differential (ihre ,, Ableitung“) ist die Matrix

. _ (Dipi(r,p) Dapi(r,p)\ _ [cose —rsing
Dptrye) = (Dlpz(mO) Dapa(r,p)) — \sing rcosp

deren Funktionaldeterminante

Oz,y)\ . e p(r =r
det (am @)) := det(Dp(r, ¢))

fiir alle r > 0 sténdig positiv ist. P’ bildet das Rechteck
R := (0,00) x [0,2m)

der (r,p)-Ebene injektiv auf die (z,y)-Ebene mit Ausnahme des Nullpunktes
ab. Da die Menge N := {0} x [0, 27) eine Nullmenge der Menge

R = [0,00) x [0,27]

ist, 148t sich die Transformationsformel auch auf » = 0 ausdehnen.

Beispiel 12.19

Seien ri,79 € R mit 0 < 71 < 79, p1,02 € [0,27) mit p; < 9. Berechnet
werden soll die Fliche des Kreisrings (Abb. 12.24)

B = {{z,y): rn <r=+a?+y?<ry @1 <arg(z,y) < 2}

9 Y

2 "

’ ?/
T ‘ ¢1

‘3

T2 €
fr|
-7
™ (]
Abbildung 12.23: Urbild des Abbildung 12.24: Urspriinglicher
Kreisringes in der (r, ¢)-Ebene Kreisring in der (x,y)-Ebene

Hier ist das Urbild 7 von B unter der Transformationsabbildung p ein Rechteck
in der (r, ¢)-Ebene, und man erhélt

T2

8 = [awy = [ (72Td90>d7“ = -3
B

T1 ¥1
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Spezialfalle:

() ¢1=0, pz=21 = |B] = n(r§ —1})

(ii) ¢1 =0, @g =27, r1 =0 (Vollkreis) = |B| = 7r?

Beispiel 12.20  (Kardioide)

Sei a > 0. Man berechne den Inhalt desjenigen Bereiches, der von der Kardioide
oder Herzkurve

o(p) = a(l+cosy) (v €[0,2m))
umschlossen wird, s. Abb. 12.26.

A7 Y

o(p) = a(l +cosp) a
2a B

+ ® a
T 2

Abbildung 12.25: Urbild einer Kardioide Abbildung 12.26: Fliche einer
als Normalbereich in der (r, ¢)-Ebene Kardioide

Hier ist das Urbild 7 von B unter der Abbildung p zwar kein Rechteck in der
(r, p)-Ebene, allerdings noch ein Normalbereich (Abb. 12.25)

T = {{rne): ¢€l0,2m), 0 <7 <olp) = a(l +cosp)},

Die Fliche B ist dann gegeben durch

Bl = /1d(x,y) _ /1d(r,ap) _ 7(7)rdr> dy
0 0

B T
27r1 2m 9

= /2[@(90)]2d90 = /C;(lJFCOSSO)?d@
0 0

2m 2m
2 2
1
= (12/(1—|—2008g0—|—cos2g0)d<,0 = C;/(l+2008g0—|—2(1+cos2<,0))dg0
0 0

a’[3 49 +1 9 o 3 o
= —|= S1n — Sin = —Ta
2 |27 PN T
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Beispiel 12.21
(a) Seien B(R) ein Kreis mit Radius R um den Nullpunkt und
floy) = @) ((z,v) € B(R)).
Mit
T(R) == {(r,¢): 0<r <R, p€c[0,2m)}

erhilt man mit der Transformationsformel

/e_(x2+y2)d(x,y) = /e_r2r dr

B(R) T(R)
27 R
= /d¢/e’“2rdr 0
0 0
27 1 R
2
= / -3¢,
0
2T
= /1(1—e_R ) dé
2
0
= 7T(1—€7R2).

LaBt man jetzt R — oo gehen, so erhiilt man eine Ausschoépfung des R?
und damit ein uneigentliches mehrfaches Integral:

R—o0 R—o0

R? B(R)

/e_(x2+y2) d(z,y) = lim e~ (@ +v%) d(z,y) = lim w(l—e_R2) = .

(b) Sei Q(a) das Quadrat der Kantenlénge 2a¢ mit O als Mittelpunkt. Dann ist

/ @) (g, y) = /(/e—(az2+y2) dx)dy
(a)

Q —a —a
a a
= /e_m2 da:~/e_y2 dy
—a —a

(o)

—a

L&aBt man jetzt a — oo gehen, so erhilt man ebenfalls eine Ausschopfung
des R? und damit das unter (a) berechnete Integral mit dem Wert 7, also
das uneigentliche Integral

s 2
/e—(a:2+y2) d(z,y) = (/ I dw) .

R? —o0
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o0

— /e_Ide:\/%.

—00

Mit Hilfe der Substitution z := t/1/2 wird daraus

[e.e]
L /—fdt 1 (12.4)

e = . .
V2T

—00

12.6.3.2 Zylinderkoordinaten

Mit Zylinderkoordinaten bezeichnet man dasjenige Koordinatensystem im
Raum R3, das mit den z- und y-Koordinaten des kartesischen Koordinatensy-
stems via Polarkoordinaten zusammenhéngt und die z-Koordinate unverédndert
tibernimmt, s. Abb. 12.27.

€2
r r /
I

Abbildung 12.27: Zylinderkoordinaten

z1

Substitutionsfunktion:

P [0,00) x[0,27) x R — R?
r T COS
@ — plr,p,2) = [ rsing
z z

Funktionaldeterminante:

cosp —rsing 0

det M = det(Dﬁ(r,go,z)) = det | sinp 1rcosp 0| = r
a(r, p,2) 0 0 1
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und die Funktionaldeterminante ist fiir » > 0 sténdig positiv. Fiir stetige Inte-
granden f gilt daher die Transformationsformel

/f(x,y,z)d(w,y,z) = /f(ﬁ(r,go,z))rd(r,go,z).
B T

Bemerkung

In den Anwendungen hat man es meistens mit dem Fall zu tun, dafl 7 ein
dreidimensionales Intervall (Quader)

T = [T11T2] X [9017902] X [21122]
ist, wobei gilt:
0<m<ry , 0<p1<pa<2m , 2 <2.

Da die Substitutionsfunktion p die lokale Injektivitéit auf einer Nullmenge
durchaus verletzten darf, ohne die Giiltigkeit der Transformationsformel zu
gefihrden, gilt diese in der Form

22 P2 T2

B/f(x,y,z)d(x,y,z) = ///f(rcos«p,rsingo,z)rdrdgpdz.

21 1T

Beispiel 12.22

Man berechne die Gesamtladung @ eines koaxialen zylindrischen Isolators B
der Lénge [ und den Radien ri,7r2 mit 0 < r; < ro, wenn die Ladungsdichte
p in jedem Punkt von B proportional zum Quadrat des Abstandes von der
Mittelachse ist, s. Abb. 12.28; die z-Achse weise senkrecht aus der Zeichenebene
nach oben.

A
U

Abbildung 12.28: Querschnitt eines koaxialen zylindrischen Leiters
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Seien a > 0 und

p(z,y,2) = a-(2®+y*) = a-r?

Dann folgt mit der Transformation auf Zylinderkoordinaten

l 27 T2
@ = [rewadeys) = [ [ap [artra
B z=0 =0 r=ri

Beispiel 12.23
Seien ¢ und h > 0. Durch Rotation einer fliissigen Glasmenge soll ein optischer
Parabolspiegel entstehen, dessen Stiarke an der diinnsten Stelle mindestens h

betrdgt, s. Abb. 12.29.

Wie grof} ist sein Volumen?

\z:h—l—a(x2+y2)

- T,
R )

Abbildung 12.29: Optischer Parabolspiegel
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(a) Integration in kartesischen Koordinaten:

Bl = [ d@w.y.

&

R VR2—22 h+a(z?+y?)

—/dx/dy/odz

= 2 / [(h—i—a:rQ) R? — 22 + %(R2 — %)/ R2 —3:2} dx
r=—R

2
= 2 / [(h+ ﬂ) R?2 — 22 + g(1372\/]%2 —wQ} dx
3 3
r=—R
w/2 )
[z:Rsint] = 2 / _(h+ %)Rcost + gaR2 sithRcost]Rcostdt
t=—m/2
/2 )
r aR 2
= 9 / _(h—}— T)R2 cos’t + gaR4(1 — cos? t) cos? t} dt
t=—m/2
/2
= 2 / (hR?* 4 aR") cos®t — %aR4 cos? t} dt
t=—m/2 ]
w/2

- 1 1 2aR* /1 1 3
_ 2 4\ (= - . - - e
= 2 / _(hR +aR )(2 +3 cos2t) 3 <8cos4t+ 2cos2t+ 8)] dt

t=—m/2

t 1 2aR* /1 1 3t
= 2[(hR2+aR4)<2—|—4sin2t> — a3 (325in4t—|—4sin2t+8>]

w/2

— 9 / %(hR2+gR4)dt

t=—m/2

= 7TR2(h + %R2>
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(b) Integration in Zylinderkoordinaten:

R 2T h+ar?
B = /d(x,y,z) = /rdr dp / dz
B r=0  @=0  2z=0

12.6.3.3 Kugelkoordinaten

Zur Darstellung eines Punktes (z,y, z) € R? in Kugelkoordinaten oder rdumli-
chen Polarkoordinaten denkt man sich eine Kugel um den Ursprung, auf deren
Oberfliche der Punkt (z,y, z) liegt und beschreibt diesen Punkt durch die An-
gabe von (Abb. 12.30)

e Kugelradius r
e geographischer Linge ¢ — dem Azimut

e geographischer Breite § — dem Polarwinkel

Abbildung 12.30: Kugelkoordinaten oder rdumliche Polarkoordinaten
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Substitutionsfunktion:

P [0,00) x [0,27) x [0, 7] — R3
r 0COS r cos @ sinf
P — ﬁ(rv 2 0) = QSinSD = T’Singasinﬁ
0 z rcosf

Funktionaldeterminante:

0@ 9:2)\  _ 4et(Dilr
det <a(r’%z)> = det(Dp(r, ¢,0))

cospsinf —rsinpsind rcosycosf
= det [ sinpsinf  rcospsind rsinypcosd
cos 0 0 —rsinf

= —r’sinf

Die Funktionaldeterminante ist fiir » > 0 und 6 € (0,7) negativ. Fiir stetige
Integranden f gilt dann die Transformationsformel

[ faw 2 daye) = [ F@te o) snodig.0).
B T
welche sich iiber die bekannte Nullmengenbetrachtung auf ein dreidimensionales
Intervall (Quader) der Form
T = [7“1,7"2] X [@17802] X [91102]
ausdehnen 14a8t, wobei gilt:
0<r<r , 0<p1<p2<2r , 0<6;<0o.

Daher gilt die Transformationsformel in der Form

r2 P2 b2
/f(:c,y,z)d(x,y,z) = ///f(rcosgosinﬂ,rsincpsin&,rcos@)r2sin9d9dg0dr.

1 p1 01

Beispiel 12.24

In Beispiel 12.13 wird das Volumen einer Kugel mit Hilfe des Prinzips von Cava-
lieri bestimmt, eine machbare Aufgabe. In der anschlieBenden Bemerkung wird
skizziert, wie das Volumen unter Verwendung von kartesischen Koordinaten zu
bestimmen wére, und das ist schon einigermaflen aufwendig.
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Ganz einfach wird die Berechnung unter Verwendung von Kugelkoordinaten,
welche fiir dieses Problem eben besonders gut angepafite Koordinarten sind:

Kl = /d<w,y,z> = /l—r%inerd(r,w,de)

K T
R 27 T
= /r2dr/ d@/sin@d&
r=0 =0 0=0
R3 4 4
= — - [—(-1)= (-] = =
3 2 [—(=1) = (=1)] 3R

Beispiel 12.25

Die obere Halbkugel HX vom Radius R um den Nullpunkt sei mit einer Mas-
se der konstanten Dichte p angefiillt. Zu berechnen ist der Schwerpunkt von H/IC.

Losung

Aus Symmetriegriinden befindet sich der Schwerpunkt auf der z-Achse. Er be-
rechnet sich zu

zZ8 = ]\Z/Zd(%yaz)
HK

R 2 w/2

= ]\Z/ dr/ dcp/ df rcos r’siné

r=0 =0 6=0

onp | ﬂ/zl
- A?/r?’dr/2sin29d9
r=0 6=0
mpR* EG 1> _ mpR!
oM 2\2 2/ 4AM
Aus L 5
M = ~p-7R3 = ZpnR3
2,0377R 3,07TR
folgt das Ergebnis:
3
zZs = gR

Beispiel 12.26
Der Kugeloktant

B = {(z,y,2): @®+y*+2* <R’ z,y,2>0}
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sei mit Masse der konstanten Dichte p angefiillt. Man bestimme den Schwer-
punkt von B.

Losung

Aus Symmetriegriinden hat der Schwerpunkt drei identische Koordinaten, es
reicht also, eine von ihnen zu berechnen, etwa xg:

Ty = ]\Z/wd(aj, ,2)
B
R /2 w/2
= ]\Z/ dr d(p/ df (rsinf cos @) (2 sin §)
r=0 =0  6=0
R ™/2 /2
— ]pw/r3dr/cosgpdg0/sin29d0
r=0 ©=0 0=0
p [r R T2 ﬂ/21
= 7 [ZL:O' [311144@_0-/2(1—00829)6%
0=0
R4 1 1 /2
= a7 -0 [0 (Fem)|
TpR*
T 16M

Da auch die Masse des Kugeloktanten ein Viertel der Masse der Halbkugel
ausmacht,

14 TR3
M = d = - -nR* = ——
/p (x?y7 Z) 8 371— 6 b
B
folgt auch hier
3
rs = gR

Aufgabe

Man berechne die beiden noch fehlenden Schwerpunktskoordinaten yg und zg
explizit.

Beispiel 12.27
B, sei die Kugelschale

By, == {(z,y,2): <zt yP+2< RQ}.
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Man bestimme das uneigentliche Integral

lim d(z,y,z).

0—0+ / :1:2 + y2 + 22
Be

Losung
I / L w2
= B x?y"z
¢ Va2 +y? + 22
e
R J 27 T
= /r~r2/d<p sin 6 df
r
P 0 0
R2 _ 2
= 2m-2 = 27(R* - ¢%)
— I := lim I, = 27R?
0—0+
Bemerkung

Dieses Integral ist das Integral des Coulomb-Potentials iiber eine Kugel vom
Radius R und spielt in der Elektrostatik eine grofie Rolle. Uber die Singularitit
kann also ,,integriert* werden!
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Kapitel 13

Kurvenintegrale

In jedem Punkt & € G eines Gebietes des R3 herrsche eine Kraft, etwa das von
einer im Punkt & ¢ G befindlichen Punktladung @ am Ort & hervorgerufene
elektrische Feld

3

; (@€ g).

- Q z
T 3

E(X) =
<x) 4meg H

In diesem elektrischen Feld soll eine Ladung ¢ lédngs einer Bahnkurve durch
G bewegt werden, und zwar von einem Anfangspunkt @ zu einem Endpunkt
b. Dafiir soll die Arbeit berechnet werden, welche dabei aufzuwenden ist oder
gewonnen wird.

Dazu mufl man aus der geometrischen Vorstellung einer (,krummen*) Linie im
Raum oder aus der physikalischen Vorstellung der Bahn eines Teilchens etwas
machen, mit dem man rechnen kann. Im R? ist diese Vorstellung etwa: Tritt
ein Teilchen in eine Blasenkammer ein, dann erkennt man seine Bahn als eine
rdumliche Linie.

Auf jeden Fall stellt man sich vor: Kénnte man die Linie am Anfangs- und
am Endpunkt anfassen, dann verhielte sie sich wie eine Schnur. Man kénnte sie
spannen und erhielte eine Strecke, welche man injektiv auf ein Intervall abbilden
konnte. Bringt man die Schnur dann in ihre alte Lage zuriick, so bleibt die
Injektivitdt erhalten: Jedem Punkt des reellen Intervalles entspricht genau ein
Punkt auf der Schnur.

In diesem Sinne ist die ,,Schnur® also dargestellt als Bild eines reellen Intervalles
im R3:

f+ lab] — R3

159
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13.1 Kurven

Definition 13.1
(i) Ein Weg im R" ist eine stetige Abbildung
Z: la,b] — R"
eines kompakten Intervalles [a,b] in den R™.
(ii) Sei Z ein Weg im R". Dann heifit

(a) Z(a) : Anfangspunkt
(b) #(b) : Endpunkt und
(¢c) W(Z) : Spur des Weges .
)
)

8

(d
(e

Z geschlossen :< d=2b
Z:

doppelpunktfrei :< & [ |a,b) und ¥ | (a,b] sind injektiv.

Beispiele 13.1
(i) n =2, [a,b] := [0, 27]
Z(t) := {cost,sint) (t € [0,27])

ist der einmal im mathematisch positiven Sinne (Gegenuhrzeigersinn)
durchlaufene Einheitskreis im R?; dieser ist doppelpunktfrei.

(il) n =2, [a,b] := [0, 47]
Z(t) = (cost,sint) (t € [0,4n])

ist der zweimal im mathematisch positiven Sinne (Gegenuhrzeigersinn)
durchlaufene Einheitskreis im R?; dieser ist nicht doppelpunktfrei.

Mit dem Begriff ,,Kurve“ verbindet man nun eher die Spur, also den Wertebe-
reich W (%) eines Weges. Verschiedene Wege konnen unter diesen Umsténden
miteinander ,identifiziert“ werden, falls ihre Wertebereiche gleich sind. Diese
Identifizierung soll aber nicht so weit gehen, dafl man z.B. nicht mehr unter-
scheiden kann, ob der Kinheitskreis einmal oder zweimal ,,durchlaufen” wird,
d.h. die beiden obigen Beispiele sollen als verschieden erkennbar bleiben. Ebenso
soll erkennbar bleiben, ob der Einheitskreis positiv oder negativ ,,durchlaufen*
wird.

Beispiel 13.2

n = 2, wieder wird der Einheitskreis im R? betrachtet.
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(i) f(t) := (cost,sint) (t € [0,27])
(ii) g(t) := (cos2t,sin 2t) (t €[0,7])

sind zwei verschiedene Wege, die jedoch zu derselben Kurve fithren. Da-
gegen liefert

(iii) h(t) := (cost,—sint) (t € [0,2n])

eine andere Kurve (welche?).

Bemerkung

Mathematisch erfolgt die Zusammenfassung von Wegen mit gleicher Spur und
gleichem Durchlaufssinn mit Hilfe einer Aquivalenzrelation. In diesem Sinne
sind die Wege (i) und (ii) des letzten Beispiels zueinander &quivalent, aber
nicht zu dem Weg (iii).

Eine Kurve ist dann eine Aquivalenzklasse von Wegen, und jedes Element einer
Aquivalenzklasse heifit ein Reprisentant der entsprechenden Kurve. Im obigen
Beispiel sind die beiden Wege (i) und (ii) Reprisentanten des einmal im positi-
ven Sinne durchlaufenen Einheitskreises.

13.2 L&ange von Kurven - Kurvenintegrale erster Art

Die Lange einer Kurve in der Ebene oder im Raum ist intuitiv klar: man neh-
me die iiber eine Darstellung Z(-) im R? oder R?® gewonnene Linie wie eine frei
schwebende Schnur an beiden Enden, strecke sie und messe die Lénge der so
gewonnenen Strecke auf einer Skala, die durch die Skala auf den Koordinaten-
achsen festgelegt ist.

Bei einer ,glatten“ Kurve wird fiir zwei hinreichend benachbarte Punkte auf
der Kurve das Kurvenstiick zwischen den beiden Punkten fast wie eine Strecke
sein, der Abstand der beiden Punkte also eine gute Ndherung fiir die Lange des
zwischen ihnen verlaufenden Kurvenstiickchens.

Diese Vorstellung und ein Vorgehen mit Hilfe von Riemann’schen Summen wie
zu Beginn des letzten Kapitels werden zu einem Integral fithren, das dann zur
Definition von Kurvenldnge benutzt wird. Ich beschrinke mich dabei auf re-
gulére oder wenigstens stiickweise reguldre Kurven:

Definition 13.2
Seien n € IN und K eine Kurve im R".
(i) K heifit regulire Kurve, wenn K eine C'-Kurve ist und eine Darstellung
z € C'([a,b],R"™) existiert mit
@1(t)
T(t) = : # 0 (t € [a, b]).
dn(t)

Jede solche Darstellung nennt man dann eine reguldre Darstellung von K.
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(i)

IC heifit stiickweise reguldre Kurve, wenn N € IN und reguldre Kurven
Ki,...,Ky existieren, fiir die gilt, daf§ der Endpunkt von IC; gleich dem
Anfangspunkt von ;41 ist fiir i € {1,..., N—1}. Man verwendet in einem
solchen Fall die Notation

K=K +...+Kn.

Bemerkung

Die zugrundeliegende Idee der Bedingung, daf der Tangentenvektor (t) an kei-
ner Stelle verschwindet, ist, daf3 die Kurve immer mit einer Minimalgeschwin-
digkeit # 0 durchlaufen wird. Dadurch kann sich die Richtung nicht pl6tzlich
dndern, und es konnen keine ,,Ecken® entstehen.

Beispiele 13.3

(i)

n =2, [a,b] := [0, 27]
K : t v+ Z(t) := (cost,sint) (t € [0,2n])

ist der einmal im mathematisch positiven Sinne (Gegenuhrzeigersinn)
durchlaufene Einheitskreis. Diese Kurve ist regulér, denn es gilt:

|Z(t)|| = Vcos?t+sin®t = 1 # 0 (t € [0,27]).

n=2,[a,b] :=[-1,1]

. t2,—t?) | —1<t<0
K - t»—>a;(t):—{<<t2t2>> 0<t<l

ist eine C'-Darstellung von K. Diese (und jede andere auch) liuft allerdings
mit der Geschwindigkeit 0 durch die Knickstelle (0,0). Somit ist diese
Kurve nicht regulér.

Aufgabe

Man skizziere den Wertebereich dieser Kurve und veranschauliche sich die
Nicht-Regularitét dieser Kurve.

Seien Z := [a,b], ¥ € CY(Z,R™) und Z := {tg,...,tn} eine Zerlegung von 7.
P(Z) sei ein einbeschriebener Polygonzug, der aus (der Kurve K einbeschrie-
benen stetig differenzierbaren) Geradenstiicken zusammengebaut ist, s. Abb.

13.1.

Seine Lénge ist gegeben durch

N
P(2) = ) &) — &t

k=1
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Abbildung 13.1: Polygon-Approximation einer reguldren Kurve

diese Liange ist damit eine Approximation der Kurvenlinge L. Aufgrund von
# € CYZ,R"™) ist ¥ im Intervall Z total differenzierbar:
Z(t+h) — Z(t) = DI(t)-h + o(h)' ~ Z(t)-h (t € [a, b]),

mit A = (b—a)/N. Damit erhdlt man als Naherung fiir die Lénge L der vorlie-
genden Kurve 2

L

Q

N
= Y |IF(t) — #(te—)|
k=1

2
Mz

|2t (tr — th-1)
k=1
b
. ”x |dt  fir  ||Z] — 0,

da der letzte Summenausdruck eine Riemann’sche Summe fiir das Integral ist.

Definition 13.3

(i) Seien n € IN und K eine regulire Kurve im R". Mit einem geeigneten
Intervall [a,b] sei Z(-) € C*([a,b],R") eine reguldre Darstellung von K.
Dann ist die Lidnge der Kurve K definiert durch

- /b||£z(t)|dt (:/b\/¢§(t)+...+¢%(t)dt>.

'Hiermit ist ein sog. Landau-Symbol definiert: o(h) bedeutet, dafl der eigentlich dort ste-
hende Ausdruck fiir A — 0 auch dann noch gegen Null geht, wenn man ihn vorher durch A
dividiert.

2Von den beiden im folgenden verwendeten ,, Ungefihr-Zeichen ~“ hat es das zweite etwas
in sich: will man hier korrekt arbeiten, so mufl man dezidierter vorgehen: entweder verwendet
man den Mittelwertsatz fiir jede Komponente der Vektordifferenz & (tx) — Z(¢tx—1) einzeln oder
man benutzt eine Argumentation wie im Buch von H. Heuser: Analysis 2, Teubner-Verlag,
3. Auflage 1986, Abschnitt 177.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



164 KAPITEL 13. KURVENINTEGRALE

(ii) Sind K; und Ky zwei Kurven derart, da§ der Endpunkt von K; und der
Anfangspunkt von Kg gleich sind, so kann man die beiden Kurven zusam-
menhéngen zu einer neuen Kurve, K1 + Ko geschrieben.

(iii) Ist K eine stiickweise regulire Kurve, gilt also mit geeignetem N € IN und
reguldren Kurven K; (j € {1,...,N})

K = IC1++’CN7
dann wird definiert:

’K’ = UC1| + ...+ |]CN’

Bemerkung

(i) Die Regularitét der Darstellung einer Kurve braucht man fiir den Beweis
der Aussage, dafl die Lange einer Kurve nicht von ihrer speziellen Darstel-
lung abhéngt.

(ii) Mit den Bezeichnungen aus (i) der Definition oben nennt man ||Z(¢)|| dt
auch (skalares) Wegelement ds und schreibt

K = [ds = /b I3(0) | .
K a

(iii) Ist f € C*([a,b]) fiir ein eindimensionales Intervall [a, b], dann ist durch
Koot 5t) = {4 10) (t € [a,b])

eine regulire Kurve im R? definiert, denn die Darstellung #(-) ist stetig
differenzierbar, und es gilt

IZON = (1, f'(8) # 0 (t € [a, b]).

Insbesondere ist dann das Wegelement ds gleich /1 + f(¢)? dt, und die
Lénge der Kurve ist gegeben durch

b
K| = K/ds = a/mdt.

Beispiel 13.4
Seien g > 0 und

B: ¢ — d(p) = {cosp,sing) (¢ € [0, o)),
s. Abb. 13.2.
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T2

Ba |B| = Yo

SDO :L‘l

Abbildung 13.2: Parametrisierung des Einheitskreisbogens

Dann ist Z(-) eine regulidre Darstellung (Beweis?), also B eine regulire Kurve,
und es gilt

®Yo
B = /ds /H:E M dp = /\/—snup )2+ cos? @ dp
K 0
®o
= /dcp = o
0
Bemerkung

Im letzten Beispiel ist die Lange der Kurve B, also die Liange des Kreisbogens
zwischen 0 und g, genauso grofl wie die Lénge des fiir die Darstellung benutzten
Parameterintervalles [0, ¢g]. Das liegt daran, dafl das Parameterintervall mit der

Geschwindigkeit ||Z(p)|| = v/cos? ¢ + sin® ¢ = 1, durchfahren® worden ist, um
die Kurve B abzutragen.

Eine solche Parametrisierung ist daher ausgezeichnet und bekommt einen Na-
men:

Definition 13.4

Die Darstellung einer Kurve I mit der Bogenlinge als Parameter heifit
natiirliche Parametrisierung, kanonische Darstellung oder Parametrisierung
mit der Bogenlidnge.

Es lassen sich jetzt auch Integrale tiber stetige reellwertige Funktionen definie-
ren, welche auf einer stetig differenzierbaren Kurve definiert sind.

Definition 13.5

Seien f: R™ — R eine stetige Funktion und Z(¢) fiir t € [a, b] die Darstellung
einer reguléren Kurve K im R"; somit ist also die Abbildung f o & definiert und
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stetig. Dann heif3t

b
[ s = [ sl
K a
Kurvenintegral erster Art von f lings K.

Beispiel 13.5

Man berechne die Masse eines Drahtes, welcher hundert Mal auf den Einheits-
kreis aufgewickelt ist (Spule), dessen Dichte p nicht konstant ist, sondern mit
dem Abstand von der x1-Achse, ausgehend vom Wert 1, linear zunimmt.

Loésung

Die Dichte ist gegeben durch die Funktion
p(Z) = 1+ |ao] (T = (21, 22) € R?),
und der Einheitskreis £ kann tiber die Bogenlénge parametrisiert werden:
EK : t — Z(t) := (cost,sint) (t €10,2m]).
Dann ist die Masse des gesamten Drahtes gegeben durch

21

M = 100/,0(8) ds = 100/p(f(t))||:}?(t)||dt
EK 0
2 by
= 100/(1+\sint\)\/COSQt—i—sith dt = 200/(1+sint)dt
0 0

— 200 {t—cost}z = 200 (1 — (—1)+1) = 200(2+ 7).

Aufgabe

Man berechne dieselbe Aufgabe fiir den Fall, dafl die Dichte mit dem Abstand
von der xo-Achse, ausgehend vom Wert 1, linear zunimmt. Warum ergibt sich
derselbe Wert?

13.3 Kurvenintegrale zweiter Art

Seien G C R3 ein Gebiet und
7v: G — RS (eigentlich: V3)

eine stetige Abbildung, welche als Vektorfeld interpretiert wird:
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T2

x1

Abbildung 13.3: Vektorfeld ¢, am Punkt ¥ abgetragen

In jedem Punkt Z = (x1, x2,x3) € G denkt man sich ein lokales Kor-
dinatensystem, und #(Z) ist dann der am Nullpunkt dieses Systems
— also & — abgetragene Orstvektor von (%), s. Abb. 13.3.

Diese Vektorfelder sind mathematische Beschreibungen physikalischer Kraftfel-
der, etwa des Gravitationsfeldes oder eines elektrischen - oder magnetischen
Feldes.

Sei nun
K: t — Z(t) (t € [a, b))

eine Kurve in G, d.h. es gelte W (Z) C G.

Interpretation

Z ist der Weg eines Teilchens, das dem Kraftfeld ¢ unterliegt. Z(t) ist der Ort
dieses Teilchens zur Zeit ¢, und an diesem Ort ist das Teilchen der herrschenden
Kraft ausgesetzt, also der Kraft

o(Z(t)) (t € [a,b]).

Die Energie, die ein solches Teilchen in dem Kraftfeld gewinnt oder verliert, ist
eine fundamentale physikalische Grofle.

1. Das Feld sei homogen, und das Teilchen bewege sich auf einer Strecke
(@: Anfangspunkt, b: Endpunkt), s. Abb. 13.4:

=1

—

(@) = b (F€g) #0)=a , #1)=b
Zt) = a+t-(b—a = (1—t)-a+t-b (tel0,1

QL e
@,lll

Abbildung 13.4: Bewegung auf einer Strecke in einem homogenen Kraftfeld
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Der Energiegewinn ist dann gegeben durch
AE = |- |b—ad|-cose
= (. b-a) = (#(@0),50)) (t € [0,1]).
2. Das Feld sei nicht mehr homogen, aber noch stetig. Die Bahn des Teilchens
sei durch eine stetig differenzierbare Kurve gegeben:
K: t +— Z() (t € [a,b]).
Im Zeitintervall [a, b] wihlt man nun eine Zerlegung
Z:={a=ty<t1 <...<ty =10}

geméfB Abb. 13.5. Der Energiegewinn beim Durchlaufen des (nicht notwen-
dig homogenen) Feldes entlang dieser Kurve ist ndherungsweise durch den
Energiegewinn gegeben, der beim Duchlaufen des einbeschriebenen Polygons
entsteht, also beim Durchlaufen endlich vieler Strecken.

y

L T2

z1

Abbildung 13.5: Approximation einer stetig differenzierbaren Kurve durch ein
Polygon

N#herungsweise erhélt man

N

AB o~ (0@ ), 7 t) — F(t))
k;l n=3
= 3 N (@) - [waltn) — zu(teey)]
k=1 p=1
N n=3
= Z U (E(th-1)) (T - (te = ti-1)
k=1 p=1

nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, angewandt auf jede der
einzelnen n = 3 Komponenten z, von Z, wobei gilt:

-1 < Tgp < g (ne{l,...,n=23}).
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Macht man nun die Zerlegung Z immer feiner, so erhilt man aufgrund der
Stetigkeit aller Summanden den Grenzwert

n=3 b b
i / vu(Z(1)) - @u(t) dt = / (U(f(t)),f(t)) dt,

wobei Z(t) der Geschwindigkeitsvektor des Teilchens zur Zeit ¢ ist.

Dieses Integral wird interpretiert als Gesamtarbeit, welche das Kraftfeld ver-
richtet, um das Teilchen vom Anfangspunkt @ des Weges zu seinem Endpunkt
b zu transportieren, und zwar entlang des Weges . Man bezeichnet es daher
auch als Arbeitsintegral oder Energieintegral.

Bemerkung

Die Arbeit héngt nicht von der Geschwindigkeit ab, mit der sie bewéltigt wird.
Wenn ein Teilchen auf der gleichen Bahn mit einer anderen Geschwindigkeit
durch das Feld lduft, so wird physikalisch die gleiche Arbeit verrichtet (ob man
einen Eimer Wasser schnell oder langsam vier Treppen hochtrigt, fiihrt zum
selben Gewinn an potentieller Energie, mithin zur selben am Eimer Wasser
gegen das Gravitationsfeld verrichteten Arbeit).

In die mathematische Sprache iibersetzt heifit das aber nichts Anderes, als dafl
das oben definierte Integral nicht von der Wahl der Darstellung Z(-) der Kurve K
abhingen darf. Das 1483t sich fiir verschiedene Repréasentanten ein und derselben
Kurve streng beweisen und soll hier an zwei Beispielen demonstriert werden.

Beispiel 13.6
G :=R?> | v(Z) = <a:% +x§,2x1x2> (Z = (x1,22) € G)

Die Darstellung des Vektorfeldes ist in Abb. 13.6 zu sehen.

kx2

I

Abbildung 13.6: Unabhiingigkeit der Energie von der Geschwindigkeit des
Durchlaufes durch ein Vektorfeld
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(i) Z(t) := (cost,sint) (t € [0,27])
Zr(ﬁ(f(t)),ab(t)) dt = Z(( 00282 (f;ssizit ) | ( —ngntt >) u
2m

= /(1 - (—sint) — 2cos®t(—sint)) dt

0
_ 2 8 2 (2
= [cost CcoS t]o =1 3 (1 3)
=0
(i) §(t) := (cost?, sint?) (t € [0,v27])

§(t) = 2(—2tsin2t, 2t cos 2t)
T
cos? t2 + sin? 2 —2tsin t?
( 2 s 42 ) 2 ) dt
2costesint 2t cost

(1-(—2t sint?) — 2tcos® t?(—sint?) - 2) dt

S
/N
<y
—
<y
—~
~
SN—
SN—
=
~
S~—
N———
QL
~
I

o
\w

N

I
o

2 V2r 2 2
(308152—§cos3152O =1—- — (1—7)

I
—
w

= 0

Beide Repriasentantendarstellungen liefern somit denselben Wert des Integrals,
d.h. der Wert des Integrals ist von der speziellen Wahl des Reprédsentanten
unabhéngig.

Man gelangt daher zu der folgenden Definition:

Definition 13.6
Seien n € IN, G C R" ein Gebiet, v € (co(g))" (stetiges Vektorfeld auf G).
(i) Ist K eine C'-Kurve in G,
t o Z(t) (t € [a,b])

eine stetig differenzierbare Darstellung von &, dann ist das Kurvenintegral
itber U ldngs der Kurve K (auch: Kurvenintegral zweiter Art) definiert
durch

b
/ (3(2), d7) = / (). 50) dt |, (13.1)
K a
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(ii) Ist K eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve, also eine stetige Kur-
ve, welche aus (stetigen) differenzierbaren Teilen zusammengesetzt ist
(K =30, Ky, Abb. 13.7),

K3
K
K1 2

Abbildung 13.7: Aus stetig differenzierbaren Stiicken zusammengesetzte Kurve

so definiert man:

N
/(U(f),df) = /(ﬁ(f)adf) . (13.2)
K

(iii) Der Ausdruck .
dz = Z(t)dt

wird auch als vektorielles Wegelement bezeichnet.

Beispiel 13.7

Seien D, m,R,h > 0 und g die Fallbeschleunigung. Ein Massenpunkt werde
gegen eine Kraft F' langs einer Schraubenlinie der Ganghdhe h und des Grund-
kreisradius’ R bewegt:

F&) = Fy (%) +  B(@
= -D .-z — mg - €3
(elastische Kraft + Schwerkraft)

Schraubenlinie K:

Rcost
Z(t) = Rsint (t €10,27])
h/(2m) -t

Man erhélt fiir den Integranden lings K:

Rcost 0
ﬁ[a_c’(t)] = —-D- Rsint - 0
h/(2m) -t mg
—Rsint
(t) = Rcost
b/ (2)
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Die aufzuwendende Energie wird dann durch das Energieintegral (13.1) geliefert:

/ (F(#),d7) = / (Fu(@),dz) + / (Fo(@), d)

K K K
2 Rcost —Rsint
= /(—D) Rsint .| Rcost dt
0 h/(2m) -t h/(2m)
27 0 —Rsint
+ /< 0 , Rcost )dt
0 —mg h/(2m)
2T 9
= —D/[—RQSintcost + RZ%sintcost + —Qt] dt
4
0
27 L
_%} dt
+ /[ 2w
0
Dh? t? 2m
—= |:—7 - —_— M . t:| dt
472 2 2 0
D 2

= (Spannarbeit + Hubarbeit)

Beispiel 13.8

Fine punktformige positive elektrische Ladung ) befinde sich im Ursprung O ei-
nes Koordinatensystems. In der Umgebung von ) beobachtet man dann Kraft-
wirkungen auf andere elektrischen Ladungen; man sagt, () erzeuge um sich
herum ein elektrisches Feld.

Die auf eine Probeladung® ¢ im Raumpunkt & = (z1,x9,73) € R? von Q
ausgeiibte Kraft ist die Coulomb-Kraft

ﬁ(f) = Q'Q_ ! z

—_ . = ¢ E(@ 7 e R3\{0}).
el PR ( )

Es soll nun die Arbeit berechnet werden, die erforderlich ist, ¢ vom Punkt
d = (a1,ag,a3) (Anfangspunkt) an einen Ort b = (b1, be,b3) (Endpunkt) zu
bringen, etwa langs der Verbindungsstrecke von @ nach b.

Parametrisierung der Verbindungsstrecke:
Ft) =da+t-(b—a) = (1—t)-@a+t-b (t € [0,1])

Diese Parametrisierung der Verbindungsstrecke konnte man benutzen.
Tatsédchlich kann man hier sogar darauf verzichten und parametrisiert den Weg

3Unter einer Probeladung versteht man eine (ideale) Ladung, die so klein ist, da8 sie das
um sie herum existierende elektrische Feld nicht beeinflufit.
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iiberhaupt nicht, d.h. man verwendet einen beliebigen stetig differenzierbaren
Weg mit dem Anfangspunkt @ und dem Endpunkt b. Dann erhélt man fiir das
Arbeitsintegral den Wert

[(F@.an -

firor - |
/

W%@mw

1
N q-Q mt) -
" e (\\F(t)][3’r<t)>dt
3

g pEnone

e 7)1
. q-Q 9 1 dry,
= e | e (i) a0

(mehrdimensionale Kettenregel) =

Ergebnis

Der Wert des Integrals hangt nur vom Abstand des Anfangspunktes des Weges
zu seinem Endpunkt ab und nicht davon, auf welchem speziellen Weg die Pro-
beladung innerhalb des Feldes von @ nach b verbracht worden ist. Physikalisch
bedeutet das Integral den Potentialunterschied zwischen den Punkten & und b.

Kurvenintegrale iiber Vektorfelder, deren Wert nur vom Anfangs- und End-
punkt des Weges abhéngt, spielen eine grofie Rolle und werden im né#chsten
Abschnitt eingehend untersucht.

Beispiel 13.9

Das Magnetfeld um einen (unendlich lang gedachten) von einem Gleichstrom
I durchflossenen Draht lings der xs-Achse ist gegeben durch das Vektorfeld
(Abb. 13.8)

H(l’l,l’z,xz’,) = %m I (x1+x2750)
0
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T2

x1

FanY
A\ %4
Y

Abbildung 13.8: Magnetfeld eines stromdurchflossenen Leiters

Die Norm von H (Z) an der Stelle Z ist umgekehrt proportional zum Abstand
von der x3-Achse (Zylinderradius r := /22 + x3, ohne z3!):

|H (@) =

Im folgenden soll die Arbeit des Magnetfeldes lings verschiedener Wege vom
Anfangspunkt @ = (1,0,0) zum Endpunkt b = (0,1,0) berechnet werden. Er-
sichtlich handelt es sich hier im wesentlichen um ein zweidimensionales Problem;
der Deutlichkeit halber wird die dritte Koordinate dennoch mitgefiihrt.

(1.) Geradlinige Verbindung von @ nach b:

Eine Parametrisierung dieses Weges ist gegeben durch

0 1
1—0]
0 0

Fiir die durch diesen Weg definierte Kurve K; erhélt man

1-1¢

+t- = t (t € [0,1])

; -1
- I t)
/(H(F),df) = 2/ lt)— A1 | ae
T
K1 0 0
I / I 1
1
Y Sl
2 1—2t—|—2t2 2 1+ ( 2t—1
0 0
7 +1 d s
[u::Zt—l} = 27r/1—i—uquu = —ﬂ[arctanu]i =1
21
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2.) Kreisbogen von @ nach b im positiven Sinne:
g
Eine Parametrisierung dieses Weges ist gegeben durch
cost

7(t) = sin ¢ (t €[0,7/2])
0

Fiir die durch diesen Weg definierte Kurve Ko erhélt man

—sint

~ I cos2 t+sin’ t —sint
/(H(F),df’) = 3= < #jstm% , cost >dt
Ka 0 0 0
/2
_ i / sith—i-cosztdt _ {
2m / cos? ¢ + sin’ ¢ 4

(3.) Geradlinige Verbindung von @ nach ¢ := (1,1,0), dann geradlinig von ¢
nach b:

Hier erhilt man ebenfalls (s. eine Hausaufgabe)

/(ﬁ(F),dF) =...=3

K3

(4.) Kreisbogen von @ nach b im negativen Sinne:

/(ﬁ(F),dF) - =2 0

Ka

Ergebnis

Entgegen der ersten Vermutung ist dieses Integral doch vom Weg abhingig.
Der Grund dafiir ist, da3 die Bewegung eines gedachten magnetischen Mono-
pols ldngs einer magnetischen Feldlinie um den Leiter herum eine positive oder
negative Arbeit erfordert, s. Abb. 13.8.

Insbesondere ist das Kurvenintegral iiber einen geschlossenen Weg ungleich
Null, wenn der Weg den Leiter mit einschlieBt.*

R——
“In der Physik ist H(&),dZ die magnetische Spannung. Ist C eine geschlossene Kurve,
H S H .
so ist die Notation — H(Z),dZ iiblich, und man spricht bei  H(Z)dZ¥ von Ringspannung.
c c

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



176 KAPITEL 13. KURVENINTEGRALE

13.4 Wegunabhingigkeit - Konservative Vektorfel-
der

In diesem Abschnitt sollen diejenigen Vektorfelder charakterisiert werden, bei
denen die (Werte der) Kurvenintegrale (zweiter Art) nur vom Anfangs- und
Endpunkt des Weges abhéngen aber nicht davon, mit welcher Kurve die beiden
Punkte verbunden werden, solange diese im Definitionsbereich des Feldes bleibt.

Bemerkung

In den Beispielen 13.7 und 13.8 treten Vektorfelder auf, bei denen das Kurven-
integral nicht vom Verbindungsweg abhéngt:

Beispiel 13.7: F(@) = —D-Z—mg- ¢ ( € R3)
Beispiel 13.8: E@#) = ;- B (7 € R®\{0})
(i) Beispiel 13.7:
- Dh?
K

Die Energie héingt nur von der Federkonstante D und der Hohe h ab,
nicht davon, auf welchem Weg der Massenpunkt vom Anfangspunkt zum
Endpunkt des Weges verbracht worden ist; dies ist allerdings noch kein
Beweis; s. dazu Beispiele 13.10, wo fiir dieses Vektorfeld auch ein Potential
angegeben wird.

(ii) Beispiel 13.8:

F(), dF) = —q‘Q<£ - 1)
K/( () = ey o lal

Hier wurde die Wegunabhéngigkeit mit Hilfe der mehrdimensionalen Ket-
tenregel direkt verifiziert: die Energie hingt nur vom Abstand des An-
fangspunktes vom Endpunkt des Weges ab, nicht davon, auf welchem Weg
die Probeladung dorthin verbracht worden ist.

Anders in Beispiel 13.9: hier tritt ein Kurvenintegral auf, dessen Wert vom
Weg abhéngt, mit dem Anfangs- und Endpunkt miteinander verbunden werden.

Erinnert werde an Definition 10.2 einer zusammenhingenden Menge, also ins-
besondere eines Gebietes:

Eine Menge G C R" heifit zusammenhéngend, wenn sie nicht in zwei
disjunkten offenen Mengen des R"™ enthalten ist. Fiir offene und
zusammenhéngende Mengen — also Gebiete — gilt dariiberhinaus,
daf sich je zwei Punkte aus G durch einen Weg (stetig!) verbinden
lassen, welcher ganz in G verliuft.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



13.4. WEGUNABHANGIGKEIT - KONSERVATIVE VEKTORFELDERI177

Definition 13.7

Seien n € IN,G C R" ein Gebiet und ¥ € C(G, R™), also ¥’ ein stetiges Vektorfeld
ing.

¥ heifdt in G konservativ, wenn fiir je zwei in G verlaufende stetige und stiickweise
C'-Kurven K; und Ky mit gleichem Anfangs- und Endpunkt gilt:

/ (3(), d7) = / (3(), dz)

/C1 ’CZ

Bemerkung

(i) Das Préadikat ,konservativ* stammt aus der Physik. Dort werden Felder
konservativ genannt, bei denen der Satz von der Erhaltung (Konservie-
rung) der Summe von kinetischer und potentieller Energie gilt.

(ii) Statt ,,¢ ist in G konservativ® sagt man auch:

/(17(50’), dZ) ist in G vom Weg unabhéngig.
K

(wobei K hier als Kurvenvariable fungiert)

(iii) Ist ¥ in G konservativ, so gilt fiir jede geschlossene stetige und stiickweise
C!'-Kurve in G:

Das Integral § (7(Z), dZ) nennt man auch ein Kontourintegral.
K

Ziel im Folgenden Charakterisierung konservativer Vektorfelder

Dazu soll noch einmal die Berechnung des Kurvenintegrals des Coulomb-Feldes

—

F = L9 7 (7 e R\ {T})

drey |I7)P
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aus Beispiel 13.8, p. 172 analysiert werden. Die dort durchgefiihrte Rechnung

/(ﬁ(f‘)),df‘) =

K

I
.
&

=l
NI
o
o O
Q
g Q
ol
N
=
=~
—
N——
Q.
=)
—~
~
S—
jol
~

1
: d 1
(mehrdimensionale Kettenregel) = d Q/ (— ) dt
0

s (7000 * )
dmeo \ [P (I7(0)]]
q-Q( 11 )
dmeo \ (|0l lall
macht an den Stellen (%) und (**) vor der Benutzung der mehrdimensiona-

len Kettenregel davon Gebrauch, dafl sich das Vektorfeld F' als Gradient einer
skalaren Funktion ¢, eines sog. Skalarfeldes darstellen 1&8t:

» ¢-Q 1
¢($) N _47T€() . w -
Fa) = (o)@ = T2 (7 € R\ ()

Ohne diese Moglichkeit hétte man die Integration an der Stelle nicht
durchfithren, keine ,,Stammfunktion* finden kénnen.

Definition 13.8
Seien n € IN,G C R" ein Gebiet und ¥ ein stetiges Vektorfeld in G.
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(i) Eine reellwertige Funktion ¢ : G — R heifit eine Stammfunktion von ¥
in G, wenn gilt:

¢eCGR) , Vo =170
In einem solchen Fall heifit ¢’ ein Gradientenfeld.
(ii) In der Physik heifit
U :=—-9¢
das Potential des Vektorfeldes ¢, und man sagt, ¥ besitze ein Potential.

Genauer miifite man U ein (nicht das) Potential von ¥ nennen, denn mit U
ist auch jede Funktion U + ¢ (¢: Konstante) ein Potential. ,,Das® Potential
ist also iiberhaupt nicht eindeutig bestimmt, sondern nur Potentialdiffe-
renzen.

Ergebnis

Das von einer Punktladung @ erzeugte elektrische Feld ist ein Potentialfeld:

S 0 Q 7 o . 1Q 1
F@) = drey TP V@) = e 7]
—  F@ = - (VU@ (& € R*\{0})

Im folgenden Satz wird eine Charakterisierung von Gradientenfeldern geliefert.
Grob gesprochen, ist der Inhalt:

Fin stetiges Vektorfeld ¢’ in einem Gebiet G ist genau dann ein Gra-
dientenfeld, wenn das Kurvenintegral iiber ¥ in G wegunabhingig
ist.

Um den Wert eines Kurvenintegrals eines Gradientenfeldes zu berechnen,
braucht man daher ,nur“ eine Stammfunktion zu bestimmen und muf} diese
dann an den Endpunkten des Weges auswerten.

Satz 13.1

Seien n € IN,G C R" ein Gebiet und ¢ ein stetiges Vektorfeld in G. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Im Gebiet G besitzt U ein Potential U, d.h. es existiert eine Funktion
U € C(G,R) mit der Eigenschaft

(ii) Fiir alle in G verlaufenden stetigen und stiickweise differenzierbaren Kur-
ven K1 und Ko mit gleichem Anfangs- und Endpunkt gilt

/ (8(7), d#) = / (#(7), d7) = o.

/Cl ICZ
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(iii) Fir jede in G verlaufende stetige und stiickweise differenzierbare geschlos-
sene Kurve K ist

74 (8(2), d) = / (#(7), d#) = o.

K K
Beispiele 13.10
(i) Beispiel 13.7:
F#) = —D-7—mg-& = —6(%\5\? tmgor)  (FERY
(i) Beispiel 13.8:
@ = g = e ) (7 € RAD))

Bemerkung

(i) Das Ergebnis des letzten Satzes wird, vom praktischen Standpunkt aus
gesehen, nicht voll befriedigen, denn die Berechnung eines Kurveninte-
grals kann sehr miithsam sein, ja auf uniiberwindliche Schwierigkeiten sto-
Ben. Weitaus zweckmifliger wire es, anstelle eines ,Integrationskriteri-
ums* ein , Differentiationskriterium® zur Verfiigung zu haben. Unter ge-
eigneten Voraussetzungen, die in den Anwendungen sehr oft erfiillt sind,
l48t sich ein solches Differentiationskriterium in der Tat beweisen; das
wird im néchsten Abschnitt geschehen.

(ii) Das dritte Beispiel (Beispiel 13.9)

Ay, aaag) = 42— 1 (a2 + a3 £ 0)
1,22,23) = o x%—#—x% T Ty T T
0

liefert kein wegunabhéingiges Kurvenintegral. Dennoch existiert fiir
x1 > 0,22 > 0 eine Stammfunktion (Potential), ndmlich

I T
¢(x1,x9,x3) := —— -arctan -2 (x1,22 > 0,23 € R).
2 T
Das scheint dem letzten Satz zu widersprechen, aber nur scheinbar:

Das Potential existiert nicht in ganz G als stetig differenzierbare
Funktion!

Aufgabe

Im Gebiet G := {(x1,22) : 22 + 22 # 0}, dem Definitionsbereich des
Magnetfeldes H, ist die Potentialfunktion ¢ nicht stetig differenzierbar.
Warum nicht, und in welchem(n) Teilgebiet(en) hat sie diese Eigenschaft?
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13.5 Rotation von Vektorfeldern

In diesem Abschnitt soll ein ,Differentiationskriterium*® bereitgestellt werden,
mit dessen Hilfe in vielen (nicht allen!) Fillen auf die Wegunabhéingigkeit eines
Kurvenintegrals geschlossen werden kann; nach dem letzten Abschnitt ist das
dquivalent zur Existenz eines Potentials.

Satz 13.2

Seien n € IN,G C R" ein Gebiet und ' € C1(G,R") (stetig differenzierbar!). &
sei ein Gradientenfeld, d.h.

V. A Vo@ = d@
$eCl(@) TG

Dann sind die Ableitungen von ¢ symmetrisch, d.h.

8’Ui
8w 5

6vj
8:5,-

@) = %) (,5€{l,...,n},Z€Q)

Bemerkung

(i) Wegen der Voraussetzung @ € C1(G,R") muB ¢ sogar aus C*(G,R) sein.

(ii) Die Bedingungen dieses Satzes heiflen auch Integrabilitéitsbedingungen.
Sie sind nur notwendig, i.a. ohne weitere Voraussetzungen noch nicht hin-
reichend.

Beweis

Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Satz von Schwarz {iber die Vertauschbar-
keit der Differentiationsreihenfolge bei zweimal stetig differenzierbaren Funktio-
nen:

Im Falle 7 = V¢ ist niamlich

9 |
vj = 6.%'] (]6{17"'an})7
und daher gilt
;9% 9*¢ v

a.Ti N 85618‘%‘] - ax]axl - 856]- (Z,jE{l,...,n}).
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In den Féllen n € {2,3}
schrieben werden:

vz
8561

ovs
dxs
87)1
dx3
81)2
oz,

S
Il
S

N
I
w

soll die Symmetriebedingung einmal explizit hinge-

8’01
_87332_0
Ovoy
— — 2 =0
8%3
8’1)3
— —= =0
8%1
81)1_
_673:2_()

Diese Beziehungen geben Anlafl zu einer neuen Definition.

Definition 13.9

Seien n € {2,3},G C R" ein Gebiet und ' € C*(G, R™) (ein stetig differenzier-
bares Vektorfeld). Dann heifit fiir 7 € G

S
Il
2

S
Il
w

(rot ¥)(Z) :

(rot V) (&) :

Oy

die Rotation von ¥ an der Stelle Z.

Bemerkung

ovr
- — (&
Oxo

- fa(@)

oxs

g [ =
o (T)

vy [ =
s (T)

(i) Der Begriff ,Rotation“® hat etwas mit der Vorstellung einer rotierenden
Stromung zu tun; das wird im Anschlufl an diese Bemerkung erldutert.

(ii) Die Rotation 148t sich auch in Fillen n ¢ {2, 3} definieren, erfordert dann
aber etwas mehr technischen Aufwand (s. R. Wiist: Hohere Mathematik

fiir Physiker).

(iii) Im Fall n = 3 ist auch rot ¥ ein Vektorfeld und 148t sich mit Hilfe des
formalen Operators V als Vektorprodukt berechnen:

€1 3%1 v1 ()
(rot 7)(%) = (Vx)(@) = | & 7% va() (T eg)
€3 3%3 v3(7)
°In der angelséichsischen Literatur als curl bezeichnet
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(iv) C!'-Felder mit der Eigenschaft
(rot 7)(Z) = 0 (€ g)
heiflen wirbelfrei. Damit 148t sich der letzte Satz kurz so formulieren:
Potentialfelder sind wirbelfrei.

Zum Namen ,,Rotation*

Man betrachte das Geschwindigkeitsfeld & +— ¥(Z) einer Stromung in der Néhe
des Nullpunktes. Es soll gemessen werden, wie schnell diese Stromung um die
x3-Achse rotiert. Dazu denkt man sich dort um diese Achse ein drehbares Rad
vom Radius R angebracht, s. Abb. 13.9.

/%‘ N

N =t

Abbildung 13.9: Um die x3-Achse drehbares Rad
Das Rad werde beschrieben durch die Parametrisierung iiber den Winkel :

Rcosyp
Z(p) = Rsin ¢ (¢ € [0,2n])
0

Im Punkt Z(p) bewirkt die Stromung ein Drehmoment D(y), welches propor-
tional zur Tangentialkomponente von ¥ [:E’((p)] ist, also zum Skalarprodukt von
7[Z(p)] und dem Tangenteneinheitsvektor von &' (y):

D) = (). 5) = (7). 576)

v (Z()) —Sme
_ ( el )| ) (¢ € [0,2r).
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Die GréBe 7[Z(p)] wird jetzt mit Hilfe des totalen Differentials approximiert:

i(Z()) ~ #0) + DU(0) #(p)
%(6) %(G) %(6) Rcos
= 0(0) + | 52(0) 22(0) 52(0) || Rsing
G (0) Gu (@) §u0) 0
Rcosyp %(6) + Rsing %(6)
= 27(6) + Rcosyp %(6) +R51n¢%(6)
0

= #(0) + Rcosy - D17(0) + Rsing - Dy@(0)

Damit ist das gesamte am Rad angreifende Drehmoment ungefihr gegeben
durch

D = O/D(w)dv = 0/(”(5(¢))’H§E<i;!> v
—sin g
(5(6)’ oS ) dp

2 —sin g cos ¢ 2T —sin® ¢
+ R/(Dlﬁ(O), cos? ¢ )dgo + R/(Dg@’(ﬁ), sin ¢ cos ¢ )dgp
0 , 0

%
0\57

Aufgrund von

2m 2m 21
/simpdcp = /coscpdw = /sincpcosgo dp = 0
———
0 0 %sin2<p
2m 2
c 2 _ 2 _
/sm pdp = /cos pdp = m
0 0

bleiben von dem letzten Ausdruck nur die folgenden beiden iibrig:

-,

D =~ RaDyv3(0) — RrDyv1(0) = Rr[Diva(0) — Dyvy(0)].

Das mittlere Drehmoment erhilt man nach Division durch den Kreisumfang.
Somit ergibt sich

]l
i

|
X

2~ 2 [Dis(0) — Dana(@)] =  (rot)(0)
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Die Grofle 5 (rot 7)(0) beschreibt also die , Rotationskomponente® von #(Z) fiir
# =0 um die x3-Achse.

Ebenso berechnet man die Komponenten um die z1- und z9-Achse, und der
aus diesen drei Komponenten gebildete Vektor beschreibt dann die Rotation
des Geschwindigkeitsfeldes ¢ im Nullpunkt.

Beispiel 13.11
Seien w € R,d@ € V3 mit ||@|| = 1 und ¥ das Vektorfeld, definiert durch

#(F) = w(d@x ) (T € V3)

Beh

¥ ist das Geschwindigkeitsfeld einer um die (durch den Vektor @ definierte)
Achse mit der Winkelgeschwindigkeit w rotierenden Strémung, s. Abb. 13.10.

T3

S
&

Z2

e

Abbildung 13.10: Um die Achse @ mit der Winkelgeschwindigkeit w rotierende
Strémung

Beweis
as2x3 — azxry 0 —as a 1
(@) = w@xZ) = w| agr; —aixs = w| a3 0 -u T
ai1xo — s —a2 a1 0 T3
. Dg(all'g — agl'l) — D3(a3$1 — a1x3)
rot (%) = (VxZ) = w| Ds(asxs —agxz) — Di(ajze — agzy) = 2wad.

Dl(agl'l — a1:c3) — DQ(ag.Z'g — a3:c2)
An jeder Stelle # € R ~ V3 ist rot #() parallel zu @, der Rotationsachse.

Beispiel 13.12

Sei E das von der im Ursprung liegenden Punktladung ) erzeugte elektrische
Feld, also (cf. Beispiel 13.8)

Q . Q x%+x%+x§
D2 T . x9 o 3\ =
E@) = dreg || 2|3 dreg Fragta} (@€ RA{0}).

3
\/ :c%—i—x% +x§
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Durch partielle Differentiation folgt
Lo Q ( xz )
rot E(Z) = ‘rot | ==
11

47‘(‘60
—3 2m9x x2+x2+x25+ §2$x\/9:2+:1:2+x25
2 44243 1 2 3 2 4302 1 2 3
. 5 . 5
— _3 2 2 2 3 /2 2 2
47'['5(] P} 23:3'1:1 -'171 + .'Z'Q + ZE3 + 2 2.’1711'3 5171 + «'172 + IE3

5 5
3 3
—5 2w1x2 3+ 23 +a3 + §2x2x1\/x%+:p%+x§

Ergebnis

Das elektrische Feld einer Punktladung ist wirbelfrei. Dieses Ergebnis hétte
man allerdings auch anders einsehen koénnen, da Potentialfelder stets wirbelfrei
sind:

E@) = -Vo(d),
o(F) = 42_:0-|;H (7 € R*\{0}),
rot E(f) = —rot (grad¢(7)) = [(rotgrad) ¢](Z)
DoD3p(£) — D3Da¢(T) 0
= D3D1¢p(Z) — D1D3¢(Z) | = | O
D1 Dyp(Z) — DoD1p(%) 0

Als ,,Gedédchtnisstiitze* kann man das mit dem formalen ,, Vektor*

Dy
vV = Dy
D3
auch so einsehen:
ot E(@) = (VxE)(@) = — (VxVe)(@) = — [(VxV)g](@) = 0.
Aus diesem Beispiel folgt allgemein:
rot (grad ¢) = 0 (¢ € CQ(g)),

d.h. Potentialfelder sind wirbelfrei.
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Beispiel 13.13

Sei H das (ringformige) Magnetfeld eines stromdurchflossenen Leiters lings der
x3-Achse (cf. Beispiel 13.9), also

. I 1 T s s
H(zi,20,23) = —  —5— 71 (z] + 23 #0).
2T w% + :c% 0
Dann rechnet man nach:
X
, D20 = Ds 270 0
rot H(Z) = o D3 7 — D10 = | o0
— 0
Dy :Jc%ﬁ-lx% - Dy m%—f:i%

Ergebnis

Das Magnetfeld eines unendlich langen geradlinigen Leiters ist — dort, wo es
definiert ist, also fiir 23 + 23 # 0 — wirbelfrei.

13.6 Einfach zusammenhingende Gebiete

Nach Satz 13.1 ist das Kurvenintegral iiber ein Vektorfeld ¥ genau dann vom
Weg unabhéngig, wenn ¢ ein Gradientenfeld ist (Integralktiterium). Satz 13.2
im Zusammenhang mit der Bemerkung auf p. 182 erweitert diesen Zusammen-
hang auf ein Differentiationskriterium. Es liegt somit die folgende Kette von
Aussagen vor:

/(17(3‘:’), dZ) ist in G vom Weg unabhéngig : f(ﬁ’(a‘c’), dz) =0
K

— ¥ ist in G ein Gradientenfeld : 7(7) = V(&) (F€G)

= Wirbelfreiheit von ¥ in G : rot 7(Z) = 0 (¥ €Q)

Schon wire es, wenn die Wirbelfreiheit eines Vektorfeldes (Differentiationskrite-
rium!) auch hinreichend fiir die Wegunabhéngigkeit eines Kurvenintegrals wire,
die dadurch beschriebene Arbeit dann nur vom Anfangs- und Endpunkt des
Weges abhinge. Beispiel 13.9 des ringférmigen Magnetfeldes eines stromdurch-
flossenen Leiters zeigt, dafl sich die letzte Implikation ohne zusétzliche Voraus-
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setzungen nicht umkehren 1&8t:

(i) G := R3\{Z: 23 =0}

I 1 T2
H = — . 7
($17$27$3) 2 ZL‘%—FIE% :Bl (l'eg)
cost
i) K: Z(t) = | sint (t € [0, 27])
0

/ (ﬁ (Z),dT) =1 # 0 (Integral iiber einen geschlossenen Weg)
K
(i)  rotH(Z) = 0 (7€)

In diesem Gegenbeispiel ist die geschlossene Kurve K so gewdhlt, daf sie die
Achse {Z : x3 = 0} umfihrt, also einen Bereich, der nicht zum (dreidimensio-
nalen) Gebiet G gehort:

G hat bei x3 = 0 ein ,,Loch“, ist nicht ,einfach zusammenh#ngend“.

Die genaue Definition dieses Begriffes ist nicht einfach, grob sei vereinbart:

Definition 13.10

Seien n € IN und G C R" ein Gebiet. G heifit einfach zusammenhéingend, wenn
sich jede geschlossene Linie in G auf einen Punkt zusammenziehen 148t, ohne
daf3 dabei G verlassen wird.

Im R? ist etwa G nicht einfach zusammenhiingend, wenn G , Locher® hat; im R?
ist G nicht einfach zusammenhéngend, wenn eine ,,R6hre“ von Rand zu Rand
durch G geht.

Beispiele 13.14

(i) Eine Scheibe Schweizer Kise, aufgefaBt als Teilmenge des R?, ist nicht
einfach zusammenhéngend.

(ii) Ein Stiick Schweizer Kise, aufgefaBt als Teilmenge des R3, ist einfach
zusammenhéngend.

(iii) Ein Mensch, aufgefaBt als Teilmenge des R, ist nicht einfach zusam-
menhéngend.

Aufgabe

(i) Tst ein Kreisring im R? einfach zusammenhingend?

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



13.6. EINFACH ZUSAMMENHANGENDE GEBIETE 189

(ii) Ist eine Kugelschale im R? einfach zusammenhingend?

Satz 13.3

Seienn € IN; G C R" ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und K eine Kurve
in G. Dann sind die folgenden Aussagen &dquivalent:

(i) Das Kurvenintegral [(%(Z),dZ) ist vom Weg unabhéngig:
K
$(0(2),dz) = 0
(ii) 7 ist ein Gradientenfeld: 7(Z) = Vo(Z)  (Feg)

(iif) @ ist wirbelfrei: rot 7(Z) = 0 (€ G)

Bemerkung

(i) Fiir einfach zusammenhéngende Gebiete, also insbeondere konvexe und
sternformige Gebiete hat man damit die zu Anfang dieses Abschnittes
gesuchte Aquivalenz erhalten.

(ii) In Beispiel 13.9 und Beispiel 13.13 des ringférmigen Magnetfeldes gilt:

(a) f(ﬁ(f),df) # 0 (keine Wegunabhéngigkeit)
(b) rot H(Z) = 0 (z3 # 0)
(c) (%) == & - arctan(%) (x1,22 > 0) ist ein Potential!

Dieses Potential existiert allerdings nur in einem Teilbereich von G.

Beispiel 13.15

Fithrt man einer abgeschlossenen Menge eines idealen Gases mit den Zu-
standsgrofien (p1, V1,T1) eine Warmemenge ) zu, so geht sie in den Zustand
(p2, Va, Ty iiber. Die Warmemenge dient der Steigerung der inneren Energie
des Gases und zur Aufbringung der Expansionsarbeit. Es gilt die Gleichung

T = W0 G0 20,

(Zur leichteren Lesbarkeit werden hier die Variablen p, V,T mit den Funktionen
p = fp(),V = fv(),T = fr(-) identifiziert, wie das bei Ingenieuren ja auch
iiblich ist.)
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Fiir die spezifische innere Energie u := U/m gilt nach der Kettenregel® bei
konstantem Volumen (v := V/m bezeichne das spezifische Volumen)

du ou dT ou dv
o2 - ZZ(T.v) — T —

N ar ou dv [Bei einem idealen Gas ist du/dv = 0

= a) - E(t) T %(Tﬂ)) E(t) (Gay-Lussac’scher Uberstromversuch)]

0
ar
= () —(t t>
() S (1) (t > 0)

mit ¢, (T) als spezifischer Wiarmekapazitit bei konstantem Volumen”. Setzt man
den Ausdruck %(t) = m‘é—qj(t) unter Verwendung der idealen Gasgleichung

pV = mRT — p(t)V(t) = mRT(t) (t>0)

in die Gleichung fiir ) ein, so folgt

d aTr mRT av
R0 = ma) G0+ (MhE) G ez
0 —————

V2

Hieraus folgt durch Integration die gesamte Wérmezufuhr, die das Gas vom Zu-
stand I in den Zustand II {iberfiihrt. Ist diese Uberfithrung vom Weg abhéngig?
Wenn ja, dann ist @) keine Zustandsgréfe, sondern eine Prozefgrofie.

Wenn nicht, dann muf sich die rechte Seite als Gradient einer skalaren Funktion
schreiben lassen, dazu ist die Integrabilitdtsbedingung aus Satz 13.2 bei einfach
zusammenhéngendem Gebiet hinreichend. Wegen

0vy Ovy

mR

ist diese aber nicht erfiillt, es ist rot? = rot ( Zl ) #* ( 8 >
2

Damit ist die Warmezufuhr QQ vom Weg abhéngig, mithin eine Prozefigrofie. Je
nach gewihltem Weg von I nach II, z.B.

(i) erst isobar (p = const.), dann isochor (V = const.) oder

SFormal korrekt miiBte man bei der Kettenregel eine neue Variable einfithren: u hingt
entweder von t oder von T und v ab. Man kénnte dann etwa wie folgt schreiben:

- du o dT o dv
u(t) = a T(t),v(t) — E(t) = Er T(t),v(t) E(t) + 92 T(t),v(t) E(t)

Aus Griinden der besseren Lesbarkeit und in Anlehnung an die Behandlung in den Ingenieur-
wissenschaften soll das hier jedoch unterbleiben.

TAuBer bei einatomigen idealen Gasen ist ¢,(T) bei idealen Gasen allein temperatur-
abhéngig, bei realen Gasen auch noch druckabhingig. Da diese Abhéngigkeit rechnerisch sehr
kompliziert ist, rechnet man in der Praxis meistens mit Mittelwerten — in der Regel auch wie-
der ¢, genannt —, welche iiber einen geeigneten Temperaturbereich genommen werden unter
der Bedingung, daf3 sich der Aggregatzustand dabei nicht dndert.
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Objekt Mathematik Thermodynamik
Variablenvektor | ¥ = ( 1 > ( r )
X9 %4
o o o T
Vektorfeld (&) =7 o(T,V) = ( v )
I
w(T, V) T
f(( vy )4 v )
Kurvenintegral | [(7(Z),dZ) =
* 7
i <v1(T, V)dT + vs(T, V) dV)
1

Tabelle 13.1: Bezeichnungen in der Mathematik und in

der Thermodynamik

(ii) erst isotherm (T = const.) bis V3, dann isochor (V = const.) bis T

(iii) etc.
wird jeweils eine verschiedene Warmemenge benotigt.

Bemerkung

In der Thermodynamik werden Kurvenintegrale fiir gewthnlich etwas anders
bezeichnet als in der Mathematik. Dieser bezeichnungstechnische Unterschied

soll im folgenden kurz dargestellt werden, s. Tab. 13.1.
Betrachtet man jedoch die durch T dividierte Gleichung

1 d@Q _mcy, dT mR\ dV
foa® = 10 a® " (vo) a®
S~~~ SN——
so gilt hier
awg _ 8w1 o
a—T(T,V) = W(Tav) = 0,

also gibt es ein Potential S = ¢(T, V') mit

(t = 0)7

= _ w1 (T7 V)
o) = ().
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und es ist

111 II mey T
Jro - J(3) 40D
j}t)‘f(t)dt - j(( g% >< 58 ))dt
_ 7<V¢(T(t),V(t)), < ‘T/g )) dt
= jcj;f(T(t),V(t))dt = :[”dqb = S — 51

unabhéngig vom gewidhlten Weg. Die Funktion S = ¢(T, V) beschreibt den
Zustand des Gases selbst, da der Weg, auf den das Gas in diesen Zustand
gelangte, keinen Einflufl auf den Wert von S hat. S heifit Entropie und ist eine
Zustandsgrofe.

Aufgabe

Fiir das Integral

zeige man die Wegabhéngigkeit, indem man vom Zustand I in den Zustand II
folgende Wege wihlt, s. Abb. 13.11 und 13.12:

(i) isotherm, isochor

(i) isochor, isotherm
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p p
A A
2 2
Isochore Isotherme
2/ 2/
Isotherme Isochore
! 1
.V \%
Abbildung 13.11: isotherm, isochor Abbildung 13.12: isochor, isotherm
Hinweis

(i) isotherm, isochor:

Ir II
mRT mRT
/ (mevdr + = av) + / (e a1 + 7 av)
I I
t2 to .
mey 0 mey T(t)
= / mRT(t1) ’ V(t) dt + / mRT(t) ) 0 dt
4 V(t) 4 V(t2)
= ?
(ii) isochor, isotherm:
Ir RT IT RT
m miila
/ (e dr + = av) + / (mevdr + - av)
I Ir
to . to
mcy T(t) mey 0
= / mRT(t1) ’ 0 dt + / mRT (t2) ) V(t) dt
0 V(1) i V()
= ?

13.7 Berechnung von wegunabhingigen Kurveninte-
gralen

Ist ein Vektorfeld ¢ in einem Gebiet G ein Potentialfeld (etwa, weil das Gebiet

einfach zusammenhéngend und ¢ wirbelfrei ist), so hingt der Wert des Kurven-

integrals [ (17(95), d:)_:’) nicht von der speziellen Kurve K ab, wenn diese ganz in
K
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G verlauft und den Anfangspunkt @ mit einem Punkt E verbindet. Es 148t sich
also irgendeine Kurve wihlen, um den Wert

3
o€ = [ (#@).a7)
zu bestimmen.

Beispiel 13.16  (bestimmte Integration)

Sei G C R? ein offenes Rechteck. Dann ist es am bequemsten, achsparallel von

-

a = (ay,as) nach b := (b1, b2)

zu integrieren, s. Abb. 13.13.

(b1,b2)
(a1,a2)

(b1,a2)

Abbildung 13.13: Achsparallele Integration innerhalb eines Rechtecks G

kx2

T

Dann erhilt man

(a) Weg von @ = (aj, az) nach (by,as):

[xl (t):=a1+t(b1—a1)] =

1
/

_ /1711[( a1+t(ci)21a1) )} (b — a1) dt
0
by
/
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(b) Weg von (by, az) nach b = (by, by):

i) = (ZE)H[(Z;><Z; ﬂ - <a2+t([22—a2)>

(b1,b2) 1
(#(7),d7) = / (6[3?(t)],a‘:’(t)) dt
(b1,az2) 0
/ b
J— 1 . —
- /WK as + t(by — az) )} (b2 — az) dt
0
bo
[mz(t)::ag—i-t(bg—ag)] = /’Ug(bl,l'g) dxa

(¢) Gesamter Weg von @ = (a1, ag) nach b = (b1, by):

b by bo
o(b) = /(U(f),d:&’) = /vl(t,ag)dt + /vg(bl,t)dt
a al as
(d) Konkret:
2 — 3%%332
G:=R" ,  U(xy,22) := 3
51

rot 7(%) = Dyva(Z) — Dovy (%) = 327 — 322 = 0 (7 € R?)

G = R? ist ein einfach zusammenhiingendes Gebiet, also existiert eine
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Stammfunktion ¢. Sei @ € G. Dann ist
b
oG) = [ (@), aa)

.
a

by bo
= /’Ul(t,ag) dt + /UQ(bl,t) dt
a1 az
by bo
= /3t2a2dt - /bi’dt
ai as

_ 3761 31,702
— a9 [t ]al + bl [t] as
= agb? — aga? + b?bg — b:l')ag

(b1,b2)
(a1,a2)

= by — aday = [m?xﬂ

mit der Stammfunktion ¢(%) := 23z (¥ € R?).

Beispiel 13.17  (unbestimmte Integration)
Gegeben sei das Vektorfeld

v1(Z) cos 1 sin(z3x3)
(X)) = | (@) = 2z9x3(1 + sin z1) cos(w3xs3) (T € R?)
v3(T) 23(1 + sinzy) cos(x3x3) + 273

Man stellt fest:

Dov3(Z) — D3va(7) 0
rot (%) = Dsvi(Z) — Dyvs(%) = e = 0
Dl“Q(f) — DQUI(f) (Ubung!) 0

Da der gesamte Raum R? einfach zusammenhingend ist, ist die Voraussetzung
von Satz 13.3 erfiillt, und v ist ein Gradientenfeld, d.h. es existiert eine reell-
wertige Funktion ¢ mit

i) = (Vo)(&) (7 € RY).
Eine solche Funktion ¢ soll nun durch unbestimmte Integration ermittelt wer-

den. Dazu geht man schrittweise vor und fangt 0.B.d.A. bei x; an:

(1) Differentiation von ¢ nach z:

99
83;1
SN o(¥) = sinxy sin(:ﬁgacg) + fi(xa,x3)

(Z) = v (%) = cosxysin(zizs)

Die ,, Integrationskonstante* (bzgl. 1) ist hier also eine Funktion der beiden
restlichen Variablen x5 und z3.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



13.7. BERECHNUNG VON WEGUNABHANGIGEN
KURVENINTEGRALEN 197

(2) Die unter (1) ermittelte Funktion ¢ wird jetzt nach zy differenziert und das
Ergebnis mit v (&) verglichen:

99 : 0
a;i(x) = 2xox3sinm cos(zixs) + a—ml(atg,xg)
= v2(%) = 2wox3(1 + sinwxy) cos(r3w3) =
0
ag(aa,xs) = 2wyw; cos(w3uy)
fi(zo,z3) = sin(z3z3) + fo(xs)

mit der ,Integrationskonstante® fa(x3).

(3) Das Ergebnis von (2) wird jetzt in (1) eingesetzt, und man erhélt

$(Z) = sinzysin(zizs) + fi(ze,x3)
(1 +sinxy)sin(z3z3) + fa(z3).

(4) Nun erfolgt eine Differentiation nach x3 und ein Vergleich mit vs:

0p .
8Jf;(:zc) = 22(1 4 sinzy) cos(z323) + f'(x3)

= v3(Z) = x3(1 + sinay) cos(zizs) + 223 =
falwz) = 23,  folwz) = a3 + C

mit der nun echten Integrationskonstante C.

(5) Das Ergebnis von (4) wird jetzt in (3) eingesetzt, und man erhilt eine
Stammfunktion

H(Z) = sinzsin(zizs) + folxs)

(1 + sinzy) sin(z3z3) + 23 + C.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



Kapitel 14

Oberflichenintegrale

Neben der Integration {iber ebene und rdumliche Bereiche bendtigt man in den
Anwendungen haufig die Integration tiber gekriimmte Fliachenstiicke im Raum.

Analogon

Die Ersetzung eines eindimensionalen Intervalles im R! durch eine ,eindimen-
sionale“ Menge im R"™ — einen Weg — fithrt vom gewdhnlichen eindimensionalen
Riemann-Integral zum Kurvenintegral. Genauso wird die Ersetzung einer zwei-
dimensionalen Menge im R? — etwa eines Rechteckes — durch eine ,,zweidimen-
sionale* Menge im R" (eine Flidche) von einem gewdhnlichen zweidimensionalen
Riemann-Integral zu dem sog. Oberflichenintegral fithren, s. Abb. 14.1.

SN

Abbildung 14.1: Kurve und gekriimmte Flidche im Raum

Beispiel 14.1

Mit Hilfe einer Kugelkappe K 148t sich ein rdumlicher Winkelbereich definieren,
s. Abb. 14.2.

Die von einer Antenne in diesen Winkelbereich abgestrahlte Energie kann man
bestimmen, indem man iiber die Kappe die Energiedichte mifit und integriert.

14.1 Hyperflichen im R" - Tangentialebene

Analog zum Kurvenbegriff mufl aus der anschaulichen Vorstellung einer Fliache
etwas gemacht werden, mit dem man rechnen kann. Die Vorstellung, man kénne
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Abbildung 14.2: Rdumlicher Winkelbereich

ein krummes Flichenstiick im R? glattbiigeln, auf eine Ebene legen und so die
Punkte des Flichenstiickes mit einer Teilmenge des R? identifizieren, legt es
nahe, Flichen im R?® mit gewissen (Mengen von) Abbildungen aus dem R?
in den R? zu identifizieren, analog zu den Kurven als Aquivalenzklassen von
Wegen.

Fiir n > 3 werden dann , Flichen“ durch Abbildungen aus dem R"! in den
R™ dargestellt. Solche ,,Flichen* sind in gewissem Sinne (n — 1)-dimensional,
man nennt sie Hyperfliachen. In den Anwendungen bené6tigt man natiirlich so
gut wie ausschliellich den Fall n = 3, und daher sollte man sich alle der im
folgenden eingefiihrten Begriffe auch im R? vorstellen. Da sich z.B. aber auch
die reguliéiren Kurven (s. Kapitel 13) in dieser Darstellung wiederfinden (n = 2),
soll dieser Abschnitt doch etwas allgemeiner abgehandelt werden.

Gebraucht werden nun vor allem solche Flichen, die ,,Randflichen® von (dreidi-
mensionalen) Gebieten sind, etwa die sechs Begrenzungsflichen eines Wiirfels.
Daher werden im folgenden nur solche Flichen betrachtet, die lokal aussehen
wie ein Stiick des R?, also keine Ecken und Kanten haben. Die Ubertragung
der Bedingung

#t) # 0 (t € [a,])
fiir eine regulidre Kurve ist dann die Bedingung, daf3 die Darstellungen von
Flachen maximalen Rang haben.

Definition 14.1
Sein € N,n > 2.

(i) Seien G € R™! ein Gebiet (im Fall n = 2 also ein offenes Intervall) und
7€ CHG,R™). p heilt auf G regulir, wenn gilt:

rgDp(i) =n—1 (€e€gG) A pist (global) injektiv.

(ii) Seien G, H € R™! Gebiete und 7 € C'(G,R"), ¢ € C*(H,R") zwei re-
gulire Abbildungen. p’ heif3t dquivalent zu ¢, wenn gilt:

Es existiert eine bijektive Abbildung (Abb. 14.3)
p: H — G
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200 KAPITEL 14. OBERFLACHENINTEGRALE

mit ¢ € C*(H,R" 1), det Dé(T) # 0 (7 € H) und

p(o(?)) = pla) = ¢(@) (V€ H).
¢
H g
T~ 7
Rn

Abbildung 14.3: Aquivalente Darstellungen einer Fliche

Bemerkung

(i) Sind p und ¢ reguliire Abbildungen, ¢ wie oben, dann existiert die Um-
kehrabbildung

o' G — H,
und es gilt =1 € CH(G,R" ), det Do~ (@) # 0 (@ € G).

Damit ist die in Teil (ii) der letzten Definition erklirte Relation symme-
trisch. Sie ist offensichtlich reflexiv (¢ = id) und transitiv (¢ = ¢1 o ¢2),
insgesamt also eine Aquivalenzrelation.

(ii) Im Fall n = 2 mit G = (a, b) ist

Dp(u) = (p)'(u) (u € (a,0)),

und rg Dp(u) = 1 bedeutet:

plu) # 0 (u € (a,b)).

Bis auf den Unterschied, dafl der Definitionsbereich von p’ offen ist, ist
dann § eine regulire Darstellung einer C'-Kurve im R?.

(iii) In Definition 14.3 wird diese Definition dahingehend abgeschwiicht, dafl die
geforderte Injektivitdt und Rangbedingung auf Nullmengen von ¢ nicht
mehr zu gelten brauchen, also etwa auf dem Rand G von G nicht mehr.

Definition 14.2
Sein € N,n > 2.

Eine Aquivalenzklasse bzgl. der in der letzten Definition erklirten Aquivalenz-
relation auf der Menge der reguliren Abbildungen aus R™" ! in den R™ heifit
eine offene regulidre Hyperfliche im R", jeder Reprisentant heifit eine regulédre
Darstellung dieser Hyperfliche.
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Bemerkung

Sind F eine offene regulire Hyperfliche im R™ und 5 € C'(G, R") eine regulire
Darstellung von F, also F = [p] (Aquivalenzklasse), so schreibt man dafiir wie
bei Kurven

Fooa o — pla) (@ eg).

Oft ist es auch so, dafl man von einer Darstellung ausgeht und die Fléche dann
als Aquivalenzklasse dieser Darstellung definiert. Geometrisch bleibt natiirlich
die Vorstellung dieser Fliche wie zu Beginn des Abschnittes erhalten, d.h. man
stellt sich als Flidche den Wertebereich einer ihrer Darstellungen vor. Das ist
durchaus in Ordnung, solange klar ist, wie man mit dem Begriff mathematisch
umzugehen hat. Fiir verschiedene Reprisentanten p, ¢ € F gilt ja insbesondere

W(p) = W(9).
Beispiele 14.2
(i) Seien R > 0 und
G = {(z1,22) : (z1,m2) € R?, 2 +23 < R*}
fla1, @) == \/R? — (2] + 23) ((z1,22) € G)
Dann ist f € C1(G) (Beweis?), und
F: (x,z2) — @) = (x1,22,/R? — (2% + 23))

ist eine regulire Fliche im R3.

Geometrisch ist F die obere Hilfte der Oberfliche der Kugel vom
Radius R und dem Koordinatenursprung als Mittelpunkt, wobei die
»Aquatorlinie nicht mehr dazugehort.

Zur Regularitiat von F:

Mit 4@ = (uy,u2) = (x1,x2) € G ist

1 0

Dp(u) = 0 1
OFf /— OFf /-
87{1 () anQ ()

mit rg Dp(i) = 3 — 1 = 2. Offensichtlich ist p auch global injektiv, also
invertierbar.

Aufgabe
Welches ist die Umkehrabbildung?
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(ii) Seien R > 0 wie unter (i) und
G = {(¢,0): ($,0) € (0,2m) x (0,m)}
F: (¢,0) — p(u) := (Rsinfcos¢p, Rsinfsin ¢, Rcosb).
Dann ist F die Oberfliche der Kugel vom Radius R und dem Ko-
ordinatenursprung als Mittelpunkt, wobei diesmal der ,,Nullmeridian“

{(¢,0) : ¢ = 0,0 € [0,7]} nicht mehr dazugehort, da [0,27) x (0, )
kein Gebiet ist. Auch diese Abbildung ist im Definitionsgebiet regulér.

Bemerkung

(i) Der Graph einer differenzierbaren Funktion f : G — R ist eine glatte
Fliche im R3, welche sich auf verschiedene Arten parametrisieren lift.
Eine Moglichkeit ist jedenfalls die folgende:

Der ,Fuipunkt® (z1,z9) € G C R? eines jeden Flichen-
punktes (21,z9, f(z1,72)) € R? liefert natiirliche Koordina-
ten (u1,us) = (x1,xe2). Die Parametrisierung ist dann gegeben
durch

plur,ug) = (ur,ug, f(ur,u2)) (@ = (u1,u2) €9),
wie in (i) des letzten Beispiels (Beispiel 14.2) ausgefiihrt.

(ii) Die beiden Teile des letzten Beispiels deuten schon an, daf§ man mit re-
guléren offenen Flichenstiicken nicht auskommen wird:

In (i) geht die C!-Eigenschaft verloren, wenn man den Aquator
mit dazunimmt.

In (ii) geht die Injektivitdt verloren, wenn man die gesamte
Oberfliche der Kugel darstellen will. Zwar kann man hier auch
¢ = 0 noch zulassen, also den Nullmeridian mit dazunehmen,
dann wiirden bei dieser Darstellung nur der Nordpol (¢ = 0) und
der Siidpol (6 = 7) fehlen. Allerdings wiire die Parametrisierung
P dann nicht in einem Gebiet erklirt: die Menge [0, 27) x (0, 7)
ist nicht mehr offen!

Aus diesem Grund wird im néchsten Abschnitt die Definition einer re-
gulidren Abbildung etwas abgeschwicht.

Aufgabe
Seien r, R > 0 mit » < R. Man zeige, dafl
cos ¢ cos ¢ 0
p(¢,0) == R-| sing + r- sing | -cos® + | 0 | -sinf
0 0 1
(R + rcosf) cos ¢
= (R4 rcosf)sin¢ ((¢,0) € (0,2m) x (0,27))
rsin 6
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eine reguldre Abbildung ist, somit

Fi (o0 — p(o,0) ((¢,6) € (0,2m) x (0,2m))
ein regulires offenes Flichenstiick im R? ist (der einmal ,ldngs* und einmal
»quer® aufgeschnittene Torus, s. Abb. 14.4). Man beachte, dafl § hier der Po-
larwinkel des Querschnittskreises vom Radius 7 ist — daher 6 € (0,27) — und
nicht der von den Kugelkoordinaten her bekannte Polarwinkel aus (0, 7).

x2 3

T T -

@

2r z1,z2-Ebene

Abbildung 14.4: Langs- und Querschnitt eines Torus’

Hinweis
Man berechne Dpl(¢,0) und zeige, daf fiir alle (¢,0) € (0,27) x (0,27) stets
wenigstens zwei Zeilen linear unabhéingig sind (nicht immer die gleichen!).

Im folgenden soll die sog. Tangentialebene an eine regulire Fliche etwas niher
untersucht werden. Viele der durchgefiihrten Betrachtungen lassen sich auch im
Fall n > 3 durchfiihren, das soll hier aber nicht geschehen.

Seien also n =3, G C R" ! = R? ein Gebiet und
F: a +— pla) (W€ qg)
eine offene regulire Fliche im R3.

Seien iy € G und &y := p(iup) ein Punkt auf dieser Fliche. Der Wertebereich
der linearen Abbildung

Dp(ip): R? — R?
ist ein Untervektorraum von R? der Dimension 2, also eine Ebene durch den

Koordinatenursprung O € R3. Dieser Teilraum wird von den Spalten der Matrix
Dpl(ip) aufgespannt; nach Voraussetzung (Regularitét) ist rg Dp(ip) = 2:

. . 9 Op1 (=

O(p1, pa, ps) Dipi1 (o)  Dapi (i) gﬁi (tio) gﬁé (tio)

Dplip) = W = | Dip2(to) Dapa(iio) | = | 52 (do) 3oz (do)
b Dips(to) Daps(to) 93 (ify) G (ip)

Dieser Unterraum, am Punkt Zy = p(up) ,angeheftet“, also die Ebene
(

{: TeR® 7= pliy) + Dp(ilp)(¥), U € R* geeignet }
3—1

plto) + sz iD(Uo), v € R geeignet }
i=1

= {Z: 7eR’ &
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heifit Tangentialebene von F an der Stelle Zy = p(up), s. Abb 14.5.

Uy = I
Abbildung 14.5: Tangentialebene am Flachenpunkt %

Fiir die Tangentialebene soll eine weitere Darstellung angegeben werden:

Die Matrix Dp(iip) hat den Rang 2, also sind ihre Spalten D;p(ip) und Dap(ip)
linear unabhéngig. Somit ist D1p(wdp) x Dapl(tp) # 0 (warum?), und ein Nor-
maleneinheitsvektor zur Ebene 7j4,) ist gegeben durch

" ID1plio) x Daplio)]|
und die Tangentialebene 148t sich auch darstellen durch
Ty = {7+ @€ R, (7 - (o), A[A@)] ) = 0.

Diese Darstellung der Tangentialebene heifit Normalenform. Da zusétzlich
17(p(0)) || = 1 gilt, liegt hier die Hesse’schen Normalenform der Ebenenglei-
chung vor.

Beispiele 14.3

Es sollen Tangentialebenen und die zugehérigen Normalenvektoren zu den
Flichen in den Beispielen 14.2 (i) und (ii) bestimmt werden.

(i) Berechnet werden zwei linear unabhéingige Vektoren der Tangentialebene
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7;7(@0) Es ist mit ¥ =« € G:

D f(z1,x9) = , Dof(x1,22) = )
e = e O T TR
1 0
Dipur,ug) = 0 , Doplur,ug) = 1 ,
D, f(@) Do f (1)
—D1 f(u)
D1p() x Dop(ti) = —Dy f(1)
1
1 “
- 2 2 w2
B+l \ Jm g

Abbildung 14.6: Obere Halbkugel mit &ulerem Normalenvektorfeld

Der Normalenvektor der Tangentialebene an einen Punkt der (oberen
Hélfte der) Kugeloberfléiche hat also die gleiche Richtung wie der Ortsvek-
tor des Punktes, an dem die Tangentialebene ,,angeheftet* ist, in Uberein-
stimmung mit der geometrischen Vorstellung. Dieses Normalenvektorfeld
zeigt auf der Kugeloberfliche nach ,auflen“, s. Abb. 14.6.

(ii) Dieses Beispiel liefert genau dasselbe geometrische Objekt — die obere
Halbkugelfliche — dieses Mal allerdings mit Hilfe von Kugelkoordinaten
parametrisiert. Hier ist

= {($,0): (¢,0) G(O,QW)X(O,g)},
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F: (¢,0) —— (Rsinfcos¢, Rsinfsin¢, Rcosb).

Man erhilt damit

—Rsinfsing R cosfcos ¢

Dp(¢,0) = (D1p(¢,0) Dop(¢,0)) = | Rsinflcos¢ Rcosfsing
0 —Rsinf
o = P2 sin 6 cos ¢
N ﬁ(ﬁ(¢,9)) _ Dl}i(gbve) X D2]i(¢,9) _ R2 §1n0 Sin@sin¢
| D1p(#,0) x Dapl(¢,0)|| R?sin6 050

Dieses Normalenvektorfeld zeigt auf der Kugeloberfliche nach ,,innen*.

Aufgabe

(i) Man bestimme zwei linear unabhéngige Vektoren der Tangentialebene fiir
die Fléche aus der Aufgabe von p. 202.

(ii) Man bestimme dazu ein Normalenvektorfeld.

(iii) Man gebe eine Darstellung der Tangentialebene am Punkt 5(%,%) als
Punktmenge des R? an.

14.2 Flidcheninhalt - Integrale iiber Flachen

Der Flidcheninhalt |F| einer krummen Fliche F ist das zweidimensionale Ana-
logon zur Lénge |K| einer gekriimmten Kurve K. Daher liegt die folgende Defi-
nition nahe:

|F| = sup{|P|: P ist ein der Flidche einbeschriebenes Polyeder}

Leider erweist sich dieser Ansatz als unbrauchbar, es gibt Gegenbeispiele:

Beispiel 14.4  (Schwarz’scher Zylinder)

(i) Die Mantelfldche eines Kreiszylinders vom Radius 1 und der Hohe 1 besitzt
nach konventionellen Mafistaben den Inhalt 271 - 1 = 2.

(ii) Benutzt man hingegen obige Definition, so 148t sich zu jeder Zahl n € IN
ein dem Zylinder einbeschriebenes Polyeder P, finden mit der Eigenschaft
|Pn| > n, m.a.W. sup{|P,| : n € N} existiert nicht.
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Zur Definition des Inhaltes eines gekriimmten Flichenstiickes mufl man also
anders vorgehen!

Seien G C R? ein Gebiet, p' € C' (G, R?) eine regulire Abbildung und
F: 4 +— pa) (ueg)

eine offene reguldre Fliche im R3.

Sei R C G ein abgeschlossenes Rechteck. Das Bild p(R) ist dann ein
Flichenstiick im R?, es sei mit F bezeichnet, s. Abb. 14.7.

5

, L3

(@)

_ w
ugl) e

Abbildung 14.7: Gitternetz im R? und sein parametrisiertes Bild im R?

R wird nun durch achsparallele Linien in kleine Teilrechtecke {R;}ics zerlegt.
Die Bilder dieser Linien bzgl. der Abbildung p zerlegen dann das Bild p(R) von
R in ,kleine Flachenstiicke“, die anndhernd eben und von Parallelogrammge-
stalt sind, also ,,Fast-Parallelogramme*.

Nun wird versucht, den Flacheninhalt von F dadurch zu approximieren, dafl
mit Hilfe der Darstellung p eine Niéherung fiir den Inhalt der kleinen Fast-
Parallelogramme p(R;) berechnet und diese aufsummiert wird. Dazu wird ein
R; und das zugehorige Bild p(R;) vergrofert gezeichnet, s. Abb. 14.8.

y U2 \ T3 ﬁ(u(li)7u;i)+k)
u k1 A+l +4)
Ri (¢ . .
W0 ] 7o P +h )
2 > L2
| | Ul
T T -
ugz) ugl) +h 1

Abbildung 14.8: Einzelrechteck und Fast-Parallelogramm

Da p(R;) ein Fast-Parallelogramm ist, ist der ,,Flicheninhalt“ [p(R;)| von p(R;)
etwa gleich dem (wohldefinierten) Flidcheninhalt des von den beiden Vektoren

= Al +hd?) — )

= o w) + k) — B ug))

(S TR=1]
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aufgespannten Parallelogrammes, also gleich |5(R;)| = ||@ x b|).

h und k sind klein, und p'ist differenzierbar, also gilt

= 5 + b)) — ), u

J §1)> ~ Dip(ul @ ()) h,
= H ) +E) — PP 2

) ~ sz(up,ug))

Sl QL

~—

Man beachte die Schreibweise:
Dip:1(
Diplu) = | Dipa() |,
D;ps3 (1)

so dafl obige ,Fast-Gleichheiten* vektorielle , Fast-Gleichheiten® fiir alle drei
Komponenten von @ und b sind. Damit folgt weiter

)

S S Sy

l@xbll ~ I, uf?) - b Dop(uf”,uf) - k|
= ||D1p(u1),ug)) X Dgp(uf),u2 )H h-k
= IDii(a?) x Dyi()]| - [Ri].

[P(Ri)]

%

Bezeichnet man den (bisher nur anschaulich definierten!) , Flicheninhalt“ von
F mit mit |F|, so ist

Fl = Y 1AR) ~ Y IIDup(@?) x Dap(a?)|| - [Ril.
ieJ iceJ
FEin geeigneter Grenzprozef fiir diese Riemann’sche Summe fithrt dann zu dem
Integral

[ 1Dist@) x Dost)| i
R
welches zur Definition des Flécheninhaltes von |F| verwendet wird.

Bemerkung

Sinnvoll ist diese Definition freilich erst dann, wenn der Wert eines solchermafien
definierten Integrals fiir dquivalente Darstellungen ein und derselben Fldche
jeweils derselbe ist.

FEine weitere Schwierigkeit muf} iiberwunden werden: Man méchte z.B. die Ober-
fliche einer Kugel mit Hilfe von Kugelkoordinaten parametrisieren kénnen. Die-
se sind, als Abbildung von (0,27) x (0,7) in den R3, zwar injektiv, auf dem
Rand von [0,27] x [0,7] — dem Nullmeridian — allerdings nicht mehr, wie in
Beispiel 14.2 (ii) bereits néher ausgefiihrt.

Deswegen mufl in der Definition einer reguliren Flidche (Definition 14.1) der
Begriff der reguliren Abbildung abgeschwiicht und der Begriff von Aquivalenz
solcher Abbildungen so eingefithrt werden, dafl auch die Transformationsfor-
mel fiir Gebietsintegrale (Satz 12.14) noch anwendbar ist. Da man bei ,nicht
zusammenhéngenden Fléchenstiicken® jedes Teilstiick einzeln behandeln kann,
beschrénke ich mich hier auf zusammenhéngende Flichenstiicke:
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Es werden nur solche Darstellungen zugelassen, die auf Jordan-

Bereichen M  definiert sind, deren offener Kern M zusam-
menhédngend ist, also ein Gebiet.

Um nun diese Darstellung nicht allzu sehr mit mathematischen Details zu iiber-
frachten, sei nur das Ergebnis erwéhnt, wie denn die Definition einer reguléren
Abbildung (Definition 14.1) abgeschwéicht werden kann:

Definition 14.3

FEine Abbildung p wie in Definition 14.1 soll im folgenden auch dann noch
regulér heiflen, wenn auf Nullmengen von M die Injektivitit und die geforderte
Rangbedingung rg Dp(@) = n — 1 nicht mehr erfiillt sind. Insbesondere darf das
auf dem Rand M von M passieren, welcher ja eine Nullmenge ist.

Satz 14.1

Seien M; und My zwei Jordan-Bereiche im R? sowie j € Cl(./\/ll,]R?’) und
7 € CY (M3, R?) zwei im Sinne von Definition 14.3 zueinander fquivalente re-
guldre Abbildungen. Dann gilt:

[ 1Dist@ x Dt da = [ 1D:a(@) x Da(o)] dv
My Mo

Der letzte Satz zeigt, daBl der Wert des Integrals — der ,Flicheninhalt“ von
F =W (p) — von der speziellen Parametrisierung unabhéngig ist. Daher ist die
folgende Definition sinnvoll:

Definition 14.4

Seien M C R? ein Jordan-Bereich, also M kompakt und M = M\J{j/l eine

Nullmenge. Seien M ein Gebiet und 7 € C'(M,R?) eine regulire Abbildung
im Sinne von Definition 14.3. Sei

F: u — pa) (weM)

das dadurch definierte regulire Fliachenstiick.

Dann ist der Flidcheninhalt |F| der Fliche F definiert durch

= [do = [IDista) x Dapt@)] di. (14.1)
F M

Ublich sind auch die Zeichen

f do bzw. fdo oder @do;
r F

f
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die letzten beiden fiir eine geschlossene Flédche F.

Bemerkung

(i) Das Zeichen ,do“, das unter dem Integral ersetzt wird durch die mit der
Darstellung p’ definierte Grofie || D1p(@) x Dopl(i@)|| did, heifit (skalares)
Oberflichenelement. Oft werden dafiir auch die folgenden Zeichen ver-
wendet;:

dF (F: Fldche) oder
dA  (A: Area).

(ii) Das skalare Oberflichenelement do macht auch im Fall n = 2 Sinn, also im
Fall 5 € CY(M,R?) mit M C R?*~! = R! = R. Ein solches ,,Flichenstiick*
im R? ist dann nichts Anderes als ein Kurvenstiick im R? (M = [a,b] C R
geeignet), und das Oberflichenelement do = || D1p(@) x Dop(@)| d ist
gleich dem Wegelement ds = || Dp(t)|| dt = ||p(t)| dt; s. die Bemerkung auf
p. 164,

Beispiel 14.5
Seien R > 0, M := {ii: @ = (u1,uz) € R? ||@|| < R} und f definiert durch

flur,ug) = ui + uj (e M).

Durch
F: U4 <’U,1,U2,f(U1,U2)> (’JE M)

ist dann ein regulires Flichenstiick definiert: das in der ,,Hohe® x3 = R? abge-
schnittene Rotationsparaboloid, s. Abb. 14.9.

\ L3

| —F =W(p)

Z2

1 {{z1,22) + 2% + 23 < R%}
Abbildung 14.9: Rotationsparaboloid x3 = 23 + 23 der Hohe R?

M ist ein Jordan-Bereich, M ein Gebiet und f € C'(M). Fine Parametri-
sierung der Flidche lautet dann (s. Beispiel 14.2 und die daran anschlieflende
Bemerkung)

—

p(a) = (u1,uz, f(u, ug)) (@ € M).
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Es ist
1 0 1 0
Dp(id) 0 1 =10 1|,
f ﬁ f _; 2'LL1 2u2
—2u1
D1p(t) x Dopl(i) = | —2u |,
1
| D1p(@) x Dopl(@0)|| = /4u? +4ud +1 (@ € M).

Damit erhilt man fiir den Flacheninhalt

|F| = /do = / \/4u? + 4u3 + 1 d(uq, ug)

F {a: @eR?, @] <R}
R 2w R
= /</ \/4r2+1dg0>rdr = 27T/\/4T2+1rdr
r=0 (P:O r=0
2 1 r=F
= om0 4 1)2 - 5 [aR? 417 1],

Man beachte, dafl sich dieses Ergebnis auch schon mit der eindimensionalen
Integration hat ermitteln lassen. Im Abschnitt iiber die Berechnung von Man-
telflichen von Rotationskérpern liefl sich || unmittelbar mit der oben auch
auftretenden Formel

R
|F| = 271'/ N1+ RH(r)2dr = 271'/ r/ 1+ (2r)2dr
r=0

berechnen, wobei g bzw. h die Polarkoordinatendarstellung von f bedeuten:

g(ryp) == f(ur,u2) = f(rcosgo,rsingo) = 7"2((3032 g0+sin2<p) = r° =: h(r).

Beispiel 14.6
Sei K eine Kappe einer Kugel vom Radius R, s. Abb. 14.10.

Eine Parametrisierung ist gegeben durch Kugelkoordinaten:
ple,0) = (Rcospsinf, Rsingsinf, R cosf)

mit M = {{p,0): 0< ¢ <2m, 0<0<6}
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0o R

Abbildung 14.10: Fliche einer Kugelkappe

—Rsinysind Rcospcosf
D1p(p,0) x Dapl(p,0) = Rcos ¢sin x | Rsinpcosf
0 —Rsin6
cos @ sinf
= —R?.sinf- | singsind
cos 6

Einheitsvektor

Damit wird das Oberflichenelement
do = |D1p(@) x Dopl(@i)||dii = R?sin@ d(ep,0),

und es folgt fiir den Fldacheninhalt:

|F| = /do = /stinedgodﬂ
F M
21 0o

)
= R? / (/sinﬁd@)dgp = 27TR2/sin9d9
=0 6=0

0
= 27TR2(1 — cos 60).
Fiir 6y = 7 erhélt man die Kugeloberfliche:

|Kugeloberfliche] = 2rR*[1—(-1)] = 4rR*

Seien nun M C R? ein Jordan-Bereich und
F: u — pa) (e M)

ein reguliires Flichenstiick im R3. Auf der Fliche, genauer: auf W (p), sei eine
stetige reellwertige Funktion f definiert: f € C° [W(ﬁ)] Sie ist etwa interpre-
tierbar als Flichenladungsdichte, also

£(7) = lim Gesamtladung auf Q(Z)
"~ 7o@)|—0  Flicheninhalt von Q(7)
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wobei Q(Z) z.B. ein ,Fast-Quadrat® auf der Fliche F mit # als Mittelpunkt
ist, s. Abb. 14.11.

T3

€1
Abbildung 14.11: , Fast-Quadrat mit & als Mittelpunkt

Man erhélt dann eine N&herung fiir die Gesamtladung auf der Fléiche, indem
man M als Rechteck voraussetzt und dieses in Teilrechtecke zerlegt, deren
Bilder Fast-Parallelogramme auf der Fliche F = W (p) sind. Eine mittlere
Ladungsdichte auf einem solchen Flachenstiickchen, multipliziert mit dessen
Flacheninhalt, ergibt dann eine N&herung fiir die Ladung auf diesem Stiick-
chen.

Mit den Bezeichnungen wie zu Beginn des Abschnittes erhdlt man dann als
Néherung fiir die Gesamtladung auf der Fliache F:

> ) ~ D @] - Dup(a?) x Dop(i)| - R
icJ ied

Wie beim Flicheninhalt macht dann ein geeigneter Grenzprozef3 aus der zweiten
Summe das Integral

/f | Dyj(@) x Do) dai

Wieder ist, bei regulidren Darstellungen, dieses Integral von der speziellen Dar-
stellung der Flache F unabhiingig, so daf§ man vereinbaren kann:

Definition 14.5

Seien M C R? ein Jordan-Bereich. Seien M ein Gebiet und p € C'(M, R?)
eine reguldre Abbildung im Sinne von Definition 14.3. Sei

Fio @ —  pa) (i € M)

das dadurch definierte regulére Flichenstiick.

Sei f eine auf der Fliche definierte und dort stetige Funktion, d.h.
f € COlW(p)]. Dann wird das Oberflichenintegral von f iiber der Fliche F
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definiert durch

[1@do = [ (@) - |piita) x Dapt@)] da. (142)
/

M

Ublich sind auch wieder die Zeichen
jj f(&)do bzw. jéf(a‘c’) do oder ﬁ (&) do;
F r F

die letzten beiden fiir eine geschlossene Flédche F.

Bemerkung

Analog zu Kurvenintegralen iiber stiickweise C'-Kurven werden Integrale iiber
Flachen, die aus endlich vielen Teilflichen mit reguldren Darstellungen zusam-
mengesetzt sind, als Summe der Integrale iiber die jeweiligen Einzelflichen de-
finiert.

Beispiel 14.7

Fine Ringkernspule besitze einen torusformigen Querschnitt mit einer Seele
vom Radius R und einem Querschnitt vom Radius r. Hat die Wicklung eine
Stérke h, welche im Verhéltnis zu r klein ist, so ist das Volumen dieser Wick-
lung annéhernd h x Oberfliche des Torus’, und diese Oberfliche Oy s0ll nun
berechnet werden.

Eine Parametrisierung ist gegeben durch (vgl. die Aufgabe auf p. 202)

cos ¢ cos ¢ 0
p(op,0) == R-| sing + r- sing | -cos® + | O | -sinf
0 0 1
(R + rcosf)cos ¢
= (R + 7 cosf)sin ¢ ((¢,0) € (0,2m) x (0,27))
rsinf
—(R + rcosf)sin ¢
Dip(4,0) = (R4 rcosf)cos ¢
0
—rsin 6 cos ¢
Dspl(¢,0) = —rsin f sin ¢
rcosf
(R + 7 cos @) cos 6 cos ¢ - 0
. . 0 + r(R + rcos@)cosfsin ¢
(D17 x Dap)(¢,0) = (R + 7 cosf) sin@sin® ¢ + (R + 7 cos #) sin 0 cos® ¢

r(R+r cos 0) sin 6
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(D15 x Dop)(6,0)|> = 7%(R+rcosd)? (cos2 0 cos® ¢ + cos? fsin? ¢ + sin® 0>

cos2 0

= [r(R+rcos 9)]2,

|D1p(9,0) x Dapl(9,0)|| = 7(R+rcost) (wegen r < R)

Damit ist die gesamte Oberfliche des Torus’ gegeben durch

27 27
|OTorus| = / do = /d(b /d@ r(R + rcos®)
»=0 6=0

Torus
2

27
= / [TR9 + 72 sin 9] _d¢
$=0 -
= 2m-2nmrR = (27‘('7“) . (27TR).

Bemerkung

Dahinter steckt die sog. Zweite Guldin’sche Regel:

Die Mantelfliche eines Rotationskorpers ist gleich dem Produkt
aus Bogenlidnge des Kurvenstiickes (hier: 27r) und der Lénge des
Weges (hier: 2w R), den der Schwerpunkt des Kurvenstiickes (hier:
der Mittelpunkt des kleinen Kreises) bei (einmaliger) Rotation
zuriicklegt.

Der folgende Satz besagt, dafl man ein Volumenintegral {iber eine Kugel vom
Radius R im R? auch dadurch berechnen kann, daf man die Oberflachenintegra-
le iiber Kugeloberflichen von Kugeln mit Radius r € [0, R] mit ,,dr multipliziert
und aufsummiert®, also bzgl. r von 0 bis R integriert. Im Grunde ist er also
eine Art Prinzip von Cavalieri fiir Kugelkoordinaten; vgl. Satz 13.12.

Dabei werden die folgenden suggestiven Schreibweisen benutzt:

/ [(@)di = / (@) di

ro<[|Z|<R {&: FeR3, ro<||F||<R}

f(@)do = / F(&) do

|Z]|=R {#: ZeR®, ||| =R}
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Satz 14.2
Seien rg, R € Rmit 0 < rg < Rund f € C({Z: 7 € R®, ro < |Z|| < R}).
Dann gilt:
R R
f(@)dz = /( / f(f)do)dr = /72( / f(r-f)do>dr
ro<|Z|I<R o N||E]|=r ro l1€]l=1
Folgerung

Seien 19, R€ Rmit 0 <rg < Rund f € C([TO,R]). Dann gilt:

R R
/ f(HfH) dr = /Tzf(T)d’l" . do = 47r-/7“2f(7‘)d7“

ro<||Z||<R

Beispiel 14.8

Dieses Beispiel behandelt ein uneigentliches mehrfaches Integral.

—1I12l12 — . 11212 —
e IF gz = lim e 1717 g7
R—o0
R3 IZ[I<R
R
. 2
= Rhm47r~/r2-erdr
— 00
0
R2

= lim 471-/15.@’5.;.15(1/2) dt

(t=r2) R—oo

0

= 27r/t1/2 e tdt [F(aj) = Rotw*1~e*idt (ac>0)]

14.3 Orientierte Flachen - Flufl

Das fiir die Physik und Elektrotechnik wichtigste Oberflichenintegral ist das
sog. FluBintegral: es mifit den Fluf eines Vektorfeldes durch eine Fliche. Im
Gegensatz zu dem im letzten Abschnitt definierten (skalaren) Oberflicheninte-
gral handelt es sich hierbei um ein Flachenintegral, bei dem der Integrand ein
Vektorfeld enthélt.
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Seien G C R? ein Gebiet und @ € C'(G,R?), also ¥ ein Vektorfeld, das als
Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Strémung interpretiert werden kann. Sei
R C R? ein Rechteck, o € C'(R,R?) eine regulire Abbildung und

F: 4 — pa) (WeR)
ein regulires Flachenstiick, das ganz in G liegt, d.h. W (p) C G.
Voraussetzung Dyp(@) x Dop(@) # 0 (WeR)

Diese Voraussetzung bedeutet, dafl durch

(T €R) (14.3)

auf W (p) ein stetiges Einheitsnormalenvektorfeld definiert ist. Dieses ist bis auf
das Vorzeichen eindeutig bestimmt.

Es soll diejenige Fliissigkeitsmenge bestimmt werden, welche bei dem durch
¥ definierten Stromungsfeld pro Zeiteinheit durch das Flachenstiick F stromt,
und zwar positiv gerechnet, falls 77 und ¢ ,,auf derselben Seite von F* liegen,
andernfalls negativ, s. Abb. 14.12. Das setzt insbesondere voraus, dafl die Fliche
F ,zwei Seiten* hat, also orientierbar ist; s. Definition 14.6 weiter unten.

,positive ,hegativ

Abbildung 14.12: Positiv und negativ orientiertes Flichenstiick

Sei, wie in Abb. 14.8 auf p. 207, das Flichenstiick F in Fast-Parallelogramme
zerlegt. In Abb. 14.13 wird wieder ein solches separat gezeichnet und diesmal
auch der Geschwindigkeitsvektor der Stromung in das Bild p(R;) eingetragen.

Da p(R;) ,klein® ist, gilt
alpta)] ~ alpa?)] (i € Ry),

somit ist die pro Zeiteinheit durch p(R;) flieBende Fliissigkeitsmenge ungefihr
gleich dem Volumen des durch p(R;) und ¥ [ﬁ(ﬂ'(i))] erzeugten Spates, also iiber

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



218 KAPITEL 14. OBERFLACHENINTEGRALE

y L3
o5
\ Us F[pa)]
ug) +k+
‘ R; ﬁ(ugi)+h,ug.)+k)
MONE ’

2 B’ < () g 0

p(ul +h7u2 )

% % -1 - T2

ugz) ugz) +h x1

Abbildung 14.13: Einzelrechteck und Spatvolumen der pro Zeiteinheit durch die
Grundflache p(R;) stromenden Fliissigkeitsmenge

das Spatprodukt! gegeben durch

Vapat®| F[pa@ )], 5ul’ + hud)) - Ful?, uf), 5ul’, ud) + k) - 5

FA(@D)], Dap(@®) - h x Do) kz)

Q I
TN TN N T

7[p(@D)], D), Dgﬁw@)) - |Ri]

(14.3) (U[ﬁ(a@)],ﬁ[ﬁ(a(“)]) D) x Dop(d@@)|| - |R|.

Das Volumen ist positiv, wenn ¢ und 7 = D1p x Dsop auf derselben Seite der
von Dip und Dyp aufgespannten Ebene liegen (Abb. 14.12), sonst negativ.

Die Summation iiber alle Rechtecke der Zerlegung liefert eine Approximation
des Integrals

[ (#lpt@). alp@] ) - |IDaita) x Data)| da
welches dann zur Definition des Flusses von ¥ durch die Flache F dient.

Zuvor muB aber geklirt werden, wie man im Raum R? die Seiten einer Fliche
auszeichnet. Das geschieht einfach dadurch, dal man die gewiinschte Orientie-
rung der Flidche ,mitnimmt“, d.h. in diesem Zusammenhang spielt nicht nur

!Das Spatprodukt der drei Vektoren &, —), ce ~ ]RB) ist gegeben durch

V3 (
V = (@,b,@) := (@xb,&) = det(@b o).

—
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die Fliche F selbst samt einer ihrer Parametrisierungen 9’ eine Rolle, sondern
zusétzlich eine definierte Raumrichtung;:

Definition 14.6

Sei F ein reguldres Flichenstiick mit der Parametrisierung
F: u — pa) (e M).

(i) F heiit orientierbar, wenn sich in jedem Punkt ¥ € W(p) ein Normalen-
vektor 7i(Z) so festlegen 1aft, dal 7i(-) stetig von & abhingt (also nicht
plotzlich umschligt).

(ii) Das Paar (F,7(-)) heifit ein orientiertes Flédchenstiick, falls 7i(-) ein auf
W (p) definiertes stetiges Normalenfeld ist.

Beispiele 14.9
Seien r > 0 und (¢, 0) € [0,27) x [0, 7].

Fi: (¢,0) +— &= p(¢,0) = (rcos¢sinb,rsin¢psinb,rcosb)

—

z
ﬁ(f) = T (l_"Efl)
1]
ist die Darstellung der Oberfliche der Kugel um den Nullpunkt vom Radius r
mit der dufSeren Normalen.

Fo i (9,0 — &= plo,0) = (rcose¢sinb,rsingsin, rcosb)

T
ﬁ(f) e Ty (fefg)
12|
ist eine Darstellung derselben Oberfliche, dieses Mal jedoch mit der inneren
Normalen. F; und F3 sind als Flachenstiicke gleich, als orientierte Fléachenstiicke

aber verschieden.

Das Paradebeispiel einer nicht orientierbaren Fléche ist das sog. Mdébius-Band,
bei dem es kein ,,auflen* und kein ,innen“ gibt wie z.B. bei einer Kugelober-
fliche. Man erhilt ein Mobius-Band, indem man einen Streifen Papier an den
Léngsseiten zusammenfiihrt und verklebt, ihn zuvor aber um seine Léngsachse
um 180° verdreht. LSt man hier eine Normale, an einem Punkt beginnend,
einmal ldngs einer geschlossenen Linie um das Band laufen, so landet man am
Anfangspunkt mit der zur urspriinglichen Normalen entgegengesetzt orientier-
ten Normalen: es gibt kein auf dem Mobius-Band definiertes global stetiges
Normalenfeld.

Definition 14.7

Sei F ein orientiertes regulires Flichenstiick mit stetigem Normalenfeld im R3,
also:
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[¢]
C R? sei ein Jordan-Bereich, M ein Gebiet

<

€ C'(M,R?) sei eine regulire Abbildung

i — p@)  (ieM)

N5 S

o () € CO[W(F | M)]

Seien G C R? ein Gebiet, welches das Flichenstiick F enthilt, d.h. es gelte
W(p) C G, und sei ¥ ein stetiges Vektorfeld in G.

Der Fluf des Feldes v durch das Flachenstiick F ist definiert durch

/ (5(2), 7(2) do = / ()], alsta] ) 11 Dui() x D@l di | (14.4)
]:

Bemerkung

(i) Das Einheits-Normalenfeld einer reguliren Fliche F

L D1p(t) x Dopl() ”
n(p(d)) = n- — —— ueM
P@) = @ < b T
(n=-1 oder n=+41)
ist bis auf das Vorzeichen iiber die Parametrisierung der Fléche bestimm-
bar. Insbesondere ist daher jedes regulédre Flédchenstiick F iiber eine Pa-
rametrisierung p orientierbar.

Es wird also nicht mehr gefragt, welche Orientierung der Fldche genommen
wird, sondern man geht von einer orientierten Flache aus und nimmt die

dadurch definierte Orientierung.

(i) Im FluBintegral [(%(Z),7(Z)) do ist der Integrand die Normalkomponen-
te des Vektorfeldes v, also die Projektion von ¢ auf die jeweilige Norma-
lenrichtung. Das unterstreicht noch einmal die Namensgebung ,,Flufinte-

gral®.
(iii) Der Ausdruck
do = (%) do
= a(p(@)) | D1p() x Dop(id)|| did

= Dyp(d) x Dopl@0) dii
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heifit das vektorielle Oberflachenelement. Somit existiert auch die Schreib-
weise

/ (3(2), dd) = / (3(), () do.

F F

(iv) Der Integrand des FluBintegrals ist ein Spatprodukt, ndmlich von der Form
(@ x b,€) und kann daher auch als Determinante geschrieben werden:

/ (3(2), (7)) do = / det (a[p(@)] Dytit) Doplit)) dit
M

]:

Diese Formel ist allerdings kein Fortschritt, wenn man etwa
do = ||D1p(@0) x Dop(u)|| did

schon frither berechnet hat.

Beispiel 14.10
Man berechne den Flufl des Vektorfeldes

—2x3
v(F) = T (7 € R®)
4
durch die im ersten Oktanten gelegene Fliche der Ebene (Abb. 14.14)

E = {d: ¥ = (x1,x2,73) € R?, 3x1 + x9 + 225 = 6}.

T3

I

Abbildung 14.14: Teil einer Ebene im ersten Oktanten

Loésung

(i) Parametrisierung der Fldche:

6
M = {(ul,u2): up € [0,2], 0§u2§—§u1—1—6 = —3u1+6}
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M ist die orthogonale Projektion der Fliche auf die (uq,usz)-Ebene, die
als (x1,z2,0)-Ebene angesehen werden kann:

7P M — R}

T (75}
ul .
() = (5)-(,
2 3*%(3U1+U2)

Die dritte Komponente ergibt sich dabei durch Auflésung der Ebenenglei-
chung nach x3.

(ii) Tangentialvektoren:

Dyp(u) = ;o Doplu) =

NI O =
= = O

(iii) Normalenvektor:

Dieses (regulire) Fléchenstiick ist Teil einer Ebene, also sollte der Norma-
lenvektor — das Normalenvektorfeld — ebenfalls konstant sein:

3
2 1 3
D1p(ui) x Dopl(it) = 5 | = (!
1 2
VN VN 3
A — Dip(@) x Dopl(t) 1 1
| D1p(@) x Dapl()]| V14 \ o

Aufgabe

Hétte man dieses Ergebnis schon aus der Darstellung der Ebene ablesen
konnen? Wenn ja, wie und warum?

(iv) Auswertung des Vektorfeldes ¢ auf p(i):

—6 + 3uy + ug
v[p(a)] = Us (e M)
4

(a[p@). 7lp@)]) = L (<184 uy + Bus + s + 8)

V14

1

Ti (=10 4 9uy + 4us)
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(vi) Oberflichenelement:

1
do = |Dyft@) x Dep@ | di = || | 1 || 4t =

(vii) Vollstandiges Flulintegral:

[@@.a@)do = [ (alpt@)]. alp@] ) IDw@ x Dopt)| di

F M
1
= 3 /(—10 + 9uy + dus) di
M
. 2 —3u1+6
= 3 / duy / duQ(—lo + 9u; + 4u2)
u1=0 u2=0
1 2 —3u1+6
= = / duq [—10u2 + 9uiug + 2u§
2 u2=0

u1=0

2
1
= 3 / duy (30u; — 60 — 27uf + 54wy + 18ui — T2uy + 72)
u1=0

[\

duy (—9uf + 12uy + 12)
0

N

u1
2

[3u§’ + 6u? + 12uy

N =

u1=0

= 12

Beispiel 14.11
Wie grof ist der FluB8 des homogenen elektrischen Feldes

E@ = 0 (7 € R?)
E3
durch den Graphen der Funktion
flur,uz) == ujug —|—u%
iiber der Kreisscheibe

M = {i: il = (up,u2) € R?, u}+uj < 9}?
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Losung

Benutzt wird die Parametrisierung

xr1 3}
F o = pluy,uz) == U9 (i@ = (u1,u2) € M)
€3 Urug + u%

Damit ist, s. Bemerkung (iv) auf p. 220:

0 1 0
/ (E(@),do) = [[det| 0 o0 1 duy dus
F M FE3 wus ui + 2us

= EgduldUQ = E3-97T.
I

Bemerkung

Der FluB} héngt also gar nicht von der Funktion f (dem , Deckel“ des Zylinders)
ab, er ist fiir alle Graphen iiber der Kreisscheibe M gleich. Man mache sich
anhand der elektrischen Feldlinien klar, daff man das auch erwarten sollte!

Beispiel 14.12
Man berechne den Flufl des Vektorfeldes

’17(5) = X1 (f = <x1,a:2,x3> S RS)

durch die Oberfliche des Kegels (s. Abb. 14.15)

U1 COS U2
p(i) = plur,uz) = ug sin ug (0 <wu; <1;0 <uy < 2m).
U1

Ha

Abbildung 14.15: Kegel mit der Spitze im Ursprung und duflerem Normalenfeld
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Losung
(1) Deckelfléiche

(i) Parametrisierung:

My = {(ur,u) + ug € [0,1], ug €0,27)}

P My — R?

u il U1 COS U2
1 .
< ) — i) = U1 S1M U9
U2
T3 1

(ii) Tangentialvektoren:

COS U2 —uq sin ug
Dyp(i) = sin us , Dopl(ii) = U1 COS U9
0 0
(iii) Normalenvektor:
0 0
Dip(t) x Doplti) = 0 =1 0
Uy (0052 ug + sin? ug) Uy
S R 0
Dy p(i) x Dyp(u) 0
[Dui@) % Dar@] | |
(iv) Auswertung des Vektorfeldes ¢ auf p():
U1 Sin ug
v(p(@)) = | wicosug (4 e My)
1

(v) Berechnung des Integranden des Flufliintegrals:
(@), ala@)) = 1

(vi) Oberflichenelement:
do = ||D1p(@0) x Dop(a)|| di = 0 di = wuydi

(vii) FluBintegral der Deckelfléche:

J@@.a@)do = [ (sl alp@))I1Dua) x Do) da

F My
1 27
= /uldﬁ = </ uldu1>-</ dUQ>
1 u1=0 u2=0
1
= - 2n =
2
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(viii) Alternative Berechnung mit Hilfe der Determinante, s. Bemerkung
(iv) auf p. 220:

/ (0(2),7i(Z)) do = / det (ﬁ[ﬁ(ﬁ)} Dyp(i) Dgﬁ(ﬁ)) dii
F My
u1Sinug CosuUy —uq Sinug
= / det | upcosus sinus  ujpcosus | duy dus
My 1 0 0

= / 1- [ul cos? ug + uy sin? ug] di

My
1 2w
= /u1dﬁ = </ U1du1>'</ du2>
M u1=0 u2=0
1
= 5-27‘( =,

also dasselbe Ergebnis wie unter (vii).

(2) Mantelfliche

(i) Parametrisierung:

My = {(ur,u2) : ug €[0,1], ug €[0,2m)}

D Ma — R3

» I U1 COS Uy
( ! ) — T2 = w1 Sin ug
U2
x3 uy
(ii) Tangentialvektoren:
COS Ug —uq Sin ug
Dlﬁ(ﬁ) = sin u9 y Dgﬁ(ﬁ) = U1 COS U
1 0
(iii) Normalenvektor:
—U1 COS U —U1 COS UQ
D1p(0) x Dop(i) = —uq sin us = —q sin us
uy ((:os2 Uy + sin? uz) Uy
VN = —Ccosu
Dip(a) x Dopl@) 1 u;
| D1p(@) x Dap(a)]| V2 1
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(vii)

Diese Normale zeigt nach innen (testen fiir ug = 7/2 und ug = 37/2),
also muf} sie umorientiert werden:

ist ein duferes Einheitsnormalenvektorfeld auf dem Kegelmantel.
Auswertung des Vektorfeldes ¥ auf p():
U1 SIn ug

v(p(a) = U1 COS U (@ € Ma)
u1l

Berechnung des Integranden des Fluflintegrals:

(#p@). ilm@)]) =

(2u1 sin ug cos ug — ul)

SERN]E

= (sin 2ug — 1)
Oberflachenelement:
—U1 COS UQ
do = ||D1p(@) x Dop(@d)|| dii = —uy sin ug di = wV2dd
Uy

FluBintegral der Mantelfliche:

J@@.a@)do = [ (sl alp@))|1D(a) x Do) da

F Mo

Uy . =
= —L (sin2us — 1) u1V2 di
/\/ﬁ( 2= Dw
Ma

1 2

= / u? duy / (sin2ug — 1) dug

u1=0 uy=0

B 1 1 ) 2w
= 3 5 COS 2U2 u9

u2=0
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(viii) Alternative Berechnung mit Hilfe der Determinante, s. Bemerkung

(iv) auf p. 220:

/ (3(2), (7)) do

f

[ de(vl@] Di(a) D)) da
Mo
upsSinug cosSug —uq sin us
/ det | upcosug sinug wujpcosus | duj dus
Mo (5] 1 0

/ <u1 [ul cos® uy + uq sin? u2] - 1- [2 u% sin us cos 'LLQ]) du
Mo

/ u%(l — sin 2u2) du

Ma
1 2

/ u? duy / (1 — sin 2ug) dug
u1=0 u2=0

1 1 2w

3 [uz + B cos 2U2:| st

2

37

also ein anderes Ergebnis als unter (vii). Warum?

(3) Gesamtergebnis

/ (3(2), (7)) do =

F

Bemerkung

w3

/ (5(2), (7)) do  + / (5(2), (%)) do

Deckelfliche Mantelfliche

Wl N

Man mag es nicht glauben, aber mit dem im né#chsten Kapitel vorgestellten
Gaufi’schen Integralsatz 1483t sich dieses Beispiel sogar im Kopf ausrechnen!
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Kapitel 15

Integralsatze

Seien [a,b] ein eindimensionales Intervall und f € C*([a,b]). Dann liefert der
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung die Aussage

Qualitativ formuliert:

Das Integral der Ableitung f’ von f iiber das gesamte Intervall ist
bestimmt durch die Werte der Funktion f selbst auf dem Rand des
Intervalles.

Der Wunsch: Ein mehrdimensionales Analogon.

Ist also z.B. G C R? ein Gebiet mit einem ,,verniinftigen“ Rand, f € C'(G), also
f eine stetig differenzierbare reellwertige Funktion auf G, gilt dann

of

(#)di = etwas, bei dem nur Werte von f auf dem Rand
oxy, N von G auftauchen, beispielsweise ein Integral {iber G 7

15.1 Divergenz und Integralsatz von Gaufl im R?

Seien G C R? ein Gebiet im R3 und ¢ € Cl(g,IR3). Seien 56 G und h > 0 so
klein, dafl der Wiirfel

—

On(é) = {&: TeR’, |z, —&| < h (i€{1,2,3})}

noch ganz in G liegt.

Qh(E), der Rand von Qh(g), ist die Vereinigung von sechs orientierten
Fliachenstiicken fik), wobei die Normalenrichtungen jeweils so gewihlt sind,

229



230 KAPITEL 15. INTEGRALSATZE

—

daB die Normalen ins AuBere von Q(£) weisen:

f:(tl) : <U2,U3> — <£E1,£C2,SL‘3> = ﬁ(UQ,u;g) = <£1 + h,UQ,U3>
(<UQ,U3> e My = {<U2,U3> : —&|<h,ic {2,3}})
+1
mit dem Normalenfeld fi$ )(a_c') = 0 fir 7 auf 7\
0
ff) : <U1,U3> — <.7}1,.1‘2,.1‘3> = ﬁ(ul,U3) = <u1,£2 + h,U3>
((u1,ug) € Mo == {{ur,uz) : |u; —&| < h, i €{1,3}})
0
mit dem Normalenfeld ﬁﬁ_f ) (@)= | £1 | fir & auf F (2);
0
f:(tg) : <U1,UQ> — (xl,wg,mg) :ﬁ(ul,uQ) = <U1,UQ,§3 + h>
((ul,ug) S ./\/l3 = {<u1,u2> . — &’ § h, 1€ {1,2}})
0
mit dem Normalenfeld ﬁf ) (%) = 0 fiir  auf F3 ®),
+1

Mit dieser Konvention gilt dann fiir den Rand des Wiirfels die Zerlegung
(Abb. 15.1)
3

= U (FPuFY).

=1

.%'3‘

> L2

I
Abbildung 15.1: Parametrisierung der Randflichen eines Wiirfels

Ziel

Charakterisierung des Flusses des Feldes 7 durch die ,,geschlossene orientierte
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=

Fliiche® Qp () fiir kleine Werte von h.

£ F®

3 )
> / (@), 7% [7(@)] ) 1D17(@) x Dop(@) | dd

- /(U[:E(ﬂ’)],ﬁi) [ﬁ(ﬂ)]) | D1p(i) x Doplii )|dU]

/(77(51+h,w7u3), )) V12402 + 02 dusg dus
M1
+ / (5(61 — h,uz,us3), 0 ) 2 102+ 02 dus dus
My 0
+ /(6(U1,§2+h,”3), )) V02+12+02 duldu3
Mo
0
+ / (?7(7117 §2—h,uz), [ —1 \/02 + 02 duy dus
Ma 0
+ /(U(ul,uQ,fg—i-h), )) 02 + 02 + 12 duy dus
M3
0
+ /(6(U17U2,53_h)7 0 > V02 + 02+ (=1)2 duy duy
-1

M3

Ii+...+1 (Integrale der Reihenfolge nach numeriert!)

Fiir die ersten beiden Integrale erhilt man

L+ = /[01(51 + h,ug,uz) — vi(&1 — h,u2,u3)| dug dus.

My

Wegen 7 € CHG,R?) ist v; € C*(G,R) =: C1(G), und damit ist v; in & total
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differenzierbar, also gilt mit xo = us, r3 = us:

+h
vi1(&1 £ h,22,23) = v1(&1,62,83) + (601(3, x2 — &2 ) + o(h)!,
r3 — &3
und damit
o 2h
’Ul(fl +h,m2,:n3) — ’Ul(fl —h,$2,l’3) = (V’Ul( ), 0 ) + O(h)
0

Bei der nachfolgenden Integration darf o(h) wie eine Konstante bzgl. der Varia-
blen us und uz behandelt werden; dies 148t sich mit geeigneten Abschitzungen
rechtfertigen. Man erhalt

L+ = /[2h %(3+0+0+o(h)} dus dus
My
ovy =

- [Qh'a?i( )+o(h)} : /dquU3
My
=|M1|=(2h)?

= [22@ + 2 ey

o~ GRENGIER GG

o= 220 10u@ + L@l
I+ I = SZ@IQM\ + 210,81,

Somit ist der Flufl des Vektorfeldes ¥ durch die Wiirfeloberfliche gegeben durch

o(h) =
355 1Qr (&)1,

ovp =

[ @@ @) do = | @+ 52+ 52 @] 10 +

On(€)

und es gilt
h—0 IQh( )| 8xk

Es 148t sich dariiberhinaus zeigen, dafl ein entsprechend gebildeter Quotient
den gleichen Grenzwert liefert, wenn Qj, () ersetzt wird durch einen Spat oder

"Hiermit ist ein sog. Landau-Symbol definiert: o(h) bedeutet, daB der eigentlich dort ste-
hende Ausdruck fiir h — 0 auch dann noch gegen Null geht, wenn man ihn vorher durch h
dividiert.
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eine Kugel mit E als Mittelpunkt, welche sich fiir h — 0 auf E »Zusammenzieht*.

Ergebnis

Der Fluf3 eines Vektorfeldes durch den Rand eines kleinen Wiirfels um E ist in
erster Naherung proportional zum Volumen des Wiirfels.

— —

Der Proportionalitatsfaktor g—g(é’ ) %(5 ) g—;g(f ) gibt eine Charakterisierung

des Feldes an der Stelle { in folgendem Sinne:

—

Ist er positiv, so fliefit fiir alle hinreichend kleinen h aus Qp (&) immer
mehr heraus als hinein, d.h. bei £ liegt eine Quelle vor. Ist er negativ,
so flieBt in Qp (&) mehr hinein als heraus, d.h. bei & liegt eine Senke
Vor.

Definition 15.1
Seien n € IN, G C R"™ ein Gebiet und @ € C'(G,R"™). Dann heifit
dive : G — R

ovy ovy,

r +—
die Divergenz oder Quelldichte des Vektorfeldes .

Bemerkung

Mit dem formalen Vektor Nabla

—

VvV =

erhélt man die Divergenz eines Feldes iiber ein formales Skalarprodukt:
dive = (V,7).

Auf die notwendige Vorsicht beim Umgang mit diesem formalen Vektor sei
nochmals hingewiesen, nicht alle sonst bekannten Rechenregeln gelten weiter;
z.B. ist (Beweis ?) B B

(,9) # (7,9).

Eine physikalische Vorbetrachtung zum Gauf3’schen Integralsatz
Seien G C R? ein Gebiet im IR3, U e Cl(g, ]R3) und Q ein Wiirfel mit Q C G.

div 7(Z) gibt an jeder Stelle € Q die Quelldichte an. Anschaulich ist zu erwar-
ten, dafl der Flufl durch den Rand Q von Q bestimmt ist durch ,, Aufsummieren*
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dessen, was im Inneren von Q von den Quellen erzeugt und (negativ gezihlt)
von den Senken absorbiert wird. Dies aber miifite mit Hilfe der Divergenz von
¥ bestimmbar sein.

Dazu wird Q in kleine Teilwiirfel {Q;};cs mit den Mittelpunkten :Z"("‘) zerlegt.
Bezeichne 7 () das #uBere Normalenfeld auf Q;, 7i(-) dasjenige auf Q. Wie zu
Beginn des Abschnittes gezeigt, ist dann

/ (g(f),ﬁ@)(az’)) do ~ diva(@V)-]Q.
Qi

Seien Q; und Q. zwei Teilwiirfel, die eine Seitenfliche SF gemeinsam haben,
dann ist auf dieser Fliche (Abb. 15.2)

D7) = —ak(a).

SF
Qi

Qk

>

7

|

(k) () 779 ()

Abbildung 15.2: Gemeinsame Seitenfliche zweier Teilwiirfel

Somit ist dann

Wird also |, o (3(%), 7% (Z)) do iiber alle i € J aufsummiert, so addieren sich
die Oberflichenintegrale iiber den jeweils ,,inneren® Seitenflichen zu Null, und
es bleiben nur die Integrale iiber denjenigen Seitenflichen iibrig, die im Rand
Q von Q liegen. Dort stimmen aber die Normalen der jeweiligen Teilwiirfel Ql
mit denen des Gesamtwiirfels Q iiberein.

Man erhélt somit

3 diviE)) - Q] ~ Z/ 7),70(z do - /(U(f),ﬁ(f)) do.

icJ GJ .
i i o

Die erste Summe ist eine Approximation fiir das (dreidimensionale) Bereichs-
integral iiber der Divergenz von v
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Vermutung

/ div #(7) d7 = / (v(@). 7(x)) do
o 5

Diese Gleichung ist der Gauf3’sche Integralsatz, freilich nur fiir den Spezialfall ei-
nes Wiirfels als Integrationsbereich. Hierfiir ist er auch leicht zu beweisen, wobei
der Zusammenhang mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
klar erkennbar ist.

Beweis des Gauf3’schen Integralsatzes fiir einen Wiirfel

Der Beweis verwendet im wesentlichen die Gedanken der Argumentation, die
in der Motivation fiir den Gaufi’schen Integralsatz zu Anfang dieses Kapitels
vorgestellt wurde.

Seien E der Mittelpunkt des Wiirfels @ und h die halbe Kantenldnge, wie zu
Beginn des Abschnittes. Dann ist

gzll(f) ¥ = 2;)1(33') dzr
Q Max[€1—h,&1+h]
&1+h
= / ( 22(5) dm1> dxo dzs
My &i—h
(Hauptsatz) = / [Ul (&1 + h,zo,23) — v1(§1 — h, T2, xg)} dxo drs
My
1
= / [(17(51 + hyz2,23), | O )
My 0

—1
+ <17(§1 - h7x27m3)7 0 ):|d.%'2 dxg

0
_ / (#@), 7Y (@) o+ / (7@, 70(@)) do.
F FO

Genauso folgen, mit jeweils anderer Integrationsreihenfolge:

SZ(QE)CZ:E - / (ﬁ(f),ﬁf)(f))do + / (5(5),77(3)(5)) do,

Q F pac)
Oug o, o =(3) = L =(3) =
8—%3(37) dz = / (v(a:), n?(az)) do + / (v(x), n(_)(x)> do.
Q F® F&
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Aufsummieren der Integrale ergibt dann

/ div #(7) dF = / (3(Z), 7(#)) do.

Q 9

Bemerkung

Im Fall n = 1 ist der Gauf’sche Integralsatz fiir ein kompaktes Intervall [a, b]
genau der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung; die d&ufleren Nor-
malen sind

ny(b) = T_i(j) =1 , n_(a) := Al = -1,

und man erhélt

/ div #(7) dZ = /b V(z)dz = v(b) — v(a)

Q

Nun reicht es nicht, den Gaufi’schen Satz nur fiir Wiirfel zur Verfiigung zu
haben. Die in der Einleitung gemachte physikalische Vorbetrachtung zum
Gaufy’schen Satz, daf3 die Quelldichte eines Vektorfeldes, iiber einem Gebiet
aufintegriert, gleich dem Fluf} des Feldes durch den Rand ist, muf fiir alle eini-
germaflen ,, verniinftige“ Gebiete mathematisch nachvollziehbar sein.

Definition 15.2
Sei G C R? ein beschrinktes Gebiet.

(i) G heifit zulédssig, wenn gilt:

Der Rand Q von G setzt sich zusammen aus endlich vielen orientierten
reguléren Flachenstiicken

Fit i — pP (@) (i e My CR% ke {l,...,N}),
deren Normalenfelder 7(*)(-) ins AuBere von G weisen.
(ii) Ist G zulissig, so bezeichne 9G den orientierten Rand von G.
(iii) Fiir ein Vektorfeld @ € C°(G, R3) mit einem zulissigen Gebiet G sei

/ (17(:5),77(5)) do = i / <17(f),ﬁ(k)(f)) do .

oG k=1 7,
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Ist G ein zuldssiges Gebiet, dann kann der Rand von G da, wo die Seitenflichen
S = W(ﬁ(/\/lk)) aufeinanderstofien, Ecken und Spitzen haben. Beispiele fiir
zuliissige Gebiete im R? sind etwa Wiirfel, Pyramiden, Kugelkappen, etc.

,Innere Randpunkte“ dagegen sind nicht erlaubt, da man dort kein &ufleres
Normalenfeld definieren kann. So sind z.B. mit 0 < r < R

{#: Fe€R? 0<|#| <R} nicht zuléssige -,
{#: 2R3 r<||Z| <R} zulissige Gebiete im R?.

Aufgabe

Ist eine dreidimensionale Kugel ohne ihre Aquatorebene ein zulissiges Gebiet
im R3?

Satz 15.1 (GauB’scher Integralsatz im R?)

Seien G C R? ein zuliissiges Gebiet, also insbesondere beschrinkt sowie
7 € C(G,R?). Dann gilt

J/(ﬁ@E%fﬂjﬁ)do ::L/}ﬁvixf)df. (15.1)

Der Fluf} eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes durch den nach auflen ori-
entierten Rand eines zuldssigen Gebietes ist gleich dem Volumenintegral der
Divergenz dieses Feldes iiber das Gebiet.

Beispiel 15.1
Seien h, R > 0 und Z der Zylinder

Z = {Z: i = (r1,z9,23) € R®, 0 < af + 123 < R?, 0<az3<h}

also mit dem Boden in der (x1,x2,0)-Ebene. 7 : R? — R? sei das Vektorfeld,
definiert durch
9(E) = 7 (7 € R®).

Berechnet werden soll der Flufl von ¢ durch die Oberfliche des Zylinders,

Foe / (3(), 7(#)) do.

0Z

Dazu muf} die Oberfliche des Zylinders in drei Teilbereiche zerlegt werden. Bei
dieser Zerlegung wird sich herausstellen, da man die auftretenden drei Ober-
fldchenintegrale direkt berechnen kann, ohne den Umweg iiber eine explizite
Parametrisierung wéhlen zu miissen:
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(i) Bodenfliche B des Zylinders Z:

Die duflere Einheitsnormale und das Skalarprodukt mit ¢ sind

0 I 0
i@ = o , (#@6@) = ( 2 |, [ 0 > =0
-1 0 -1
(ii) Deckelfliche D des Zylinders Z:
Hier ist
0 T 0
A@) = [ o L (0@, A@) = ( 2 |,| o0 > = h,
1 h 1
also
/(U(:E’),ﬁ(f)) do = h-/do = h-7R?
Deckelfléche Deckelfléiche

(iii) Mantelfliche M des Zylinders Z:

Das dufiere Einheits-Normalenvektorfeld 148t sich durch einfaches Hinse-
hen bestimmen:

1 1 1™
(Z) = ——— | w2 = — | =z

Natiirlich 148t es sich auch durch eine Parametrisierung der Mantelfliche

berechnen:
R - cosuq
7 (0,27) x (0,h) — R3 , plui,ug) = | R-sinuy
u2
—R - sinu; 0
Diplur,ug) = R - cosuy , Doplur,ug) = | 0
0 1
—R - sinwu; 0
Dlﬁ(U1,UQ) X Dgﬁ(ul,UQ) = R - cos Ul X 0
0 1
R - cosuq T
= R -sinu = T2 )
0 0
L 1 1 1 (™
n(Z) = ——— | w2 = 5| 2

\/$%+ﬂf% 0 R 0
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/(5(5),77(5))610 - R-/do
Mantelfliche Mantelfldche
= R‘/Rd(Ul,UQ) = R-2nR-h

[0,271] x[0,4]
(iv) Ergebnis von (i) - (iii):

/ (4(Z), (%)) do = 0 + 7R’k + 2nR*h = 3nR*h
0Z

(v) Berechnung mit Hilfe des Gauf’schen Integralsatzes:

/ (3(Z), (%)) do = / div #(2) di = / 3dZ = 3wR%h

0Z zZ zZ

Die Divergenz des Vektorfeldes ist hier konstant, daher ist die Berechnung des
Flusses mit dem Volumenintegral iiber den Gauf3’schen Satz sehr viel einfacher
als die direkte Auswertung der Oberflichenintegrale. Allerdings ist die Berech-
nung auch dann oft einfacher, wenn die Divergenz nicht konstant ist; s. dazu
das folgende Beispiel 15.2.

Aufgabe

Mit Hilfe des Gauf’schen Satzes (Satz 15.1) berechne man den Flul des Vek-
torfeldes aus Beispiel 14.12,

U(f) = X1 (f = <x1,x2,x3> S R3),
T3

durch die Oberfldche des dort angegebenen Kegels im Kopf.

Beispiel 15.2  (Gauf’sches Gesetz der Elektrostatik)

Man betrachte das von einer Ladung @ im Punkt 7 € R? erzeugte elektrostati-
sche Feld oL
= Q T-p

E(f) = 4reg ’ Hi_»_m‘g (fe Rg\{ﬁ})

Es soll der Fluf3 dieses elektrischen Feldes durch die Oberfléiche eines zuléssigen
Gebietes G bestimmt werden. Fiir dieses Gebiet gibt es zwei Moglichkeiten:

(i) es enthélt die Ladung @ nicht oder
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(ii) es enthilt die Ladung Q.
Zu (i):

Nach einer Hausaufgabe ist div E(Z) = 0 fiir alle € R®\{p}, also folgt fiir ein
solches Gebiet G nach dem Gaufy’schen Integralsatz

/ (B(@), (%)) do = / div (@) di = 0.

aG g

Zu (ii):
Schlielt das Gebiet G die Ladung @ ein, so ist der Gaufi’sche Satz darauf nicht

anwendbar, denn F ist in G nicht {iberall definiert, geschweige denn stetig dif-
ferenzierbar. Man mufl das Fluflintegral also direkt ausrechnen.

% duBere Normalen von G\K

Abbildung 15.3: Aussparen einer Kugel um die Ladung Q)

Sei K eine Kugel mit ) als Mittelpunkt und Radius r, welche ganz in G enthalten
ist. Der Differenzbereich G\ K ist dann ein zuléssiges Gebiet, er gestattet folglich
die Anwendung des Gauf’schen Satzes, und in ihm gelten div E(Z) = 0 und
(Abb. 15.3)

0 = / div E(Z) di = / (E(%),7(Z)) do
Gk 0 H(G\K)
- / (B(@), (7)) do + / (B(&), (7)) do.
Sa S;

Hierbei ist mit S, der duffere (orientierte) Rand des Gebietes G gemeint, mit
S, der innere (orientierte) Rand, also der Rand der ausgesparten Kugel K.
Man beachte hierbei die Orientierung der beiden Randkomponenten: auf beiden
zéhlt der Flul — von G aus gesehen — positiv, weil der aus G\K herausweisende
Normalenvektor in die kleine Kugel hinein weist.

Bleibt man hingegen bei der frither vereinbarten Konvention iiber die Parame-
trisierung von Kugeloberflichen — verwendet wird die &uflere Normale, so dafl
der nach auflen gerichtete Flufl positiv zdhlt —, so mufl man fiir die kleine Kugel
— jetzt von K aus gesehen — die duflere Normale verwenden und erhélt

0 = / (E(2),7(T)) do — / (E(Z),7(T)) do,

Sa oK
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also
/ (B(@), (7)) do = / (B(#), () do.
Sa oK

Der Flul durch den dufleren Rand S, von G ist somit gleich dem Flufl durch die
kleine Kugeloberfliche 9/C, kann demzufolge auch dariiber berechnet werden:

/ (E(Z),7(Z)) do = / (E(%),7(Z)) do

Sa oK
_ @ ( T—p f—ﬁ)d
= — ERRTES 0
dreo J N|Z —pl°" |7 - pll
oK
Q / 1 Q 1
dneo ) @—p 2 T dmeg ) 2%
oK oK
Q Q 2
= — < fdo=—F__ .4
e - 12 © dreg - 12 o
oK
_Q
€0
Ergebnis

Der Gesamtfluf} des elektrischen Feldes durch die geschlossene Oberfléche eines
Gebietes wird durch die darin enthaltene elektrische Ladung verursacht, diese
Ladung ist also eine ,,Quelle“ fiir die elektrischen Feldlinien.

Ist in einem Gebiet G keine Ladung vorhanden, so ist der Flu3 durch seine
(geschlossene) Oberfliche 9G Null, und es gilt div#(Z) = 0 (Z € G). Solche
Gebiete heiflen quellenfrei.

Schliefit die Oberfliche von G mehrere Punktladungen @); ein, so gilt fiir den
gesamten Flufl

L 1 &
/(E(:U),n(a:)) do = 60;@1-.

4

Verallgemeinerung auf den Fall einer kontinuierlichen Ladungsvertei-
lung

Nun liege im Gebiet G eine kontinuierliche Ladungsverteilung mit einer stetigen
Raumladungsdichtefunktion p vor:

o AQ(T)
plE) = Jim =7

(7 €g)

Hier liegt # in dem kleinen Volumen AZ, welches sich fiir AZ — 0 auf den
Punkt Z ,,zusammenzieht“. In dem kleinen Volumen AZ ist die Ladung AQ(Z)
dann ungefihr gleich p(Z)AZ:

AQ(F) ~ p(@)AT
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Das ganze Gebiet G wird nun zerlegt in kleine Volumina AZ; mit jeweils der
Ladung AQ(Z;) (i € J):
ieJ
so daf sich fiir die Gesamtladung @ in G ergibt:
Q = Y AQ@) = Y p(&)AT;.
icJ icd
Diese Summe ist eine Riemann’sche Summe fiir das Volumenintegral

Q = | Jllim D AQME) = lim Y p(#)AT; = / p(Z) dZ.
e e

|J|—
g

Fiir den gesamten Flufl durch die orientierte Oberfliche von G ergibt sich daher
mit dem Gauf3’schen Satz:

/ div B(7) d7 — / (E(@),7(#) do = lim 1ZAQ(@-) - L / o(7) d,

G 8¢ i€t G

g/(div E(&) — pif)) dz = 0.

Da diese Beziehung fiir beliebige Gebiete G gilt, mufl der Integrand aufgrund
eines Stetigkeitsargumentes gleich Null sein. Man erhélt im statischen (= zeit-
unabhéngigen) Fall die erste Maxwell’sche Gleichung fiir das Vakuum in diffe-
rentieller Form:

also

div E(Z) = pg) (Z € R?)

Die Quelldichte der elektrischen Feldstérke ist die das Feld hervor-
rufende Ladungsdichte.

Verallgemeinertes Coulomb’sches Gesetz

Das von allen Ladungen AQ(p;) erzeugte elektrostatische Feld im Aufpunkt
# € R3\G ist gegeben durch

2 amey T AP
p(P7) T —Dpi Ap; (T P ).

ey dreg |7 — pi|3

Diese Summe ist eine Riemann’sche Summe fiir das Volumenintegral

—

P | r—p . . 3
B@) = g [ 00 e @ (7€ RA\9)
g
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Deutsch Englisch
Integralsatz von Gaufl divergence theorem
Gaufl’sches Gesetz der Elektrostatik Gauss’ law

Tabelle 15.1: Ubersetzungsschliissel elektrostatischer Begriffe

des elektrischen Feldes E(Z) im Aufpunkt Z € R?\G, welches von der Raumla-
dungsdichte p eines Gebietes G erzeugt wird; man kann zeigen, dafl bei stetiger
Raumladungsdichte p fiir das Feld E gilt: E e CI(IR?’\Q , IR3) (in jedem Kom-
paktum K C R3\G ist das Integral gleichmiilig konvergent in 7).

Bemerkung

In der englischsprachigen Literatur sind die Bezeichnungen etwas anders als
hier im Deutschen eingefiihrt, das mufl man beachten. Es gelten dort die Kor-
respondenzen von Tabelle 15.1.

Beispiel 15.3
Man berechne den Flufl des Vektorfeldes

0
(@) = T2 + 73 (Z € R3)
T3 (ml — 3x%)

aus der Kugel
K = {Z: ZeR3 |z <2}

Losung

(i) Berechnung des Fluflintegrals direkt:
Parametrisierung der Kugeloberfliche (M := [0, 27) x [0, 7])

2sinfcosp
S : plp,0) = 2sinfsin ¢ (R=2,(p,0) e M)
2cosf
—2sinfsin 2cosf cos
Dip(p,0) = 2sin 6 cos @ , Doplp,0) = [ 2cosfsing
0 —2sinf
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sin 6 cos
D1p(p,0) x Dap(ip,0) = —(22sin@) | sin@sinep = —(2%sin0) - &,
cosf

Der so berechnete Normalenvektor weist nach innen, die duflere Einheits-
normale (das duflere Einheitsnormalenvektorfeld) ist

sin 6 cos ¢
fi(p,0) = & = sin @ sin

cosf

Damit berechnet sich der Flul von ¢ aus der Kugel K zu

/ (3(), #(z)) do

oK
0 sin § cos ¢
= /( 4sin? §sin ¢ cos ¢ + 8sin? fsin® , | sinfsiny ) -225in 0 d(y, 0)
)% 2 cos §(2sin f cos o — 12sin? fsin? ) cos 6

(Man beachte:  [sinf| =sin@ fir 6§ € [0,7])

= / [4 sin® @sin? p cos p + 8sin* fsin? ¢
M 4 4sinfcos?fcosp — 24sin? 6 cos? § sin? go} 4sin 0 d(p,0)

= /16sin49sin290cosg0d(<p,0) + /32sin5«9$in4g0d(g0, 0)
M M

+ /16sin29c0820605g0d(<p,9) - /9651n39c052951n2cpd(g0,9)
M M

=: L + L + I3 + I

Nebenrechnung;:

™

(a) / sin®@df =

0

sin @1 — cos? 6] df

St~

™

= /sin9d9 + /cos2e[sine] do
0 0

= —[COSQ]Z + [%Cos?’HK

1 4
= ~(1-D+5(-1-1) =
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™

™

(b) /sin2 fcos’0dd = 1 /[2 sin 6 cos 6]2 do

(c)

(d)

0

/

Ot~

sin*0dfd =

sin®0df =

1
0
T 27
= /sin220d9 = /sinzada
(=2
0 0
1 1
= —.—. 27 = T
8 2 8

/sin@ -sin® 0 df

0
7r

[—cos&-sin:g@}: + /cos9'3sin200089d9

0
g

3 . 2
0 + 4/[2s1n0c089] do

/sine-sin49d9
0
[—cos@-sin‘l@};r + /cos9~4sin390059d0
0
0 + /sin@ [281]&00089]2(10
0
/ sin 6 - sin® 20 dO
0
[— cos @ - sin? 29]7r +
0

cos 0 - 2sin 26 cos 26 - 2 dO

0 + 2 [ cos@sin40 do

/
/

2 / % [sin(40 — 0) + sin(40 + 0) | df
0
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= /sin36d9 + /sin59d9
0 0

= —[%COSSGK — [%00559]2

1 1 16
= —Z(-1-1) —-(-1-1) = =
3( ) 5( ) 15

(e) / sin®fcos’fdf = / sin® @(1 — sin® 6) df

0
T

sin® 0 df — / sin® 0 dO
0
16 4

(a),(d)

15 15

Il
[GURINTAN O\":‘ o

Mit Hilfe der Nebenrechnung kénnen die vier Integrale nun weiter ausge-
rechnet werden:

™ 2
16/sin49d9-/sin2<pcosg0d<p
0 0

I

3 1 2
16-§7r- [gsin?’go}oﬂ =0

—
)
~

™ 27

L, = 32/sin59d9-/sin4cpdcp
0 0

T 27

I = 16/sin2ﬁcos29d0-/cosg0dg0
0 0

16-2 7 [sino] ™ = 0
= .gﬂ-.[su'lgo}o =

™ 2m
- 96 / sin® @ cos? 0 d0 - /sin2 pdyp
0 0

Iy

Ol
|
NeJ
D
/~
[ W~
|
‘i—‘
(@)
N———
|
|
—
‘1\3
o
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(ii) Berechnung mit dem Gauf’schen Integralsatz:

divi(Z) = 0+x + 322 + 21 — 322 = 2z,

2
/dr- dp- [ db-| r’sin@ |-rsinfcos¢
—— —_—
r=0 =0 0=0 Determinante 221
2

2w g

r3dr - /cosnpdgo-/sinQOdQ

r=0 =0 6=0
= 2% [singa}g7r g =0

(iii) Berechnung im Kopf:

Der Integrand ist eine ungerade Funktion von Z, daher kann man auch
ohne Rechnung erschlieffen, dafl das Volumenintegral iiber die gesamte
(symmetrisch zum Koordinatenursprung liegende) Kugel 0 ist.

Man beachte, dafl der Flufl aus der Kugel 0 ist, obwohl die Divergenz des
Vektorfeldes nicht global verschwindet: die Quellen und Senken des Feldes
innerhalb der Kugel heben sich gerade auf.

15.2 Green’scher Integralsatz im R>

Der Green’sche Integralsatz im R? ist der Schliissel zum Stokes’schen Integral-
satz, ja er ist der Stokes'sche Integralsatz im R2. Weiterhin liefert er durch
Wahl spezieller Vektorfelder eine Formel zur Berechnung einer Fliche durch
Berechnung eines Kurvenintegrals ldngs ihres orientierten Randes sowie den
Gauf’schen Integralsatz im R2.

Sei f € Cl([a, b], R). Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung gilt dann

b
/ fe)de = f(b)— f(a),

und davon wird jetzt wieder Gebrauch gemacht.

Sei p € C'(R?,R?). Man betrachte das Doppelintegral von g—i? iiber das Recht-
eck R in Abb. 15.4.
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Abbildung 15.4: Integral entlang eines positiv orientierten Rechteckes

(A) Zuerst wird das Doppelintegral als iteriertes Integral geschrieben und der
Hauptsatz zur Integration iiber x; herangezogen:

5 by by 5 by
8];? // p2 (71, 22) dz1 00 = /[pz(bl,@) — pa(a1, z2)] das
R az ai as

Analog folgt mit einer Integration iiber xs:

9 b by by
pl 7) di

76902 // (x1,m2) dro 1 = /[pl(m,bg)—pl(xl,ag)] dx
R a as a1

(B) Als néchstes wird das Kurvenintegral ¢ ( d:v) um die Randkurve des
Rechteckes R im mathematisch positiven Sinne (Gegenuhrzeigersinn)
ausgewertet.

1. Seite:

w = (o) eel(a)-Ca)l - ()

ul:=ay —‘rt(bl —al)
duq =(b1 —a1) dt

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



15.2. GREEN’SCHER INTEGRALSATZ IM R? 249

2. Seite:

w0 = (o) e [(0)-(0)] = Cavitho)

Jona = [(RED).(10 )

= /pg (bl, [ag + t(by — ag)]) - (bg — ag) dt

b
|: u2:=a2+t(b2—a2) :|

dug=(ba—az) dt = /pQ(bl,uQ) dus

3. Seite:
b1
J@@.dz) = = [ prun ) du
Cs al
4. Seite:
b
/(ﬁ(f)adf) = —/pQ(al,UQ)duz
Ca az

(C) Insgesamt ergibt sich der sog. Green’sche Integralsatz fiir ein Rechteck:

by ba
f(ﬁ(f),df) = /[pl(UbCZQ) — p1(u1,b2)] duy + /[pQ(thQ) — pa(a1, uz)| dus
OR aZZ azbl
= /[pQ(bLUZ) — pa(ar, ug)] duy — /[pl(uhbz) — p1(ur,a2)] duy
Op2 v Op1 .\ ;-
& /(8931(3:) _ 872(9;)) d.
R

Man betrachte nun eine von einer geschlossenen Kurve C berandete Flache F
in der (z1,x2)-Ebene. F lift sich als geeigneter Grenzwert einer Folge {R;}ics
kleiner Rechtecke approximieren, und fiir jedes dieser Teilrechtecke gilt der
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Abbildung 15.5: Gemeinsame Kanten innerer Teilrechtecke

Green’sche Satz. Die Kurvenintegrale iiber die gemeinsamen Rénder heben sich
jedoch wegen der unterschiedlichen Orientierung auf, s. Abb. 15.5.

Ubrig bleibt nur das Kurvenintegral iiber die &uBere orientierte Randkurve
C =0R.

Es miissen jetzt wieder zulissige Gebiete definiert werden, also Analoga im R?
zu den zulissigen Gebieten im R3, s. Definition 15.2.

Definition 15.3
Sei G C R? ein beschrinktes Gebiet.

(i) G heiit zulédssig, wenn gilt:

Der Rand Q von G setzt sich zusammen aus endlich vielen reguldren Kur-
venstiicken

C.: t +— ﬁ(k)(t) (te[ak,bk],ke{l,...,N}),
deren Normalenfelder 7(*)(-) ins AuBere R?\G von G weisen.

(ii) Ist G zuléssig, so bezeichne 0G den orientierten Rand von G, wobei der
Durchlaufssinn jeweils so ist, dafl das Gebiet G in bezug auf die dufle-
re Normale in mathematisch positiver Richtung durchlaufen wird, also
»links“ beziiglich der Wegrichtung ist.

(iii) Fiir ein Vektorfeld @ € C%(G, R?) mit einem zulissigen Gebiet G sei
N
/ (0(2),dT)) = > / (7(2), d7)).
oG k=1 Ck

Ist G ein zuléssiges Gebiet, dann kann der Rand von G da, wo die Kurvenstiicke
Cr == W (p([ak,bx])) aufeinanderstofen, Ecken und Spitzen haben, also z.B.
aussehen wie in Abb. 15.6.

Satz 15.2  (Green’scher Integralsatz im R?)

G C R? sei ein zuliissiges Gebiet mit dem orientierten Rand 9G. Sei
7€ CHG,R?). Dann gilt:

/(gi’j(f) — 212(5)) dz = f(ﬁ(f),df). (15.2)

g ag
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Abbildung 15.6: Zulissiges Gebiet im R? (Orientierung bereits eingetragen)

Das Kurvenintegral ist dabei, entsprechend der obigen Konvention iiber die
Orientierung, im Gegenuhrzeigersinn zu nehmen.

Beispiel 15.4

Gegeben sei das Vektorfeld (interpretierbar als Kraftfeld)

ore) = ((793) (7 = (21,22 € R2),

—x5

welches entlang der geschlossenen Kurve aus Abb. 15.7 zu integrieren ist.

y L2
Co
1
g : 1.2
C3 C LTy = 11‘1
1 ;
> L1

2

Abbildung 15.7: Zum Green’schen Satz im R?

(a) Integration lings der einzelnen Kurvenstiicke:

(i) Integration léngs Ci:

#(t) = < ;tQ ) (t € [0,2])
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(b) Auswertung des Kurvenintegrals mit Hilfe des Green’schen Integralsatzes:

/(g:j(f) _ g;;(f)) i = /(0—x1)df - —/xld:f

g g g
2 1 2
1
= —/d:vl / dro x1 = —/(xl — ZLL’1> dxry
0 1g2 0
= [x% : 4]2 - —(2-1) = -1
- 2 " 1670 ~ -

15.2.1 Fliachenberechnung mittels eines Kontourintegrals

Fiir das spezielle Vektorfeld

N A A L) = 2
i) = 5 ( ) @R
ist 9 9
P2, Pl
_Z - == =1
81‘1 v 8332 (x> ’

und es folgt aber mit der (0.B.d.A. einfachen, d.h. N = 1) Parametrisierung
Z: [a,b] — R?
t — < xl(t) )
o (t)
aus dem Green’schen Integralsatz (Satz 15.2) das Ergebnis

G| = /1da? - /(gi)i(f) . 22(5)) A7 = f(ﬁ(f),df)

g g oG
1 1f () 0
_ 1 —x9 2y L —I2 t il t )
- 2/(( 1 >’dx) - 2/(( 21(t) >’<¢2(t)> dt.
oG a
Der Inhalt einer Flache G 148t sich also durch ein Kontourintegral bestimmen.
Das wurde frither bei den Planarimetern zur Flichenberechnung benutzt.

Beispiel 15.5 (Flicheninhalt einer Ellipse)
Seien a,b > 0 und

£ = {7 &= (z,m) € R (%)2+(%)2<1},

das Innere einer Ellipse. Der orientierte Rand 0 ist dann dargestellt durch die
Funktion

o +——  Z(p) := (acosp,bsinyp) (¢ €[0,27]).
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Mit der Darstellung des Fliacheninhaltes des letzten Beispiels erhidlt man dann

27

e =5 [0 ) ) =3 [((00) 7)o
(GG

27
1
= 2/a-b(sin2g0+(3032<p)dgo
0
= 7m-ab (= ma? fiir a = b)

Aufgabe

Warum zeigt die Normale von Beispiel 15.5 nach auflen, und wie sieht sie aus?

15.2.2 Gauf’scher Integralsatz im R?

Sei 7 € C*(R?,R?). Man setze

Dann ist fiir 7 € R?:

Op2 , o oy, + Ova (F) = div (D).

92, T 55, = 55, @+ 5,

Seien G C R? ein zuléssiges Gebiet (Definition 15.3) und G sein Rand mit einer
(0.B.d.A. einfachen, d.h. N = 1) Parametrisierung & : t — Z(t) (t € [a,b]). Ist
der Rand aus mehreren (N > 1) differenzierbaren Komponenten zusammenge-
setzt, so mufl man ihn gemé&f Definition 15.3 (iii) stiickweise betrachten. Dann
ist Z(t) fiir ¢ € [a,b] ein Tangentenvektor und

die nach auflen gerichtete Einheitsnormale, s. Abb. 15.8.
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&y
~—~

~
S—

Abbildung 15.8: Zulissiges Gebiet im R? mit duBerem Normalenfeld und Tan-
gente in Durchlaufsrichtung

Mit diesen Bezeichnungen erhélt man aus dem Green’schen Integralsatz (Satz
15.2)

f (#(2), d7) =

OF

mit dem skalaren Wegelement (s. die Bemerkung auf p. 164)
ds = \/21(t)? + x2(t)2 dt = ||z(¢t)]| dt.

Damit folgt aus der Green’schen Formel (15.2) der Satz von Gauf in der Di-
mension n = 2:

Satz 15.3  (GauB’scher Integralsatz im R?)

G C R? sei ein zuléssiges Gebiet mit dem orientierten Rand 9G. Sei
7€ C'(G,R?), also  ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf G. Dann gilt:

/ div §(7) d7 — ?f (@), 7(&)) ds. (15.3)
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Interpretation

Die Interpretation des zweidimensionalen Gaufy’schen Satzes ist genau dieselbe
wie im dreidimensionalen Fall:

Der FluB eines ebenen Vektorfeldes durch den Rand eines zweidi-
mensionalen Gebietes, hier also das Kurvenintegral iiber der Nor-
malkomponente des Vektorfeldes ¢ langs 9G, ist gegeben durch das
Integral der Quelldichte div ¥ {iber das gesamte Gebiet. Ist der Flufl
positiv, so fliefit aus G immer mehr heraus als hinein, d.h. in G lie-
gen Quellen vor. Ist er negativ, so flieft in G mehr hinein als heraus,
d.h. in G liegen Senken vor.

Beispiel 15.6

Seien a,b > 0 und £ C R? das vom Intervall [—a, a] auf der 2-Achse und der
oberen Hilfte der Ellipse

E = {&: T=(x1,22) € R?, (%>2+(%)2<1}

berandete Gebiet (cf. Beispiel 15.5).

Dann ist £ ein zulissiges Gebiet im R?, denn mit Hilfe von sog. elliptischen
Koordinaten

—

é(r,¢) = (racosgp,rbsinp) (r €[0,1], p € [0,71’])

ist £ =¢([0,1) x [0,)).
Aufgabe

(i) Mit geeigneten Kurven gebe man eine Darstellung des orientierten Randes
0€ an.

(if) Mit dem Vektorfeld

§(&) = v(ay,10) = < o1 > (7= < 1l > e R?)

T2
berechne man das Kurvenintegral §,.(7(Z), 7i(Z))ds.

(iii) Man verifiziere den GauB’schen Satz durch Berechnung von [, div #(Z) dZ.

15.2.3 Stokes’scher Integralsatz im R?

Sei 7 € C*(R%,R?). Man setze p := ¥ in der Green’schen Formel. Dann folgt
mit der Definition der zweidimensionalen Rotation (Definition 13.9)

@ = 22z - g 2 roraa).

Op2 - _ Op1 Ovy o,  Our
8$1 61‘2

8.1‘1 o 81‘2
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Damit folgt aus dem Green’schen Integralsatz

Satz 15.4  (Stokes’scher Integralsatz im R?)

G C R? sei ein zuléssiges Gebiet mit dem orientierten Rand 0G. Sei
7 € C'(G,R?). Dann gilt?:

/ rot 9(Z) di = 7{ (4(2), d). (15.4)

Bemerkung

Die Green’sche Formel ist also der Stokes’sche Integralsatz im R?. Damit hat
man jetzt einen ganz einfachen Beweis des Satzes 13.3, dafl in einfach zusam-
menhingenden Gebieten aus rot #() = 0 folgt, daB @ ein konservatives Vektor-
feld ist, die Kurvenintegrale also wegunabhéngig sind.

Seien C eine doppelpunktfreie stiickweise regulire Kurve in G undigl das von
C berandete Gebiet. Dann ist Gy ein zulissiges Gebiet und ' € C(Gy, R?). Mit
dem Stokes’schen Integralsatz im R? folgt dann

0 = / rot §(7) d7 — j{ (#(7),d7) = + 74 (3(), dz)
C

G1 0G1

(je nach Orientierung von C). Solche Vektorfelder ¢ sind damit Potentialfelder.

15.3 Stokes’scher Integralsatz im R?

Die Definition fiir die Rotation eines Vektorfeldes, rot v, hat in zwei und drei
Dimensionen dieselbe Bezeichnung:

2Seien G C R? eine zuliissige Fliche, ¥ € C*(G). Sei AG ein kleines zulissiges Flichenstiick,
iiber welches sich rot¥(Z) nicht wesentlich &ndert, so ist

[ z z
#(Z),di = rotd(F)dE ~ rotv(§)- di = rot #(€) - |AG]
OAG AG AG
!
—  rot@() ~ adl #(Z), dit
OAG

mit Eals Punkt der Flache AG. Im Grenzfall hat man dann eine exakte Gleichung, welche

auch zur Definition der Rotation benutzt werden kann:
1

(%), dz

AG

rotﬁ(a = AléIED @
1]
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(i) fiir ein (zweidimensionales) Gebiet G C R?, ¥ € C*(G):

I‘Otﬁ(f) = Dlvg(f) — ngl(f) (:Ee Q)

(ii) fiir ein (dreidimensionales) Gebiet H C R?, w € C'(H):
(ZeH)

In diesem Abschnitt werden aber die beiden Vektorfelder der Rotation simultan
gebraucht und miissen deshalb in der Bezeichnung auch unterschieden werden.
Sie werden daher momentan mit rote ¥ und rots w bezeichnet.

Der Stokes’sche Integralsatz im R? setzt ein Kurvenintegral entlang des Randes
einer zuléssigen ebenen Fliche in Beziehung zum zweidimensionalen Integral der
Rotation iiber die Fliche selbst:

jé (3(2), d7) = / roty #(Z) di = / roty 7() d(z1, 7).
oG g g

Die (x1, z2)-Ebene des R? wird jetzt aufgefaBt als (z1, 2, 0)-Ebene und damit
als Teil des R3. Seien dann G C R?, ¥ € CY(G),GCHC R3 und das Vektorfeld
w definiert durch

w1 () vi (1, 22) x1
F@) = | w@ | = vler,z) (:E: s eH).
w3 () w3 (1, T2, 23) x3

0
i=a = (o0
1
nun schreiben
r0t217($1,$2) = Dlvg(l‘l,l‘g) — DQ’Ul(I‘l,fL’Q)

= Dywa(x1,22,23) — Dowi (21,2, x3)

D2w3(f) — Dng(f) 0

- ( Dgw, (E) — Dyws(Z) |, | 0 )
Dywe(Z) — Dowi(Z) 1

= (rots W(Z),n) (T € H),

andererseits gilt fiir jede Kurve C in der (z1,x2,0)-Ebene mit einer (0.B.d.A.
einfachen) Parametrisierung, also

C : Z(t) == (x1(t),z2(t),0) (t € [a,b])
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fiir die Skalarprodukte die Beziehung
(w(@(0).50) = (saa0.200),( 205)))

und damit die Gleichung
/ (w(Z), dT) / (v(2), dT)
C C

Fiir das spezielle dreidimensionale Vektorfeld 0 148t sich der zweidimensionale
Stokes’sche Satz (Satz 15.4) daher schreiben als

f(w(f),df) E f(ﬁ(f),df) - /rotgﬁ’ d /rotgu')'f ), i) d.

aG aG g g

Man beachte dabei, dafi die Normale 7 hier so orientiert ist, daf§ der Umlauf
in mathematisch positiver Richtung — also links herum — zu erfolgen hat.

Der Stokes’sche Integralsatz im R? ist nun eine Verallgemeinerung die-
ses ,ebenen“ Sachverhaltes auf beliebige (offene oder geschlossene) zuléssi-
ge Flichen(stiicke) im R?® und ihre Randkurve. Natiirlich muf die Normale
an eine solche Flédche nicht notwendig mehr konstant sein, sondern kann mit
Z iiber die Fliche variieren, man hat dann ein stetiges Normalenvektorfeld
T (%) (¥ e F).

Eine Fliche F C R3 wird, wie stets, als parametrisiertes Bild einer Fliche
M C R? angesehen,

F: 7: R’>OM — R3,

und, entsprechend einer Zerlegung von M, mit dem Bild des zugehorigen Git-
ternetzes versehen, s. Abb. 15.9.

Abbildung 15.9: Ubertragung eines Gitternetzes in M auf F
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Die Orientierung des Randes 0G eines zulissigen Gebietes in der Ebene (Defini-
tion 15.3) ist derart gewéhlt, dafl dieser im mathematisch positiven Sinne (ent-
gegen der Uhrzeigerrichtung) durchlaufen wird, d.h. dafl das Gebiet wihrend
des Durchlaufens links davon liegt.

Bei einer Fliche im Raum ist kein solcher Umlaufssinn mehr auf natiirliche
Weise ausgezeichnet; man mache sich das an einer rdumlichen Fléche klar, etwa
an einer Halbkugelschale. Bedingt durch die Parametrisierung p, zeichnet jedoch
das vektorielle Oberflichenelement

do = D1p(t) x Dop(t)
eine Seite der Flache als ,,Oberfliche® aus: von dieser Seite aus wird die ma-

thematisch positive Umlaufrichtung fiir die Randkurve gewéhlt.

Man hat dann fiir jedes der kleinen Teilflichenstiicke die Beziehung

7{ (@(@), di) = / (rots @(@), (7)) do = / (vot @(#), i1()) do

OAF AF AF

(ab jetzt wird wieder ,,rot* fiir ,rots* geschrieben). Wenn alle diese Gleichungen
addiert werden, so erhélt man

Z %(“75 dz) Z /rotw i(Z)) do = /(rotw(f) 7i(Z)) do.

alle AF ONF alle AF AF F

Aus Abb. 15.9 liest man ab, daf} sich die Kurvenintegrale entlang der im Inneren
von F verlaufenden Randkurven verschiedener Teilflichen AF; und AFj, gerade
aufheben, da diese fiir aneinander grenzende Teilflichen umgekehrt orientiert
sind. Ubrig bleibt nur die &uBere Randkurve F der gesamten Fliche F, und
man erhilt den Stokes’schen Satz im R3:

Satz 15.5 (Stokes’scher Integralsatz im R?)

Sei F ein zuliissiges orientiertes Flichenstiick im R? mit dem Normalenfeld
7i(-). Seien G C R3 ein Gebiet, das das Flichenstiick umfaBt und & € C'(G, R3).
Dann gilt:

7{5’:2" _’ /rotva_c’ ﬁ:i“’)do.
f

Die Zirkulation eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes um die orientierte
Randkurve einer zuléssigen Flédche ist gegeben durch den Flufl der Rotation
dieses Vektorfeldes durch die Fléche selbst.
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Bemerkung

(i) Beide Integrale in Satz 15.5 héngen von der ,,Orientierung® ab: Beim Ober-
flichenintegral kommt es darauf an, in welche Richtung die Normale zeigt,
beim Randintegral auf den Umlaufssinn. Eine Anderung beider ergibt je-
weils eine Anderung des Vorzeichens. Durch die Vereinbarung iiber die
Randorientierung sind beide so gekoppelt, dafl der Satz richtig ist.

(ii) Man beachte, dafl der Stokes’sche Satz keine Aussage dariiber macht, wel-
che Fliche von der gegebenen Randkurve eingeschlossen wird, solange sie
nur zuléssig ist. Es ist also moglich, die Fliche unter Beibehaltung ihres
Randes ,stetig zu verbiegen®, ohne den Wert der Zirkulation zu &ndern;
s. dazu die verschiedenen Berechnungen im folgenden Beispiel.

Beispiel 15.7

Gegeben seien R > 0 und das Vektorfeld

4$2
(a1, e, 23) = x1 (Z = (w1, 12, 73) € R?).
2x3

Man berechne die Zirkulation des Vektorfeldes ¢ entlang des Grundkreises GIC
der oberen Halbkugel

HIC = {f T = <l’1,l’2,l’3> GIR'?)’ Q’J%—FCL'%—}—.I% = R2’ T3 ZO}

Losung

(i) Kurvenintegral des Vektorfeldes ¢’ entlang des Grundkreises GK:

Rcost ' —Rsint
Z(t) := | Rsint . Z(t) = Rcost (t € [0,27)).
0 0
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4Rsint
7(2)(t)) = Rcost —
0
2r [ ARsint —Rsint
?{(ﬁ(f),di’) = /( Rcost |,| Rcost )dt
GK 0 0 0
27
= R? (—4 sin’t + cos® t) dt
0
27
= R? /(cos2 t —sin®t — 3sin® t) dt
0
27 2
= R? /cos o2t dt — 3R> /sin2 tdt
0 0
- 0 - 3R%.m
= —3nR?

(ii) Evaluation des Oberflichenintegrals {iber die Fliche der oberen Halbkugel
und Benutzung des Stokes’schen Integralsatzes. Da der Grundkreis in (i)
im mathematisch positiven Sinne durchlaufen wird, muf jetzt die duflere
Normale genommen werden. Mit

0 1 I
rot (%) = 0 , A(Z) = = | 2
) ER

2
- —B/dap/dé? Rgsine-RC];)SG

1
= —3R2-27r-2/sin20d9
0

= —3nR? [—% cos 20} "/

0

= —37R?
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(iii) Evaluation des Oberflichenintegrals iiber den Grundkreis GK in der
(1, x2,0)-Ebene und Benutzung des Stokes’schen Integralsatzes, wieder
mit der nach ,,oben“ orientierten Normale:

0 0
/(rotﬁ(a_c'), 1(Z)) do = /( 0], o0 )do = —3/d0 = —3-71R?
s gc \ 73 1 gk

Ergebnis

Man darf sich die von der Kurve eingespannte Fliche aussuchen, durch welche
der Flufl berechnet werden soll!

Beispiel 15.8  (Ampere’sches Gesetz oder Durchflutungsgesetz)

Man betrachte das von einem elektrischen Leiter im Punkt & € R? erzeugte
magnetische Feld (vgl. dazu das analoge Beispiel 15.2, das Gaufi’sche Gesetz
der Elektrostatik)

(7= I 1 o 2 2
H(.CU) = 5. T3 9 I (x1—|—332750,$36]R).
2 7+ 5 0

Es soll die Arbeit dieses magnetischen Feldes lings des Randes einer geschlosse-
nen reguléren Fliache F bestimmt werden. Fiir diese Fléche gibt es zwei M6glich-
keiten:

(i) sie enthélt den Leiter nicht oder
(ii) sie enthélt den Leiter.
Zu (i):

Nach einer Hausaufgabe ist rot H(Z) = 0 fiir alle # € R*\{(2? + 23 = 0},
also folgt fiir eine in einem solchen Gebiet G enthaltene Fliche F nach dem
Stokes’schen Integralsatz

0= / (rot H (%), (7)) do = 7{ (H(%),dz).
F

5 oF

Zu (ii):

SchlieBt die Fliche F C R? den Leiter ein, so ist der Stokes’sche Integralsatz
darauf nicht anwendbar, denn H ist in G nicht tiberall definiert, geschweige denn
stetig differenzierbar. Man muf} also das Kontourintegral direkt ausrechnen.

Sei K ein Kreis mit 0 als Mittelpunkt, welcher ganz in F enthalten ist. Fiir den
Differenzbereich F\K gilt dann rot H(Z) = 0 und (Abb. 15.10)

0 = / (vot H(Z), (7)) do = / (H(2),d7) + / (H(z),d7)).

A(F\K) Ca C;

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



264 KAPITEL 15. INTEGRALSATZE

Abbildung 15.10: Aussparen eines Kreises um den Leiter bei 0

Hierbei ist mit C, der dufere (orientierte) Rand der Flache F gemeint, mit C;
der innere (orientierte) Rand, also der Rand des ausgesparten Kreises . Man
beachte hierbei die Orientierung der beiden Randkomponenten in Abb. 15.10:
bzgl. der aus der Zeichenebene nach oben zeigenden Normalenrichtung ist der
Durchlaufssinn stets so, dafl das Gebiet F\K zur Linken liegt.

Verwendet man hingegen auch fiir die Randkurve K des kleinen Kreises K dieje-
nige Durchlaufsrichtung — dieses Mal von IC aus gesehen —, welche zur Normalen
der Flache F korrespondiert, so dndert sich bei diesem Kurvenintegral das Vor-
zeichen, und man erhalt

0 = /(“(f),df) = /(*(f),df)a
C

also

Die Arbeit des Magnetfeldes entlang entlang des duleren Randes C, von F ist
gleich der Arbeit des Feldes entlang der (positiv orientierten) Peripherie des
kleinen Kreises /C, und kann somit hieriiber berechnet werden. Mit der iiblichen
Parametrisierung einer positiv orientierten Kreislinie folgt dann:

/ (H(),d7) = / (H(%),d7)

Ca oK
7 2 1 —Rsint —Rsint
= / —5 Rcost , Rcost dt
27 R?(cos?t + sin“ t) 0 0
o
7 Qﬂ—RQ
- L / s
27 | R2?
0
= 1.
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Ergebnis

Die Gesamtarbeit des magnetischen Feldes entlang der geschlossenen Peripherie
einer Fliache wird durch den das Magnetfeld erzeugenden Strom verursacht, der
Strom ist also ein ,, Wirbel* fiir die magnetischen Feldlinien.

Ein von einem Gleichstrom der Stérke I durchflossener Leiter mit einem Strom-
fluB entlang der positiven x3-Achse erzeugt um sich herum in einem Gebiet G
ein ringformiges Magnetfeld® (cf. Beispiele 13.9 und 13.13), fiir welches das
Ampére’sche Gesetz in Integralform gilt:

jqf (H(z),d7) = I.

oOF

So wie das Gaufi’sche Gesetz zur Berechnung elektrischer Felder, so ist das
Ampere’sche Gesetz zur Berechnung magnetischer Felder niitzlich.

Sei j(Z) der (stetige) Stromdichtevektor* am Ort #. Dann gilt fiir den dadurch
generierten Stromflul I in einer beliebigen Richtung durch eine Fliche F sowie
das dadurch erzeugte (stetig differenzierbare) Magnetfeld H:

= 7{ (H(%), d7)
(Ampere’sches Gesetz)
oOF

= : /(rot H(Z),7(Z)) do.

(Stokes’s:her Satz
f

Damit folgt

/ (7@ — rot @], 7)) do = 0

F
fiir jede Fliche F C G C R3. Mit einem Stetigkeitsargument folgt hieraus die
zweite Maxwell’sche Gleichung (Ampére’sches Gesetz in Differentialform)

rot H(Z) = j(Z) (Z € G).

Die Quelldichte der magnetischen Feldstirke ist die das Feld her-
vorrufende Stromdichte.

3In der Physik i's;r Kcﬂ H (Z),dZ die magnetische Spannung. Ist C eine geschlossene Kurve,
so spricht man bei , H(Z),d¥ von Ringspannung.

“Darunter versteht man die (positive) Ladungsmenge p(Z), welche eine Einheitsfliche am
Ort Z pro Zeiteinheit in Richtung @ senkrecht durchstrémt:  j(&) = p(Z) - ¥
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Beispiel 15.9  (Faraday’sches Induktionsgesetz)
Aus der dritten Maxwell’schen Gleichung
OB(Z,t)
ot

erhélt man durch Integration iiber eine Fliche F C G:

rot E(Z,t) = ((Z,t) € G x [0,T])

- % (B(&,1t),7(z)) do — /(— ;E(f, t),ﬁ(f)) do
F F
_ / (rot E(f,t),ﬁ(:ﬁ')) do
F

= 74 (E(#,t), d)
(Stokes’scher Satz)
OF

Dies ist das Faraday’sche Induktionsgesetz:

Die Anderung des magnetischen Flusses durch eine Fliche F ist bis
aufs Vorzeichen gleich der elektrischen Ringspannung.

Bemerkung

Das Faraday’sche Induktionsgesetz in integraler Form ist doch etwas allgemei-
ner als dasjenige in differentieller Form. Nach der differentiellen Formulierung
duBert sich eine zeitliche Anderung des Magnetfeldes in Wirbeln des elektri-
schen Feldes. Nach dem Stokes’schen Satz werden daher die Wirbel im gesam-
ten Gebiet — die elektrische Ringspannung — verkniipft mit der Anderung des
magnetischen Flusses durch die Gesamtfliche.

Der magnetische Flufl kann sich aber auch bei zeitlich konstantem Magnetfeld
dndern, etwa dadurch, dafl sich die Grofle der durchstromten Fliche zeitlich
dndert (Generator), ein Phédnomen, welches sich aus der differentiellen Formu-
lierung nicht ergibt.

Beispiel 15.10 (Vektorpotential)

Ein in einem Gebiet G C R3 stetig differenzierbares Vektorfeld ¥ heifit wir-
belfrei, falls rot7(Z) = 0 (£ € G). Ist G einfach zusammenhiingend, so ist
diese Bedingung der Wirbelfreiheit hinreichend fiir die Existenz einer skalaren
Stammfunktion f:

G C R3 einfach zusammenhingend A rot@(Z) = 0 (¥ € G)
— \/ N @) = (V@)
fec?(G,R) z€g

Beispielweise lautet im statischen (= zeitunabhingigen) elektrischen Fall eine
Maxwell-Gleichung (Faraday’s Induktionsgesetz) rot E(Z) = 0 (& € G), so daf},
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einfacher Zusammenhang von G vorausgesetzt, damit die Existenz eines skalaren
elektrostatischen Potentials ¢ mit

— —

E(@) = —(Vo)(T) (7 €9)

gegeben ist.

Im magnetischen Fall geht das in dieser Weise nicht, da das magnetische Feld
nicht wirbelfrei ist (Ampeére’sches Gesetz):

rot B(Z) = j(Z) (Z €@)

mit dem Stromdichtevektor j(f) am Ort #. Aufgrund der Quellenfreiheit des
Magnetfeldes B (div B(®) =0 (Ze G)) — das ist die vierte Maxwell’sche Glei-
chung — 148t sich jedoch zeigen, dafl man ein sog. Vektorpotential konstruieren
kann, d.h. eine Funktion 4 € C2(G, R®) mit

B(Z) = rot A(Z) (7 €G).

Aufgabe
Man zeige div rot A(Z) = 0 (% € g).

Die Bedingung

— —,

divB(Z) =0 (Feg) — \ AN\ B(@ = (rot A)(&)

Aec2(G,R3) T€g

erfordert jedoch, dal G einfach zusammenhéngend ist in dem Sinne, daf} sich
jede geschlossene Fldche — nicht nur jede geschlossene Kurve — auf einen Punkt
zusammenziehen l48t, ohne dafl dabei G verlassen wird; G heifit dann raum-
artig einfach zusammenhédngend. Beispielsweise ist das Gebiet zwischen zwei
konzentrischen Kugeln raumartig nicht einfach zusammenh#ngend.

Beispiel 15.11  (Aharonov-Bohm Effekt?)

Betrachtet wird der Versuch der Beugung von Elektronen an einem Doppelspalt,
wobei auf einem Detektor hinter der Doppelspalt-Blende ein Interferenzmuster
der Haufigkeit der auftretenden Elektronen entsteht.

Um den Effekt zu verstehen, betrachte man Abb. 15.11. In diesem Versuch steht
eine Wand mit zwei Spalts im Weg von Elektronen, die von einer Quelle vor
der Wand ausgesandt und von einem Detektor dahinter registriert werden. Vor,
zwischen oder hinter dem Doppelspalt befindet sich senkrecht zur Zeichenebene
eine von Strom durchflossene Spule, welche in ihrem Inneren ein Magnetfeld
aufweist. Der Flufl des Magnetfeldes B ist gegeben durch

B(Z) = rot A(Z) (Z €g)

%Y. Aharonov und D. Bohm: ,,Significance of Electromagnetic Potentials in the Quantum
Theory“ Phys. Rev. (Ser. 2) 115, 485-491 (1959)
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Bildschirm

Quelle

Spule

Iy

Abbildung 15.11: Beugung von Elektronen an einem Doppelspalt, zwischen de-
nen sich eine Spule befindet. Das Magnetfeld steht senkrecht auf der Zeichene-
bene und ist auf das Innere der Spule beschréinkt. Die Elektronen bewegen sich
nur im feldfreien Raum.

mit dem Vektorpotential E(a?) Wichtig ist dabei, dal sich das Magnetfeld in
einem Raumgebiet befindet, das von den Elektronen nicht passiert wird bzw.
umgekehrt, auf ihrem Weg von der Elektronenquelle zum Bildschirm laufen die
Elektronen stets durch ein Raumgebiet, in welchem kein Magnetfeld herrscht,
also stets B(Z) = 0 gilt.

Dennoch ,fiihlen* die Elektronen das Magnetfeld, es kommt zu einer Verschie-
bung des Interferenzmusters!

In der Quantenmechanik werden die einzelnen Elektronen durch Wellenfunk-
tionen (&, t) beschrieben, deren Betragsquadrate |¢(Z,t)|? die Wahrschein-
lichkeitsdichteamplituden des Auftretens am Ort & zur Zeit t der durch sie
beschriebenen Elektronen darstellen. Weiter wird dort gezeigt, dal die Pha-
sendifferenz der auf dem Bildschirm auftretenden Wellenfunktionen durch das
Magnetfeld B =rot A um den Wert

¢ [/(ff(f),d:f) - /(ff(f),df)]
r T2

verindert wird, wobei ¢ die Ladungsmenge der von der Quelle emittierten Par-
tikel bedeutet. Vordergriindig gesehen, hiangt also die Phasenverschiebung von
dem Vektorpotential A ab und nicht von dem (physikalisch bedeutsamen) Mag-
netfeld B.

Der Aharonov-Bohm Effekt besitzt kein klassisches Analogon. In der klassischen
Physik sind skalare und vektorielle elektromagnetische Potentiale lediglich ma-
thematische Hilfsmittel, welche sich nicht physikalisch messen lassen und daher
keine (physikalische) Bedeutung haben. Nur das elektrische und magnetische
Feld sind ,,physikalische® Felder.

Hier, in der Quantenmechanik, scheint zum ersten Mal eine direkte Wirkung
eines Vektorpotentials zu erkennen sein. Diese Ansicht ist jedoch irrig, und das
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soll im folgenden ausgefiithrt werden. Das mathematische Hilfsmittel dazu ist
der Integralsatz von Stokes.

Unter Umkehrung der Durchlaufungsrichtung des Weges I'y lassen sich die obi-
gen Kurvenintegrale umschreiben in

g / (A(@),dz) = q-f(ﬁ’(f%dfi“’)v
I r

wobei I' := I'y — I's jetzt einen geschlossenen Weg bezeichnet. Auf das letzte
Integral 148t sich der Stokes’sche Integralsatz anwenden, und man erhélt

q-jé(ff(:f),df) = q-/(rotA‘(f),da) = q-/(*(f%clﬁ),

r g g

wobei G die (eine) in den geschlossenen Weg I' eingespannte Fliche bedeutet.

Damit ist ersichtlich, dafl die Phasenverschiebung des Aharonov-Bohm Effektes
allein vom Fluf B des wirksamen Magnetfeldes abhingt. Eine Abhéingigkeit
der im Vektorpotential A zusitzlich enthaltenen Information — das Vektorpo-
tential A ist nur bis auf einen additiven Gradienten bestimmt — 148t sich nicht
beobachten.

Aufgabe

Man studiere den Aharonov-Bohm Effekt im Internet.

Beispiel 15.12
Im folgenden wird ein ,,Beweis“ gefiihrt, da8 es keinen Magnetismus gibt.6

Fine der Maxwell’schen Gleichungen besagt, dafl ein Magnetfeld in einem be-
liebigen Gebiet G C R3 quellenfrei ist:

div B(Z) = 0 (Z € G).

Unter Benutzung des Gaufl’schen Integralsatzes (Satz 15.1) folgt daraus fiir die
Oberflache S von G

/(E(f),ﬁ(:ﬁ’))da = /divé(:z) dz = 0.
S g

Die Quellenfreiheit von B garantiert die Existenz eines Vektorpotentials A
(s. auch Beispiele 15.10 und 15.11) mit

B(Z) = rot A(Z) (Z € G).
Kombination der letzten beiden Gleichungen liefert

/ (rot A(Z),7(Z)) do = 0.

S

5G. Arfken: Amer. J. Phys., 27, 526 (1959)
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Auf dieses Ergebnis wird nun der Stokes’sche Integralsatz (Satz 15.5) ange-
wandt, und man erhélt

%(A /rotA ,i(Z)) do = 0.

C

Das Kurvenintegral ist damit wegunabhéngig. Wenn jetzt zusétzlich voraus-
gesetzt wird, dafl das Gebiet G einfach zusammenhéngend ist, dann ist diese
Bedingung auch hinreichend fiir die Existenz eines skalaren Potentials ¢:

A@) = grad ¢(7) (7 € G).

Da die Rotation eines Gradienten stets verschwindet, kann man schliefen, dafl
B = 0 ist:

B(Z) = rot A(Z) = (rotgrad¢)(Z) = 0 (Z € @g).

Wo steckt der Fehler?
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