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Kapitel 1

Vektorraume

1.1 Einfiihrung und Definition, Beispiele

Vektorrdume sind ein Hauptgegenstand der Linearen Algebra. Ihre Elemente
heiflen Vektoren, und um in mathematisch einwandfreier Weise zu kléiren, was
Vektoren sind, miifite man also zuerst den Begriff eines Vektorraumes erkléren.

Einen Vektorraum kénnte ich jetzt formal definieren:

Unter einem Vektorraum versteht man eine Menge V mit den folgenden Eigen-
schaften ... .

Ich tue das hier jedoch (noch) nicht und beschreibe anhand eines einfiihren-
den Beispieles, wie solch eine Definition denn auszusehen hétte. Dazu werden,
ausgehend von der ,iiblichen“ Vorstellung des Vektorbegriffes, Eigenschaften
hergeleitet, welche Vektoren ,normalerweise” haben. Diese Eigenschaften wer-
den dann in den formalen Rang einer Definition erhoben.

Beispiel 1.1

Fin Flugzeug fliege nach Norden mit einer konstanten Geschwindigkeit von
100 km/h (gemessen bei Windstille). Es wehe ein konstanter Westwind von 50
km /h.

e Welche Bahn iiber dem Boden beschreibt das Flugzeug tatséchlich ?

e Wo wird es nach einer Stunde ankommen 7

Zur Darstellung des tatséchlichen Weges (iiber Grund) des Flugzeuges sowie
seiner Position habe ich als , gerichtete Grolen® Pfeile benutzt, welche auch
,, Vektoren“ genannt werden. Dabei macht man die folgenden Beobachtungen,
s. Abb. 1.1:

(1) Die Richtung der verwendeten Pfeile gibt die Richtung des Flugzeuges bzw.
die des Windes an; ihre Linge ist ein Ma$B fiir die jeweilige Geschwindigkeit
(iiber Grund). Man vergleiche dazu die englischen Bezeichnungen:
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Abbildung 1.1: Bahn des Flugzeuges bei 50 km/h Westwind

e velocity :  gerichtete Geschwindigkeit
e speed : MaSB fiir die GroBe der Geschwindigkeit

(2) Man kann einen Pfeil parallel zu sich verschieben, ohne dafl er sich &dndert.
Mehr noch, zumindest der Wind &8t sich durch viele Pfeile auf einmal
darstellen.

(3) Wenn man den , Flugzeugpfeil* und einen ,, Windpfeil“* am selben Punkt
abtrigt, so kann man die tatséichliche Bahn des Flugzeuges iiber Grund
mittels der Parallelogrammregel ermitteln (Krifteparallelogramm). Der re-
sultierende Pfeil wird Summe der anderen beiden Pfeile genannt.

(4) Man kann durch Multiplikation mit positiven Zahlen die Lénge der Pfei-
le verdindern und durch Multiplikation mit —1 deren Richtung umkehren.
Beispielsweise fithrt ein Ostwind von 25 km/h zu dem Bild aus Abb. 1.2.

-— -~
-~ -~

Abbildung 1.2: Bahn des Flugzeuges bei 25 km/h Ostwind

Ergebnis

Der hier zu schaffende ,,Vektorraum*, also diejenige Konstruktion, deren Ele-
mente ,, Vektoren“ sein sollen und mit der man die oben dargestellte Situation
beschreiben kann, mufl mindestens so beschaffen sein, daf§ man seine Elemente
sinnvoll addieren und mit Zahlen multiplizieren kann. Weiterhin muf} es einen
»Nullvektor” geben (Wind der Stéirke 0) sowie zu jedem ,, Vektor“ einen im Sinne
der Addition inversen , Vektor* (man denke an das Kriifteparallelogramm).

Diese Forderungen fiihren zu der folgenden abstrakten Definition eines Vektor-
raumes:

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Definition 1.1

Seien V' eine nichtleere Menge und K entweder R oder C, d.h. K € {R, C}.
Gegeben seien die folgenden beiden Abbildungen:

+: VxV — V

(a,by +— a+b

m: KxV — V
(Na) +— AX-a

(i) Das Quadrupel (V, +, m, K) heiit Vektorraum oder linearer Raum iiber
(dem Korper) K, falls gilt:

Add.: (V.+) ist eine kommutative Gruppe.
Mult.: Apa) = (A\u)a

1-a = a MNeK, aeV)
Dist.: A(a+b) = Xa+A-b

A+wa = Xa+pa NpeK,abeV)

(ii) Ist (V, 4+, m, K) ein Vektorraum, so heilen die Abbildungen

+ : Addition,

Skalarenmultiplikation

V heifit Trdgermenge, Elemente von V heilen Vektoren (auch: Elemente
oder Punkte des linearen Raumes), die Elemente von K heiflen Skalare.

(iii) Tragermengenkonvention: Ist (V, +, m, K) ein Vektorraum und ist aus
dem Kontext klar, wie ,,+“ und ,,m* definiert sind, so spricht man kurz
(aber inkorrekt) vom Vektorraum V', man identifiziert also die Menge mit
der strukturierten Menge.

Bemerkung

(i) Es ist nicht notwendig, da K € {R,C} gilt, man kann hier beliebige
andere Zahlkorper zulassen. In der Informatik beispielsweise wird als Ska-
larenkérper manchmal der Korper K := ({0,1}, +, ) verwendet, der
binédre Zahlenkorper.

(ii) Statt ,,Vektorraum iiber R“ sagt man auch ,reeller Vektorraum® , statt
, Vektorraum iiber C“ spricht man auch von einem , komplexen Vektor-
raum-‘.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Beispiel 1.2 (Standardbeispiel)

Sei n € IN. Das fiir diese Lehrveranstaltung wichtigste Beispiel ist der K-Vektor-
raum K" der (angeordneten) n-Tupel von Elementen aus K, also der Elemente

(x1,...,xy), welche man in diesem Kontext meistens als Spalten schreibt:
x1
= (T1,...,Tp) (x1,...,z, € K).
L,

Die Menge dieser sog. Spaltenvektoren bezeichne ich im Falle IK = R mit dem
Symbol V™:

x1
VAL {m: T = ; , {x1,...,zy) €R"? geeignet}.
Tn

Auf dieser Menge wird nun eine Addition und eine skalare Multiplikation er-
kléart, und zwar ,,elementweise” wie folgt:

T U1 1+ T Y1
+ = < ) € Vn)
Ty Un T + Yn Tn Yn
T A2 T
- : — : (/\ cK, : € V“>,
Tn, A Tn Tn

Man kann jetzt leicht nachweisen, dal die Menge V™ der reellen Spalten mit der
so definierten Addition und skalaren Multiplikation einen reellen Vektorraum
bildet, also die Gesetze von Definition 1.1 erfiillt; zu Ubungszwecken sei dieser
Nachweis empfohlen! Der Nullvektor ist gegeben durch

0
0
und der zu einem Vektor v € V" (bzgl. der Addition) inverse Vektor lautet

—Un,

Im Spezialfall n = 1 reduzieren sich die beiden soeben definierten Vektorraum-
operationen auf die Addition und Multiplikation im Zahlenkorper R; die Spal-
tenklammern werden dann weggelassen, der Vektorraum V! also mit R identi-
fiziert.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Aufgabe

Welche der folgenden beiden Mengen bildet bzgl. der im letzten Beispiel defi-
nierten Addition und skalaren Multiplikation einen Vektorraum?

3t
i) K:={z:zeV3 z=| 2t |, tcR geecignet p ,
t

3t
(i) L:=<x:2eV z=| 2t |, tcR geeignet y ?
1

Der Vektorraum V" (n € IN geeignet) tritt in dieser Vorlesung hiufig auf, selbst
wenn man ihn nicht mit geometrischen Vorstellungen in Verbindung bringen
kann; beispielsweise bei der Losung eines linearen Gleichungssystems von fiinf
Gleichungen mit vier Unbekannten. Im Falle n = 2 oder n = 3 gestattet er
jedoch eine geometrische Interpretation. Dazu

Beispiel 1.3

Gegeben seien drei an einem Punkt angreifende Krifte fi, fo und f3. Welche
Richtung und Stérke hat die gesamte an diesem Punkt angreifende Kraft fg?

Die drei angreifenden Kréfte konnen durch drei Pfeile unterschiedlicher Langen,
welche die Grofle der jeweiligen Einzelkrifte repréisentieren, dargestellt werden,
s. Abb. 1.3. Die Gesamtkraft 148t sich dann geometrisch als Resultierende, rech-
nerisch als Summe der Einzelkrifte darstellen:

fa = fi+ f2+ f3

f2

fi
fG f3

Abbildung 1.3: Resultierende Gesamtkraft

In der Physik sind_‘bei Kréften auch andere Bezeichnungen iiblich. Unsere Kraft f wird
dort mit dem Symbol f oder mit f bezeichnet.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Bemerkung 2
(Zusammenhang zwischen dem Punktraum R"™ und dem Vektorraum V")

In der Mengenlehre sind die geordneten n-Tupel reeller Zahlen eingefithrt wor-

den:
R" = {(x1,...,2Zn) : T1,...,2n € R};

hier nun fiihre ich den Vektorraum V" ebenfalls als (geordnetes) n-Tupel reeller
Zahlen ein, welche aus Griinden, die sich spéter als praktisch erweisen werden,
statt nebeneinander untereinander geschrieben und statt in spitze Klammern
in runde Klammern eingepackt werden:

x1
vr o= { : , xl,...,xnelR}.
x

n

Dieser Bezeichnungsunterschied kann nun aber nicht so wesentlich sein, als dafl
es sich lohnt, dafiir iiberhaupt zwei verschiedene Begriffe zu kreieren. Der Un-
terschied muf} also woanders liegen, und das ist gar nicht so einfach zu erkléren.

Bis jetzt ist R™ eine Menge (von waggerechten n-Tupeln) ohne Struktur, V"
hingegen ist eine Menge (von senkrechten n-Tupeln) mit Struktur, ndmlich mit
einer Addition und einer skalaren Multiplikation versehen, also, wie wir gesehen
haben, ein Vektorraum. Nun gut, mit einer analogen elementweisen Definition
1483t sich die Menge R™ auch zu einem Vektorraum machen:

<$1a'-'7xn>+<y17"')yn> = <$1+y17"'7$n+yn>
(:Ul?"'axnv ylauyneR)v

AT,z = (N T, A T,
AeK, zeR").

Diese Definition fithrt dann zum Vektorraum R", und in der Literatur ist es
daher oft iiblich, die beiden Rdume R”™ und V" miteinander zu identifizieren.
Das kann jedoch, gerade fiir Anfanger, zu erheblichen Vorstellungsschwierig-
keiten fiihren, und deshalb soll hier zwischen dem ,,Punktraum“ R"™ und dem
Vektorraum V" unterschieden werden.

Der Unterschied héngt damit zusammen, dafl es einen Raum gibt, der
in der Natur von iiberragender Bedeutung und gleichsam allgegenwirtig
ist, wiahrend ihn die Lineare Algebra als mathematisches Objekt gar nicht
kennt, n&mlich den realen physikalischen Raum, in dem wir uns alle be-
finden. Wenn man in diesem realen physikalischen Raum einen bestimm-
ten Punkt als Bezugspunkt auszeichnet (je nach Versuch beispielsweise einen
Punkt auf dem Tisch eines Labors oder den Sonnenmittelpunkt bei astro-
nomischen Betrachtungen), dann kann man diesem Punkt das Element

’Diese Bemerkung entstammt dem Buch ,,Lineare Algebra“ von Klaus Jénich.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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(0,0,0) des R?® zuordnen; man nennt diesen Bezugspunkt dann den Koor-
dinatenursprung. Damit hat man dann jedem anderen Punkt P des phy-
sikalischen Raumes durch seine Koordinaten Pi, P», P3 bzgl. des gewéhlten
Koordinatenursprungs und bzgl. einer gewihlten Lingeneinheit das Element
(Py, P, P3) € R? zugeordnet, also den physikalischen Anschauungsraum mit
der Menge R? identifiziert. Insofern spricht man dann von dem ,,Raum*“ R? als
dem physikalischen Anschauungsraum und hat damit eine physikalische Inter-
pretation des ,,Raumes® R? gefunden, némlich diejenige als ,,Punktraum®.

Die Interpretation des Vektorraumes V3 — oder allgemein: V" — ist eine ande-
re, diese soll jetzt entwickelt werden. Um das Ergebnis vorwegzunehmen: die
Elemente des Raumes V"™ werden als das interpretiert, was man auch als , freie
Vektoren“ bezeichnet, also Objekte, denen eine Lénge und eine Richtung zu-
kommt, jedoch kein sog. ,, Angriffspunkt®.

Definition 1.2

Sei
U1

Un
also v € V™. Dann definiert v eine Abbildung
v: R* — R"
durch die Abbildungsvorschrift
v(x) == (x1+v1,..., 2T+ Uy) (x € R™).

Diese Abbildung heif3t Translation oder Verschiebung des R". Sie wird mit dem
Spaltenvektor v identifiziert und daher mit demselben Symbol bezeichnet. Man
kann also sagen:

Ein Vektor v ist eine Translation des R".

Veranschaulichung im R?  (Abb. 1.4 und 1.5)

Ein Vektor bewirkt also eine Verschiebung aller Punkte des Raumes R"; die
Verschiebung wird durch einen Pfeil veranschaulicht. Ausdriicklich sei aber be-
merkt, dafl der Pfeil nicht der Vektor, sondern nur dessen lokale (d.h. am Punkt
x = (x1, x2) abgetragene) Veranschaulichung der durch den Vektor v definierten
Verschiebung ist.

Jedes Punktepaar (ai,as), (b1, b2) mit
bi—a1 = un

by —az = v

definiert dieselbe Translation.

Die Liange und Richtung des Vektors v sind dann mathematisch beschreibbar:

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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T2

T2 + V2

2

T
T r1+v;

Abbildung 1.4: Vektor als Translation

x2
A
b2
by — az
a2
: ‘ -
al bl — aq bl
Abbildung 1.5: Vektor als Translation
Lange: V(b —a1)? + (b — a2)?
by —
Richtung: tan¢ = b2 @2 (0 <¢<2m ¢ {5, %ﬂ )
1— a1

Man spricht dann davon, dafl der Vektor v am Punkt x abgetragen wird. Wird
v am Nullpunkt des R™ abgetragen, also am Koordinatenursprung:
v(0) = 0(0,...,0)
= (0+wv1,...,0+vy,)

= (V1,...,0n),

so stimmen die Komponenten des Vektors v mit den Koordinaten v(0) des
Endpunktes des am Nullpunkt abgetragenen Vektors v iiberein. Damit 148t
sich der Vektorraum V™ durch den Punktraum R™ veranschaulichen, s. Abb.
1.6 im Fall n = 2:

Auf diese Weise hat man (mathematisch) eine Moglichkeit, V" und R™ mitein-
ander zu identifizieren:

I: vt — R"
vo— I(v) = (vi,...,0).

Im Falle n = 2 ist eine Translation eindeutig bestimmt

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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T2

0+U2 ““““““““““““ : U(O):0+U

- X
0+ vy !

Abbildung 1.6: Veranschaulichung des Vektorraums V? durch den Punktraum
IR2

e geometrisch : durch das Zeichnen eines einzigen Pfeiles in der Ebene,

e analytisch durch die Angabe eines einzigen Punktepaares.

Man nennt einen solchen Pfeil bzw. (und dies fiir beliebige n € IN) ein solches
Punktetupel dann einen Représentanten der Translation. Die Translation selbst
— oder der Vektor — ist dann die Gesamtheit aller Pfeile gleicher Richtung und
gleicher Lange; diese diirfen parallel verschoben werden.

Definition 1.3
(i) Seien X := (x1,...,zn) und Y := (y1,...,Yn). Dann wird definiert:
Y1 — 21

Yn — Tn

XY ist also diejenige Translation, die den Punkt X in den Punkt Y ver-
schiebt:

(ii) Diejenige Translation, welche den Ursprung O in den Punkt X verschiebt,
also OX, heifit der Ortsvektor von X.

Der Name ,,Ortsvektor® eines Punktes X ist in der Literatur nicht einheitlich
definiert. Manchmal wird nur der spezielle Repréasentant (O, X') der Translation

OX, also der ,Pfeil* vom Ursprung O zum Punkt X, als Ortsvektor von X
bezeichnet. In diesem Fall kann man (O, X) mit dem Punkt X, genauer: mit
seinem Koordinatentupel (z1,...,x,) identifizieren, wie oben im Fall n = 2
durchgefiihrt.

Diese Definition gefillt mir aber nicht, weil dann ein Ortsvektor ein anderes Ob-
jekt ist als ein Vektor aus dem Raum V", und man kénnte beide beispielsweise
nicht mehr addieren.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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A
—_— —_—
—_— —_—
—_— B — L

Abbildung 1.7: Bahn des Flugzeuges bei 50 km/h Westwind

Riickkehr zu unserem Ausgangsbeispiel

Der Geschwindigkeitsvektor des Flugzeuges wird durch diejenige Translation
dargestellt, welche den Startpunkt des Flugzeuges in seinen Endpunkt ver-
schiebt. Der Startpunkt selbst wird ndherungsweise (die Erdoberflidche ist ge-
kriimmt) als Punkt des R? interpretiert, und der Geschwindigkeitsvektor wird
am Startpunkt abgetragen.

Der Wind wird ebenfalls durch einen Vektor représentiert, also durch eine
Translation und damit durch eine Gesamtheit von Pfeilen gleicher Lénge und
gleicher Richtung. Betrachtet man den speziellen Représentanten dieser Trans-
lation, welcher den Startpunkt verschiebt, so erhélt man den resultierenden
Geschwindigkeitsvektor des Flugzeuges nach der Parallelogrammregel, also die
tatsdchliche Bahn des Flugzeuges iiber Grund.

Beispiele 1.4

Neben dem Standardbeispiel des Vektorraumes V™ der Spalten gibt es Beispiele
von Vektorrdumen, die aus Funktionen bestehen, welche auf einem gemeinsamen
Definitionsbereich erklart sind und ggfs. einige Zusatzeigenschaften haben. In
diesen Beispielen seien stets n € IN sowie Z ein reelles Intervall.

(i
(ii

) P, := {p: pist ein Polynom vom Grad < n}

) 1
(iii) Fy := {f : f ist eine stetige Funktion mit D(f) =7}

) T3

:= {f: f ist eine Funktion mit D(f) =7}

(iv) F3 := {f: f ist eine differenzierbare Funktion mit D(f) =Z}

Dafl man diese Mengen zu Vektorrdumen machen kann, liegt daran, dal man
ihre jeweiligen Elemente addieren und mit Zahlen multiplizieren kann und mit
dem Ergebnis stets wieder in der Ausgangsmenge landet. Fiir (i) sei das einmal
exemplarisch nachgewiesen:

Seien p,q,r € P,, und sei A € R. Dann ist die Summe dieser beiden Abbildun-
gen elementweise definiert, d.h.

D(p+4q) == D(p)nD(q) , (+qg(x) = plx)+q(x) (reR),
D(A-p) == D(p) , (A-p)(=

~
I
>
=
E
—~
Z

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Bei der Addition zweier Polynome vom Grad < n bzw. der Multiplikation eines
Polynoms vom Grad < n mit einer Zahl erhdlt man wieder ein Polynom vom
Grad < n. Damit sind die in Definition 1.1 geforderten Operationen ,,+“ und
»,m* sinnvoll definiert. Es bleibt jetzt die Aufgabe, die restlichen dort angege-
benen Bedingungen nachzuweisen.

Der folgende Nachweis wird dem Anfinger insofern undurchsichtig erscheinen,
als er/sie sich fragt, was bei diesem Beweis eigentlich vorausgesetzt und was
bewiesen wird. Hat man das aber einmal richtig verstanden, dann ist zur weite-
ren Behandlung von sog. Funktionenrdumen als Vektorrdumen der wesentliche
Schritt bereits getan. In allen Schritten wird der Beweis einfach dadurch gefiihrt,
daf die fiir reelle Zahlen giiltigen Gesetze auf die Verkniipfung von Funktionen
iibertragen werden.

1. Addition:

(PP, +) ist eine kommutative Gruppe:

pePuqeP, = (p+q)€P,, wie eben gesehen;

[p(z) + q(2)] + r(z) = p(x) + [a(z) + r(z)] (z € R),

also gilt:  (p+q)+r=p+ (¢+7).

Das Nullpolynom 6, d.h. dasjenige Polynom vom Grad n, dessen Koeffizi-
enten alle gleich 0 sind, ist in IP,, das neutrale Element bzgl. der Addition.

Das zu einem Polynom p vom Grad < n bzgl. der Addition inverse Po-
lynom ist dasjenige Polynom ¢, welches aus p dadurch entsteht, daf} alle
Koeffizienten mit —1 multipliziert werden. Dann erhélt man némlich

p(z) +q(z) = p(z) + (—p(z)) = p(z) — p(z) =0 (z € R),
also gilt:  p+ ¢ =p+ (—p) = o (Nullpolynom);

(p+9)(z) =p() + q(x) = q(z) + p(x) = (¢ + p)(z) (z € R),
also gilt: p+qg=q-+0p.

2. Multiplikation:

Alp-p(@)] = (A p)-plx) (z € R),
also gilt: A+ (u-p)=A-pn)-p
1-p(x) = p(z) (r € R),

alsogilt: 1-p=p

3. Distributivgesetze:
/\'[p(év)+Q( J=A-p@)+A-q(@) (zeR),
also gilt:  A-(p+q)=A-p+A-q

A+ p) - plz) = A-plz) + p-ple) (z € R),
also gilt: (A +p)-p=X-p+p-p.

Aufgabe

Welche der folgenden beiden Mengen 148t sich durch Einfithrung der iiblichen
Addition und skalaren Multiplikation von Polynomen (s. oben) zu einem Vek-
torraum machen?
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12 KAPITEL 1. VEKTORRAUME

(i) M := {p: pist ein Polynom vom Grad <n, p(0) =0},
Gi) N

= {p: pist ein Polynom vom Grad < n, p(0) =1} ?

Der Begriff ,, Vektorraum* ist das Herz der sog. Linearen Algebra, also demjeni-
gen Teilgebiet der Algebra, bei dem es um das Losen von einer oder mehreren
linearen Gleichungen oder Ungleichungen geht.

Beispiel 1.5

Man betrachte den in Abb. 1.8 skizzierten Gleichstromkreis mit drei Ohm’schen
Widerstéinden und einer Spannungsquelle mit der Gleichspannung U.

. B Sy
— Iy —1
Lt
O UO

Abbildung 1.8: Gleichstromkreis mit drei Widerstéanden

Gesucht sind die Teilstrome I, I3, I3 in Abhéngigkeit von den Widerstdnden
Ry, Ry, R3 und der Spannung U. Mit Hilfe der Kirchhoff’schen Regeln erhélt
man die folgenden drei Gleichungen:

Knotenpunktsregel: L - L — I3 =0
Maschenregel: R + Ryl = U
Maschenregel: Rolb, — R3l3 = 0

Dieses System linearer Gleichungen 148t sich in Form einer Matrix-Vektor-
Gleichung schreiben:

1 -1 -1 I 0

R1 R2 0 12 = U )

0 Ry —Rs I3 0
also in der Form A-z = b.

Wenn man wei}, da8 A invertierbar ist und die inverse Matrix A~! kennt, so
148t sich die Losung ( ~ der ,Losungsvektor) sofort hinschreiben:

r = A YAz) = A7'h.

Die inverse Matrix erhilt man
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e mit Hilfe des Gauf-Algorithmus oder
e mit Hilfe von Determinanten und Adjunkten.

Im vorliegenden Beispiel ergibt sich mit der Abkiirzung

det(A) = — (R1R2 + R1R3 + R2R3)

fiir die sog. Determinante der Matrix A die inverse Matrix zu

—RyR3 —(R2 + R3) Ry
Ri1R3 —R3 —Ry
R1R2 —R2 Rl + R2

ATl =

det(A)

und damit die (hier: eindeutig bestimmte) Losung des linearen Gleichungssy-
stems zu

I 0 U Rs + R3
I =AU = R
é 0 RiRy + R1R3 + RoR3 Rz

In der weiteren Vorlesung werden die folgenden Probleme behandelt:

e Lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen (,Spalten® werden auf
»Spalten“ abgebildet)

e Beschreibung der linearen Abbildungen durch Matrizen
e Invertierung von Matrizen (zum Zwecke des)

e Losen eines linearen Gleichungssystems

1.2 Lineare Unabhingigkeit, Erzeugendensystem,
Basis, Dimension

Sind drei Vektoren aus V3 parallel zu einer Ebene (d.h. lassen sich drei Re-
priasentanten in einer Ebene zeichnen), so lassen sich diese durch geeignetes
Verldngern, Verkiirzen oder Umkehren der Richtung zu einem geschlossenen
Streckenzug zusammenbauen, s. Abb. 1.9.

In diesem Beispiel gilt also

2~a+1-b—%~c = 0.

Trivialerweise gilt fiir je drei Vektoren a, b und c stets:

0ca+0-04+0-c = 0.
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14 KAPITEL 1. VEKTORRAUME

b
V — 2a b

C - C

[\CJ[9V]

Abbildung 1.9: Lineare Abhingigkeit von Vektoren

Vektoren, mit denen man den Nullvektor noch auf eine andere Weise ,,erzeu-
gen* kann, ohne daf} alle Koeffizienten gleich Null sind, werden linear abhéngig
genannt. Ist eine weitere Darstellung des Nullvektors aufler dieser sog. , trivia-
len* Darstellung nicht moglich, so heiflen diese Vektoren linear unabhéngig. Die
drei Vektoren aus der Zeichnung sind somit linear abhéngig. Formal sieht die
Definition wie folgt aus:

Definition 1.4

Seien K € {R,C}, V ein Vektorraum iiber K, m € N, ay,...,ap,, € V,
Ay Am € K.

(i) Der Ausdruck

m
Z)\kak = Maj+...+A\nam

k=1
heiflt eine Linearkombination der Vektoren aq, ..., ay,.
(ii) Die Vektoren ay,...,a, heilen linear abhingig, falls es Zahlen

Al, .- Am € K gibt mit der folgenden Eigenschaft:

(a) Mar+ ...+ Apapy =0
(b) (AryosAm) # (0,...,0)

(iii) Die Vektoren aq,...,a, heiflen linear unabhéngig, wenn sie nicht linear
abhingig sind.

Bemerkung

In den Raumen V2 und V3 heilen linear abhingige Vektoren auch kollinear, in
V? heiflen linear abhingige Vektoren auch komplanar.

Wie 143t sich der Begriff , Lineare Unabhéngigkeit* positiv ausdriicken, also
ohne Riickgriff auf sein Gegenteil, die ,Lineare Abhéngigkeit“? Die lineare
Abhéngigkeit ist eine Aussageform der Gestalt

LA = \/ [A(z)A-B)]
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mit
A(aﬁ) <= \Na1+...+ Anam = 0,
Bl@) =  (ALrsd) = (0,...,0).

Dann erhélt man mit Hilfe logisch dquivalenter Aussageformen fiir die lineare
Unabhéngigkeit die Aussageform:

LU <= -LA

=(V 1 A@) A ~B()])

x

= AG[A@)A-B@)])

xT

= Al-A@)VB(@)]

T

N[ A@) = B(z) ].

T

Damit ist schon der erste Teil des folgenden Satzes bewiesen:

Satz 1.1

(i)  Positive Formulierung der linearen Unabhéngigkeit:
ai,...,an sind linear unabhéingig <=
m
A\ D har =0 = M=..=Xry=0
ALy dm €K k=1
(i)  Eigenschaft der linearen Abhingigkeit:
ai, - -.,any sind linear abhingig <=

V Vooae=2 Ng
j=1

k‘e 17..., >\ 77>\me]K -
{Lom} M J#k

Beweis

Zu (i): Siehe die Ausfiihrungen vor diesem Satz.

Zu (ii): Die Aussage ist, dafl sich im Falle der linearen Abhingigkeit einer
der Vektoren aus den anderen linear kombinieren 14f8t. Der Beweis
ist iiberhaupt nicht schwer, allerdings sehr formal. An diesem kleinen
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16 KAPITEL 1. VEKTORRAUME

Beweis teste man, ob man den Begriff der linearen Abhéngigkeit ver-
standen hat und beobachte, wie ein formaler mathematischer Beweis
einmal ausschaut.

: “,
2 *

Seien ay, ..., a,, linear abhingig. Sei k € {1,...,m} so gewihlt, daf
gilt:

A #0 A Z)\jaj = 0.
=1

Dann 148t sich diese Summe von Vektoren nach aj auflosen:

A AL

2 “,
2 *

m

Es gelte ap = > Aja;, dann ist mit
i=1
ik

Mei=—1#0 auch Y Na; =0,
j=1

also sind die ay, ..., a,, linear abhingig.

Aufgabe

Nach Aussage (ii) des letzten Satzes kann in einer Menge von linear abhéingigen
Vektoren einer als Linearkombination der anderen dargestellt werden. Darf man
sich aussuchen, welchen Vektor man als Linearkombination der jeweils anderen
darstellen will?

Beispiele 1.6

(i) Die folgenden drei Vektoren des V? sind linear unabhéngig:

1 1 0
a=101], b:= 0], c=1|1
1 -1 0

Aus
Aa+pu-b+v-c =0
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ergibt sich das lineare Gleichungssystem

1 4 7
z:=| 2 , y:=1 5 , z:=| 8
3 6 9

Der zu (i) analoge Ansatz

Arx+p-y+v-z =0

fithrt auf das lineare Gleichungssystem

A+ 4 + v =0
20 + 5p + 8 = 0
3N+ 6p + v 0,

welches losbar, aber nicht eindeutig losbar ist. Subtraktion der zweiten
Gleichung vom zweifachen der ersten bzw. Subtraktion der dritten Glei-
chung vom dreifachen der ersten liefern die beiden identischen Gleichungen

3u +  6v 0
6 + 12v = 0.

Daraus ergeben sich insgesamt die Lésungen
A=v , w = —2v , v =v,

welche sich auch als Vektor v € V3 schreiben lassen:

Die Wahl von v = 1 beispielsweise ergibt

l-x+(-2)-y+1-2 = 6.
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18 KAPITEL 1. VEKTORRAUME

Wenn (!) ein Vektor b aus anderen Vektoren linear kombinierbar ist, so kann
das i.a. auf mannigfache Weise geschehen, nicht jedoch, wenn zur Linearkom-
bination eine Menge von linear unabhéngigen Vektoren verwendet wird:

Satz 1.2

Seien V ein Vektorraum, m € N, aq,...,a,, € V linear unabhéngig und sei der
Vektor b € V eine Linearkombination der a;, also

b = i)\zaz

mit geeigneten Zahlen A;. Dann sind diese Zahlen \; eindeutig bestimmt.

Beweis
Fiir b gebe es zwei Linearkombinationen aus den Vektoren aj, ..., am,, also
m m
b= Meax = > prax,
k=1 k=1
dann ist
m m m
> Mak — > par = Y (e — pp)ar = 0,
k=1 k=1 k=1

und aus der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren aj folgt das Verschwinden
aller Koeffizienten, also

A = WUk (kﬁE{l,...,m}).

Beispiel 1.7
Man betrachte den Vektorraum V = V2 und in ihm die Vektoren

() () = (1) (1)

Die Vektoren a, b, ¢ sind linear abhéngig, daher 148t sich der Vektor x auf man-
nigfache Weise als Linearkombination dieser Vektoren darstellen. Beispielsweise
ist
xr = 4da + 2b +0c
= 3a + 1b +1c
= 2a + 00 +2¢c

Betrachtet man hingegen die Vektoren b, ¢, so sind diese nun linear unabhéngig,
und der Vektor x lit sich nur auf genau eine Weise aus ihnen linear kombi-
nieren. Auf welche?
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Bis jetzt hat man damit das folgende Ergebnis:

Mit einer Anzahl gegebener Vektoren aq,...,a,, lassen sich andere Vektoren
darstellen, sich also als Linearkombinationen von jenen ausdriicken. Sind die fiir
diese Darstellung verwendeten Vektoren aq,...,a,, zudem linear unabhéingig,

so ist die Darstellung eines Vektors sogar eindeutig, d.h. die sog. Komponenten
dieser Linearkombination sind eindeutig bestimmt.

Es wire wiinschenswert, wenn es eine Menge {a1,...,a;} von Vektoren in V'
gibt mit den folgenden Eigenschaften:

e Jeder Vektor aus V 1d83t sich als Linearkombination der a1, . . ., a,, schrei-
ben;

e Fiir jeden Vektor aus V ist die Darstellung als Linearkombination eindeu-
tig bestimmt.

Nach Satz 1.2 148t sich das erreichen, falls es gelingt, jeden Vektor als Linear-
kombination von linear unabhéngigen Vektoren darzustellen. Dazu die folgende

Definition 1.5

Seien V' ein Vektorraum, m € IN und {aq,...,a,} € V. Wenn sich jeder Vektor

aus V als (nicht notwendig eindeutige) Linearkombination der ay schreiben la8t,
m

falls es also zu jedem a € V' Zahlen Aq,..., A\, € K gibt mit a = > Agag, so

k=1
heifit die Menge {a1,...,an,} ein Erzeugendensystem von V.

Definition 1.6

(i) Ein Erzeugendensystem von V', welches aus linear unabhéingigen Vektoren
besteht, heifit eine Basis.

(ii) Wenn V eine endliche Basis besitzt, so hat jede Basis dieselbe endliche An-
zahl von Elementen. Diese eindeutig bestimmte Zahl heif3t die Dimension
von V', geschrieben: dim V.

(iii) V heiBBt endlich-dimensional , wenn es ein Erzeugendensystem aus endlich
vielen Elementen gibt.

(iv) V heiBt unendlich-dimensional , wenn es zu jeder Zahl k € IN £k linear
unabhéngige Elemente gibt.

(v) Seien n € N, dimV := n und B := {ay,...,a,} eine Basis von V. Fiir

x € V heiflen die nach Satz 1.2 eindeutig bestimmten Zahlen aq, ..., an,
mit
n
r = Zakak = o1a1+ ...+ apay
k=1
die Komponenten von x bzgl. der Basis B, (a1, ...,a,) heiit das Koor-

dinaten - n - Tupel von = bzgl. der Basis B.
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Bemerkung

Fine Basis ist also ein Erzeugendensystem, welches aus linear unabhéngigen
Vektoren besteht. In einem Vektorraum kann es — und wird es i.a. auch — mehre-
re Basen geben, welche nach dem letzten Satz alle dieselbe Anzahl von Elemen-
ten haben. Die Komponentendarstellung eines Vektors dndert sich i.a., wenn
man ihn als Linearkombination von Elementen einer anderen Basis darstellt.
Wie sie sich dndert, wird im allgemeinen Fall im Kapitel iiber Basistransforma-
tionen abgehandelt; fiir spezielle Félle siehe die folgenden Beispiele.

Beispiele 1.8

(i)

Zuerst ein Beispiel aus dem Vektorraum V := V?:

e e = {(3).(2))

g:z(i), also g =8-e1+2-eo.

P = (1) (L)

8
g::<2>, also g =5-f1+3- fo.

Im ersten Fall ist das Koordinatentupel von g gleich (8, 2), g hat also bzgl.
der Basis F die Komponenten 8 und 2; im zweiten Fall ist das Koordina-
tentupel von g gleich (5,3), derselbe Vektor g hat also bzgl. der Basis F’
die (anderen) Komponenten 5 und 3.

Im folgenden Beispiel geht es um sog. Matrizen (Singular: Matrix);
das sind rechteckig angeordnete Zahlenschemata. Im Moment mufl man
dariiber nur wissen, dafl die Positionen, an denen die einzelnen Zahlen
stehen, nicht verdndert werden diirfen; analog zu den Komponenten von
Vektoren im Vektorraum V". Matrizen mit gleich vielen Zeilen wie Spalten
bezeichnet man als quadratische Matrizen.

Im folgenden geht es um quadratische (2 x 2)-Matrizen:

V o= MY, := {A: Aist eine reelle (2 x 2)-Matrix}.

Man kann zeigen (wie?), daf M., bzgl. der komponentenweisen
Addition und skalaren Multiplikation ein reeller Vektorraum ist mit
dimMY,, =2-2 =4, und

5= {606 o) (06 Y)

ist in diesem Vektorraum eine Basis.
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(iii)

W o= MY, := {A: Aist eine komplexe (2 x 2)-Matrix}

ist analog zum Vektorraum V aus Beispiel (ii) ein komplexer linearer
Raum. Die dort definierte Menge B ist auch eine Basis von W.

FEine andere Basis ist hier gegeben durch

o= {00 0)C3)6 o))

= {g,01,09,03} {Pauli’sche Spinmatrizen}

Die lineare Unabhéngigkeit erhélt man wie im vorangegangenen Beispiel,
also ist dim W = 4, also ist D eine Basis von IM,%,.

Seien n eine natiirliche Zahl und

P, := {p: p ist ein reelles Polynom vom Grad < n}.

In IP,, sind die folgenden beiden Mengen jeweils Basen:

By = {1, z,..., 2"},
By = {l, 142, 1+x+a? ..., 1+z+... +2"}

Gemeint sind natiirlich die Funktionen, welche die jeweils angegebenen
Elemente als Werte haben. Die Tatsache, daf3 P,, ein linearer Raum und
Bj linear unabhéngig ist, bildet die Grundlage des Koeffizientenvergleiches
fiir Polynome von gleichem Grad.

1.3 Teilrdume

Teilrdiume von Vektorrdumen, auch Untervektorrdume oder Unterrdume ge-
nannt, sind, grob gesprochen, Teilmengen von Vektorrdumen, welche selbst
Vektorrdume sind. Fundamental fiir Vektorrdume ist, dal man in ihnen eine
Addition und eine Multiplikation mit Skalaren erkliren kann, m.a.W. diese
Operationen, auf Elemente eines Vektorraumes V angewandt, fithren nicht aus
V heraus.

Definition 1.7
Seien K € {R, C} und V ein Vektorraum iiber K.

(i)

Sei U C V. U heifit ein Teilraum von V, falls gilt:

(a) u,v e U — utvelU
(b) uwueUleK = XueU
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d.h. U ist ,abgeschlossen“ gegeniiber Addition und Multiplikation mit
Skalaren.

Das abgeschlossene Quadrat @ := {z : = € V?, max(|z1], |z2]) < 1} (Abb.
1.10) ist kein Teilraum, da fiir die dort angegebenen Vektoren a,b € V2
gilt: a,b € Q, aber a+b ¢ Q.

vV =V?

Q 1. atb£Q

Abbildung 1.10: Teilmenge, aber kein Teilraum
(ii) Sei M C V. Dann heifit

LH(M) = {x : x €V, es gibt einn € N,

n
at,...,an €K, ay,...,a, € M mit x = E akak}
k=1

die lineare Hiille von M. Die lineare Hiille von M ist also die Menge aller
Linearkombinationen von Elementen aus M.

Beispiele 1.9

1
(i) M := { 2 }7 dann ist

3
1

LH(M) = {1‘ czeVz=X-| 2 ,)\GRgeeignet}.
3

(ii) Seien pg, p1 und py die drei Polynome, definiert durch

po(z) = 1 (x € R)
pi(x) = (z €R)
po(z) = 2? (x € R)

dann ist LH ({po,p1,p2}) = Po.
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Der néichste Satz sagt aus, daf} es sich bei den eingefiithrten Grofien tatsédchlich
um Vektorrdume handelt:

Satz 1.3

Sei V ein Vektorraum iiber K.

(i) Sei U C V, dann gilt:
U ist ein Teilraum von V. <=
U ist mit der Addition und Skalarenmultiplikation von V ein Vektorraum.

(ii) Sei M C V, dann ist LH (M) ein Teilraum von V, genannt der von M
aufgespannte Teilraum.

(iii) Sei U C V, dann gilt:
U ist ein Teilraum von V. <= LH(U)=U

(iv) Sind n:=dimV, B := {b1,...,b,} eine Basis von V,
so ist LH({bl, .. .,bn}) =V.

Beweisidee

Beim Beweis von (i) muf} gezeigt werden, dafl die auf U restringierten (= ein-
geschrénkten) Operationen ,+“ und ,,-“ die Vektorraumgesetze erfiillen. Zum
Nachweis der {ibrigen Behauptungen kann dann (i) benutzt werden, um zu
zeigen, da die Bildung der entsprechenden Linearkombination nicht aus der
jeweiligen Menge hinausfiihrt. Behauptung (iv) sagt im wesentlichen aus, daf§
eine Basis ein Erzeugendensystem von V ist.

Beispiele 1.10

(i) {#} und V selbst sind extreme Teilrdume von V, die sog. trivialen
Teilrdume.

(ii) Seien n € N, k€ {1,...,n} und
U, = {z: 2€V", z=(z1,...,2,)7, 2 =0}.
Dann ist U}, ein Teilraum von V",

(iii) Sei Mayxo der Vektorraum der (reellen oder komplexen) (2 x 2)-Matrizen
und N die Menge derjenigen Matrizen aus My, die an der k-ten Stelle
eine 0 haben, (k € {1,2,3,4} geeignet). Dann ist Nj ein Teilraum von
Msyyo. Im ,,Grunde®, also von der mathematischen Struktur her, gibt es
keinen Unterschied zwischen V* und Msy5 sowie zwischen Uy, aus (ii) und
Ng.

(iv) Ist m < n, so ist P,, ein echter Teilraum von P, (Polynome vom

Grad < n).
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In der Theorie der linearen Gleichungssysteme begegnet man dem Begriff eines
affinen Teilraumes oder einer linearen Mannigfaltigkeit.

Definition 1.8

Seien V ein Vektorraum, W ein Teilraum von V', xg € V. Die Menge
A= x4+ W = {xo+y: ye W}

heifit affiner Teilraum von V. Man erhilt also einen affinen Teilraum A
von V dadurch, dal man den Teilraum W um den Vektor zq ,verschiebt®,
s. Abb. 1.11.

A

o V= V2

Abbildung 1.11: Affiner Teilraum
Zumindest anschaulich klar ist der folgende Satz:

Satz 1.4

Seien Ay := z1 + W1, Ay = x9 + Ws zwei affine Teilrdume von V. Dann gilt
(Abb. 1.12):

Al =4 — [W1:W2/\(I‘2*£L‘1)EW1]

A = A

Wi =Wy
Z2

I

. vV =V?

Abbildung 1.12: Affiner Teilraum

1.4 Euklidische und Unitare Riaume

1.4.1 Einfithrung

Wenn man geometrische oder physikalische Probleme studieren will, bei denen
auch Langen oder Winkel eine Rolle spielen, dann reichen die Vektorraumdaten
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allein fiir eine Beschreibung nicht mehr aus, man mufl den Vektorraum mit einer
,Zusatzstruktur® versehen. Diese Zusatzstruktur ist das Skalarprodukt. Hiermit
ist jedoch nicht die skalare Multiplikation

m : KxV — V
gemeint, sondern eine neu zu definierende Abbildung

s VxV — 1RoderC.

Mit Hilfe dieser Zusatzstruktur wird es dann beispielsweise moglich sein, die
anschauliche Bedeutung von ,,aufeinander senkrecht stehen* zu mathematisie-
ren. Genauer:

Der in den geometrisch zuginglichen Riéumen V? und V3 bekannte Begriff des
aufeinander senkrecht Stehens l4f3t sich so mit Hilfe des Skalarproduktes aus-
driicken, dafl er auf beliebige mit einem Skalarprodukt versehene Vektorriume
iibertragbar ist.

Beispiel 1.11

Man betrachte ein homogenes Kraftfeld und verschiebe einen Korper entlang
eines geradlinigen Weges gegen das Kraftfeld, etwa: Hochheben eines Gegen-
standes der Masse m nahe der Erdoberfliche, wenn das Gravitationsfeld in
dem Bereich der Erdoberfliche hier als homogen angesehen wird, s. Abb. 1.13.

S
Y Y

Y m

Abbildung 1.13: Verschieben eines Korpers gegen ein Kraftfeld, parallel zu den
Kraftlinien

Dabei macht man die folgenden Feststellungen:
Die zu leistende Arbeit W ist
e linear in der Grofle des Kraftfeldes: W ~ Grofle(f) und

e linear in der Liange des Weges der Verschiebung: W ~ Lénge(s).

Fine zu zwei Groflen proportionale Grofle ist auch proportional zum Produkt
beider:
W~ Groe(f) - Lange(s),

also

W = X-Grole(f) - Linge(s)
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mit einer geeigneten Zahl A\. Wird der in der entstehenden Gleichung auftretende
Proportionalitétsfaktor A zu Eins normiert, so kann man dafiir schreiben:

W= [IfII- sl

mit der Abkiirzung || - || fiir die geometrische Linge der Vektoren f,s € V3,

Wird der Korper nicht parallel zu den Kraftlinien verschoben, sondern in einem
Winkel dazu, so spielt nur die Komponente des Kraftfeldes in Richtung der
Verschiebung eine Rolle, s. Abb. 1.14.

fs

Abbildung 1.14: Verschieben eines Korpers gegen ein Kraftfeld, nicht parallel
zu den Kraftlinien

W= £l - llsl = [LF1 - [ls]l - cos.

Bemerkung

In dem Beispiel aus Abb. 1.14 ist v der Winkel zwischen s und — f. Somit wird
tatsdchlich die gegen das Kraftfeld zu verrichtende Arbeit berechnet. Benutzt
man stattdessen den Winkel

0 =1 — 7,

also den Winkel zwischen f und s, so berechnet man die Arbeit, welche das
Kraftfeld fiir die Verschiebung des Korpers leistet; diese ist hier negativ.

Zur Beschreibung dieses physikalischen Sachverhaltes wird jetzt eine neue
Struktur in den Vektorraum eingefiihrt, das Skalarprodukt oder innere Produkt
zweier Vektoren. Dieses Skalarprodukt erfiillt die in dem Beispiel aufgetretene
Linearitétsbeziehung und gestattet in den ,,geometrischen* Rdumen V2 und V3
die oben angesprochene Interpretation der Kraftkomponenten.
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1.4.2 Skalarprodukt und Norm

Definition 1.9

(i) Sei V ein reeller Vektorraum.

Ein Skalarprodukt in V ist eine Abbildung

s: VxV — R
(a,b) —  s(a,b) =: (a,b)

mit den folgenden Eigenschaften:

(1) (a 4+ b,¢) = (a,¢) + (b,¢)
(2) (Aa,b) = A(a,b)

(3) (a,b0) = (b,a)

(4) (a,a) >0 (a #0)

jeweils fiir alle a,b,c € V, XA € R.

(ii) Sei V ein komplezer Vektorraum.

Ein Skalarprodukt in V ist eine Abbildung

s: VxV — C
(a,b) — s(a,b) =: (a,b)

mit den folgenden Eigenschaften:

(1) (a + b,c) = (a,c) + (b,c)
(2) (Aa,b) = A(a,b)

(3) (a,b) = (b,a)

(4) (a,a) > 0 (a #0)

jeweils fiir alle a,b,c € V, XA € C.

Bemerkung

(i) In beiden Féllen wurde nicht das Skalarprodukt definiert, sondern ein
Skalarprodukt. In einem Vektorraum gibt es ndmlich nicht das Skalarpro-
dukt, sondern jede Abbildung mit den angegebenen Eigenschaften heifit
ein Skalarprodukt.
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(ii) Wéhrend im reellen Fall (A € R) gilt:

(a, Ab) = (A\b,a) (?) A(b,a) (?) Aa,b),

—
=

so ist das Analogon im komplexen Fall (A € C):

(a,Ab) = (A\b,a) (?) Ab,a) = A (bya) = A(a,b).

—
=
—
=

(iii) Warum unterscheidet man reelle und komplexe Vektorrdume? Die Ant-
wort liegt im Gesetz (4): man will erreichen, dafl in beiden Fillen das
Skalarprodukt ,,eines Elementes mit sich* eine reelle Zahl ist.

(iv) Die Konvention bei komplexen Vektorrdumen ist nicht einheitlich. Manch-
mal wird statt
(Aa,b) = A(a,b)

die Bedingung
(a,Ab) = A(a,b)

vereinbart. Aufgrund von (ii)(3) folgt dann

(Aa,b) = Aa,b) (AeC).

(v) Aufgabe

Anhand der Bedingungen (i) (4) bzw. (ii) (4) der Definition eines Skalar-
produktes zeige man, daf} gilt:

(a,a) =0 — a=20 (aeV).

Beispiele 1.12

(i) Skalarprodukt im Vektorraum V":
al b1
Fir a:= : , b= : e v (n € IN)

Qn bn

werde definiert:

Beispiel

N R
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Aufgabe

Man beweise, daf} es sich bei dieser Abbildung um ein reelles Skalarpro-
dukt handelt, dafl also die vier ein Skalarprodukt definierenden Eigen-
schaften gelten. Dieses Skalarprodukt heifit das iibliche oder Standard-
Skalarprodukt im Raum V™.

(ii) Betrachtet man das komplexe Analogon zum Raum V", also die Menge
aller Spalten mit n Zeilen und komplexen Komponenten, so miiite man
das Analogon zum Standard-Skalarprodukt durch

(avb) = Zaka
k=1

definieren.

(iii) Dieses Beispiel ist nur mit Vorkenntnissen aus der Analysis zu verstehen.
Im Vektorraum IP,, der reellen oder komplexen Polynome definiere man

+1

(pq) = / p(x) - 9(z) dx (p.q € P).

-1

Mit den (vielleicht aus der Schule noch) bekannten Regeln zur Behand-
lung bestimmter Integrale kann man nachweisen, dafl dadurch auf IP,, ein
Skalarprodukt erklart ist.

Aufgabe

Kenntnisse der Integrationsregeln vorausgesetzt, ist der Nachweis von drei
der vier Skalarprodukt-Regeln sehr einfach, nur beim Nachweis einer Regel
mufl man ein etwas dickeres Brett bohren. Bei welcher Regel und worin
genau liegt das Problem?

Aufgabe

Man zeige, daf} ein Skalarprodukt den Wert Null hat, wenn einer der beiden
Vektoren a oder b der Nullvektor ist.

Vektorrdume mit Skalarprodukt haben mehr ,, Struktur® als solche ohne, daher
lassen sich fiir sie auch mehr Aussagen formulieren. Daher bekommen diese
Vektorrdume einen Namen:
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Definition 1.10

(i) Ein Paar (V,(-,-)), bestehend aus einem reellen Vektorraum mit einer
endlichen Basis und einem (rellen) Skalarprodukt heifit ein Euklidischer
Raum.

(ii) Ein Paar (V, (-, -)), bestehend aus einem komplexen Vektorraum mit einer
endlichen Basis und einem (komplexen) Skalarprodukt heifit ein unitérer
Raum.

Bemerkung

FEin unendlichdimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt heifit Pra-Hilbert-
Raum, meistens Prahilbertraum geschrieben. Im Moment beschéftigen wir uns
nur mit endlichdimensionalen Vektorrdumen, spéter treten jedoch auch Préhil-
bertrdume auf (Fourierreihen).

Definition 1.11

Sei (V, (-, -)) ein Euklidischer oder ein unitérer Raum, sei a € V. Dann versteht
man unter der Norm von a die nichtnegative reelle Zahl

lall == +/(a;a).

Beispiel 1.13

Im Vektorraum V" (n € IN geeignet), versehen mit dem Standardskalarprodukt,
erhilt man fiir a € V™

lall == V/(a,a) =

Fiir n € {2,3} ist das gerade der Abstand des Punktes (ay,...,a,) vom Ur-
sprung, somit die Lénge eines (und damit eines jeden) Représentanten von a,
s. Abb. 1.15.

- 2
ai

Abbildung 1.15: Abstand zweier Punkte im V2 = Linge eines Vektors
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1.4.3 Geometrische Interpretation des Standard-Skalar-
produktes in den Rdumen V? und V?

Ich verwende die geometrische Interpretation der Rdume V2 und V? als Raum
der Translationen der Ebene R? bzw. des Punktraumes R® mit einem recht-
winkligen Koordinatensystem. In diesen Réumen 148t sich das Standardskalar-
produkt geometrisch interpretieren.

Dazu werden zwei analoge Betrachtungen durchgefiihrt: einmal abstrakt, wo
ausschliefllich die definierenden Eigenschaften eines Skalarproduktes benutzt
werden (Abb. 1.16), das andere Mal konkret auf unsere Anschauungsriume V2
und V3 bezogen (Abb. 1.17).

(1) Seien a,b € V? (analog im V?3) und v derjenige geometrische Winkel zwi-
schen 09 und 1809, den Repriisentanten von a und b bilden, deren Pfeilan-
fang am gleichen Punkt ist. Da Représentanten einer Translation parallel
sind, ist dieser Winkel v von der Wahl der Reprisentanten unabhéingig.

Z2

I

Abbildung 1.16: Winkel beim Skalarprodukt

Sei ¢ := a —b. Dann folgt:
lel* = (c;e) = (a—b,a—D)
= (a,a) — (a,b) — (b,a) + (b,b) (1.1)
= llal® + [Iol* = 2(a,b).
(2) (Kosinus-Satz der ebenen Geometrie)
Seien a,b,c € V2 und h,p,q € R. Man betrachte das Dreieck mit den

Seitenléngen ||a||, ||b]|, und ||c]|.

lall

el

1ol g

Abbildung 1.17: Kosinussatz der ebenen Geometrie
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Mit den Bezeichnungen aus Abb. 1.17 erhélt man

p = la|-cosy
lall*> = h*+p?
el = h*+ ¢
o = »p+gq

Daraus folgt

lel? = flal* = ¢* = p* = (¢+p)(a—p)
= [loll - ([loll = 2p) (1.2)
I6[* = 2 [[bll[la]l cosy

— el = llall* + [IoII* — 2[|b]| al| cos~.

Aus (1.1) und (1.2) zusammen folgt fiir a,b € V*:

(a,0) = [lall - [|b] - cos~y. (1.3)

Analoges gilt fiir a,b € V3. In V" mit n > 3 existiert kein geometrischer Winkel
mehr!

Bemerkung

(i) Wo in der obigen Herleitung wird vorausgesetzt, daf8 in den Riumen V2
bzw. V3 das Standard-Skalarprodukt benutzt wird, also die Gestalt

2,3

(a,b) = Z akbk ?

k=1

(ii) Man erinnere sich jetzt an das Problem des Einleitungsbeispiels, das darin
bestand, zur Berechnung der physikalischen Arbeit einen neuen Begriff
bereitzustellen. Die Arbeit W, die erforderlich ist, eine Probemasse m = 1
in einem homogenen Kaftfeld f eine Wegldnge s zu transportieren, ist
gegeben durch

W = Ifll-|s] - cos .

Ersichtlich 148t sich diese Arbeit nun iiber das Skalarprodukt definieren:

W = (f,s).

(iii) Diese anschauliche Interpretation von Lénge und Winkel funktioniert nur
in den Riumen V2 und V3. Nichtsdestotrotz 1:8t sich das (bzw. ein!) Ska-
larprodukt verwenden, um in abstrakten Funktionenrdumen analoge Be-
griffsbildungen einzufiihren und mit ihnen zu rechnen. Diese sind dann der
obigen geometrischen Interpretation allerdings nicht mehr direkt zugéing-
lich.
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Beispiel 1.14 Seien

4 -5
a = 0 s b: 1 ,
2 3
dann sind
(a,b) = 4-(=5) +0-1+2-3 = —14,

la| = V42+02+22 = V20,
bl = V(-5)2+12+32 = V35.

Daraus erhilt man den von a und b eingeschlossenen Winkel v zu

(a,b) —14 VT

lall -0l v20-v35 57

cosy =
7
y = arccos({) 21284 ., 40— 1220

1.4.4 Schwarz’sche Ungleichung und Dreiecksungleichung

Die beiden folgenden Ungleichungen sind fundamental fiir das Abschéitzen von
Skalarprodukten.

Satz 1.5  (Schwarz’sche Ungleichung)
Seien V ein Vektorraum iiber R oder iiber C und (-,-) ein Skalarprodukt in V.

Sei || - || die aus dem Skalarprodukt induzierte Norm, also
lall := /(a,a) (a€V).
Dann gilt:
[(a,0)] < lall - [0l (a,beV).
Folgerung
al bl
Sindn €N, a= : , b= : € V", so lautet die Schwarz’sche
an, by,

Ungleichung ausgeschrieben:

n 1/2 n 1/2
(59" 59"
k=1 k=1
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Im Falle V € {V2,V3} bedeutet die Schwarz’sche Ungleichung wegen

(a,b) = |lall - [[b]] - cosy

die bekannte Aussage

|cosy| < 1.

Aufgabe

Mit Hilfe der Schwarz’schen Ungleichung 148t sich zeigen, daf} es sich bei der
Menge

? = {a: a:IN — C, Zaz\<oo}

k=1

um einen Vektorraum handelt, daf also mit a,b € I auch (a + b) € I2 und
(\a) € 12 gilt.

Losung

Fiir jedes n € IN ist

n n n n
STl +be = D lanl* + 22> larbe] + > bl
k=1 k=1 k=1 k=1
< lall® +2|all [1b]] + ||l
= (lall +121)*
< oQ.
Die rechte Seite dieser Ungleichung ist unabhingig von n, damit also auch die

linke. Somit gilt:

o0
la+b]% = > lap + bl < oo,
k=1

also (a +b) € I%

Satz 1.6  (Dreiecksungleichung)

Sei V ein reeller oder komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann gilt fiir
die daraus induzierte Norm die Ungleichung

la+bl < lall+ o] (a,b€V).
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Beweis
Seien a,b € V. Dann gilt mit der Schwarz’schen Ungleichung
la + B> = (a+ ba+b)
= (a,a) + (a,b) + (b,a) + (b,b)
= la]?* + 2R(a.b) + [[b]*
lall* + 2|(a,b)] + [1b]|?
el + 2]lall [|Bl] + [b]|?
(lall + [1Bl1)*

INIA

Radizieren der Ungleichung liefert die Behauptung.

Bemerkung

In V2 oder V? hat die Dreiecksungleichung die anschauliche Interpretation, von
der ihr Name stammt, ndmlich dafl die Summe der Léngen zweier Seiten eines
Dreiecks grofler ist als die Lange der dritten Seite, s. Abb. 1.18.

a+b

Abbildung 1.18: Dreiecksungleichung

1.4.5 Normierte Riume

Die in Vektorrdumen mit Skalarprodukt definierbare Abbildung
|- : V. — RoderC

hat die Eigenschaften einer sog. Norm (s. die nachfolgende Definition). Es gibt
nun auch Vektorrdume, in denen zwar eine Norm (eine Art ,L#nge*) erklart
ist, welche jedoch nicht {iber ein Skalarprodukt definiert werden kann.

Definition 1.12
(i) Sei V ein Vektorraum iiber R oder iiber C. Eine Abbildung

v — R

a +— ]

heifit eine Norm auf V', wenn fiir alle a € V und A € K folgende Bedin-
gungen gelten:
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(1) llal]l =0, Jal| =0<+<=a =10
(2) l[xall = |A] - [|all

(3) lla+0ll < flafl + [lo]l

(ii) Sind V ein Vektorraum und |- || : V' — R oder C eine Norm auf V', so
heiBt das Paar (V, || -||) (oder wieder nur V statt (V.| - ||)) ein normierter
Raum.

Beispiele 1.15

(i) FaBit man R oder C selbst als Vektorrdume auf, so ist der absolute Betrag
eine Norm.

(ii) Ist V ein Vektorraum mit Skalarprodukt, |- || — R oder C definiert durch
lall = +/(a,a) (aeV),

so ist V ein normierter Raum, insbesondere also auch V™. Eine andere
Norm auf V" ist beispielsweise definiert durch

llallco := max({|a1\,...,|an\}) (a € V).

(iii) Auf PP, sind durch
+1 12
pllz = ( / \p<x>\2dx) (v e P
—1

und durch

IPloc == sup [p(z)] (pePy)
z€e[—1,1]

zwel verschiedene Normen definiert.

Aufgabe

(i) Man zeige, daB es sich bei den Abbildungen von (ii) und (iii) jeweils um
Normen handelt.

(ii) Sei V ein Vektorraum und a € V,a # 6. Mit welcher Zahl A mufl man a
multiplizieren, damit der entstehende Vektor b := Aa die Norm 1 hat?

Hinweis:  Definition 1.12 (i) (2).
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1.4.6 Orthogonalitéit

Zur Einfithrung wird der Euklidische Raum V = V3 und das auf V definierte
Standard-Skalarprodukt betrachtet.

1. Sinda =6 V b= 6, so gilt fiir jeden Vektorraum und jedes Skalarprodukt

(a,b) ) (0-a,b) = 0-(a,b) = 0.
2. Seien
1 4
a=| 2 , b= -5
3 2

Dann sind a,b # 0 , trotzdem gilt: (a,b) =1-44+2-(=5)+3-2=0.
Aufgrund der in V3 giiltigen Beziehung

(a,b) = |lal - [|b] - cosy
gilt dann wegen ||al| # 0, ]|b|| # 0 :
cosy = 0,
also v =m/2.

Damit gilt (a,b) = 0 genau dann, wenn die Reprisentanten beider Vektoren
aufeinander senkrecht stehen.

Man beachte den Unterschied zur Nullteilerfreiheit eines Produktes in einem
Zahlkorper K. Dort gilt:

a-b=0 = a=0 VvV b=0 (a,b € K).

Durch die letzte Beziehung ist es gelungen, den geometrischen Begriff des
»aufeinander-senkrecht-Stehens“ allein mit Hilfe eines Skalarproduktes zu de-
finieren, also eine Definition zu geben, welche das Konzept des Winkels nicht
mehr benutzt. So etwas kann man dann auf Vektorrdume verallgemeinern, in
welchen zwar ein Skalarprodukt definiert ist, in denen der geometrische Begriff
,, Winkel* jedoch keinen Sinn mehr ergibt.

Definition 1.13

Sei V ein Euklidischer oder ein unitidrer Raum.

(i) Seien a,b € V. a und b heiflen orthogonal (bzgl. des gegebenen Skalarpro-
duktes), geschrieben a L b, wenn gilt: (a,b) = 0.

(ii) Seien n € Nund a; € V furi € {1,...,n}.
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(a) {a; : i € {1,...,n}} heifit ein Orthogonalsystem, abgekiirzt: OGS,
falls gilt:

0 (ie{l,....,n})
0 (1,5 €{1,...,n},i# 7).

a;

(aiv aj)

[IN N

(b) {a; : i € {1,...,n}} heifit ein Orthonormalsystem, abgekiirzt: ONS,
falls gilt:3

0 , 1#7 .
(aivaj) = 51] = { 1 li; (Z7]€{17"’7n})'

(iii) Seien n € IN und B := {b1,...,b,} eine Basis von V. Wenn B ein ONS
ist, so heifit B eine Orthonormalbasis, abgekiirzt: ONB.
Beispiele 1.16

(i) In V3 bilden die Vektoren

1 0 0
er:=1 0 ], e:= 11, es:=| 0
0 0 1

eine ONB, wie man sofort nachrechnet.

(ii) Seien n € IN und Elemente €; (j € {1,...,n}) aus V" (Menge der Trans-
lationen des R", also Spaltenvektoren) definiert durch

0
ej = e§-n) = 1 | « (j—te Zeile).
0

Dann ist {e1,...,e,} ein ONS in V", denn es ist

0 , ¢ ] o
(e = by = {1} 17 (i, € {1,....n}).

(iii) Seien a,b € R,a < b. In C°([a, b]) mit dem Skalarprodukt

b
(f.9) = / f(@)g(x) de (/.9 € C°([a,1]))

3Bei dem Ausdruck 6;; handelt es sich um das sog. Kronecker-Symbol.
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ist die Funktionenmenge

2 2
{uk: ug(z) = b_a-coskx oder wug(z)= b_a-sinkx,

x € [a,b], ke N geeignet}

ein ONS, wie spéter im Analysis-Teil gezeigt werden wird.

Aufgabe

Man zeige, dal ein ONS stets auch ein OGS ist. Wann gilt die
Umkehrung?

Bemerkung

(i) Bis auf Teil (iii) von Definition 1.13 wird kein Gebrauch davon gemacht,
daB V ein endlichdimensionaler Vektorraum ist. (i) und (ii) dieser Defini-
tion gelten also auch in Préahilbertraumen.

(ii) Im néchsten Satz wird gezeigt, dal die Elemente eines OGS linear un-
abhéingig sind. Falls n := dimV, so ist ein OGS also genau dann eine
Basis, wenn es n Elemente enthilt. Umgekehrt kann im Falle n := dim V'
ein OGS natiirlich hochstens n Elemente besitzen.

Satz 1.7

Seien V ein Prahilbertraum, n € IN sowie

S = {ai ca; €V, ie{l,...,n} geeignet}
ein OGS in V.

Beh.

Sei £ € N,k < n. Dann sind je k verschiedene Elemente aus S linear un-
abhingig.

Beweis

n

Seien K € {R,C}, k,n € IN mit £ < n, und es gelte > Aja; = 6. Dann ist
j=1

zu zeigen, dafl daraus folgt, dal alle Koeffizienten gleich Null sind. Sei nun ay
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einer der Koeffizienten, dann gilt:

O = (9, ak)

= (f: Ajag, ak)
j=1

= )‘j ’ (aj7ak)
j=1 Hf—;
Sjk-llakl

= 0+...+ X (ag,ax)+...+0
——

llaxl?

Ak ]

Kein Vektor aj des OGS S kann der Nullvektor sein (warum nicht?), also ist
|lak|| # O fiir jedes k, also mufl A\ = 0 sein. Diese Betrachtung lafit sich nach-
einander fiir jedes k € {1,...,n} einzeln durchfithren, woraus sich letztendlich
ergibt, daf} die a; linear unabhéngig sind.

Folgerung

In einem Vektorraum der Dimension n hat jdes Orthonormalsystem hdchstens
n Elemente.

1.4.7 Komponentendarstellung eines Vektors beziiglich einer
Orthonormalbasis

Die Komponenten eines Vektors bzgl. einer ONB besitzen eine besonders einfa-
che Darstellung, welche sich in unseren ,, Anschauungsriaumen“ V2 und V? auch
geometrisch interpretieren l&f3t.

Satz 1.8  (Spektralsatz; allereinfachste Form)
Seien n € IN und V ein Euklidischer oder unitdrer Raum der Dimension n. Sei
B :={b,...,b,} eine ONB in V.

n

Beh. v o= (x,bp)b (xeV)

k=1
In Worten: Die Komponenten eines Vektors x bzgl. der ONB B sind gerade die
Skalarprodukte von z mit den Basiselementen by.

Beweis

o= > Ab; (xeV),
j=1
also folgt fiir & € {1,...,n} durch skalare Multiplikation mit by:

(z,by) = (ZAjbj,bk) = SN (b) = A
j=1 j=1
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Bemerkung

Ist V € {V?,V3}, so stellen die Komponenten A\, = (z, by) gerade die senkrech-
ten Projektionen von z auf die Basisvektoren by dar, s. Abb. 1.19.

(JZ, b2) by

(1‘, bl)

Abbildung 1.19: Komponentendarstellung eines Vektors bzgl. einer ONB

(b)) = 2| - [|bk]| - cosve = |lz|| - cos vk (ke {l,...,n}).
f

Beispiel 1.17

1 1 1
1 1 1
B = {bibybsy = d— o), —= (1], = -2
{ } {ﬂ 1) V31 6 1 }

ist eine Orthonormalbasis im Raum V2. Der Vektor

1 3
3 j=1
besitzt bzgl. B die Komponenten
1 1
1 1 0 3
A= (x,bl) = < 2 , ——= > = — 4 — - = _\@
) Vel NN
1 1
1 1 2 3
e = o = ([ 2] N I RN
3 ) Vel Vi VB a
1 1
1 1 4 3
I I I o e B I e o S
5 ) VB NN
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42 KAPITEL 1. VEKTORRAUME

Definition 1.14

Die Kosinus der Winkel, die ein Vektor z € V2 oder z € V3 mit den Basisvek-
toren by, ba, b3 einschlieit, heilen die Richtungskosinus von zx.

Man erhélt somit die Darstellung (fiir n = 3):

3 3 3
= bk = Y (2,00)bk = D [|@l|[|ok] - cos ye-br =[] ZCOb% D
k=1 k=1 k=1 1 k=1 20 Verior
Weiterhin gilt:
(vaw (x7bk)
cosyy = = ,
(]| - []b | ]
also
3 1 3
ZCOSQWC = 2|2 Z(l‘vbk)z
k=1 k=1
3
= 5 > (@,bi)(2,b5) (bi, bj)
HxH i =1 ‘;/—/
ij
1
= HxHQ (Z('xabz)bzv Z(x>b])bj>
i=1 j=1
1 |l
= (x,x)
]| ]|
Bemerkung

Anschaulich ist klar, dafl die Beziehung

3
b =
IIwH kZ @b

gilt, also
3
D (@ b)? = =
k=1

handelt es sich hier doch gerade um den Satz des Pythagoras.

Der Beweis des letzten Satzes wurde aber in einer Form gefiihrt, dafl er auf
beliebige Euklidische Rdume iibertragbar ist:
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(i) Fiir jedes ONS {b1,...,b,} und jeden Vektor x € V gilt die Bessel’sche
Ungleichung
> (@ b)? < )
k=1

(ii) Das ONS ist genau dann vollstindig, also eine ONB, wenn fiir jedes z € V
die Parseval’sche Gleichung gilt:

m

> (@) = Iz

k=1

Die Parseval’sche Gleichung ist somit eine Verallgemeinerung des Satzes
von Pythagoras.

Bemerkung

Die Entwicklungskoeffizienten Ay, = (z, by ) eines Vektors x bzg. eines Orthonor-
malsystems heiflen auch seine Fourier-Koeffizienten. Eine Fourier-Reihe ist die
Entwicklung einer auf dem reellen Intervall [a,b] periodischen Funktion f nach
dem in Beispiel 1.16 (iii) angegebenen unendlichen ONS.

Die Fourier-Koeffizienten eines Vektors x besitzen dabei die folgende Minima-
litdtseigenschaft:

Gegeben seien ein reeller Vektorraum V', ein Vektor x € V und
ein ONS {b1,...,bn} C V. Wie miissen die Koeffizienten Ay, in der
m

Entwicklung x = > Agbg beschaffen sein, damit der Ausdruck
k=1

b S
k=1

minimal wird?

Zur Beantwortung dieser Frage 148t sich auch das Quadrat der Norm untersu-
chen (warum?). Man erhélt mit Hilfe der quadratischen Ergénzung

H:v — Z)\kka2 - (:U—Z)\kbk, x—Z)\kbk)
k=1 k=1 k=1

m m
= flz® = 2> A (@ be) + DA
k=1 k=1
=zl + D [ - (, 1)) = (z,bg)?
k=1 k=1

Hieraus kann man sofort erkennen, dafl die rechte Seite dann am kleinsten wird,
wenn A\, = (x,by) fiir alle k € {1,...,m} ist.
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44 KAPITEL 1. VEKTORRAUME

1.5 Zusammenfassung

(1) Was jeder Ingenieur wissen muf:

Lineare Unabhéngigkeit und - Abhéngigkeit von Vektoren
e Basis

Dimension

Standard-Skalarprodukt in den Réumen V2 und V3

e Zusammenhang mit Winkeln in den Riumen V? und V3
Euklidische Norm in den Réumen V? und V3

Orthogonalitét in den Riumen V2 und V3

o Komponentendarstellung eines Vektors bzgl. einer Orthonormalbasis

(2) Was jeder Ingenieur wissen sollte:

Idee des Begriffes eines Vektorraumes

Andere Beispiele von Vektorrdumen

Teilraum eines Vektorraumes

Dreiecksungleichung

(3) Was jeder gute Ingenieur wissen sollte:

Funktionenrdume als Beispiele von Vektorrdumen

Skalarprodukt und Norm in Funktionenrdumen

Schwarz’sche Ungleichung

Normierte Rdume
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Kapitel 2

Geometrie der Ebene und des
Raumes

Neben den Punkten bilden die Geraden und Ebenen die einfachsten und wich-
tigsten Objekte in den Punktriumen R? und R3. Zu ihrer Beschreibung werden
die im letzten Kapitel eingefithrten Translationen benutzt, um fiir sie eine ex-
akte mathematische Definition anzugeben, mit welcher sich auch rechnen 1aft.

Die hier eingefithrten Techniken spielen bei der Darstellung von Objekten
auf dem Bildschirm eine Rolle, mannigfache Anwendungen treten in der
Computergraphik auf, etwa bei Programmentwicklungen von CAD-Systemen.

Im folgenden wird wversucht, die folgende Schreibweise einzuhalten:

e Grofle lateinische Buchstaben: X, Y, P,Q, ... fiir Punkte des Ortsraumes
R? oder R3.

e Kleine lateinische Buchstaben: a, b, u, v, . .. fiir Translationen des Ortsrau-
mes, also fiir Vektoren aus V2 oder V3.

e Der Zusammenhang zwischen Punkten des Ortsraumes R* und Vekto-
ren (Translationen) aus V¥ (k € {2,3}) wird mit Hilfe der Ortsvektoren
hergestellt:

e Kleine griechische Buchstaben: A, u, v, ... fiir reelle Zahlenparameter.

Manchmal treten jedoch auch indizierte Gréfien auf, die eine andere Bedeutung
haben; welche, das geht aus dem jeweiligen Kontext hervor:

X = (x1,m9,23) € R?),...

45



46 KAPITEL 2. GEOMETRIE DER EBENE UND DES RAUMES

2.1 Parameterdarstellung von Geraden

- p1—0
Seien P := (p1,p2,p3) € R und p := OP := | py — 0 |. Der Vektor p heiBt
p3—0

Ortsvektor von P. Dieser Vektor 148t sich als Translation interpretieren:

—

OP(0) = P.

Definition 2.1

(i) Seien P € R? und p := OP, also p der Ortsvektor von P. Seiv € V3, v # 6.
Die Punktmenge (z := OX)

g = {X: XeR’ z=p+ v, \€R geeignet}

ist eine Gerade im Raum. Man nennt diese Darstellung Parameterdarstel-
lung der Geraden, v heifit ihr Richtungsvektor, s. Abb. 2.1.

Abbildung 2.1: Parameterdarstellung von Geraden
(ii) Seien P,@Q € R?® und PQ := ¢ — p. Dann ist die Punktmenge
g = {X: XeR’ z=p+APQ, A€ R geeignet}

= {X . X € R3, 03( = O_>P + )\PHQ, AER geeignet}

ist fiir P # @ eine Gerade im Raum. Man nennt diese Darstellung die
Zwei-Punkte-Form der Geradengleichung.

(iii) Die Punktmenge
PQ = {X: X eR? z=p+APQ, \€0,1] geeignet}
ist eine Strecke im Raum, und zwar die Verbindungsstrecke zwischen P

und @, s. Abb. 2.2.

Beispiele 2.1
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2.1. PARAMETERDARSTELLUNG VON GERADEN 47

egB) . 653)
34 N
) TP
e§3) + egg)
(3)
Ol €9

Abbildung 2.3: Verschobene Diagonalen des Einheitsquadrates

(i) Man bestimme die Gleichungen derjenigen Geraden durch den Punkt

P := (—1,2,1), welche parallel zu den Diagonalen des durch 653) und

3)

es aufgespannten Quadrates verlaufen, s. Abb. 2.3.

-1 1

g1 = {X: X eR? O0X = 2 | +X1 1 ], e Rgeeignet}
1 0
- -1 -1

go = {X: X eR? OX = 2 14+ 1], e Rgeeignet}
1 0

In einigen Biichern wird an dieser Stelle die folgende inkorrekte Schreib-
weise verwendet:

-1 1
g1 X = 2 + A\ 1
1 0

Links steht ein Element des R?, rechts eins des V3!
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48 KAPITEL 2. GEOMETRIE DER EBENE UND DES RAUMES

(ii) Liegen die Punkte P := (—1,10,7) oder @ := (1,6, 2) auf der Geraden

2 ~1
g = {X:Xela?’, OX = | 4 |+ 2 ,)\E]Rgeeignet}?
1 2

Wenn P auf g liegt, muf} es eine Zahl Ap geben mit der Eigenschaft

- ~1 2 ~1
orP = 10| =14 |+x| 2
7 1 2

Das entstehende lineare Gleichungssystem wird gelost fiir Ap = 3.

Q@ liegt nicht auf der Geraden g.

Definition 2.2
Seien k € {2,3}, P,Q € R*, a,b € VF\{6},

g1 = {X: X € RF, O_X = O_>P+)\a, A€ ]Rgeeignet}
go = {X: X € R¥, O_j( = OAQ—l—)\b, A€ Rgeeignet}

g1 heifit parallel zu g2 <= a und b sind linear abhingig.

Satz 2.1

Unter den Voraussetzungen von Definition 2 gilt:

g1 = g2 — gillge AN gings # 0.

Beispiel 2.2
Sind die folgenden beiden Geraden gleich?

1 1

g1 = {X: XeR, 0X=|5 |+ 3 ,AeRgeeignet}
4 —2
_ 0 -2

gy = {X: XeR} ox=| 2 |+X| -6 ,)\ERgeeignet}
6 4

Die beiden Richtungsvektoren sind linear abhéngig, also sind beide Geraden
parallel. Wenn zwei parallele Geraden einen Punkt gemeinsam haben, so sind
sie gleich. Man zeigt nun, daf§ @ := (0, 2,6) auf g; liegt:

0 1 1
2 = 5 | +A 3 = A= —1.
6 4 -2
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2.1. PARAMETERDARSTELLUNG VON GERADEN 49

Zusammenhang mit der Geradendarstellung in der Analysis

In der Analysis sieht die Funktionsgleichung einer Geraden etwas anders aus.
Natiirlich werden dort wie hier dieselben geometrischen Objekte dargestellt;
der entsprechende Zusammenhang soll nun hergestellt werden. Dazu wird eine

Gerade im R? betrachtet, s. Abb. 2.4.

T2

O I

Abbildung 2.4: Geradendarstellung in der Analysis

g = {X: XeR? OX = OP + Au, A € R geeignet }

Aus dieser Darstellung erhilt man die V2-Gleichung
() () (2)
x9 D2 U2

1 = p1+ Iy

bzw.

Ty = P2+ Aus.

u1 und ug koénnen nicht beide Null sein (warum nicht?); sei etwa uy # 0. Dann
folgt

r1 —p1
A =
Ui
1 —p1 uz U2
T2 = p2+ Up = —T1+p2— —p1 = Mr1+n,
ul ul ul

und damit die Darstellung einer Geraden im R?, wie sie in der Analysis iiblich
ist. Ist w3 = 0 und ug # 0, so mufl man nach x; auflésen und erhélt analog

Uy Uy
Ty = —T2+p1— —Da2.
u9 u9

Umkehrung: Eine Gerade in der Form

Yy = mxr+mn
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50 KAPITEL 2. GEOMETRIE DER EBENE UND DES RAUMES

besitzt die folgende vektorielle Darstellung:

r = A
Am +n,

()= G ()

2.2 Parameterdarstellung von Ebenen

woraus sich ergibt:

Eine Ebene soll als Punktmenge des R? beschrieben werden. Die Vorgehensweise
wird dabei derjenigen des letzten Abschnittes nachempfunden.

Definition 2.3  (Parameterdarstellung von Ebenen)

(i) Seien P € R3 und a,b € V3 zwei Vektoren, welche linear unabhingig sind
(die durch a und b definierten Geraden sind nicht parallel).

Die Punktmenge
E = {X: XeR? OX = O_>P+)\a+/¢b, A 1 € R geeignet }

ist eine Ebene im Raum, s. Abb. 2.5. Man nennt diese Darstellung die
Parameterdarstellung der Ebene E und sagt, a und b spannen die Ebene
E auf.

Z2

1
Abbildung 2.5: Parameterdarstellung der Ebenengleichung

(ii) Seien Py, Py, P3 € R? drei voneinander verschiedene Punkte, welche nicht
auf einer Geraden liegen. Dann ist die Punktmenge

E:={X:Xe¢ R?, OX = OP, + AP\ P2+ uP P3, \,u € R geeignet }

eine Ebene im Raum, s. Abb. 2.6. Diese Darstellung heifit Drei-Punkte-
Form der Ebenengleichung.
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z3

A

\Pl

x1

Abbildung 2.6: Drei-Punkte-Form einer Ebene

Definition 2.4

Seien P,Q € R?, a,b,¢,d € V3, a und b bzw. ¢ und d seien linear unabhiingig.
Seien

By = {X: XER® OX =OP+Aa+pub, A\ pu€R geeignet}

Ey, = {X . X e R?, 03( = OHQ +Ac+pd, A peR geeignet}
E; heift parallel zu By <= LH({a,b}) = LH ({c,d})
Satz 2.2

Unter den Voraussetzungen von Definition 4 gilt:

FEi = By < Eq || Es N EiNEs # .

Bemerkung

Zum Nachweis der Bedingung LH ({a,b}) = LH ({c, d}) geniigt es etwa, {c,d} C
LH({a,b}) nachzuweisen, wenn ¢ und d linear unabhangig sind (warum?). Das
bedeutet jeweils den Nachweis, dafl {c, a,b} und {d,a,b} linear abhéngig sind.

Beispiel 2.3

Sind die folgenden beiden Ebenen parallel oder sogar gleich 7

2 3 5
E = {X:Xel&?’,oxz 1|+ 0 |+ul -1 ],
4 —2 4

ALpeER geeignet}
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0 1 1
E, :{X:X€R3,OX: 2 |+ 1 | +pl| -2 |,
-2 -8 14

Die drei Vektoren

3 5 1

a = 0 5 b = —1 s C .= 1

-2 4 -8
1
sind linear abhéngig. Ebenso sind die drei Vektoren a,b und d := —2
14

linear abhéngig, damit sind £ und E» also parallel.

Zur Priifung der Gleichheit muf} etwa fiir

OP = 1 und oQ = 2
4 -2

der Vektor OP — OQ ebenfalls in der Ebene liegen. Nun sind die drei Vektoren

{(é?)—(ib)¢%b}

ebenfalls linear abhéngig, d.h. beide Ebenen sind sogar gleich.

Bemerkung

(i)

(i)

Zwei Geraden in einer Ebene sind parallel (u.U. sogar gleich) oder sie
schneiden sich in genau einem Punkt. Auskunft dariiber gibt das 2 x 2 -
lineare Gleichungssystem (LGS), das man erhilt, wenn man beide Geraden
gleichsetzt. Dabei gilt:

(a) LGS losbar — g1Nga#0
(b) LGS eindeutig l6sbar <= g1Nga # 0 A g1 und g2 nicht parallel
(¢) LGS unlosbar <= g1 und g parallel und verschieden

Fiir zwei Geraden im Raum gilt mit einem 3 X 2 - linearen Gleichungssy-
stem analog:

(a) LGS losbar = gNg#0
(b) LGS eindeutig l6sbar <= g1 Ng2# 0 A g1 und g2 nicht parallel

(¢c) LGS unlosbar <= g1 und g parallel und verschieden
oder windschief
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Zwei Geraden im Raum, die sich nicht schneiden und nicht parallel sind,
heiflen windschief.

(iii) Fiir zwei Ebenen im Raum untersucht man das 3 x 3 - lineare Gleichungs-
system, das man erhélt, wenn man beide Ebenen gleichsetzt:

(a) LGS losbar <— ENEy#0
(b) LGS eindeutig losbar <= Dieser Fall kommt nicht vor!
(c) LGS unlésbar <= FE; und E, parallel und verschieden

Wenn sich zwei nicht parallele Ebenen im Raum schneiden, dann in einer

Schnittgeraden, eine eindeutige Losung des LGS kann also nicht existieren.

Beispiel 2.4
Man bestimme die Schnittgerade der folgenden beiden Ebenen:

2 1 0
E, = {X:X6R3,OX— 0O |+X| 1 |+l 1],
1 0 1
)\,uEIRgeeignet}
. 3 0 1
Ey = {X:XG]Rg,OX: L +x[ 2 |+ 01,
-1 0 -1

Ap€eER geeignet}

Gleichsetzen der beiden Ortsvektoren von £y und FEy liefert ein lineares Glei-
chungssystem von drei Gleichungen fiir vier Unbekannte:

2 1 0 3 0 1
O | +A| 1 ) +pll = 1 1 +p 2 | +0
1 0 1 -1 0 -1
—
A—oc = 3-2=1
Ad+p—2p = 1-0=1
p+to = —-1-1= -2

Solch ein Gleichungssystem kann nicht eindeutig losbar sein, man kann nur zwei
der Parameter eliminieren, so dafl eine Beziehung zwischen den anderen beiden
Parametern {ibrigbleibt.
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54 KAPITEL 2. GEOMETRIE DER EBENE UND DES RAUMES

Rechnerisch niitzt uns diese Beziehung nur dann, wenn sie zwischen zwei Pa-
rametern derselben Ebene besteht, eine Beziehung zwischen Parametern ver-
schiedener Ebenen ist deshalb unmittelbar nicht zu gebrauchen. So kann man
beispielsweise die erste und die dritte Gleichung addieren und erhélt

Abp=-1 —  A=-1-p

Diesen Wert fiir A kann man in die Gleichung der Ebene F; einsetzen und erhélt
die Gleichung der Schnittgeraden zu

2 1
g = {X: XeRO0X=|0 |-Q+p) | 1 |+px| 1 |,neR geeignet}
1 0 1
- 1 -1
= {X: XeR, 0X=| -1 | +u 0|, pne Rgeeignet}.
1 1

2.3 Vektorprodukt und Spatprodukt im V3

Im RR3 sei ein Korper um den Punkt P frei drehbar gelagert. Am Punkt @ greife
eine Kraft an, représentiert durch eine Translation

fi
f = f2 )
f3

also durch einen Vektor des V3, s. Abb. 2.7.

T3

x1

Abbildung 2.7: Drehmoment als Vektorprodukt

Der Punkt @ ist in bezug auf P durch den Vektor r := P(@ festgelegt. Aus
der Physik ist bekannt, daf§ die Kraft f ein Drehmoment m bewirkt, dessen
Betrag gleich dem Produkt aus Abstand d der Wirkungslinie der Kraft f vom
Drehpunkt P und dem Betrag || f|| der Kraft ist (,Drehmoment = Hebelarm X
Kraft“):

lmll = d-[If]-
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Aufgrund der trigonometrischen Beziehung d = ||r|| - sin~y folgt daraus die Be-
ziehung

[mll = Alr{l- [ Il - siny.

Damit ist noch nichts iiber die Lage der Drehachse im Raum und die Drehrich-
tung gesagt. Diese mochte man auch mit erfassen und stellt infolgedessen das
Drehmoment m als Vektor aus dem V? dar:

m = rxf

und fordert, dafl m die Richtung der Drehachse hat und so orientiert ist, dafl
die Drehung im mathematisch negativen Sinne (Uhrzeigersinn) erfolgt, wenn
man ,in Richtung von m“ schaut; m.a.W. die Drehung soll ,rechtsherum®
erfolgen. Etwas genauer formuliert bedeutet dies:

Zu zwei gegebenen Vektoren r,f € V3 ist ein dritter Vektor m € V3
gesucht, der die folgenden Eigenschaften hat:

@) Almll = {lr{l - [1fI} - sin~y
(ii) mlr und mLf

(iii)  r, f, m bilden (in dieser Reihenfolge!) ein ,Rechtssystem®.

Unter Zugrundelegung von ,;sinnvollen“ Zusatzannahmen werden jetzt Bedin-
gungen hergeleitet, die unser Drehmomentvektor erfiillen muf. Danach werden
diese Bedingungen dann als Definition verwendet, und es wird gezeigt, daf sie
auch hinreichend sind, um das Gewiinschte zu leisten.

Das Koordinatensystem sei dabei so gewéahlt, dal die Koordinateneinheitsvek-
toren

b 0 b 0
egg') =10 , eg‘s) =11 , eé‘%) =10
0 0 1

in dieser Reihenfolge ein ,,Rechtssystem® bilden: wird der erste Vektor auf kiirze-
stem Weg in den zweiten gedreht, so verlduft die Drehachse in Richtung des
dritten Vektors, s. Abb. 2.8.

Die Orientierung des Vektors, der sich aus dem Kreuzprodukt a x b im drei-
dimensionalen Raum ergibt, kann auch mit der sog. Rechte-Hand-Regel oder
Dreifinger-Regel veranschaulicht werden. Dabei zeigt der Daumen der rechten
Hand in Richtung des Vektors a und der Zeigefinger in Richtung des Vektors b;
Daumen und Zeigefinger liegen dabei in einer Ebene mit der Handflache. Der
Mittelfinger steht 90° ab und zeigt in Richtung des sich aus dem Vektorprodukt
ergebenden Vektors a x b, s. Abb. 2.9.

GeméB der oben aufgestellten Forderungen (ii) und (iii) mufl dann insbesondere
gelten:
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E

€3 b

—
€9 ‘/
€1 axh
Abbildung 2.8: Rechtssystem Abbildung 2.9: Rechte-Hand-Regel

€1 X e = ée3 €y X €1 = —e3
€y X e3 = €1 ez X eg = —eq
ez X e1 = €9 €1 X e3 = —e3

€1X€1:€2X62:€3X€3:0

Fordert man schlielich noch die folgenden (physikalisch gerechtfertigten) Dis-
tributivgesetze

ax(b+c) = axbt+axc
(a+b)xc = axc+bxc
(aa) x (B8) = aflaxb)

so erhilt man fiir die zwei Vektoren

ay by
a: = as R b: = by S V3 :
as b3
axXb = (a1€1 + ages + a363) X (blel + baey + b363)

= a1b1(61 X 61) + albg(el X 62) + albg(el X 63)
+ agbi(e2 x e1) + azba(e2 X e2) + azbz(ez x e3)
+ a3b1(63 X 61) + agbg(eg X 62) -+ a3b3(€3 X 63)

= (a2bs — azba)er + (agbi —aibg)ea + (arby — asbi)es

asbs — azbo
= azby — a1bs
a1ba — azbq
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Definition 2.5
Die Abbildung

X+ Vixv? — A&
azbs — agby
(a, b> : — axb = agbl — a1b3
a1bs — agby

heifit Vektorprodukt oder Kreuzprodukt, manchmal auch &dufleres Produkt der
beiden Vektoren a und b.

Beispiel 2.5

1 4 2-6—-3-5 -3
a:=1 2 |,b:=1] 5 = axb=| 3:-4-1-6 | = 6
3 6 1-56-2-4 -3

Satz 2.3
Das Vektorprodukt erfiillt die drei in der Einfiihrung aufgezéhlten Forderungen.

Beweis
(i) Norm von a X b:
lal? - |[b]% - sin®y = [la]|®- [|b]]% - (1 — cos®7)
= lal®- 161> — llall® - [[blI* - cos®y

= |la|®-|jb]* - (a,b)?
3 2
— @B +d)B R - (zakbk)
k=1

= (agbs — azb2)? + (azby — a1b3)? + (a1by — azbr)?

= Jla x bHQ.

(ii)) (a x b,a) = (a x b,b) = 0 (Rechnen! Das ist das Spatprodukt,
s. Def. 2.6), also gilt: axbla und axb L b

(iii) a,b und a x b bilden nach Konstruktion ein Rechtssystem.

Interpretation

A :=|la x b]| = ||a]| - ||b]| - sin~y stellt den Flidcheninhalt des von den Vektoren a
und b aufgespannten Parallelogramms dar, s. Abb. 2.10.

Analog stellt D := 3 - |la x b|| den Flécheninhalt des von den Vektoren a und b
aufgespannten Dreieckes dar, s. Abb. 2.10.
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b A
D |k
Y

Y

a

Abbildung 2.10: Fldcheninhalt eines Parallelogrammes und Dreieckes

Bemerkung

Das im folgenden eingefiihrte Vektorprodukt oder Kreuzprodukt zweier Vekto-
ren ist ausschlieflich in dem speziellen Vektorraum V = V? sinnvoll!

Definition 2.6
(i) Die Abbildung
st Vxv3ix vl — R
(a,b,c) : — s(a,b,c) == (a,b,c) := (a xb,c)

heiflt Spatprodukt oder gemischtes Produkt der Vektoren a,b und c.

(ii) Seien a,b,c € V3.
(a, b, c) bildet ein Rechtssystem = (a,b,¢) > 0
Diese Definition ist so vereinbart, dafl (ej, e2, e3) ein Rechtssystem bildet;

darauf ist beim Zeichnen zu achten.

Beispiel 2.6

1 4 7
a=121, b:=|5 1|, ¢c:=18 =
3 6 9
-3 7
(axb,c):< 6 |, 8 ):—21+48—27:0
-3 9

Satz 2.4
Seien a, b, ¢, d € V3, )\ € R, dann gilt:

(i) axb=—-bxa

(ii) (Aa) x b = A(a x b)
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,b,c) = (byc,a) = (¢,a,b)  (zyklische Vertauschung)
a

)
)
(ix) axb =60 <= a,bsind linear abhéngig
) (a,b,¢) = 0 <= a,b,csind linear abhingig
)

Aufgabe
Gilt fiir je zwei Vektoren a,b € V3 die Beziehung
axb a b
= — X —7
la ol llall o]

Geometrische Veranschaulichung des Spatproduktes

Seien a,b,c¢ € V? linear unabhiingig und der Winkel ~ zwischen a x b und ¢
sei kleiner als 7/2 ({a,b,c) bilden dann ein Rechtssystem). Das Spatprodukt
18t sich dann deuten als Volumen des von (Repriisentanten von) a,b, ¢ auf-
gespannten Spates (auch: Parallelflach, Parallelepiped, Parallelotop), s. Abb.
2.11, denn:

e Der Flicheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelogrammes ist
A = |la] - o]l - siny = [[a xb]|.
e Mit v := Z(a x b, c) ist die Hohe h des Spates gegeben durch

h = || - cos~.

e Damit berechnet sich das Volumen des Spates zu

V=A-h = |laxb| || -cosy = (axbec) = (a,b,c).

Damit wird die Aussage (vi) des letzten Satzes klar: Invarianz des Spates ge-
geniiber zyklischer Vertauschung. (a, b, ), (b, ¢, a) und (c, a, b) definieren diesel-
ben Spate, also haben sie auch dasselbe Volumen. Vertauscht man dagegen a
und b, fithrt also eine nicht-zyklische Vertauschung durch, so ist

(bya,c) = (bxa,c) = —(axbyc) = —(a,b,c).
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axb

a

Abbildung 2.11: Spat

Auch (x) 148t sich geometrisch interpretieren: Sind a,b,c # 6, so kann das
Spatprodukt (a, b, ¢) nur dann gleich Null sein, wenn das Volumen des entspre-
chenden Spates gleich Null ist. Das bedeutet aber, dal der Spat zu einer Fliche
entartet ist, mithin a,b,c in einer Ebene liegen und folglich linear abhéngig
sind:

(a,b,c) =0 — a, b, c sind linear abhingig.

Aufgabe

Wie berechnet sich das Volumen eines Tetraeders?

2.3.1 Abstand paralleler Geraden im R*®

Abstand eines Punktes von einer Geraden im R?

Seien P, € R?, uw € V3, u # 6 und die Gerade g definiert durch
= {X : X e R?, O_}( = 0731 +Au, AeR geeignet}.

Sei Q € R3. Gesucht ist der Abstand d des Punktes @ von der Geraden g, d.h.
die kiirzeste aller Entfernungen (warum existiert diese?) zwischen @ und einem
Punkt auf g.

Dazu wéihlt man einen von P, verschiedenen Punkt P, auf g, etwa den mit
dem Ortsvektor OP2 = OP1 + u, und betrachtet das von den beiden Vektoren

U = OPQ — OP1 und v = PlQ aufgespannte Parallelogramm, s. Abb. (2.12);
dessen Hohe ist gleich dem gesuchten Abstand d.

Fiir die Fliche F des Parallelogrammes gilt F' = d - ||u|]| = |Ju X v||, und der

gesuchte Abstand d des Punktes @ von der Geraden g berechnet sich damit zu
) U X v U X P_) =

dist (@) = d = Vil = Bl < el @
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Abbildung 2.12: Abstand des Punktes @) von der Geraden g

Beispiel 2.7
Gesucht ist der Abstand des Punktes @ := (0,5,6) von der Geraden

2 —4
g = {X: XeR O0X=|0 |+ 1], )\GRgeeignet}.
1 1
Losung
—4
u = L ] = V18,
1
PQ = 0Q—-0P, = 51—-10 = 5 1,
6 1 5
. —4 -2 0 _
ux PQ = 1] x 5 | = 18 |, [luxPQ| = 18V2
1 5 —18
Juxol _ JuxPQ| _ 182 _
I I V18

Abstand zweier paralleler Geraden im R?

Seien P, P, € R?, u € V3, u # 0 und die beiden parallelen Geraden g; und go
definiert durch

g1 == {X: X€R?, OX =OP; + Au, A € R geeignet},

go = {X : X € R?, 03( = 0_152 +u, AeR geeignet}.
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Der Abstand dieser beiden Geraden ist definiert als die kiirzeste aller Entfer-
nungen zwischen g; und go. Wegen der Parallelitdt ist das gleich der kiirzesten
aller Entfernungen zwischen einem beliebigen Punkt auf g; — etwa P; — und
einem Punkt auf go.

Damit kann die Formel des letzten Absatzes verwendet werden, und es ergibt
sich fiir den Abstand der beiden Geraden g; und gs:

. U X O—Js —0_1)3 = —
dZSt(gng) =d = H ( H;H 2)H = ||U0>< (OPI_OPQ)”

2.4 Normalendarstellung von Ebenen im R?

2.4.1 Normalendarstellung und Parameterdarstellung

Seien P € R3, a,b € V3 zwei linear unabhingige Vektoren, (die durch a und b
definierten Geraden sind nicht parallel) und E die durch sie definierte Ebene

E = {X: X e R?, O_j( = OAP+/\a+ub, A E Rgeeignet}.

Definition 2.7

Ein Vektor n € V3 heifit senkrecht zu E <>
A nl PP dh N (n,PiP) =o.
P,PoeE P,PoeE

n heilt also senkrecht zur Ebene E, wenn n senkrecht zu jedem ,,Richtungsvek-
tor in der Ebene* ist. Anschaulich ist klar, daf es einen solchen Vektor gibt.
Aus der Ortsvektor-Darstellung liest man nun ab:

(0X —OP,n) = 0 (X € R?),

da ja n zu jedem Vektor in der Ebene senktrecht ist; insbesondere also zu a und
zu b. Damit gilt:

E C {X: XeR3 (OX—O0P,n) =0}

Daf3 diese Inklusion sogar eine Gleichheit ist, ist die Aussage des folgenden
Satzes. M.a.W., die rechte Seite obiger Inklusion enthélt nicht nur die Ebene
FE, sondern sie enthélt auch nicht mehr als sie.
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Satz 2.5
(i) Seien P € R?, a,b, € V3 linear unabhiingig und
E = {X: X eR3 OX = OP+ X a+pb, \, € ]Rgeeignet},

E ist also eine Ebene. Dann gibt es einen Vektor n € V3 n # 6
(Normalenvektor) , so daf gilt:

E = {X: XRS5 (OX —OP,n) = 0}.
(ii) Seien P € R3, n € V3, n # 6 und
F = {X: X€R’, (OX —OP,n) = 0}.

Dann ist F eine Ebene, d.h. es existieren zwei linear unabhéngige Vektoren
a,b e V3, so daB gilt:

F = {X: X e R?, O—j( = O—>P—|—/\a—|—,ub, )\,,uEIRgeeignet}.

Beweisidee

Wann immer man sich beim Beweis einen zu zwei Vektoren des V? senkrechten
Vektor verschaffen will, 148t sich das mit Hilfe des Vektorproduktes bewerkstel-
ligen.

Definition 2.8

(i) Die parameterfreie Darstellung einer Ebene E mit Hilfe eines Normalen-
vektors n,

E = {X: X €R® (OX -OP,n) = 0},

heilt Normalenform oder Normalendarstellung der Ebene E.

(ii) Ist n ein Normaleneinheitsvektor, gilt also ||n|| = 1, so spricht man von
der Hesse’schen Normalenform' der Ebenendarstellung.

Bemerkung

Ludwig Otto Hesse (1811-1874). Er lehrte 1845-1856 in Koénigsberg, 1856-1869 in Heidel-
berg und ab 1869 an der TH Miinchen. Die nach ihm benannte Hesse-Form fand er 1865.
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ni
(i) Ist n:= [ ny | ein Normalenvektor einer Ebene E, X € R?, so lassen
n3
sich in der Gleichung

(0X —0OP,n) = 0

— Z1
die Skalarprodukte ausrechnen, und man erhilt mit OX = | o die
T3
Gleichung
(OX —0P,n) = (0X,n) — (OP,n)

=: 11 + Tang +x3N3 — C

= 0.
Damit ergibt sich die folgende Darstellung fiir F:

E = {X: X eR’ xin +zoms +a3n3 — ¢ = 0}.

Genau dann, wenn der Koordinatenursprung nicht in der Ebene liegt, ist
¢ # 0, und die Gleichung 148t sich wie folgt schreiben:
I X9 €T3

E:{X:X R3, :1}.
< c/ny + c/no + c/ng

Diese Form der Ebenengleichung heifit Achsenabschnittsform, weil die
Ebene die drei Koordinatenachsen jeweils an den Stellen z; = ¢/n; schnei-

det (i € {1,2,3}), s. Abb. 2.13.
/E

c/no
Z2

, T3
c/ns

c/ny
1

Abbildung 2.13: Achsenabscnittsform der Ebenengleichung

(ii) Sind umgekehrt U := (ui,u2,us) # (0,0,0) und ¢ € R, so ist durch die
Punktmenge

{X: X E]R3, Tiu1 + ToUug + T3U3 — ¢ = 0}
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Ui

eine Ebene definiert, und der Vektor u := | wus | ist ein Normalenvektor
u3

dieser Ebene.

(iii) Analog zu den Ausfiihrungen dieses Abschnittes lassen sich Normalendar-
stellungen fiir Geraden im R? angeben: jede Gerade ist durch einen Punkt
und einen Normalenvektor eindeutig bestimmt.

Im R? funktioniert das allerdings nicht mehr: zu einer Geraden im Raum
existieren unendlich viele Normalenvektoren; ndmlich alle, die in derjeni-
gen Ebene liegen, zu der die Gerade eine Normale ist.

Beispiel 2.8
Sei E die Ebene

1 1 0
E = {X: XeR{,0Xx=|1 |+Xx[ 1 |+p]| 1 ,)\,ueRgeeignet}.
1 2

Man erhélt einen Normalenvektor n an E z.B. durch das Vektorprodukt der
beiden die Ebene aufspannenden Richtungsvektoren

1 0 2
n = 1 X 1 = -2
0 2 1

- 2 1 2
E = {X.XGR, (OX, —i )7( i : —i ):0}
2
= : 3, H, — —1=20,.
{X X eR (OX i ) 1 o}

Diese Darstellung ist noch nicht die Hesse’sche Normalenform; diese erhélt man
durch Normierung des Normalenvektors:

T O 1
E—{X:XGR, (OX,g ) )——o}.

2.4.2 Hesse’sche Normalenform der Ebenengleichung

Im folgenden soll eine anschauliche Interpretation der Hesse’schen Normalen-
form der Ebenengleichung gegeben werden.
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Satz 2.6

Vorgelegt sei die Hesse’sche Normalenform einer Ebenengleichung;:
E = {X: XeR’ (0X,n°) —d =0}

mit einem Normaleneinheitsvektor n". Ist d > 0, so gilt: dist(F,O) = d, und
n? zeigt vom Nullpunkt zur Ebene, s. Abb. 2.14.

Abbildung 2.14: Hesse’sche Normalenform der Ebenengleichung

Beweis

Die Ebene E besteht aus genau solchen Punkten X des R®, deren senkrechte
Projektion (Orthogonalprojektion) auf die durch n® definierte Gerade die Liénge
d aufweist:

XeE <«  (0X,n°) = [|OX] -1 cos Z(0X,n%) = d

Problem

Wie berechnet man aus der (Hesse’schen) Normalenform die Parameterform
der Ebenengleichung?

Beispiel 2.9

T 1
E = {X:XEIR, (OX,§ ) )—:o}.
1

(i) Man benotigt einen Punkt P € E. Die Hesse-Form bedeutet die Gleichung

201 — 290+ 23 — 1 = 0.
Diese Gleichung wird etwa gelost durch die Werte

pL:=2, p2:=2, p3:=1
~ 2
— OP = 2
1
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(ii) Man bendotigt zwei linear unabhéngige Richtungsvektoren a,b senkrecht

zu TLO.

(a) Man konnte so vorgehen wie unter (i), indem man sich zwei weitere
Punkte auf der Ebene beschafft und aus den drei Punkten zwei Rich-
tungsvektoren bestimmt; hier miiite man aufpassen, daf3 man nicht
zuféllig drei Punkte wéhlt, welche auf einer Geraden liegen.

0

(b) Man konnte zwei zu n” senkrechte und linear unabhéngige Vektoren

erraten, beispielsweise

1 0
a:=11 , b=11
0 2

Dann gilt: a L n° b L nO.

(¢) In der zuletzt durchgefiihrten , Konstruktion“ gilt nicht a L b. Will
man auch das noch erreichen, so kann man b etwa durch das Vektor-
produkt von n° und a definieren:

Im folgenden soll der Abstand eines Punktes Q aus R?® von einer Ebene E
bestimmt werden. Anschaulich kann man dazu wie folgt vorgehen:

1. Konstruktion einer Geraden g durch @) mit Richtung n; hier ist n ein Nor-
malenvektor an die Ebene FE;

2. P :=gnN E; hierzu ist ein lineares Gleichungssystem zu 16sen;
3. dist(Q, E) = dist(Q, P) = |OQ — OP|| = ||A-n| mit dem Wert X aus 2.
Unter Verwendung der Hesse’schen Normalenform

E={X: XeR? (0X.n°) —d =0}

der Ebenengleichung fiir £/ 148t sich der Abstand allerdings sehr viel einfacher
berechnen.

Dazu denkt man sich eine Hilfsebene F; durch @), parallel zu F, s. Abb. 2.15.
Thre Gleichung in der Hesse’schen Normalenform lautet

B = {X: XeR® (0X,n°) —dy =0}

Falls d1 > 0, so ist dy := (OQ, no) der Abstand der Ebene 7 vom Nullpunkt.
Der gesuchte Abstand von @ zu E berechnet sich dann zu

ei=di—d = (0Qn") —d
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El /p Q
e O_)Q e
dy
E
d
A
no

Abbildung 2.15: Abstand des Punktes @ von der Ebene F

und kann, je nach Lage von @, auch Null oder negativ sein.

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Hesse’schen Normalenform fiir F, so
folgt der

Satz 2.7

(i) Den Abstand dist(Q, FE) des Punktes @@ von E erhélt man, indem man

OQ in die linke Seite der Hesse’schen Normalform von E einsetzt und
vom Ergebnis den Betrag nimmt.

(ii) e := (0Q,n") — d ist positiv, wenn der Punkt @ und der Nullpunkt auf
verschiedenen Seiten der Ebene E liegen, andernfalls negativ bzw. Null,
wenn ) auf F liegt.

Beispiel 2.10

Gegeben seien die Ebene
/-1
E:{X:XE]R3, (ox, | =2 )+9=0}
-2
sowie der Punkt @ := (5,1,12). Man berechne den Abstand dist(Q, E).
Losung

1. Ubergang zur Hesse’schen Normalenform:

E:{X:XGIRS, (03(,% —; )—3:0}
2
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2. Einsetzen des Punktes Q in die Hesse-Form:

3. Esist e = 6 > 0, also ist dist(Q, E) = |e] = e = 6, damit liegen @ und
der Nullpunkt auf verschiedenen Seiten der Ebene FE.

2.4.3 Abstand windschiefer Geraden im R?

Seien P, P, € R?, u,v € V3, u,v linear unabhéngig und die beiden (wind-
schiefen) Geraden g; und g9 definiert durch

g1 == {X: X€R?, OX =O0OP + Au, A € R geeignet},

g2 = {X: X€eR?, OX = 0_152 + Av, A € R geeignet }.

Die beiden Paare von Geraden (g, und ¢5) bzw. (g2 und ¢} ) spannen zwei paral-
lele Ebenen auf, deren Abstand e der gesuchte Abstand der beiden windschiefen
Geraden g1 und gs ist, s. Abb. 2.16.

h = uxwv

A

> - gl
P : :

92

B A

9 /P2

Abbildung 2.16: Abstand zweier windschiefer Geraden

Der Abstand zweier paralleler Ebenen Ey und E» ist definiert als Abstand eines
beliebigen Punktes auf Fs zur Ebene F1, etwa des Punktes P,. Er 148t sich z.B.
durch Einsetzen von P, in die Hesse’sche Normalenform von E; berechnen.

Beispiel 2.11
Welches ist der Abstand der beiden folgenden Geraden im R3,

1 -2
g1 = {X: XeR, 0X=| -2 | +A 3 1, A€ Rgeeignet}
-3 0
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und
~ -2 1
go = {X: X eR? OX = 1 1 4+pufl 0|, pe ]Rgeeignet}?
—6 3
Losung
-2 1 9 3
% = 3 X 0 = 6 =3 2 y
0 3 -3 -1
1 3
also ist n := ngz = 2 ein Normalenvektor an die aus den Rich-
—1

tungsvektoren der beiden Geraden g; und g2 gebildete Ebene durch Py, und die
Hesse’sche Normalenform von Ej lautet

_ 3 1 3
Ei = {X: X eR> <OX, 2 >—< -2 1, 2 ):o
-1 -3 -1
_ 3
= {X: XeR? <OX, 2 )-2_0
-1
= {X: XeR? (03(1 2)—2—0
' ’ " /14 1 V14

P, = (-2,1,-6) —

dist (gl,gg) = diSt(E1,E2) = dist (El,PQ)
.l I I - ) -
B 6 ) via\ V14
- L (-6 +2+6—2)
- Vi
= 0.

Der Abstand beider Geraden ist also 0, d.h. die Geraden haben genau einen
Schnittpunkt. Dieser ist gegeben durch

S = giNg = {<_1717_3>} # 0.
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Bemerkung

Der Abstand der beiden windschiefen Geraden g; und go als Abstand der beiden
Ebenen E; und FE5 148t sich auch durch eine Formel ausdriicken, in der das
Spatprodukt auftritt. Dazu wird noch einmal analysiert, wie man auf das letzte
Ergebnis gekommen ist:

dist(g1,92) = dist(E1, Py)

Il
o

dist (91792) |(OP1 — OPQ, n)‘
[In]]
B |(u X v, 0_151 — 0732)‘ (2.2)
[l x v]|
. |(u, v, 0_151 — O_ﬁg)‘
B [l x wl|

mit n:=wuxwv als Vektorprodukt der Richtungsvektoren der beiden Geraden g;
und go. (2.2) bedeutet dann den Betrag des (mit dem Faktor —— versehenen)

[

Spatproduktes der drei Vektoren u,v, OP; — OPs.

Bemerkung

In diesem Zusammenhang vergleiche man noch einmal Formel (2.1) und Abb.
2.12 mit Formel (2.2) und Abb. 2.16: im ersten Fall ist der Abstand (die ,,Hohe)
gegeben als Quotient von Parallelogrammfléche und Grundseite, im zweiten als
Quotient von Spatvolumen und Grundfliche.
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Beispiel 2.12

Ein Cargo-Lifter? befinde sich exakt 584 m westlich und 812 m siidlich des Ber-
liner Fernsehturms in 344 m Héhe iiber Grund (die Daten beziehen sich auf den
Mittelpunkt des Lifters). Der Kapitin mochte den Alexanderplatz iiberqueren
und geht auf Kurs in Richtung Fernsehturm, s. Abb. 2.17. Pro Sekunde drifte
der Lifter geradlinig um 3 m nach Osten und um 4 m nach Norden, dabei sinke
er um 1m. Der Querdurchmesser des Lifters betrage 24 m.

>

Abbildung 2.17: Flug eines Cargo-Lifters zum Fernsehturm am Alexanderplatz

Kommt der Lifter am Turm vorbei oder nicht, wenn man die Annahme macht,

daB

(i) der Turm einen konstanten Durchmesser von 18 m hat;

(ii) der Durchmesser des Turmes mit der Hohe abnimmt nach der Formel
d(h) = 20— 3Vh ?

Losung

Das Problem lduft darauf hinaus, den Abstand zweier windschiefer Geraden
im R? zu bestimmen: der Fluggerade des Lifters und der Vertikale, in welcher
der Fernsehturm liegt. Der Turmfuflpunkt wird dabei als Koordinatenursprung
verwendet, die x1-Achse verlaufe von Westen nach Osten, die xo-Achse von
Siiden nach Norden.

Dann ist die Fluggerade des Lifters gegeben durch

_ —584 3
[ = {X: XeR? Oox=[ -812 | + 4 1, 2xeR geeignet},
344 -1

2Dieses nette Beispiel entstammt dem Schulbuch , Leistungskurs Mathematik 13.1¢ von
Bigalke/Kohler aus dem Cornelsen-Verlag.
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die Gerade des Fernsehturmes durch

0 0
t = {X:XGR3,OX: 0 |+A| o0 ,AeRgeeignet}.
0 1

Der Normalenvektor n an beide Geraden lautet

3 0 4
n = 4 | x| 0 = -3
—1 1 0

(i) Nach (2.2) berechnet sich der Abstand der beiden windschiefen Geraden

zu

(0P, — 0Py, )|

dist (g1,92) =

7l
1 —584 4
344 0
—100
= |——| = 20.
5

Der Lifter hat einen halben Querdurchmesser von 24/2m = 12m, der
Turm einen Radius von 18/2m = 9m. Es ist 20 < 12 +9 = 21, d.h. bei
diesem Kurs und diesen Maflen kommt der Lifter nicht am Turm vorbei.

(ii) Hier sind die beiden Punkte L und 7" auf den Geraden ! und ¢ zu be-
stimmen, welche den minimalen Abstand definieren. Dazu muf3 die Hohe
h ermittelt werden, in der der Lifter am Turm vorbeifliegt. Dabei gilt:

e [ auf [ ist der Schnittpunkt der Fluggeraden des Lifters mit derje-
nigen Ebene E7, welche durch den Normalenvektor n an Fluggerade
und Fernsehturm und dem Richtungsvektor des Fernsehturms de-
finiert ist und die einen Punkt des Turmes enthélt, beispielsweise
seinen Fuflpunkt;

e T auf t ist der Schnittpunkt der Geraden des Turmes mit derjenigen
Ebene Ej, welche durch den Normalenvektor n an Fluggerade und
Fernsehturm und der Fluggeraden des Lifters definiert ist und die
einen Punkt der Flugbahn des Lifters enthélt, beispielsweise ihren
Startpunkt.

Hier soll zuerst L berechnet werden. Dazu seien

0 4 3 A
vi=0]|x|[ -3]=114 ,1)025 4
1 0 0 0
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Die Gleichung der Ebene Er in der Hesse’schen Normalenform lautet dann
ET:{X:XGIRS, (OX,5 4 )—0:0}.

In diese Gleichung ist die Fluggerade des Lifters einzusetzen und nach
dem Parameter A\ aufzultsen:

—584 3 3
1 —584-3—-812-4+2
(—812 + A 4,4>:58385 +5)\:0
344 -1 0
<— 25\ = 1752 + 3248 = 5000
<— A = 200

Die Grofle A = 200 ist die Zeit in Sekunden, die der Lifter von seinem
Startpunkt bis zum Punkt L mit dem geringsten Abstand vom Turm
unterwegs ist. Damit ist dieser Punkt L gegeben durch den Vektor

- —584 3 16
OL = | —812 | +200| 4 | = [ -12
344 -1 144

Den korrespondierenden Punkt auf dem Fernsehturm erhilt man mit Hil-
fe des Normaleneinheitsvektors n® und des unter (i) schon berechneten
Abstandes zu

16 4 0

- 2

T = | -12 —30 3] =1 o0
144 0 144

Natiirlich hétte man diesen korrespondierenden Punkt (0,0, 144) auf dem
Fernsehturm hier auch durch die einfachere Uberlegung gewinnen kénnen,
dafl der oben ermittelte Normalenvektor v als dritte Komponente eine
Null aufweist, mithin waagerecht verlauft, so dal die Hohe h = 144 aus

—

OL unmittelbar abgelesen werden kann.

In der Hohe h = 144 m hat der Turm nach Voraussetzung eine Stérke von

d(h) = <20—%\/E)m - (20—%12)111 = 14m,

also einen Radius von 7m. Jetzt ist 20 > 12 + 7 = 19, d.h. unter dieser
Annahme kommt der Lifter nun am Turm vorbei.
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2.5 Pseudovektoren oder axiale Vektoren

Fiirn € N ist V" die Menge aller Spalten mit n Zeilen. Da V" die Eigenschaften
eines Vektorraumes besitzt — unbeschrinkte Addition und Multiplikation mit
Skalaren — werden seine Elemente — die Spalten — Vektoren genannt. Diese lassen
sich als Translationen des Raumes R"™ interpretieren. Im R? beispielsweise gilt
beziiglich eines gewéhlten Bezugspunktes O := (0,0,0) und eines kartesischen
Koordinatensystems mit den Basisvektoren

1 0 0
€1 = 0 s €y = 1 s €3 = 0 N
0 0 1
a1
dafl die Translation (der Vektor) a := | ag | jeden Punkt x = (x1, 9, z3)
as

des R? in den Punkt (x1 + a1, 2 + az, 23 + a3) verschiebt.

In der Physik definiert man Vektoren in der Regel anders. Man stellt dort nicht
die abstrakten Eigenschaften eines Vektorraumes (Addition und Multiplikation
mit Skalaren) in den Vordergrund sondern die Objekte selbst. Ihr Verhalten
gegeniiber Transformationen des Koordinatensystems (genauer: Transformatio-
nen der zugrundeliegenden Basis) sollte dann so sein, daf zwar ihre jeweiligen
Darstellungsdaten bzgl. der neuen Basis geéindert werden, nicht aber die Objek-
te selbst: diese bleiben unter einer Basistransformation invariant. Daher mochte
man nur solche Objekte als physikalisch ,,sinnvoll“ auszeichnen und Vektoren
nennen, welche gegeniiber Koordinatentransformationen das ,richtige* Verhal-
ten aufweisen.

Beispiel 2.13  (Inversion oder Paritéitstransformation im R3)3

Fiihrt man die folgende Koordinatentransformation durch:
r, — x’l = —I y Tro — .’BIQ = -T2 , r3 — Ig = —I3,

so bedeutet das eine Spiegelung der Koordinatenachsen am Nullpunkt,
s. Abb. 2.18.

Die Basisvektoren & := {ej,ez,e3} gehen iiber in die neue Basis
F :={f1, fo, f3}, definiert durch

fi=—-e1 , fo:i=—e , f3:= —es.

3Unter der Paritéitstransformation versteht man die Transformation von einem rechtshéndi-
gen in ein linkshéndiges Koordinatensystem oder umgekehrt. Es handelt sich dabei um eine
Raumspiegelung, welche sich durch rdumliche Drehung des Koordinatensystems nicht errei-
chen 148t. Die Orts- und Impulsvektoren dndern bei einer Paritédtstransformation ihr Vorzei-
chen.

Eine Paritdtstransformation hat stets die Determinante —1, ist also nicht durch eine Rota-
tion darstellbar. In zwei Dimensionen ist eine Inversion des Koordinatensystems daher keine
Parititstransformation und daher nicht dasselbe wie eine Rotation um 180°. Hier wiirde eine
Paritatstransformation entweder nur ;1 durch —z; oder x2 durch —z2 ersetzen, nicht beide
gleichzeitig.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



76 KAPITEL 2. GEOMETRIE DER EBENE UND DES RAUMES

T3

€3 / ’

es )
€1 Basis £ Basis F

1 f3

L3
Abbildung 2.18: Paritéitsinversion des Koordinatensystems im R?

(i) ,gewohnlicher Vektor:

Beziiglich der alten und der neuen Basis ist der Vektor x = z’ gegeben

durch
0
r = 0-e1+2-e2+1-e3 = 2
1 &
0
= 0-fi-2-fo—1-f3 = | -2
-1/,

Der Vektor x in der realen Welt bleibt unverdndert, nur seine Koordinaten

(= Komponenten bzgl. einer Basis) bzgl. der neuen Basis dndern sich:
/

x=a.

(ii) Vektorprodukt:

In der Physik sind der Ortsvektor r und der Geschwindigkeitsvektor v
Vektoren, die sich bei Spiegelungen im Sinne von (i) ,richtig* transfor-
mieren, der ,,Drehimpulsvektor® L := r X p ist jedoch kein Vektor, denn
er hat ein anderes Transformationsverhalten, s. Abb. 2.19.

1 —Tr1
r = 79 - r = -T2
r3 £ —Tr3 F
4! —DP1
/
p = P2 - p = —Pp2
D3 £ —P3 Va
T2P3 — T3p2
L =rxp = | r3p1 —11ps3 -

mp2 —T2p1 /¢
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V xl
/
Ty
€1 Basas 5 Basis F
x1

Abbildung 2.19: Paritéitsinversion des Koordinatensystems im R?

/) !
. . , ToP3 — T3P3 T2p3 — T3P2
VAN ! ]
L' =rxp = r3p1 — T1P3 = T3p1 — T1P3
/] ! !
Py — TP /) r Tip2 —T2p1 /¢

An Abb. 2.19 erkennt man, daB jetzt L # L' ist. Die Drehrichtung von L'
ergibt sich aus der Tatsache, da3 F ein Linkssystem ist.

Beispiel 2.14  (Spiegelung an einer Ebene)

(i) Fiihrt man die folgende Koordinatentransformation durch:
xry — 1,‘/1 =T xro — 33,2 = -T2 , xr3 — .Té = x3,

so 1aft sich diese alternativ als eine Spiegelung des gesamten Raumes an
der (x1,z3)-Ebene auffassen, s. Abb. 2.20.

x3
x! T
€3N\ f3 A
0]
“““““““““““““ < > )
fo=—e €2

z1
Abbildung 2.20: Spiegelung des Raumes an der (z1, z3)-Ebene

Die Basisvektoren & := {ej,ez,e3} gehen iiber in die neue Basis
F :={f1, fo, f3}, definiert durch

f1 = e y f2 = —e y f3 = es3.
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Beziiglich der alten und der neuen Basis ist der Vektor x gegeben durch

0
r = 0-eg+1-e9+3-e3 = 1
3/ ¢
0
= 0-fi=1-fo+3-f3 = [ —1
3/ F

(ii) Aufgabe

Man berechne fiir diese Koordinatentransformation die Komponenten des
Drehimpulsvektors L = r X p bzgl. der transformierten Basis F; das Er-
gebnis ist in Abb. 2.21 zu sehen.

T3

“““““““““““““ < > )

I

Abbildung 2.21: Spiegelung des Raumes an der (z1,x3)-Ebene

Definition 2.9

(i) Vektoren, die unter linearen Koordinatentransformationen invariant blei-
ben, heiflen polare Vektoren.

(ii) Vektoren, deren Transformationsverhalten sich unter linearen Koordina-
tentransformationen dndert, heiflen Pseudo- oder axiale Vektoren.

Die Winkelgeschwindigkeit w, der Drehimpuls L, das Magnetfeld B und jedes
Vektorprodukt a x b zweier (polarer) Vektoren a und b sind Pseudovektoren.

Bemerkung

Tatséichlich sind alle diese mit Hilfe des Vektorproduktes erzeugten ,axialen
Vektoren“ keine Vektoren, sondern andere Objekte, sog. Tensoren; in gewis-
ser Weise sind das lineare Abbildungen. Als Tensor dargestellt, besitzen diese
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Groflen automatisch das richtige Verhalten gegeniiber Koordinatentransforma-
tionen.

So ist das Vektorprodukt a x x eigentlich der Tensor

aox3 — a3T2 0 —a3z ao T
axx = asri — a1T3 = as 0 —aq T2 ,
airo — agxy —as  aq 0 T3

welcher als lineare Abbildung

a: V2 — V3

X — a XX

des Vektors x angesehen werden kann.

Von Nachteil ist, dafl die physikalischen Tensorgleichungen weniger kompakt
sind als die entsprechenden Pseudovektorgleichungen. Als abkiirzende Schreib-
weise haben die Pseudovektoren daher durchaus eine Berechtigung, insbeson-
dere, weil sie sich im R3 auch anschaulich darstellen lassen, die zugehdrigen
Tensoren sind allerdings physikalisch tiefgriindiger.

Man kann beispielsweise einen Impulsvektor p und einen Drehimpulsvektor L
nicht sinnvoll addieren:
p+L =7

Die Summe beider ist kein sinnvolles physikalisches Objekt mehr.*

2.6 Zusammenfassung

(1) Was jeder Ingenieur wissen muf:

e Parameterdarstellung von Geraden im R3

e Parameterdarstellung von Ebenen im R3

e Schnitte von Geraden-Geraden, Geraden-Ebenen und Ebenen-Ebenen
im R3

e Vektorprodukt und Spatprodukt im V3

e Normalendarstellung von Ebenen im R?, Hesse’sche Normalenform

e Abstandsberechnungen von parallelen Geraden und Ebenen bzw.
windschiefen Geraden

(2) Was jeder Ingenieur wissen sollte:

(3) Was jeder gute Ingenieur wissen sollte:

“Die groe Ausnahme ist die sog schwache Wechselwirkung in der Physik, welche z.B. fiir
den radioaktiven (3-Zerfall verantwortlich ist. Hier unterscheidet die Natur in der Tat zwischen
einem rechtshéndigen - und einem linkshidndigen Koordinatensystem.
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Kapitel 3

Lineare Abbildungen

3.1 Definition und Beispiele

In den bisherigen Ausfithrungen wurde gleichzeitig stets ein Vektorraum be-

handelt und in ihm gewisse Objekte studiert, etwa:

e Lineare Abhingigkeit und Unabhéngigkeit von Vektoren

e Basen, Dimension

e Orthogonalitit (bei Vorliegen eines Skalarproduktes)

Jetzt sollen zwei Vektorrdume Vi und Vs gleichzeitig betrachtet und Beziehun-
gen zwischen ihnen studiert werden. Solche Beziehungen werden durch Abbil-
dungen von Vi nach V5 hergestellt, und es sollen hier die einfachsten untersucht

werden, die linearen Abbildungen.

Beispiel 3.1

Seien V; := V3, V5 := V? und die Abbildung P definiert durch:

P: Vi — Vs

T3
Die Abbildung P hat folgende Eigenschaften:

(i)  Additivitét:

Plx+y) = P( 2 |+ | w2 ) =

4o
€1

i) [— .
Z2

1+

P( T + Yo )

3+ Y3

()

(iL‘, ye Vl)

Al
Y2

)
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(i)  Homogenitét:

T Ax1
POa) = P()\- . ) - P( A2 )
I3 )\1133
. Al‘l o . I
= n) ()
= A P(x) ANeK,zeW)

Bemerkung

P ist die Projektion entlang der dritten Achse, denn offenbar ist die Abbildung

P: i — Vo
T T
T2 [— i)
3 0

,hicht sehr verschieden“ von P.

Ein Vektorraum besteht aus

einer Menge V

einer Addition +: VxV — V

einer Skalarenmultiplikation m: KxV — V

e ciner Menge (8) von Axiomen

Die Abbildung P aus dem einfiihrenden Beispiel ist nun mit der Addition und
der Skalarenmultiplikation in dem Sinne vertréglich, dafl es egal ist, ob man die
Vektoren aus V; zuerst addiert bzw. mit A multipliziert und sie danach abbildet
oder ob man sie zuerst abbildet und danach die Bilder in V5 addiert bzw. mit
A multipliziert.

Definition 3.1

Seien V7 und V4, Vektorrdume iiber einem Korper KK und 7' eine Abbildung von
V7 nach V5.

T heifit linear oder lineare Abbildung: —=
/\ Tu+v) = T(u) + T(v)
u,vEVY] T<)\u) = )\T(u)

AeK
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ixW Addition in 4 1
-
(u,v) u+ v
LinearelAbbildung T LinearelAbbildung T
Vo x Vo Vo

(T(u),T(v)) Addition i va  T(u) +T(v) = T(u+v)

K x VW Multiplikation mit A in V3 Vi
(A, u) A
| [r

K x V2 VQ

(A, T(u)) Multiplikation mit A in Vo A-T(u) =T(\-u)

Abbildung 3.1: Zur Linearitéit einer Abbildung

Man beachte, dafl in der Definition bei der Anwendung der Abbildung T' auf
der linken Seite ,,+“ und ,,-“ als Operationen in V7 zu verstehen sind, bei der
Anwendung von T auf der rechten Seite dagegen in V3, s. Abb. 3.1.

Definition 3.2

Seien V; und V5 zwei Vektorrdume. Die Menge aller linearen Abbildungen von
V1 nach Va wird mit LA(V1, Va) bezeichnet.

Beispiele 3.2

(i)

T : V3 — v?

il NN 2%1 — X2
2 1 — 3x2 + T3
T3
(i)

Ty : \& — V=R
I
o — T1 — 220 + 5x3
T3
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(iii)

Ty V2 — V3
. 221 — x9
< xl ) — z1 + 322
2 41‘1 — 21‘2
(iv)
T4 . R2 — C

(a,b) — a + bi

(v) Sei T5 : R — R eine Funktion. Welche Eigenschaft muf§ 75 haben,
damit es eine lineare Abbildung zwischen den Vektorriumen V! = R! = R
ist?

Hinweis: Ts5(x) = Ts(z - 1) (x € R)

Aufgabe
Man begriinde, warum die Abbildungen

W) = Vi (x> 0),
L(z) := Inz (x >0),
S(z) = sinz (x € R),

nichtlineare Abbildungen sind, und wie sich die Nicht-Linearitit auswirkt.

(vi) Seien n € IN und P, := {p : p ist Polynom mit Grad p < n}. Man
definiere zwei Abbildungen D und I durch

D : IPn I ]Pn—l

(D)) (z) = a1+ 2az + ...+ naz" !

I: P, _— Pt
(I(p))(x) := aox + 10L1332 I
‘ 2 o+l "
jeweils fiir p € P, also mit geeigneten Koeffizienten ay, ..., a, dann fiir
n
p(z) = 3 apz®, z € R.
k=0
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(vii) Die folgende Abbildung ist ein Beispiel einer nichtlinearen Abbildung.

Warum?
17 V2 — V3
r1+1
x1
< > — T1 + X2
T2
r1 — T2

(viii) Dieses Beispiel behandelt einen Vektorraum mit nicht endlicher Dimen-
sion; man sagt, solch ein Raum sei unendlichdimensional.

V= {z: = (x1,29,...), z; € R geeignet, i € N}

R, L : V*° — V&

((x1,29,...)) = (0,21,29,...) (x € V)
((x1,x2,...)) = (x9,23,...) (x € V)

R und L sind sog. shift-Operatoren. Diese spielen in der Quantenmechanik
bei der Behandlung des Harmonischen Oszillators eine grofie Rolle.

3.2 Wertebereich, Kern und Invertierbarkeit

Im folgenden sollen einige Eigenschaften von linearen Abbildungen notiert wer-
den, die vor allem in Hinblick auf die Matrizenrechnung und die Behandlung
linearer Gleichungssysteme ausgew&hlt sind.

Definition 3.3

Seien V7 und V5 Vektorrdume iiber einem Korper IKK sowie T eine lineare Ab-
bildung von V; nach V5.

(i) N(T):={u: ueVy, T(u) =60} heilt Nullraum oder Kern von T
(ii) dim N(T') heifit Defekt der linearen Abbildung T, geschrieben: def T

(iii) dim W(T) heiBt Rang der linearen Abbildung 7', geschrieben: rgT.

Bemerkung

(i) In der englischen Literatur wird Rang mit ,,rank® bezeichnet. Das ist nicht
zu verwechseln mit dem Begriff ,,range of T, der englischen Bezeichnung
fiir den Wertebereich W (T') von T.
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(ii) Damit (ii) und (iii) der letzten Definition einen Sinn ergeben, miissen
N(T) ein Teilraum von V; und W (T') ein Teilraum von V3 sein; siche dazu
den folgenden Satz, Teile (i) und (ii).

Satz 3.1

Seien V7 und V5 Vektorrdume iiber KK sowie T' eine lineare Abbildung von V;
nach V5. Dann gilt:

(i) 6 € N(T'), N(T) ist ein Teilraum von Vj.
(ii) W(T) ist ein Teilraum von V5.
(iii) Ist B := {b1,...,b,} eine Basis von Vi, so ist
W(T)=LH({T(b1),...,T(bn)}).
(iv) dimV; = dimW(T) + dim N(T).

Bemerkung

Nach (iii) gilt: dimW(T) < n = dimVj. Wenn dim W(T') also echt kleiner
ist als dim V7, dann sind ,einige Vektoren* aus V; von T in die Null von V5
abgebildet worden, s. Abb. 3.2.

Nach (i) bilden diese Vektoren ebenfalls einen Teilraum, und zwar einen Un-
tervektorraum von Vi. Wie ,grofl* dieser ist, d.h. welche Dimension er hat,
dariiber gibt (iv) Auskunft, der sog. Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen.

Vi N(T) : T: W(T) :
dim =n dim =k Rang n — k dim = n—k

Abbildung 3.2: Graphische Veranschaulichung des Dimensionssatzes

Beweis
(i) T(®) =T(0-6) =0-T(0) = 6.
Der Beweis der Teilraumeigenschaft von N(T') sei als Ubung empfohlen.

(ii) Seien y1, y2 € W(T'), A € K. Dann existieren dazu Urbilder z1, x3 € V7,
also T'(z1) = y1, T'(z2) = y2. Dann gilt:
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oy +1y = T(a;l) —i—T(CCQ) = T(xl —i—fL'Q) € W(T)
o \y1 = AT(z1) = T(A\x1) € W(T)

(iii) W(T) 2 LH ({T(b1),...,T(bn)}) :
folgt aus (ii).

W(T) € LH({T(b),..., T(ba)}) :
Sei y € W(T'). Dann existiert ein x € V; mit x = T'(y). Da B eine Basis
von V7 ist, 1d8t sich « bzgl. der Basiselemente entwickeln:
n
T = Z Aibg mit geeigneten Aq,..., A\, € K.
k=1

Dann gilt nach (ii):

y = T(z) = T<Z>\kbk) = Y NT(b) € LH({T(b1), ..., T(bn)}).
k=1

k=1
(iv) Sei By := {x1,...,x} eine Basis von N(T'). Man ergéinze diese Basis zu
einer Basis B := {x1,...,%k, 21,---,2r}, 7 =n — k von Vi. Man bilde
yi = T(z) (ted{l,...,r})

und zeige, dafl

Bw = {y1,...,yr} (ie{l,...,r})

eine Basis von W (T'), also ein linear unabhéingiges Erzeugendensystem ist.
Dieser Beweis sei als Ubung empfohlen. Damit gilt dann

dmW(T) = r = n—k = dimV; —dim N(T).

Beispiel 3.3

Fiir n € IN sei e, definiert durch

ey = e = 1 | « (k—te Zeile)

fiir jedes k € {1,...,n}. Dann ist B := {eg?’),eg?’),egs)} die Standardbasis des

Vektorraumes V3.
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(i) Im Einfithrungsbeispiel dieses Kapitels ist dann
Py =e? . P(Y) = . P(e)) =0,

somit also
LH({P(). PEY).PE)}) = Lo({?.4)).

und mit Aussage (iii) des letzten Satzes gilt dann dim W (P) = 2 < 3.
Weiterhin ist N(P) = LH({eég)}), also dim N(P) = 1, und nach dem
Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen folgt

dimV? = 3 = 2+1 = dimW(P) + dim N(P).
(ii) In Beispiel 3.2 (ii) gilt:

dimV? = 3
dimW(Tz) = dimR = 1.

dmN(Ty) = 3-1 = 2
Nun gilt:
2 9
TQ( 1 ):0 , T2< 0 ):0,
0 -1

und die beiden Vektoren

2 5
1 und 0
0 -1

2 5
N(Ty) = LH({ (1) , (1) H.

(iii) Aufgabe
Wie sehen die obigen Uberlegungen fiir Beispiele 3.2 (v) und (vi) aus?

Eine beliebige Abbildung wird durch die Angabe aller ihrer Werte eindeutig
definiert. Hat die Abbildung hingegen besondere Eeigenschaften, so reichen
manchmal schon weniger Werte hin: so ist z.B. eine Gerade im Raum (Polynom
ersten Grades) durch die Angabe von nur zwei Punkten definiert und eindeutig
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bestimmt. Etwas allgemeiner ist ein Polynom n-ten Grades schon durch n 4+ 1
Punkte, durch welche es verlduft, definiert und eindeutig bestimmt (n € IN).

Ein solches Verhalten gibt es auch bei linearen Abbildungen. Der folgende Satz
zeigt, dafl eine lineare Abbildung schon dann als Abbildung auf dem ganzen
Vektorraum definiert und eindeutig bestimmt ist, wenn man sie nur auf einer
Basis definiert.

Satz 3.2

Seien Vi, Vo Vektorrdume iiber K, n € N, B := {v1,...,v,} eine Basis von
Viund T : Vi — V5 eine lineare Abbildung, von der nur die Werte auf B
bekannt sind:

wr = T(vg) (ke{l,...,n}).

Beh.

T ist auf ganz Vi bekannt und eindeutig bestimmt.

Beweis

(i) Existenz:

Sei € Vi. Da B eine Basis ist, gibt es (bzgl. B) eindeutig bestimmte
Koeffizienten A\ von = mit der Eigenschaft

n
r = E )\kvk.
k=1

Damit gilt:
T(x) = T(Z )\kvk) = > MT(vg),
k=1 k=1
und das Bild von x unter T in V5 ist definiert.

(ii) Eindeutigkeit:

Seien dazu S7 und Sy zwei lineare Abbildungen mit der Eigenschaft

Sl(vk) = SQ('Uk) = T(Uk) (kE{l,...,n}).
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Dann gilt:

Si(z) = S (Zn: )\kvk)
k=1

= ) ASi(w)

Frage
Wo gehen die Basiseigenschaften von B,
e Lineare Unabhéngigkeit

e Erzeugendensystem

in die Beweisfithrung ein 7

Bemerkung

Dieser Satz beinhaltet einen bedeutsamen Sachverhalt:

Die gesamte Information iiber eine lineare Abbildung ist in den Bil-
dern der Basisvektoren enthalten.

Anders ausgedriickt:

Man braucht eine lineare Abbildung nur auf einer Basis zu definie-
ren, dann ist sie automatisch iiberall definiert.

Beispiel 3.4
Fiir m,n € IN betrachte man eine lineare Abbildung 7' : V" — V™. Um T
anzugeben, reicht es zu sagen, was T mit den Basisvektoren eén) macht. Nun

ist T(e,gn)) fiir jedes k ein m-Tupel, und die Menge

(T(e(”): kefl,...,n}}
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90 KAPITEL 3. LINEARE ABBILDUNGEN

besteht aus n m-Tupeln wq,...,w, € V™, also insgesamt n - m Zahlen aus IK,
in denen die lineare Abbildung 1" gleichermafien codiert ist.

Das ist der Grund, weshalb man mit linearen Abbildungen in Computern so
effektiv rechnen kann und bestrebt ist, nach Moglichkeit durch theoretische
Uberlegungen nichtlineare Probleme auf lineare Probleme zu reduzieren.

Beispiel 3.5

Seien V; 1= V5 := V? und B := {egg),eg’),eg’)} die Standardbasis von V3.
Gemif dem letzten Satz sei die lineare Abbildung 7' : Vi — V5 durch Angabe
auf einer Basis von V; definiert durch

T(egg)) o= eg)’)
T(egg)) o= —e§3)
T(eég)) =0

Wie 148t sich die Wirkung von T beschreiben?

Losung
(%1} 3
Seidazu v:=| v2 | = > vke,(f’). Dann gilt:
v k=1
3
3 —V2
T(v) = kaT(eg)) = ’1)1653) — ’1)26(13) = 1
k=1 0

Die Wirkung von T ist also die folgende:

e Ein Vektor v € V? wird auf die (e}, e2)-Ebene projiziert.

e Diese Projektion wird danach um 7/2 im mathematisch positiven Sinne
(Gegenuhrzeigersinn) gedreht.

T 148t sich also beschreiben als Komposition (Hintereinanderausfithrung) zweier
linearer Abbildungen P und D: T = Do P.

Der néchste Satz beinhaltet, daf§ auch eine solche Komposition linearer Abbil-
dungen wieder eine lineare Abbildung ergibt:

Satz 3.3

Seien V1, Vs, V3 lineare Rdume tiber KK und seien

T‘/l—>‘/2 ) S‘/Q—>‘/3
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jeweils lineare Abbildungen. Dann ist auch

ST = SoT : Vi — V3
eine lineare Abbildung.

Beweis
Ubung.

Beispiel 3.6

Man betrachte Beispiel 3.2 (v). Nach dem letzten Satz sind mit den linearen
Abbildungen

D: P, — P, und I: P, — Puy
auch die beiden folgenden Abbildungen linear:
Dorl : P, — P, und oD : P, — P,.

Weiterhin gilt:
idp, = Dol # IoD.

Die Frage nach der eindeutigen Losbarkeit linearer Gleichungssysteme steht
in direktem Zusammenhang mit der Invertierbarkeit der sie beschreibenden
linearen Abbildungen.

Zur Erinnerung:

Fiir jede — auch nichtlineare — Abbildung f gilt:

f ist invertierbar auf W(f) <= f ist injektiv, also bijektiv auf W (f).

Zum Nachweis der Invertierbarkeit einer linearen Abbildung T miissen daher
Kriterien angegeben werden, unter denen auf die Injektivitidt von T geschlossen
werden kann.

Eine injektive lineare Abbildung darf keine zwei verschiedenen Elemente auf
dasselbe Bild abbilden, insbesondere darf sie keine zwei verschiedenen Elemente
auf die # abbilden. Da nun eine lineare Abbildung T' das Element 6 stets auf
abbildet (warum ?), folgt fiir eine solche Abbildung sofort:

T ist injektiv. == N(T') = {6}.

Fiir lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen gleicher Dimension gilt nun
wesentlich mehr:

Satz 3.4

Seien V1, V5 lineare Rdume iiber IK mit n :=dimV; =dim V5. Sei T : V; — V4
eine lineare Abbildung.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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(i) T ist invertierbar auf W(T').

(i) T ist injektiv.
(iii) N(T) = {0} (def T =0)
(iv) dimW(T)=n (rgT =n)
(v) T ist surjektiv.

(vi) T ist bijektiv.

Beweis

Der folgende Beweis wird in Form eines sog. Ringschlusses gefiihrt.

(i) < (ii):

Diese Aussage gilt fiir jede Abbildung.

(i) = (iii):

Siehe die Bemerkung vor dem Satz.

(iil)) = (iv):
Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen:

n = dimN(T) + dmW(T) = 0 + n

(iv) = (v):
Jede Basis B von W (T') ist auch Basis von Vs, also gilt: W(T') = LH(B) = V.

(v) = (vi):

Ist T surjektiv, so ist W(T') = V5, und damit gilt dim W (T") = dim V5 = n. Nach
dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen ist dann N(7") = {#}. Damit folgt
die Injektivitat von 1" aus der folgenden Argumentation:

Fiir alle u,v € Vq gelte  T'(u) = T(v)
— Tw—v)=Tu) —Tk) =10

— (u—w) e N(T)={0}
— (u—v) =10

Somit ist 1" auch injektiv, folglich also bijektiv.
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(vi) = (i):

Trivial.

Bemerkung

Dieser Satz gilt nur in Rdumen endlicher Dimension. In Beispiel 3.2 (vii) gilt
N(R) = {0}, es ist jedoch trotzdem W(R) & V*°, denn es gibt kein 2 € V™
mit der Eigenschaft R(z) = (1,0,0,...).

Definition 3.4

Seien Vi, V5 lineare Raume iiber K.
V1 heifit isomorph zu V5 : <—
es existiert eine bijektive lineare Abbildung 7 : V3 — V.

Jede solche Abbildung heifit dann ein (Vektorraum-) Isomorphismus.

Bemerkung

(i) Ist V4 isomorph zu V3, dann ist auch V5 isomorph zu Vi, denn:

T Vi — VW linear und bijektiv
— TV, - W linear und bijektiv:

Seien u :=T'(z), v:=T(y) € Vo und A € K. Dann folgt
(a) T Hu+v) = T7HT(2)+ T(y)] = THT(z+y)]
+y)=az+y =T Y u)+T 1 (v)
(b) T7* (M) = THM\T(z)] = T[T (\)]
= (T7'oT)(\x) = Mz = AT (u)
(ii) bijektiv. <= injektiv A surjektiv

T € LA(V4, Va) ist also ein Isomorphismus

—

N(T)={0y A W) =V

(iii) Es laBt sich zeigen, dafl V; und V5 genau dann isomorph sind, wenn sie
dieselbe Dimension haben. Mit anderen Worten, mathematisch, d.h. bis
auf Isomorphie, gibt es nur einen Vektorraum der Dimension n, etwa den

Raum V™.

Die iiberragende Rolle dieses Raumes bei praktischen Berechnungen wird
im néchsten Kapitel verstéindlich, wenn Matrizen behandelt werden.
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94 KAPITEL 3. LINEARE ABBILDUNGEN

3.3 Zusammenfassung

(1) Was jeder Ingenieur wissen muf:

e Definition und Beispiele von linearen Abbildungen von V" nach V™

e Beispiele nichtlinearer Abbildungen, Abgrenzung von linearen Abbil-
dungen zu nichtlinearen Abbildungen

(2) Was jeder Ingenieur wissen sollte:
e Wertebereich, Kern und Invertierbarkeit linearer Abbildungen
(3) Was jeder gute Ingenieur wissen sollte:

e Warum sind lineare Abbildungen so ,, wertvoll“?

e Was bedeutet der Begriff , Linearisierung einer Abbildung*“?
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Kapitel 4

Matrizen

Matrizen gestatten es, das ,Rechnen®“ mit linearen Abbildungen zwischen end-
lichdimensionalen Vektorraumen auf das Rechnen mit Zahlen zuriickzufiihren.

Seien m,n € Nund T : V* — V™ eine lineare Abbildung. Diese lineare
Abbildung ist iiberall bekannt, wenn bekannt ist, wie die Bilder der Elemente
einer Basis von V™ aussehen. Genauer:

Ist B:={uj,...,u,} € V" eine Basis, so braucht man nur die Menge

{op: vp=T(ug), ke{l,...,n}} C V™

zu kennen, also n m-Tupel {v1,...,v,} € V™ alson-m Zahlen aus K.

Dieser Sachverhalt soll jetzt quantitativ untersucht werden.

4.1 Matrixdarstellungen linearer Abbildungen

Seien K € {R,C}, m,n € N, T € LA(V", V™), also T" aus der Menge der
linearen Abbildungen von V" nach V™.

eg.n) = 1 | « (j-te Zeile)
0
ist fiir j € {1,...,n} ein Vektor der Standardbasis von V™.

Es ist a; := T(e}n)) e V™, also

a; = (jE{l,...,n}).

amj
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96 KAPITEL 4. MATRIZEN

n
Damit ergibt sich fiir das Bild eines Vektors z = ) z; eg.n) eVv":
j=1

n

T(z) = T(Z; xj eg-n))
=

Jj=1
alj
n n
J— . (1/2j
= D %54 > :
j=1 ]:1 .
amj
n m n
= X QA;4q €(m) = a;;X €(m)
- J ]~ - 3% )
7j=1 =1 =1 j=1
a1 + + a1y
= c ™
am1T1 + +  AmnTn
Definition 4.1
(i) Ein n-m - Tupel von Elementen aus K,
<a11,...,am1, A12y .+« s AmM2y « o« aln,...,amn>,

geschrieben in der rechteckigen Form

ail o Q1np

aAml .- Qmn

heif3t eine m x n - Matrix iiber K.

(ii) Die Menge der m x n - Matrizen wird mit M, X oder auch mit M,,x,
bezeichnet.
Bemerkung

(i) Eine m x n-Matrix hat m Zeilen und n Spalten.

(ii) Das Element a;; € K in der Matrix A € IM,,x,, steht in der i-ten Zeile
(von oben gezihlt) und j-ten Spalte (von links gezéhlt):
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(iii)

- a;j -+ | < i-te Zeile (von oben)

j-te Spalte (von links)
a;j heilt Koeffizient der Matrix A = (a;;).
Sind A = (ai;) € Myxn, B = (bij) € Mpyxn, so gilt
A=BEB = aij = bjj (te{l,....m}, j€{1,...,n}),
denn geméif der Definition als (rechteckig dargestellten) n-m-Tupeln kann

man die Gleichheit von Matrizen auf die Gleichheit von p-Tupeln zuriick-
fithren.

Zur linearen Abbildung T € LA(V™, V™) ,gehort* die Matrix

ail oo Q1np

Aml .. Qmn

J: LAV V™  —  Mpxn
T —  J(T)=A,

welche als Spalten gerade die Bilder der Einheitsvektoren e§n) hat:

m
Zai]‘ ez(m) = ayj Bgm) + .ot amy eg,T),
=1

S
—
Q)
—~
2
~—

und die hier auftretenden Koeffizienten erscheinen als j.-te Spalte der zu
T gehorenden Matrix A. Weiterhin ist die folgende Regel ersichtlich:

Spaltenzahl = Dimension des Urbildraumes

Zeilenzahl = Dimension des Bildraumes
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(v) Die zur linearen Abbildung T' ,gehérende” Matrix A := J(T') ist basis-
abhingig: wihlt man in V" und V" andere Basen, nach denen man die
Urbildvektoren = und die Bildvektoren T'(z) entwickelt, so erhilt man
andere Matrizen.

Im Moment soll das hier jedoch (noch) nicht getan werden. Aus die-
sem Grunde kann man die Abbildung 7" € LA(V", V™) mit der Matrix
J(T) = A € M,,,x,, identifizieren und sagen, T ist die Matrix A. Diese
Identifikation lauft darauf hinaus, die Abbildung J zu unterdriicken.

(vi) Im Moment werden nur Matrizendarstellungen linearer Abbildungen zwi-
schen den speziellen Vektorrdumen V™ und V™ behandelt. Wie man die-
se Definition auf andere Vektorrdume erweitert, wird spiter an einem
Spezialfall angedeutet werden, s. Abschnitt 4.4.3.

Beispiel 4.1
Sei T die lineare Abbildung, definiert durch

T: V2 — \'%&
(n) — (%)
[
o €2
Es soll die zu T bzgl. den Standardbasen gehoérende Matrix A := J(T') berechnet

werden:
T(e?) = T((é)) _ (g) SO
) =ri(2) = (3) = 0k orep

— A—J(T)—(é (1))

Das folgende Beispiel zeigt, daf die einer linearen Abbildung zugeordnete Ma-
trix selbstverstdndlich nicht immer quadratisch sein muf:

Beispiel 4.2
Die Abbildung

T: V? — A&
3.%1 — 4.%2
€1
( - ) — x1 + 239
2 21’1 — 51’2
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ist linear. Die Matrix A = J(T') bzgl. der Standardbasen berechnet sich aus

3

1
) e B I
0 —4
- r(2) - () - deap s
3 —4
zu A=JT) = |1 2
2 =5

4.2 Rechenregeln fiir Matrizen

4.2.1 Addition und Skalare Multiplikation

Im Raum IM,,, «, sollen jetzt eine Addition der Elemente und eine Multiplikation
mit Zahlen aus K so eingefiihrt werden, dafl

e die Summe A + B der beiden Matrizen A und B gerade diejenige Matrix
ist, welche zur Summe T + S der entsprechenden linearen Abbildungen
gehort:

J(T+S) = J(T)+ J(9),

e das skalare Vielfache AA der Matrix A gerade diejenige Matrix ist, welche
zum skalaren Vielfachen AT der linearen Abbildung 1" gehort:

JAT) = NJ(T).
Seien T, S € LA(V"™, V™) und gelte
alk blk

T(e](Cn)) = S ’ S(el(Cn)) = E ’ (k E {1’ ° '7n})7

Umk bmk

dann ist fir k € {1,...,n},\ e K:

ak + b1
TS = T s = |
amk+bmk
(4.1)
Aaiy
O (V) = AT (") = :
)\amk
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Ergebnis

Die zur linearen Abbildung 7'+ S gehérende Matrix J(7 + S) hat als Spalten
die Summe der Spalten von J(T') und J(S). Diese Matrix erhélt man also
durch ,gliedweise“ Addition der Matrizen J(T') und J(.5). Analoges gilt fiir die
Multiplikation mit einem Skalar.

Definition 4.2

Seien m,n € IN und K ein Zahlkorper. Im Vektorraum IM,,«, werden eine
Addition und eine Skalarenmultiplikation folgendermaflen erklart:

4+ Mpxn X Miyxn R M, xn
ain+bu - an +bip
(A,B) — A+ B:= :
m1 +bm1 0 Gmn t+ bmn
K x My, xn — M, «n
Aair - Aain
(MA) — A=
A1 0 Aamn

Satz 4.1

(M xn, +, -, K) ist ein linearer Raum der Dimension m - n. Die Nullmatrix ist
das neutrale Element bzgl. der Addition.

Beweis
Ubung. M,,x, = V™7
4.2.2 Multiplikation von Matrizen

Lineare Abbildungen lassen sich nicht nur addieren oder mit einer Zahl multi-
plizieren, sondern sie lassen sich auch komponieren (nacheinander ausfiihren).

Seien T € LA(V", V™) und S € LA(V', V™). Dann &8t sich die Abbildung
TS :=ToS: VI —— V™

betrachten, welche als Komposition linearer Abbildungen ebenfalls linear ist.

Problem

Wenn A und B die zu T und S gehorenden Matrizen sind, welche Matrix
gehort dann zu T'S?

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



4.2. RECHENREGELN FUR MATRIZEN 101

Loésung

Das ,,Produkt“ der Matrizen A und B, und das wird gerade so definiert, daf es
die Matrix der Abbildung T'S ist.

Seien
blj
l . )
S(eg)) = . ’ (] 6{]—7""l}),
bn;
a1k
T(eM) = c (ke {l,...,n}),
Amk
dann folgt
blj
l l .
) = (s = (| )
bn;
n n a1k
= YT = b |
k=1 k=1
Amk
= Yby Sawe!™ = >3 agbije™
k=1 i=1 i=1 k=1
> aik by
k=1 ! C1j
= : = : (Jefl,....1})
Y Gk by Cmj
k=1
(4.2)
mit Cij = Y G by Diese Betrachtung motiviert die folgende
k=1
Definition 4.3 (Matrizenprodukt)

Die Matrizen A € M,;,«, und B € IM,,; seien definiert durch

ail s Q1np b11 e bll

Qml .. Qmn bnl bnl
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dann wird das Matrizenprodukt von A und B definiert durch

M, X My, - M, <

c11 0 Cyy
(A,B) +— A-B:= : : ,

Cml " Cmi

wobei

Cij = Zaikbkj (z’e{l,...,m}, jE{l,...,l}).
k=1

Bemerkung

(i) Das Produkt A - B zweier Matrizen ist nur dann definiert, wenn gilt:
Spaltenzahl des linken Faktors = Zeilenzahl des rechten Faktors.

Geméf der Einfithrung von Matrizen als einer Darstellung fiir lineare Ab-
bildungen ist das aber klar:

Die Dimension des Urbildraumes der zweiten Abbildung ist die Spalten-
zahl des linken Faktors. Diese muf} iibereinstimmen mit der Dimension des
Bildraumes der ersten Abbildung, also der Zeilenzahl des rechten Faktors.

(ii) Der Koeffizient ¢;; der Produktmatrix A - B ist zu berechnen, indem man
die i-te Zeile von A mit der j-ten Spalte von B elementweise multipliziert;

das heif3t genauer:

Das Element c;; entsteht, indem die i-te Zeile von A und die
j-te Spalte von B als Elemente von V" aufgefait werden und
deren Skalarprodukt gebildet wird, s. Abb. 4.1.

S e LAV, V"), T € LAV, V™)
— (ToS)e LAV, V™)

= J(S) S Mnxl
= J(T) € Myn } —

A-B = J(T)-J(S) = J(ToS) e M,y

ToS T
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Zeile 1 S = Cij
p
a
1
t
e
J
Zeile i von A - Spalte j von B = ¢;; = > aiby;
k=1
Abbildung 4.1: Matrizenprodukt
Beispiel 4.3
2 1 0 5 (1) i -3 23
1 -1 -1 2 3 1 = -4 3
3 0 4 0 1 3 15 10

Zur praktischen Berechnung des Matrizenproduktes ist das Schema von Falk

geeignet:

Der erste (linke) Faktor wird links unten, der zweite (rechte) Faktor rechts oben

angeordnet. Das Matrixelement ¢;; der Produktmatrix C' =

A - B an der Stelle

(7,7) befindet sich dann im Schnittpunkt der i-ten Zeile von A mit der j-ten

Spalte von B, s. Abb. 4.2.

1 1 0
—2 3 ) B
0 1 4
14 2| =7 15 28
A
4 0 =3| 4 1 —12
C=A-B

Abbildung 4.2: Schema von Falk
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Satz 4.2

Seien A, B, C Matrizen geeigneter Dimension, so daf sich die folgenden Summen
und Produkte jeweils bilden lassen. Dann gilt:

(i) A(BC) = (AB)C =: ABC
(i) (A+B)C = AC + BC
(i) A(B+C) = AB+ AC

Beweis

Rechnen!

Bemerkung

(i) Sind m,n,l € N mit m # I, A € My,xpn, B € M,,«;, dann existiert das
Produkt AB, nicht jedoch das Produkt BA.

(ii) Sind m,n € IN,m # n, dann sind fir A € M;;,xp, B € M,,xs, sowohl AB
als auch BA definiert, es gilt jedoch

AB € Mpmxm,
BA € MnXTN

also insbesondere AB # BA.

(iii) Auch im Fall A, B € M,,x,, also im Fall quadratischer Matrizen, ist i.a.
AB # BA, d.h. das Matrizenprodukt ist nicht kommutativ.

i () (3 )

-2 4 1 2 6 12
= ()60 = (5 5)
1 2\ /-2 4 00
pa= (1)) - (o)
Dieses Beispiel zeigt dariiberhinaus:
Es gibt Matrizen A # O, B # O mit der Eigenschaft

Beispiel 4.4

(4.3)

A-B =0 (Nullmatrix).

Die Multiplikation von Matrizen ist also nicht nullteilerfrei.
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(iv) Mit der Matrizenmultiplikation als (neben der Addition zweiten) Ver-
kniipfung bildet M, x,, einen Ring, welcher allerdings Nullteiler enthélt.
Das neutrale Element bzgl. der Multiplikation ist die Einheitsmatrix.

Bemerkung fiir Eingeweihte

Ring = Gruppe + Halbgruppe
Algebra = Vektorraum -+ Halbgruppe

Die (n x n)-Matrizen bilden also eine Algebra mit Einselement.

Problem

IM,,,x1-Matrizen und V™-Vektoren lassen sich in der Schreibweise nicht unter-
scheiden. Der Kalkiil der Matrizen ist jedoch so angelegt, dafl man zwischen
beiden Groéflen gar nicht zu unterscheiden braucht!

Sei dazu
ail AT

A= JT) = € Myxn.

aml .. Amn

z1

o Fir z = : € V™ ist

T(z) = T(Zmiegn)) — ZilxiT(eE”))

=1

n
‘ > a1

n a4 i=1

= Xm| = : S
=1 n
s

m D Umi T

i=1

e Zum gleichen V™-Vektor bzw. zur gleichen (m x 1)-Matrix gelangt man
aber, wenn man die Matrix A mit der (n x 1)-Matrix

T
€ IM:n><1

Tn

nach den Regeln der Matrizenmultiplikation multipliziert:

n
> anw;
aipr ... Qin T i=1
— . 6 ]me]_.
a a x n
ml .- mn n Z Gmi Ti
=1
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Die Bilder T'(x) (x € V") lassen sich also dadurch berechnen, dafl man die
(zu T bzgl. der Standardbasen in V" und V™ gehérende) Matrix A = J(T')
von rechts mit der (n x 1)-Matrix z = (71 z2 ... 2,)7 multipliziert und das
Ergebnis als V™-Vektor auffaft.

Indem man also den Isomorphismus (Definition 3.4)

F: V" — M, «1
z1 €1
—
Tn T

yunterdriickt* und damit V"-Vektoren mit (n x 1)-Matrizen identifiziert, so
kann man auch den Isomorphismus

J: LA(V",Vm) — M 5n
T — J(T)=A4A

yunterdriicken“ und die Abbildung 7" € LA(V", V™) mit der zugehorigen Ma-
trix A € M,,xpn bzgl. der Standardbasen identifizieren. Zwischen 7" und A
braucht also in Zukunft nicht mehr unterschieden zu werden.

Allerdings gilt das nur, wenn sowohl im Urbildraum V" als auch im Bildraum
V™ zur Darstellung der die lineare Abbildung T beschreibenden Matrix
A = J(T) jeweils die Standardbasis verwendet wird.

4.3 Matrixdarstellung beliebiger linearer Abbildun-
gen

Sind V7, V5 beliebige n bzw. m-dimensionale Vektorrdume, also nicht notwendig
gleich V™ oder V™, und ist T : Vj — V5 eine lineare Abbildung, so erhélt man
eine (basisabhingige!) Matrixdarstellung von 7" wie folgt:

(i) Man wiahle in V; und V4 je eine Basis
B = {bla'”vbn} - ‘/17
D = {di,....dn} C V.

(ii) Die lineare Abbildung 7', angewandt auf ein Element b; € B, liefert ein
Element y; € V5, welches sich als Linearkombination der Basiselemente d;
darstellen 148t:

T(bj) = yj = Y aij i
=1
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(iii) Die Matrix

A =

ist die Matrizendarstellung von T bzgl. der Basen B und D: die Spalten
von A sind die Komponenten der Bilder der Basisvektoren der Basis B
von Vi bzgl. der Basis D von V5.

Beispiele 4.5
Fiir n € IN betrachte man den Raum IP,, mit der Basis B, definiert durch

P, := {p: p ist Polynom mit Grad p < n},
B := {1,z,2°, ... 2"}.
Man definiere zwei Abbildungen D und I durch

D: IPn — IPn—l

/

Durch Anwendung von D und I auf die jeweiligen Basiselemente und nachfol-
gender Entwicklung im Bildraum erh&lt man

(i) Abbildung D:

D’ = 0 = 0-2°40-a'+... 402"
D) = 1 = 1-2°40-2'+...4+0-2"!
(4.4)

D(ZE”) — n:E"_l = 0.x0—|—0-$1—|—...+n'$n_1

01 0 - 0

002 - 0
— J(D) = . S IMnX(nJrl)

000 n
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(ii) Abbildung I:

12 = o = 0-2°4+1-2'+...+0-2""!
I(zY) = %2 = 0-2°+0-2'+...+0 27!
(4.5)
Iz = £ = 02402l +...+ 2.2
0 0 0 0
1 0 0 0
. J) = |0 30 01 € My 1)en
000 1
Hierbei gilt:
JID)-J(I) = E, € My,
(4.6)
JI)-J(D) # Eny1 € Mugnxmer)
wegen
(Del)(p) =p »  ([eD)(p) =p—p0)-L

Was hat man nun davon, fiir diese beiden linearen Abbildungen eine Matrizen-
darstellung zur Verfiigung zu haben? Dadurch wird man in die Lage versetzt,
die Ableitung bzw. eine Stammfunktion eines Polynoms einfach dadurch ,aus-
zurechnen®, dafl man sich ausschliellich mit seinen Koeffizienten beschéftigt
und das Polynom ,,nur“ als Element eines geeigneten Raumes V" auffafit. Solch
eine ausschliefSlich numerische Behandlung des Problemes der Differentiation
und Integration liefert eine Idee, wie diese Operationen als Algorithmen auf
einem Computer ablaufen. Dadurch wird auch die {iberragende Bedeutung der
Spaltenrdume V" aufgezeigt.

Die vorstehenden Uberlegungen sollen an einem Beispiel demonstriert werden:

Beispiel 4.6
Seien n = 3 und p € P53 das Polynom, definiert durch

p(z) = 1+4z — 322 +122° (x € R).

Beziiglich der Basis B = {1,z, 22,23} in P3 (P3 ist vierdimensional!) erhélt
man fiir die Abbildungen D und I die folgenden Matrizendarstellungen:

00 00
0100 1 000
JD)=[0 0 2 0] € M3xg JI)=10 3 0 0| € Msya.
000 3 00 1 0

000 1%
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Damit lassen sich die Ableitung und eine Stammfunktion von p einfach dadurch
berechnen, dal man eine Matrix-Vektor-Multiplikation durchfiihrt:

0100 A 4
0020)| 4 |=1=6],
000 3 s 36
0000 ) 0
1000 A 1
03 00 .| = 2

1 o —
00 30 1 1
000 & 3

Wie man leicht nachrechnet, gilt tatsédchlich
pz) = 41 —6-x+ 36-22

X
/p(t)dt = 0-141-z+2-22—-1-2°+3-2%
0

4.4 Beispiele ausgezeichneter Matrizen

In diesem Abschnitt werden einige ausgezeichnete Matrizen aufgelistet, um den
Sprachgebrauch zu vereinfachen. Bis auf die ersten beiden Anstriche beziehen
sich alle anderen Fille auf den Fall sog. quadratischer Matrizen, d.h. m = n.

(i) TransponierteMatrix
Die Transponierte einer Matrix entsteht durch Spiegelung an der Haupt-

diagonale:
ailr -+ Qln air o Gml

A= Dl eMyy, = AT = : Dl € My
am1 - OGmn Qln - OAnm

1 2 3 L4
4 5 6 3 6

(ii) Adjungierte Matrix
Die adjungierte Matrix spielt nur dann eine Rolle, wenn K = C gilt; sonst
ist sie gleich der Transponierten. Im Gegensatz zur letzteren mufl man
zusétzlich zur konjugiert komplexen Zahl iibergehen:

aip -+ Qin air o Gml
A= €M = A= - | € My
aml - Omn Q1p - Qpm
1 241 . 1 241
A::<2—i 3 >€IM2><2 — A ::<2—i 3 >€IM2><2
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(viii)

1 2—1i
241 3
a;j reell, so gilt: A* = AT,

Man beachte: AT = ( > # A. Sind jedoch alle Koeffizienten

Quadratische Matrix
Eine Matrix mit genauso vielen Zeilen wie Spalten heifit quadratisch. Fiir
eine quadratische Matrix A € M, «x» gilt also stets: m =n, A € My «n.

Dreiecksmatrix
a1 0O o --- 0 a1 a2 a3 -+ Qin
a1 azx O - 0 0 ag azz -+ aoy
anl Aap2 Aap3 -  GOnpp 0 0 0 o Opn
untere Dreiecksmatrix obere Dreiecksmatrix
a;; =0 firi<j a;; =0 firi>j
Diagonalmatrix

Eine Diagonalmatrix ist eine quadratische Matrix, welche nur in der
Hauptdiagonale moglicherweise von 0 verschiedene Werte besitzt:

A Diagonalmatrix == a;; =0 fiir i#j
Einheitsmatrix
A Diagonalmatrix A a; =1 (te{l,...,n})

Invertierbare Matrix

Eine quadratische Matrix A € IM,,«,, heiit invertierbar, wenn es eine an-
dere quadratische Matrix B € IM,,«,, gibt, so daf} gilt:

A-B =B-A=F.

B heifit die zu A inverse Matrix. Sie ist im Falle ihrer Existenz eindeutig
bestimmt und wird mit A~! bezeichnet.

Beispiel

(1 2 (-2 1 8 S
A= (3 ) 8= (5 1) — aB=(y §)-E-4

Regulédre und singulidre Matrix

A heiit regulir = A ist invertierbar
A heifdt singulér = A ist nicht invertierbar

Satz 4.3

A regulir <= Spalten (Zeilen) von A sind linear unabhéngig
A singuldr <= Spalten (Zeilen) von A sind linear abhéngig
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(ix)

(xii)

(xiii)

Nullteiler

1 2 -2 4 0 0
a=(y ) = (7 4) = an=() )

Man beachte, dafl A und B beide singulir sind.

Nicht kommutative Matrizen
Fiir die Matrizen des letzten Anstriches ist

pa= (74060

Symmetrische Matrix

6 12
<—3 —6> 7 4-B

A heifit symmetrisch <= A= A"
Es gilt also
Qi = aji (Z,] S {1,,77,})

daraus folgt insbesondere, dafl Hauptdiagonalelemente stets reell sind.

Beispiel

—i
= A" ist symmetrisch.

N
I
e O =
=N O

4
3
Orthogonale bzw. unitire Matrix

Eine reelle (komplexe) Matrix hei8t orthogonal (unitér), wenn gilt:

A-AT = F (A-A* = E).

Insbesondere sind orthogonale (unitére) Matrizen invertierbar (warum?).

.. o cos¢ sing
Beispiel A := (_ sing cos
Man beachte:

Die Spalten (Zeilen) einer orthogonalen Matrix bilden eine ONB.

) ist fiir ¢ € R eine orthogonale Matrix.

Idempotente Matrix
Eine Matrix A € M,,x,, mit A? = A heifit idempotent.

Beispiel
1 00
A:= 010
000

Idempotente Matrizen sind die Darstellungen von Projektionsabbildun-
gen.
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(xiv) Nilpotente Matrix
Eine Matrix A € M, x, heiit nilpotent, wenn es ein p € IN gibt mit

AP = 0.
Beispiel
0 11
A:= 1001
0 00

ist nilpotent, denn es gilt: A% = O.
Nilpotente Matrizen sind stets singulér. Es ist

0 = R(A%) S R(A*) S R(A) S RA’=E) = V.

4.5 Rang einer Matrix

Als Rang einer linearen Abbildung 7': Vi — V2 wird die Grofle dim W (T')
definiert: rgT := dim W(T'). Entsprechend versteht man unter dem Rang einer
Matrix den Rang der zugehorigen linearen Abbildung T = J~!(A).

Definition 4.4

Seien
ail oo Q1np
A = : : = J(T), also A€ Myxn;
Aml .. Qmn
ayj
a;S) = : (je{1,....,n}) (Spalten von A);
Amj

al?) = (@it - aim) (te{l,...,m}) (Zeilen von A).

(i) Der Rang der Matrix A wird definiert als Rang der zugehérigen linearen
Abbildung;:

g (A) == dimW[T =J"14): V" — V™].

(ii) Der Spaltenrang der Matrix A wird definiert als die Maximalzahl linear

unabhéngiger Spalten ag-s), aufgefafit als Elemente von V'™ = M, 1.

(iii) Der Zeilenrang der Matrix A wird definiert als die Maximalzahl linear

(2)

unabhéngiger Zeilen a,”’, aufgefafit als Elemente von V"™ = IM;,.
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Aufgrund des folgenden Satzes braucht man zwischen den drei Definitionen fiir
den Rang einer Matrix gar nicht zu unterscheiden:

Satz 4.4

(i) rg (A) = Spaltenrang von A

(i) Spaltenrang von A = Zeilenrang von A

Es ist also gerechtfertigt, vom Rang einer Matrix schlechthin zu sprechen.

Beispiel 4.7

Beweis von Satz 4.4

(i) Sei B := {egn), . .,e&n)}, also B die Standardbasis von V". Die Bilder
dieser Standardbasis unter der linearen Abbildung 7" erzeugen W (T'):

W(T) = W[J"Y(A)] = LH ({T(egm),...,:r(egn))}).

Nun bestehen die Spalten der Matrix A gerade aus diesen Bildern. Damit
ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Elemente dieser Bilder, der Rang
der Matrix A, gleich der Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten von A,
dem Spaltenrang von A.

(ii) Siehe das Buch ,Lineare Algebra“ von K. Jénich.

Einer der wichtigsten Griinde, sich mit Vektoren aus V" und Matrizen zu
beschiftigen, besteht darin, die hier entwickelten Uberlegungen und Resulta-
te zur Losung linearer Gleichungssysteme nutzbar zu machen. Dazu wird ein
Beispiel betrachtet.

Beispiel 4.8

Gesucht sind die Teilstrome I, Is, I3, I4 in Abhéngigkeit von den Widersténden
Ry, Ro, R3, R4 und der Gleichspannung U. Drei Maschenregeln und eine Kno-
tenpunktsregel fithren auf das folgende lineare Gleichungssystem

IL1Ri + IZRs = 0
IsR3 + IL4tRy = O

LRy + I3R3 = U
I — I — I3 + n = 0
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H }i
I R

na .
ﬁ R, -

Abbildung 4.3: Schaltung mit vier Widerstdnden

Dieses System linearer Gleichungen l48t sich in Form einer Matrix-Vektor- Glei-
chung schreiben:

Ri Ry, 0 0 I 0
0 0 Ry Ra|[ L | [ o0
Rl 0 Ry 0 L |~ (U |
1 -1 -1 1 I 0

also in der Form Az = b.

Wenn man weif3, dal A invertierbar ist und die inverse Matrix A~! kennt, so
148t sich die Losung ( ~ der ,Losungsvektor) sofort hinschreiben:

r = A1 (Az) = A7
Die inverse Matrix erhilt man

e mit Hilfe des Gau-Algorithmus  oder

e mit Hilfe von Determinanten und Adjunkten.

Im vorliegenden Beispiel ergibt sich mit der Abkiirzung

det(A) = RiRoRs + RiRoRy + R1R3sR4 + RoR3Ry

fiir die sog. Determinante der Matrix A die inverse Matrix zu

1
A7l = )
det(A)
R3Ry —RoR3 RoR3 + RoRy  RoR3Ry
RiR3 + R1 Ry + R3Ry R1R3 —R1R3 — iRy —R1R3Ry
—Ri1Ry RiRy RiRy+ RoRy —RiRoRy
R1R3 RiRy + RiR3+ RoR3 —RiR3 — RoR3  RiRoR3
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und damit die (hier: eindeutig bestimmte) Losung des linearen Gleichungssy-
stems zu

I 0 Ro(Rs + Ry)
I 4! 0 _ U ' —Rl(Rg + R4)
I3 U det(A) Ry(Ry + R2)
Iy 0 —R3(Ry + Ry)

An diesem konkreten Beispiel erkennt man dariiberhinaus, dafl es sehr wohl
sinnvoll sein kann, andere als nur dreidimensionale Vektoren zu betrachten.
Man kann diese zwar nicht mehr geometrisch interpretieren, mit ihnen aber
genauso rechnen.

Dieses lineare Gleichungssystem ist durch die Bereitstellung der inversen
Matrix A~! gelost worden.

Problem

e Gibt es zu jeder Matrix eine inverse Matrix?

e Wenn ja, wie erhélt man diese dann?

Der Beantwortung dieser Fragen ist der Rest dieses Abschnittes gewidmet.

Definition 4.5

Unter einer elementaren Zeilenumformung versteht man eine der folgenden Ope-
rationen

(i) Vertauschung zweier Zeilen
(ii) Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl A # 0

(iii) Addition einer Zeile zu einer anderen

Zusammen bedeuten (ii) und (iii):

Addition einer Linearkombination von Zeilen zu einer anderen Zeile.

Bemerkung

(i) Es ist unmittelbar einleuchtend, daf die Operationen der elementaren Zei-
lenumformung mit den einzelnen Zeilen eines linearen Gleichungssystems
durchgefiihrt werden kénnen — und damit mit den Zeilen der um b er-
weiterten Koeffizientenmatrix (A, b), — ohne daf sich die Losungsmenge
dndert.

(ii) Analog ist eine elementare Spaltenumformung definiert. Fiihrt man ei-
ne solche jedoch mit den Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems
durch, so dndert sich die Anordnung der Variablen; dariiber ist dann ge-
gebenenfalls Buch zu fiihren.
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Die zuletzt gemachten Ausfithrungen sollen die Motivation dafiir liefern, warum
man sich iberhaupt mit dem Rang einer Matrix und sog. rangerhaltenden Ope-
rationen beschiéftigt.

Beispiel 4.9

Nach einer Serie elementarer Umformungen kann eine Matrix kaum wiederzuer-
kennen sein. Man beobachte, wie die folgende (3 x 3)-Matrix durch elementare
Umformungen gleichsam ,abgerdumt* wird:

1 11 1 11 1 11 1 10 1 0 0
22 2] — 1000} — 0 OO} — |0 O0O0] — 0 0 O
3 3 3 3 3 3 0 00 0 00 0 0 0

Trotz dieser umfangreichen Verinderungen bleibt ein wichtiges Merkmal der
Matrix erhalten, ndmlich ihr Rang:

Satz 4.5

Elementare Zeilen- oder Spaltenumformungen dndern den Rang einer Matrix
nicht.

Beweis

Elementare Zeilenumformungen éndern die lineare Hiille der Zeilen nicht, also
auch nicht den Zeilenrang, welcher die Dimension dieser linearen Hiille ist. Ent-
sprechend &ndern elementare Spaltenumformungen den Spaltenrang nicht. Da
Zeilen- und Spaltenrang gleich und gleich dem Rang der Matrix (als Darstellung
einer linearen Abbildung) sind, folgt die Behauptung.

Nicht im Satz aufgefiihrt, jedoch unmittelbar klar ist, daff man bei einer Matrix
Null-Zeilen oder Null-Spalten hinzufiigen oder weglassen kann, ohne daf} sich
der Rang &ndert.

Es gibt Matrizen, deren Rang sich unmittelbar ablesen 148t:

Satz 4.6

Sei A € M,,«,. Seien die ersten » Hauptdiagonalelemente ungleich Null und die
letzten n — r Zeilen sowie alle Elemente unterhalb der Hauptdiagonale Null:

a1
0 a9 *
A = 0 0 Ay

Il
.

Beh. rg(A4)
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Beweis

Weglassen der letzten (n — r) Zeilen &ndert den Rang nicht, und die ersten r
Zeilen sind linear unabhéngig (warum?).

Ziel im folgenden
Transformation einer Matrix mittels elementarer Umformungen derart, daf sie

die obige Gestalt bekommt.

Beispiel 4.10

1 1 1 3
0 2 0 2
'8 1 -2 -2 Il := I+ Il
4 2 8 IV = IV + (=2)xI
11 1 3
0 2 0 2
- lo o -1 1
0 0 2 IV = IV 4 (=1)«II
11 1 3
_ |02 02
00 -1 1
00 0 O letzte Zeile streichen
11 1 3
= rg {0 2 0 2
00 —1 1

4.6 Invertierung einer Matrix

Die im letzten Abschnitt behandelten elementaren Zeilenumformungen kénnen
dazu benutzt werden, eine (regulidre) Matrix A € IM,,, zu invertieren.

Satz 4.7

Seien n € N, A, B,C € M, ,, und gelte A - B = C. Uberfithrt man A bzw. C
durch dieselben elementaren Zeilenumformungen in A" bzw. C’; so gilt:

A-B = (.

Beweis
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A ) B = C

Wenn man in A (nicht in B!) zwei Zeilen vertauscht, so geschieht in der
Produktmatrix C' offenbar dasselbe. Ebenso bewirken die Multiplikation der
i-ten Zeile von A mit einer Zahl A # 0 und die Addition eines Vielfachen der
i-ten Zeile zur j-ten Zeile dasselbe in der Produktmatrix C.

Wegen A - A~! = FE lautet die Nutzanwendung des letzten Satzes auf das
Problem der Matrixinvertierung;:

Folgerung

Transformiert man A durch elementare Zeilenumformungen in F, so verwandeln
dieselben elementaren Zeilenumformungen E in X = A~

A - A = E
il !
E - A = X = A1

Es bleibt also nur noch zu iiberlegen, wie man eine invertierbare Matrix durch
die Operationen

e Vertauschung zweier Zeilen
e Multiplikation mit einer Zahl A # 0

e Addition einer Zeile zu einer anderen

in die Einheitsmatrix verwandelt. Dazu ein

Beispiel 4.11

Sei
1 0 11
1 1 21
A = 0 -1 0 1 , A€ Myyy.
1 0 0 2

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



4.6. INVERTIERUNG EINER MATRIX 119

1 0 11 1 0 0O
1 1 21 01 00
Anfang: A = 0 -1 0 1 0010l = F
1 0 0 2 00 01
1 0 1 1 1 0 0 0
. 0 1 1 0 -1 1 0 0
1. Schritt: 0 -1 0 1 0 0 1 0
0O 0 -1 1 -1 0 0 1
1 0 1 1 1 0 0 O
) 01 1 0 -1 1 00
2. Schritt: 00 1 1 111 0
00 —-1 1 -1 0 0 1
1 01 1 1 0 0 O
. 01 10 -1 1 00
3. Schritt: 00 1 1 1110
00 0 2 -2 1 1 1
2 0 2 0 4 -1 -1 -1
. 0110 -1 1 0 0
4. Schritt: 00 2 0 0 1 1 -1
00 0 2 -2 1 1 1
2 0 0 0 4 -2 =2
) 02 00 -2 1 -1 1
5. Schritt: 00 2 0 0 1 1 1
00 0 2 -2 1 1 1
1 0 0O 2 -1 -1 0
o o100 -1 1/2 -1/2 12| .,
6. Schritt: FE = 00 1 0 0 1/2 1/2 —1/2 A
00 0 1 -1 1/2 1/2 1/2

Ersichtlich ist das Procedere das folgende:

e In den ersten drei Schritten wird eine obere Dreiecksmatrix erzeugt.
e In den weiteren zwei Schritten wird das rechte obere Dreieck abgerdumt.

e In einem letzten Schritt schlieBlich werden nur Einsen in der Hauptdia-
gonale stehengelassen.
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4.7 Zusammenfassung

(1) Was jeder Ingenieur wissen muf:

e Rechenregeln fiir Matrizen

Beispiele ausgezeichneter Matrizen

e Rang einer Matrix

Invertierung einer Matrix mit dem Gaufl-Algorithmus
(2) Was jeder Ingenieur wissen sollte:

e Was ist die Matrixdarstellung einer linearen Abbildung von V™ nach
V™ und wie berechnet man sie?

(3) Was jeder gute Ingenieur wissen sollte:

e Was ist die Matrixdarstellung einer linearen Abbildung einer beliebi-
gen linearen Abbildung und wie berechnet man sie?

e Zusammenhang des Rangs einer Matrix mit dem Rang der zugehorigen
linearen Abbildung, Dimensionsbetrachtungen
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Kapitel 5

Lineare Gleichungssysteme

Im Anschlufl an die Bemerkung auf p. 105 wurde festgestellt, daf} die folgenden
beiden Begriffe nicht unterschieden zu werden brauchen:

e Lineare Abbildungen '€ LA(V™, V);

e ihre jeweilige Matrixdarstellung A = J(T') € M,,,x,, bzgl. der Standard-
basen in den Rdumen V" und V™.

Von dieser Identifikation wird im folgenden Gebrauch gemacht. So wird von
einer Matrix A € M,,x,, als von einer linearen Abbildung A € LA(V", V™)
gesprochen; insbesondere i3t sich eine Matrix A also auf einen Vektor z € V"
yanwenden*, als Ergebnis erhélt man einen Vektor b € V™. Ax =b.

5.1 Grundbegriffe und Beispiele

Definition 5.1
Seien A = (ai;) € Mp,xr, und (b1,...,by) € R™. Dann heifit

anry + apr2 + ...+ apr, = b
ao1x1 + a99xs + ...+ asprn, = b
Am1T1 + Am2T2 + ... + GppTn = by

ein lineares Gleichungssystem.

Dabei gelten die folgenden Bezeichnungen:
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linear die z; treten nur in der ersten Potenz auf
Tlyenn, Ty die Unbekannten des Systems
A = (a;j) die Koeffizientenmatrix des Systems
a;j die Koeffizienten des Systems
b; =0 homogenes System
i€{1,...,m}
V b#0 inhomogenes System
ie{l,....m}
Ein n-Tupel (x1,...,2,) € R"™ heifit eine Ldsung des linearen Gleichungs-

systems , falls

(tef{l,...,m})

ai1r1 + aprs + ... + aippr, = b;
erfiillt ist, also alle m Gleichungen ,gleichzeitig”.

Bemerkung

In die Sprache der Matrizen iibertragen, 148t sich ein lineares Gleichungssystem
als Matrix-Vektorgleichung Ax = b schreiben, und unter der Ldsungsgesamtheit
versteht man die Menge

Lg(Ab) = {z: 2 € V", Az =0}

Das lineare Gleichungssystem heif3t Isbar = Lg(A,b) # 0.

Beispiele 5.1

Die im folgenden aufgefiihrten drei Beispiele sind in gewisser Weise typisch fiir
die Phénomene, welche bei linearen Gleichungssystemen auftreten kénnen. In
allen drei Fillen gilt Az = b mit A € Mzyo, z € V2, be V3.

(i) Das lineare Gleichungssystem

1 2 5 r1 4+ 229 = 5
A=(0 1), b= 2 — Ty = 2
1 3 7 1 + 3x9 = 7

1
hat genau eine Lisung, ndmlich x = ( il ) = < 9 >
2

(ii) Das lineare Gleichungssystem

1 2 9 r1 + 229 = 5
A=|[0 1 s b= 2 — Ty =
1 3 1 r1 + 3x9 = 1

hat keine Lésung. Aus den ersten beiden Gleichungen ergibt sich zwar
x1 =1, o = 2, jedoch erfiillen diese Werte die dritte Gleichung nicht.
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(iii) Das lineare Gleichungssystem

1 2 5} r1 + 219 = 5}
A=1 2 4 1, b:= 10 — 2r1 + 4x9 = 10
-1 -2 -5 —x1 — 2x9 = =5

hat unendlich viele Losungen, ndmlich

r — T1 o 5 — 2%’2 o 5 + —2
N 9 N o o 0 2 1)’
wobei x2 € R beliebig gewéhlt werden kann.

An diesen drei Beispielen erkennt man:

e Die Anzahl der Gleichungen oder die Anzahl der Unbekannten des Sy-
stems haben nichts zu tun mit der Losbarkeit eines linearen Gleichungs-
systems.

e Im Falle der Losbarkeit haben die Anzahl der Gleichungen oder die Anzahl
der Unbekannten des Systems nichts zu tun mit der Anzahl der Losungen.

e Auch wenn die Anzahl der Gleichungen geringer ist als die Anzahl der
Unbekannten des Systems, konnen Félle von Unl6sbarkeit auftreten. So
hat das inhomogene lineare Gleichungssystem

Ty + T + 23 = 1

5.1
1 + x2 + w3 = 2 (5:1)

keine Losung. Im Falle eines homogenen Systems kann Unlosbarkeit in
einem solchen Fall allerdings nicht eintreten.

Aufgabe

Man begriinde geometrisch, warum das System (5.1) keine Losung hat.

Haufig bezeichnet man die Losungsgesamtheit eines linearen Gleichungssystems
als die Lésung oder die allgemeine Ldésung. Meint man hingegen irgendein
Element der Losungsmenge, spricht man héufig von einer Ldisung oder einer
speziellen Lisung des Systems.

5.2 Struktur der Losungsmenge

Aufgrund der Kenntnisse iiber lineare Abbildungen und Matrizen ergeben sich
sofort einige Resultate iiber die Losbarkeit und die Losungen eines linearen
Gleichungssystems.
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Satz 5.1
Das Gleichungssystem Az =b ist losbar

—
A und die um b erweiterte Matrix (A, b) haben denselben Rang:

ail ... Qin a1l ... Qip b1

amli .- Qmn aml .- Qmn bm

Beweis

” :> “:

Az = b sei losbar. Dann ist b € W(A). W(A) ist die lineare Hiille der Spalten-
vektoren von A, also 1483t sich b aus diesen Spaltenvektoren linear kombinieren,
also folgt rg (A) = rg (A,b).

2 ¢ “:

Umkehrung von ,, = “.

Der folgende Satz beschreibt die Struktur der Losungsmenge eines linearen
Gleichungssystems vollstédndig:

Satz 5.2
(i) Lg(A,0) = N(A)

(ii) Seien b € V™ und x9 € Lg(A,b), also z( eine (spezielle) Losung des
(als Matrix-Vektorgleichung geschriebenen) linearen Gleichungssystems
Ax = b. Dann gilt:

Lg(A,b) = {zo+x: z € N(A) geeignet} =: z¢o + N(A).

In Worten:
Die Gesamtheit der Losungen eines inhomogenen Systems ist gegeben
durch

e cine spezielle Losung des inhomogenen Systems — +

o die Gesamtheit der Losungen des zugehorigen homogenen Systems.

Beweis

(i) Trivial. Insbesondere ist die Losungsgesamtheit eines homogenen Systems
ein linearer Teilraum von V". Aufgrund von 6 € N(A) = Lg(A,0) ist
das homogene System stets losbar, es gilt also immer

Lg(A,0) # 0.
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(i) , 2 “
Sei x € N(A), dann ist
Ao +3) = Alzo) + A(x) = b+0 = b,
also (xo+z) € Lg(A,b).
» ©
Sei v € Lg(A,b), dann ist
A(v —z0) = A(v) — A(wo) = b—b =0,
also (v — xg) € N(A), also
VvV =29+ T

fiir ein geeignetes z € N(A).

Lg(A,b)
Lg(A,0) = N(4)

Zo

Abbildung 5.1: Losungsgesamtheit eines inhomogenen linearen Gleichungssy-
stems

Beispiel 5.2

Das lineare Gleichungssystem Ax = b mit
A= 1 -2 : bo— -3 - T — 233‘2 = -3
2 —4 —6 207 — 4z = —6
hat die Losungen

() () - ()en(l) men

Damit dieses Beispiel zur Abbildung 5.1 ,pafit“, mufl eine andere spezielle

Losung gewéhlt werden:
-3 2
() +=(1)

= (2)-
= () (7)) @-n(7)
S (1)(3) v

= z9 + A\u (A €eR).
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Folgerung
Ist o € Lg(A,b) und ist {uy,...,u,} eine Basis von N(A), so ist

Lg(A,b) = {xo + Z Aui s A eR geeignet};
i=1

dabeiist r = dimN(A) = n—rgA.

Beweis

Folgt unmittelbar aus dem letzten Satz. Die Beziehung

dimN(A) = n—rgd
ist gerade der Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen.

Folgerung
Das lineare Gleichungssystem Ax = b sei losbar, es gelte also Lg(A,b) # 0.
Dann gilt:

Das System ist eindeutig losbar <= N(A) = {6}, d.h. rg A =n.

Beweis

Sei xg € Lg(A,b). Dann gilt nach dem letzten Satz
Lg(A,b) = 20+ N(A).

Folgerung
Ist A € M, x, (quadratische Matrix, ~ n Gleichungen fiir n Unbekannte), so
gilt

Das System ist eindeutig l6sbar <= A ist invertierbar, d.h. A~} existiert.

Beweis

2 :> “:

Das System Az = b sei eindeutig losbar. Insbesondere ist es dann 16sbar, also gilt
Lg(A,b) # 0. Die eindeutige Losbarkeit erfordert N(A) = {6}, denn sonst giibe
es verschiedene Losungen. Dann ist A aber injektiv, wegen A € LA(V" V")
auch surjektiv, also bijektiv, also invertierbar.

” C “:

In diesem Fall 148t sich die eindeutig bestimmte Losung sofort hinschreiben:

r = (A'A)z = A7 (Az) = A7Mb,

Bemerkung

Wenn A € LA(V", V") invertierbar ist, dann héngt die Losbarkeit des Systems
also von b gar nicht ab: zu jedem Vektor b € V" existiert (genau ein) Urbild
x € V" mit der Eigenschaft Az = b.
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5.3 Gauf3’scher Algorithmus

Der Gaufy’sche Algorithmus ist das Verfahren zur praktischen Losung linearer
Gleichungssysteme, insbesondere dann, wenn die Zahl m der Gleichungen oder
die Zahl n der Unbekannten grof} ist, also etwa n > 4.

Zuerst wird ein Ergebnis notiert, welches die Auswirkungen von elementaren
Zeilen- oder Spaltenumformungen auf die Losungsmenge untersucht:

Satz 5.3
Wird die erweiterte Matrix (A, b) mit Hilfe elementarer Zeilenumformungen zu

einer Matrix (A’, V') verdndert, so gilt:

Lg(Ab) = Lg(AY).

Beweis

Elementare Zeilenumformungen, durchgefithrt an der erweiterten Matrix
(A,b), entsprechen elementaren Zeilenumformungen, durchgefithrt an den
Gleichungen des vorliegenden linearen Gleichungssystems. Diese beeinflussen
aber die Losungsmenge nicht.

Ganz anders dagegen verhélt es sich mit elementaren Spaltenumformungen:

Vertauscht man die Spalten ¢ und j, so erhélt man aus der Losungsmenge des
neuen Systems die des alten Systems dadurch, dal man in jedem Losungsvektor

x1
x = : ev”

Ln

die Komponenten x; und x; vertauscht.

Man kann also zur Vereinfachung des Systems auch elementare Spaltenumfor-
mungen zu Hilfe nehmen, mufl dann aber iiber die Umformungen Buch fiihren,
um die Losung am Ende richtig interpretieren zu kénnen.

Im folgenden wird zuerst ein quadratisches lineares Gleichungssystem mit in-
vertierbarer Koeffizientenmatrix behandelt, im nichsten Abschnitt dann der
allgemeine Fall.

5.3.1 Quadratisches lineares Gleichungssystem mit invertierba-
rer Koeffizientenmatrix

Im Grunde ist dieses Verfahren schon in Kapitel 4.6 bei der Invertierung einer
Matrix A € M,,x, angewandt worden:
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(n)

Ausgehend von der j-ten Spalte b := €; der Einheitsmatrix wird durch ele-
mentare Zeilenumformungen der um die Spalte b erweiterten Matrix

(4,0) = (4,el)

diese solange umgeformt, bis sie die Gestalt (F, ¢;) aufweist. Der Vektor ¢; ist
dann die j-te Spalte der inversen Matrix A~!:

A-A"' = FE = Acj = egn) (je{L,...,n}).

In Kapitel 4.6 wurde dieses Verfahren simultan fiir alle n Spalten e\ auf einmal

J
durchgefiihrt.

Unterwirft man die erweiterte Matrix (A, b) ausschliefllich elementaren Zeilen-
umformungen, so erhélt man nach (n — 1) Schritten eine Matrix der Form

/ / / /

ay, ay ... ap, b

/ / /

0 ay ... ay, by
: : . : : ’

/ /

0o 0 ... a,, b,

wobei die Hauptdiagonalelemente der (transformierten) Koeffizientenmatrix A’
alle von Null verschieden sind: af, # 0 fiir ¢ € {1,...,n}. Die Koeffizienten-
matrix A ist also zu einer oberen Dreiecksmatrix A’ transformiert worden, die
rechte Seite b wurde einfach zu &’ mittransformiert.

Die gesuchte Losung erhilt man dann sukzessive durch Auflésen der Gleichun-
gen, angefangen bei der letzten:

b/
n
Tn = —-
Ann
1
— / /
Tp-1 = —F7— (bn—l _a’n—l,nxn)
anfl,nfl
— # b/ / /!
Tn—2 = 7 ( n—2 — Ap_2 nTn — an—?,n—lxn—l)
an—Z,n—?
etc.
Bemerkung

Die Voraussetzung der Invertierbarkeit von A geht hier wie folgt ein:

Wire A nicht invertierbar, dann 148t sich entweder einer der obigen Schritte
nicht ausfithren, weil es nicht moglich ist, das betreffende Hauptdiagonalelement
von Null verschieden zu erhalten, oder das letzte Hauptdiagonalelement a),, ist
Null.
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Beispiel 5.3
3r1 — 2x9 + 4dx3 — 314 0
r1 — 3x9 + x3 — 24 = 3
—2x1 + To — 3x3 + 3x4 = 9
200 + x3 — x4y = —10
0. Schritt:
3 -2 -3 0
2- 1T+ 111 1 -3 1 -2 3
2-I4+3-111 -2 1 -3 3 5
0 2 1 -1 —10
1. Schritt:
3 -2 4 -3 0
0 -5 —1 —1 11
2- 111+ 1V 0 -1 -1 3 15
2-11+5-1V 0 2 1 —1 —10
2. Schritt:
3 -2 4 -3 0
0 -5 —1 —1 11
0 0 -1 5 20
3- 11T +1V 0 0 3 -7 —28
3. Schritt:
3 -2 4 -3 0
0 -5 —1 —1 11
0 0 -1 5 20
0 0 0 8 32
Die gesuchte Losung ergibt sich dann zu
1
T3 = 1 [20 — 5 - 4] = 0
(1)
1
r2 = ( ) [11 - (_1) -0 - (_1) 4] = -3
1
T = 5[0_(_2) (=3)—4-0-(-3)-4 = 2
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5.3.2 Beliebiges lineares Gleichungssystem

Untersucht wird jetzt der Fall eines linearen Gleichungssystems Ax = b, bei
dem die Koeffizientenmatrix A

e nicht quadratisch sein mufl oder

e nicht invertierbar sein muf, falls sie doch quadratisch ist.

Seien also A € My, x, und b € V™. Um Lg(A,b) explizit zu bestimmen, kann
man den folgenden Weg

(i) — @) — @) — (iv)
von vier Schritten einschlagen:

(i) Man schreibt sich die erweiterte Matrix (A, b) hin und beginnt mit dem
Gaufy’schen Algorithmus der elementaren Zeilenumformungen gerade so,
als ob A quadratisch und invertierbar wére, d.h. man priift — bei quadrati-
scher Koeflizientenmatrix — die Invertierbarkeit vorher nicht einmal nach.
Man fithrt dann das Verfahren solange durch wie moéglich und erhélt nach
t elementaren Zeilenumformungen eine erweiterte Matrix der Form

a’n bll
0 ah 5
k
0 0 ay
0 0O ... 010
: : Co B’ :
0 0 ... 0]0 b

Hierbei sind die ersten ¢t Diagonalelemente von Null verschieden.

Nun ist es aber nicht mehr moglich, den Platz an der Stelle (¢t + 1, + 1)
durch Vertauschung der letzten (m — t) Zeilen mit einem von Null ver-
schiedenen Element zu besetzen. Also: Gauf’scher Algorithmus der ele-
mentaren Zeilenumformungen, bis es nicht mehr weiter geht.

(ii) Nun versucht man, den festgefahrenen Gauf’schen Algorithmus wieder
zum Laufen zu bekommen, indem man Vertauschungen der letzten (n —t)
Spalten von A auch mit zu Hilfe nimmt; dariiber mufl aber neben dem
Losungsschema Buch gefiihrt werden!

Solange die Matrix B’ nicht ganz und gar Null wird, 18t sich das
Gaufy’sche Verfahren noch weiterfithren, und man gelangt schliefSlich zu
einer Matrix der Gestalt

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



5.3.

GAUSS’'SCHER ALGORITHMUS 131

(iii)

1! /!
ary by
" /!

0 ay by

/!
b’l‘

17
r+1

rr

"

m

mit afy #0,...,al. # 0. Natiirlich kann dabei auch gelten:

m=r oder n =r.

Jetzt entscheidet sich, ob iiberhaupt eine Losung existiert:

o A by =0 = es existiert eine Losung;
ke{r+1,...m}

o \V b, # 0 = das System ist unlésbar.
ke{r+1,...,m}

Diesen Sachverhalt erkennt man sofort, wenn man sich die letzten (m —r)
Zeilen als Gleichungen hinschreibt.

Es werde nun angenommen, das Gleichungssystem sei lésbar. Dann kénnen
die letzten (m —r) Gleichungen einfach weggelassen werden, die Losungs-
menge dndert sich dadurch nicht. Ubrig bleibt dann ein Gleichungssystem
der Form

Z
b 1,

wobei T (,triangular®) eine invertierbare obere Dreiecksmatrix

1"
ary
*
0 a,
T —
7
0 0 Qe
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und S € M, ist. Die n = (r + k) Unbekannten des Systems schreibe ich
in der Form

Yis-- - Yry 215 - - -5 Rk

um daran zu erinnern, dafl es sich hierbei moglicherweise nicht um die
Unbekannten
Lly--oy Ly

in der urspriinglichen Reihenfolge handelt sondern in diese erst iibergeht,
wenn die im Laufe des Verfahrens durchgefithrten Spaltenvertauschungen
wieder riickgingig gemacht werden.

Das zu losende Gleichungssystem lautet nun

Y
T S ] = b
z
—>
Ty + Sz = V'
T y| + S z = b

Dazu verschafft man sich

(a) eine spezielle Losung wg € V" des inhomogenen Systems

(b) die allgemeine Losung des homogenen Systems, also eine Basis
{wy, ..., wi} des Nullraumes N (T, S) der linearen Abbildung (7, .5).

Zu (a):

Y1
Beh. 1 Ist qo = : die (eindeutig bestimmte) Losung von

Yr
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Ty =1b", so ist

Y1
_ Yr
wy = 0
0
eine spezielle Losung von Ty + Sz = b”.
Bew. (T,S)Ywy = Ty+ Sz = Tqo+0 = V.

Bemerkung

qo ist eindeutig bestimmt, da 7" invertierbar ist. Insbesondere ist gy = b”
fir T'= F (E: Einheitsmatrix).

Zu (b):

Fiir das homogene System

T y| + S I = H ev”’

gilt: rg(T,5) =r =n—k =n—dimN(T,S),
d.h. man erhalt k£ linear unabhéngige Losungen wi, ..., wg.

In diesem linearen Gleichungssystem sind k& Parameter frei wéhlbar, ent-
sprechend den k Variablen z1, ..., zg:

Ty + Sz = 0 — y:—(TfloS)z.

Um eine moglichst iibersichtliche Losungsgesamtheit zu erhalten, wird der
Reihe nach z; := d;; gewéhlt, also

uj = eg-k) cVv* (Je{1,...,k}).
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Damit erhélt man die folgenden k Losungen des homogenen Systems:
_ _ k _ .
¢ = T YSuy) = ~T7Y(Sel) = ~T71s; (e {l,....k}),

wobei s; die j-te Spalte der Matrix S ist.

Hieraus ergeben sich k linear unabhéngige Elemente von N(7',S) durch
Zusammenbau:

(1) () ()

N

Y11 Y12 Y1k

Yr1 Yr2 Yrk
= 1 , 0 N 0
0 1 0
0 0 1

Beh. 2 w; € N(T,5) (e{l,...,k})

Bew. (T,S)w; = Tq; + Su; = —s;+s; = 0.

Beh. 3  Die {wy,...,wy} sind linear unabhingig.

Bew. Trivial.

Beh. 4  Die wj bilden ein Erzeugendensystem von N (T, .5).

Bew. dim N(T,S) = n—rg(T,S) =n—r = k.

Zusammenfassung:

e Die eindeutig bestimmte Losung gy von

aiy Y1 by
. k . = .
0 ... a’ Yr bl!

rr

liefert eine spezielle Lésung

Y1
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des inhomogenen Systems Ty + Sz = b".

e Die eindeutig bestimmten k Losungen g; von

an Y1 =51
* : = :
0 ... a| |y —5Spj
liefern eine Basis {wi, ..., w} des Losungsraumes N(T,S) des ho-

mogenen Systems Ty + Sz = 6:

Yij
Z/;«j
' 0
’w]‘ = {(Z )} - : (jE{l,...,k}),
! 1
0

wobei die 1 in der (r + j)-ten Zeile steht.

e Ist in dem Gleichungssystem Ty + Sz = 6 die Matrix T schon die
Einheitsmatrix — wie in dem anschliefenden Beispiel vorgefiihrt —, so
braucht man gar kein Gleichungssystem mehr zu 16sen:

y; = —Su; = —Seg-k) = —s5j (7e{1,...,k}),

also die ,negativen“ Spalten der Matrix S, sind dann schon die
Losungsvektoren ¢;, mit deren Hilfe man die Losungen w; zusam-
menbaut.

(iv) Schliefllich werden die Vektoren

wo, W1, ..., W, € V"

dadurch in Vektoren
V09,V1,...,V € v

iiberfithrt, dafl die durch die eventuell durchgefithrten Spaltenvertauschun-
gen entstandenen Vertauschungen der Komponenten wieder riickgéngig
gemacht werden.

Ergebnis

k
Lg(Ab) = {ac: xeV" z =y + Z)\,;vi, A € Rgeeignet}.
i=1
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Beispiel 5.4

Im folgenden sollen die beiden linearen Gleichungssysteme

simultan gel6st werden. Der Hintergrund ist, dafl sich das Gleichungssystem
Ax = c als unlosbar herausstellen wird. Dabei wird auf die Darstellung der
Matrizenklammern verzichtet, und die beiden rechten Seiten b und ¢ werden
nebeneinander geschrieben.

Zum Merken der Reihenfolge der Spalten wird eine Sonderzeile mit den Spalten-
nummern mitgefithrt. Ferner werden die elementaren Zeilenumformungen links
von der Rechnung angedeutet.
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(i)

b c

Spaltenreihenfolge 1 2 3 4 5
1 -2 3 5 —4 2 -3
7 —2-1 2 —4 6 5 2 —6 -1
117 — 2-1 2 -5 7 7 3 -7 1

v + 1 -1 1 -2 -3 5 -3

b c

Spaltenreihenfolge 1 2 3 4 5
1 -2 3 5 —4 2 -3
II «— —III 0 0 0 -5 10 —10 5
0 -1 1 -3 11 -11 7
0 -1 1 2 1 -1 -1
A b c

Spaltenreihenfolge 1 2 3 4 5
1 -2 3 5 —4 2 -3
0 1 -1 3 —11 11 -7
—1-111 0 0 0 -5 10 -10 5
11 + 1V 0 -1 1 2 1 -1 -1
b c

Spaltenreihenfolge 1 2 3 4 5
1 -2 3 5 —4 2 -3
0 1 -1 3 -11 11 —7
0 0 [o] 1 —2 2 -1
0 0 0 5 -10 10 -8

Jetzt ist der GauB-Algorithmus erst einmal am Ende: die markierte Null
in der dritten Spalte ist durch Zeilenvertauschungen allein nicht mehr zu
beseitigen.

(ii) Man mufl jetzt eine Spaltenvertauschung vornehmen, beispielsweise der
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dritten und der vierten Spalte, und erhélt nach einem weiteren Schritt

b c
Spaltenreihenfolge 1 2 4 3 5
1 -2 D 3 —4 2 -3
0 1 3 —1 —11 11 -7
0 0 1 0 -2 2 -1
IV — 5-111 0 0 5 0 -10 10 -8
A b c
Spaltenreihenfolge 1 2 4 3 )
1 -2 5 3 —4 2 -3
0 1 3 —1 —11 11 -7
0 0 1 0 —2 2 -1
0 0 0 0 0 0 -3

(iii) Es sind rg(A) =rg(A,b) =3 und rg(A4,c) = 4. Das Gleichungssystem
Ax = b ist also losbar, und die Losung enthélt 5 — 3 = 2 Parameter.
Dagegen ist das System Az = c¢ nicht losbar, die letzte Spalte ¢ wird
im folgenden fortgelassen. Weiterhin kann auf die vierte Zeile (Nullzeile)
verzichtet werden.

Zur Vereinfachung wird der rechte obere Teil der ersten drei Spalten von
A auch noch auf die Gestalt der Einheitsmatrix transformiert:
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A b

Spaltenreihenfolge 1 2 4 3 5
I — 5111 1 -2 5 3 —4 2
11 — 3-111 0 1 3 -1 —11 11
0 1 0 -2 2
A b

Spaltenreihenfolge 1 2 4 3 5
I+ 211 1 -2 0 3 6 -8
1 -1 -5 )
0 1 0 -2 2
A b

Spaltenreihenfolge 1 2 4 3 5
1 0 1 —4 2
1 0 -1 -5 5
0 0 1 0 -2 2

1 00 1 —4 2
T=(01 0], S=1|-1 -5, V=15
0 01 0 -2 2

Eine spezielle Losung des inhomogenen Systems

(T S) (i{) = b

ist gegeben durch

S
o
I
O O MUl
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und die Losungen wi, wo des homogenen Systems sind etwa

— O N O

-1
1
wp = 0 y wyo =
1
0

(iv) Alsletzter Schritt mufl nun die wihrend der Rechnung durchgefiihrte Spal-
tenvertauschung (3) < (4) wieder riickgéngig gemacht werden. Man erhélt
aus wg, w1, ws die drei Vektoren

2 -1 4
) 1 )
Vo = 0 5 vl = 1 s Vg = 0 5
2 0 2
0 0 1

und damit die Losungsgesamtheit

Lg(A,b) = {x c e Vo, z=uvg+ M1 + v, A, A €R geeignet}.

Geometrisch handelt es sich bei dieser Losung um eine Ebene im V®, die — da
vo # 0 — nicht den Nullpunkt enthilt: sie ist ein affiner Teilraum von V° der
Dimension 2.

5.4 Zusammenfassung

(1) Was jeder Ingenieur wissen muf:

e Struktur der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems

e Vorgehensweise beim Gaufl’schen Algorithmus zum Lo&sen linearer
Gleichungssysteme

Quadratisches lineares Gleichungssystem mit invertierbarer Koeflizi-
entenmatrix

Beliebiges lineares Gleichungssystem
(2) Was jeder Ingenieur wissen sollte:

e Zusammenhang zwischen einer linearen Abbildung und ,,ihrem® zu-
gehorigen linearen Gleichungssystem

e Struktur der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems
(3) Was jeder gute Ingenieur wissen sollte:

e Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems und Rang der zu-
gehorigen Koeffizientenmatrix
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Kapitel 6

Determinanten

In diesem Kapitel spielen ausschliefSlich quadratische Matrizen und quadratische
lineare Gleichungssysteme eine Rolle; es gelte also m =n € IN.

6.1 Zweireihige Determinanten

Man betrachte das lineare Gleichungssystem (m = n = 2)

air1 + apry = b

Axr = b — .
2171 + a2r2 = b

Dieses Gleichungssystem kann leicht nach dem ,, Additionsverfahren* gelost wer-
den:

az - (1. Zeile) + (—ai2) - (2. Zeile)

liefert:

(a11a22 — az1a12) - 71 = brage — baaia.
Entsprechend bildet man zur Elimination von z; den Ausdruck

(—az21) - (1. Zeile) + aq; - (2. Zeile)

und erhalt

(a11a22 — ag1a12) - x2 = aiibs — ag bi.

Wenn man noch voraussetzt, dafi der gemeinsame Koeffizient von x; und o
ungleich Null ist, so 148t sich schreiben:

brazs — baa2 a11ba — a1y
€Ty = ) T2 = .
a11a22 — (21012 a11a22 — 21012
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142 KAPITEL 6. DETERMINANTEN

Definition 6.1

Sei A € Myyo, also A := <a11 a12> . Dann heif}t

a1 a2
a a
det A = L QS a11a22 — a21G12
a1 a2

die Determinante der (zweireihigen) Matrix A.

Die zweireihige Determinante! ist also gleich dem Produkt der Hauptdiagonal-
elemente minus dem Produkt der Nebendiagonalelemente der Matrix.

Mit Hilfe des Begriffes der Determinante 148t sich die Losung des (2 x 2)-linearen
Gleichungssystems iibersichtlicher schreiben in der folgenden Form:

b1 a2 air by

by agn az1 b
Ty = 5 T =

ain a2 ail a2

a1 G2 a1 G2

Bemerkung

Diese Darstellung der Losung eines linearen Gleichungssystems heifit Cra-
mer’sche Regel. Die Variable x; ist dabei Quotient zweier Determinanten. Im
Nenner steht jeweils die Determinante der Koeffizientenmatrix A und im Z&hler
die Determinante derjenigen Matrix, die aus der Koeffizientenmatrix entsteht,
wenn die i-te Spalte durch die Inhomogenitidt (= rechte Seite) des linearen
Gleichungssystems ersetzt wird.

Die Cramer’sche Regel ist natiirlich nur dann anwendbar, wenn die Determi-
nante der Koeffizientenmatrix (Koeffizientendeterminante) nicht verschwindet.
In einem solchen Fall gilt sie auch im Fall n > 2, wobei man zuerst wissen muf,
wie eine Determinante im Fall n > 2 definiert ist.

Beispiele 6.1

(i) detA — det(_14 g) 13— (=4)-2 =11

(i) detA = det@ i) =1.4-2.2=0

1ii det A = det L2 =1-3-0-2=3
0 3

Nat.: ,Bestimmende“; Bestimmungsgrifie
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6.2. DETERMINANTEN HOHERER ORDNUNG 143

6.2 Determinanten héherer Ordnung

In diesem Abschnitt werden Determinanten fiir Matrizen A € IM,,«,, definiert,
wenn n € IN ist. Bevor das gemacht wird, soll das dabei verwendete Verfahren
an dem schon behandelten Fall n = 2 dargestellt werden.

(a) Ae M1 — det A = ail

(b) A€ Maxs = det A = aji1a22 — ag1a12

Wie kommt es zu dieser Darstellung? Man betrachte dazu das folgende schach-
brettartige Vorzeichenmuster von A,

und entwickle die Determinante det A von A nach der 1. Spalte:

detA = (4 an1)-det <. * ) + (= ag1) - det (. a12>
[ a22 [ ] [ ]
= aiaz — 21012

Vorgehensweise im Fall n = 3

Die Determinante wird wieder nach der ersten Spalte entwickelt; zur Gewinnung
der entsprechenden Untermatrizen miissen dabei jeweils die Zeile und Spalte des
aktuellen Elementes der ersten Spalte gestrichen werden:

ail a2 a3 o o °
det | as1 ago aog = (+) ai1 -det | @ agse aog
as1 a3z ass3 ® as ass
® ajp ais
+ (—)ag;-det |e o @
® as ass3
+ - + ® ai2 a3
- + - + (+) asi - det | o a2 a93
+ - 4 ° ° °
a2  a23 a2 as a2 a3
= (4+an)- +  (—a2)- (+as1) -
a3z2 as3 az2 ass a2 Q23
= 011022033 — G11032023 — (21012033 + 021032013 + G31012023 — (31022013
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144 KAPITEL 6. DETERMINANTEN

Beispiel 6.2

Diese Vorgehensweise wird jetzt verallgemeinert, indem die Determinante einer
(n x n)-Matrix auf die Determinante einer ((n — 1) x (n — 1))-Matrix zuriick-
gefithrt wird.

Definition 6.2

(i) Die (7,7)-Untermatrix A;; von A erhélt man, indem man die i-te Zeile und
j-te Spalte von A herausstreicht und das restliche Schema als Matrix aus
M, —1)x(n—1) betrachtet.

(ii) Die Determinante der ((n — 1) x (n — 1))-Matrix A;j, also det A;;, heifit
(1, 7)-Unterdeterminante oder (4, j)-Minor von A.

(iii) Der Ausdruck D;; := (—1)"*7 det A;; heiBit (i,j)-Adjunkte von A oder
Adjunkte von A an der Stelle (i, j).

(iv) Die Determinante von A ist definiert durch

det A = Z(—l)i—H 7N det Ail
=1

(Entwicklung nach der 1. Spalte).

Bemerkung

(i) Ich habe die Determinante durch die Entwicklung nach der ersten Spalte
definiert. Es stellt sich heraus, daf§ sich ihr Wert nicht &ndert, wenn man
eine andere Spalte zu ihrer Entwicklung nimmt:

n

det A := Z(—l)iJrj - Qij -detAij (] S {1,...,71}).
i=1

(ii) Es gilt auch det A = det A”. Damit kann man eine Determinante also
auch nach einer beliebigen Zeile entwickeln:

det A = Z(—l)“’j - ai; - det Ayj (i e {1,...,n}).
j=1

Am besten also nach einer Zeile (Spalte) mit vielen Nullen.
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6.3 Rechenregeln fiir Determinanten

In diesem Abschnitt werden einige Regeln fiir den Umgang mit Determinan-
ten aufgelistet. Mit ihrer Hilfe 148t sich die Berechnung von Determinanten
konkreter Matrizen z.T. wesentlich vereinfachen.

(i) det A = det AT

(ii) Beim Vertauschen zweier Zeilen (Spalten) dndert eine Determinante ihr
Vorzeichen.

(iii) Der Wert einer Determinante dndert sich nicht, wenn zu einer Zeile (Spal-
te) ein Vielfaches einer anderen Zeile (Spalte) addiert wird.

(iv) Eine Determinante besitzt den Wert Null, wenn eine der folgenden Bedin-
gungen erfiillt ist:
e Alle Elemente einer Zeile (Spalte) sind Null.
e Zwei Zeilen (Spalten) sind linear abhéngig.
e Eine Zeile (Spalte) ist eine Linearkombination der iibrigen Zeilen

(Spalten).
(v) Sind A € R, b= (by,...,b,)T € V", so gilt

a1 ... ay+br ... aip
apl .- Qui+bn ... aun
a1 ... Q13 ... Qin ailr ... bl ... Qip
+ ;
anl --. Qni .. GQpn apt --- bn ... amm
ai] ... )\-ali ... Q1n ay] ... Q13 ... Qinp
= )\-
Apl -+ A Qpi ... Qpp Apl  +-- Qpi .. Gpp

Ein analoges Ergebnis gilt fiir die Manipulation von Zeilen; s. auch

Regel (i).
(vi) det(A-A) = \"-det A
(vii) Multiplikationssatz fiir Determinanten:

det(A-B) = detA-detB

(viii) Ist A invertierbar, so folgt mit (vii) aus 4- A~! = E:
l1=detE = detA-det A~', also
1

detA_l = m = (detA)il.
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146 KAPITEL 6. DETERMINANTEN

(ix) Ist A eine obere oder untere Dreiecksmatrix, so ist die Determinante von
A gleich dem Produkt der Hauptdiagonalelemente,

n
detA = H Qs
=1

dieses Ergebnis gilt insbesondere dann, wenn A eine Diagonalmatrix ist.

(x) Ist A eine sog. Blockdiagonalmatrix:

wobei die quadratischen Blocke A; nicht gleich dimensioniert sein miissen,
so gilt:

detA = H det A;.
i=1

Zur praktischen Berechnung von Determinanten kann man demnach so vor-
gehen, dal man die zugehorige Matrix mit Hilfe des Gauf-Algorithmus auf
Dreiecksgestalt bringt. Aufpassen mufl man hier insofern, als dafl auch eine
Vertauschung zweier Zeilen das Vorzeichen (Regel (ii)) sowie eine Multiplika-
tion einer Zeile mit einer Zahl # 0 den Wert der Determinante &ndert (Regel

(v))-
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Beispiel 6.3

3 1 2 -1
1 3 -1 -2
-2 4 1 0
1 2 0 1
3 1 2 -1
—(1. Zeile) + 3 - (2. Zeile) — 2. Zeile: = 3 _g i _i) _8
1 2 0 1
3 1 2 -1
) . . 1.1.|0 -5 =5
2. (1. Zeile) 4+ 3 - (3. Zeile) — 3. Zeile: = 3°3°00 14 7 -2
1 2 0 1
3 1 2 -1
) ) : 1.1.1.]0 —5 5
—(1. Zeile) + 3 - (3. Zeile) — 3. Zeile: = 3°3°3°|(0 14 7 9
0 5 -2 4
31 2 -1
3 _ _
—7-(2. Zeile) + 4 - (3. Zeile) — 3. Zeile: = (%) ' % ) 8 (8) 62 257)
05 -2 4
3 1 2 -1
3 J— —
=5 (2. Zeile) + 8 - (4. Zeile) — 4. Zeile: = (%) i % ' 8 g 62 2?
00 9 57
31 2 -1
3 —_ f—
—(3. Zeile) + 7 - (4. Zeile) — 4. Zeile: = (%) i % ' % ' 8 g 62 2?
0 0 0 372
_ o 32@n-@3.3)  _ 2.3trsl
— 35957 = 25.3%.7 N

6.4 Invertierung einer Matrix mit Hilfe von Deter-
minanten

Eine Matrix A heifit regulir, wenn die (eindeutig bestimmte) inverse Matrix A~!
existiert. Die Spalten (Zeilen) einer regulidren Matrix sind linear unabhéngig.
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148 KAPITEL 6. DETERMINANTEN

Nun besagt Regel (ii), dafl die Determinante einer Matrix mit linear abhéingigen
Spalten (Zeilen) den Wert Null hat.

Somit ist der folgende Satz verstédndlich, welcher viele der bisher erzielten Re-
sultate verkniipft. Dieser Satz ist das Pendant des in Kapitel 3 iiber Lineare
Abbildungen stehenden Satzes 3.4, p. 91.

Satz 6.1

Seien n € IN und A € M,,%,. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) rgA =n

)
(i) A~! existiert
(iii) Fiir alle b € V" ist das lineare Gleichungssystem Az = b eindeutig losbar.
)

(iv) det A # 0

Beweis

(i) = (ii):

Aus dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen

rgA + dimN(A) = n

folgt dim N(A) = 0, also N(A) = {6}. Damit ist A injektiv, als lineare Ab-
bildung zwischen Vektorrdumen gleicher Dimension auch surjektiv, insgesamt
also bijektiv. Damit existiert A1,

(ii) = (ii):

Die eindeutig bestimmte Losung 148t sich direkt angeben:
r = A1

(iii) = (i):

0 £ Lg(A,b) = xg+ N(A). Wegen der Eindeutigkeit der Losung ist notwendig
N(A) = {6}, also gilt rg A = n.

[t
I

det E =det(A- A™') = det A-det A~1, also folgt

0 # detA = (det A1)

(iv) = (i): (Widerspruchsbeweis)
Wire rg A < n, dann wéren die Zeilen linear abhéngig. Dann wére aber nach
Regel (iv) die Determinante Null.
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Zur Berechnung der inversen Matrix gibt es eine Formel, welche mit Hilfe von
Determinanten arbeitet:

Satz 6.2

Seien A € M;,xn, A invertierbar, A;; die (4, j)-Untermatrix von A und
Dij = (—1)i+j det Az‘j
die (i, 7)-Adjunkte von A. Dann gilt:

= : : (i,7€{1,...,n}).
Dp1 ... D

Beispiel 6.4
Ist ad — be # 0, so gilt

a B\ 11 d —b

c d ad—bc\—-c a )’
Fiir beliebige, nicht notwendig quadratische Matrizen, gilt das folgende Ergeb-
nis:

Satz 6.3

Der Rang einer Matrix ist gleich dem gréfiten Rang aller Untermatrizen, nach
dem vorletzten Satz also gleich der hichsten Ordnung aller von Null verschie-
denen Unterdeterminanten.

Bemerkung (Regel von Sarrus?)

Zur Berechnung einer dreireihigen(!) Determinante, aber auch nur hier, ist die
folgende Regel praktisch:

ail a2 aiz | aix; a2
21 G22 agzz | a1 0422
azy az2 asz | azr as2

Die Spalten 1 und 2 der Matrix werden noch einmal rechts neben die Matrix
gesetzt. Die Determinante det A von A erhélt man dann, indem man die drei
Hauptdiagonalprodukte addiert und von dieser Summe die drei Nebendiagonal-
produkte subtrahiert:

det A = a11a22a33 + @12023a31 + Q13021032

— @13G22031 — A11023G32 — (12021033 .

*Pierre F. Sarrus (1798 - 1861), franzosischer Mathematiker
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150 KAPITEL 6. DETERMINANTEN

Aufgabe

Seien a,b,c¢ € V3. Man beweise, dafi das Spatprodukt dieser drei Vektoren
gegeben ist durch

aq bl C1
(a7 b7 C) = (a X b7 C) = |az by c
as by c3

6.5 Cramer’sche Regel

Wie in Abschnitt 6.1 schon angedeutet, besitzt die Cramer’sche Regel zur
Losung eines regulédren linearen Gleichungssystems eine Verallgemeinerung auf
beliebige Raumdimensionen.

Satz 6.4
Seien n € N, A € M,,x,, mit det A # 0, b € V". Dann gilt:

Das Gleichungssystem Ax = b ist eindeutig losbar, und die Lésung ist gegeben
durch

ailp ... b1 ... Q1p
apt .- bp ... apm )
T = (ie{1,...,n}).
air ... Qi ... Qin
apl ... Qp; ... Qpp

Bemerkung

Im Falle n > 3 hat die Cramer’sche Regel eigentlich nur theoretische und keine
praktische Bedeutung mehr.

6.6 Zusammenfassung

(1) Was jeder Ingenieur wissen muf:

e Definition der Determinante einer quadratischen Matrix
e Rechenregeln fiir Determinanten
e Satz 6.1

(2) Was jeder Ingenieur wissen sollte:
e Cramer’sche Regel
(3) Was jeder gute Ingenieur wissen sollte:

e Invertierung einer Matrix mit Hilfe von Determinanten
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Kapitel 7

Anwendungen in Geometrie
und Mechanik

7.1 Flacheninhalt eines ebenen n-Eckes

7.1.1 Fliacheninhalt eines Dreiecks (n = 3)
Gegeben sei ein Dreieck APyP; Py in der (x,y)-Ebene mit den Eckpunkten
Py := (20,9%0,0) , P1:= (x1,11,0) , Py = (12,92,0).

Der Fliacheninhalt Aa dieses Dreieckes kann dann mit Hilfe des Vektorproduktes
der beiden Vektoren

Aig _ 1 — o

ap = aly = PP = Y1 — Yo
0 0

a2z . T2 — T

ay = a2y = P = Y2 — Yo
0 0

als halbe Flache des von ihnen erzeugten Parallelogrammes berechnet werden,
(s. Abb. 7.1). Die Vektoren aj,as werden dabei so gewihlt, dal aj,as,e, in
dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden, d.h ihre aufsteigende Numerierung
entspricht einer Anordnung im mathematisch positiven Sinne (Gegenuhrzeiger-
sinn).
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L Y
P

a
Py 1

- T

Abbildung 7.1: Flacheninhalt eines ebenen Dreiecks

1 A1y a2y
AA = 5 ||a1 X ag” = 5 A1y X A2y
0 0
2
A102y — Q1yA2y
1 8
T2
(1 —20)(¥2 — %0) — (¥1 — vo)(z2 — 7o)
1
= 5l w0~ 90) = (v~ )2~ w0)] (7.1)
1
= 3 [(JUO?Jl —z1y0) + (12 — 22y1) + (@2y0 — onz)}

wobei sich das positive Vorzeichen in (%) aufgrund der Anordnung im Gegen-
uhrzeigersinn ergibt.

Im Sonderfall, dafl P in den Koordinatenursprung gelegt werden kann, daf also
PO = <$07y07 0> = <07 0, 0>

gilt, so vereinfacht sich die Formel zu

r1 I2 0

1 1 I xT9 1
AA—*CUH/Z_Z/Qxl} = = = -y y2 O
2 21 mn Yo 2 0 0 1

7.1.2 Flacheninhalt eines ebenen n-Eckes

Vielecke lassen sich stets in Dreiecke aufteilen, man spricht von der Triangu-
lierung einer Fliache. Diese Prozedur kann auch bei rdumlichen Flachen néhe-
rungsweise durchgefiihrt werden und ist von grofler Bedeutung, z.B. im Karos-
seriebau.
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Gewéhlt wird ein n-Eck in der (z,y)-Ebene mit den Eckpunkten
-Pl = <x17y170> ) P2 = <$27y270> ) ) Pn = <$n7yn70>

dergestalt, dal die Eckpunkte im Gegenuhrzeigersinn angeordnet sind. Weiter-
hin soll das n-Eck sternférmig sein, d.h. im Inneren des n-Ecks existiert ein
Punkt Py := (x0, Y0, 0), der mit allen Eckpunkten so durch Strecken (Vektoren)
verbunden werden kann, also geradlinig, dafl diese ganz im Innern des n-Eckes
liegen, s. Abb. 7.2. Die vom Punkt F, ausgehenden Vektoren sind dabei eben-
falls im Gegenuhrzeigersinn angeordnet.

L Y Pg P1

a2

P 4 as Fs

a4

Py T

Abbildung 7.2: Sternférmiges n-Eck in der (x,y)-Ebene

Der Flécheninhalt des n-Eckes ergibt sich dann als Summe der Inhalte der n

Dreiecke AP1P2P0, AP2P3P0, ey APnplpo Mit
a1y _ 1 — Xo
a; = ary | = PoPi = | y1—y
0 0
a2y N T2 — Xo
ag = azy = PP = | v2—%
0 0
Any . Ty — X0
an = Any = PP, = Yn — Yo
0 0

und mit Hilfe der Uberlegungen fiir den Flicheninhalt eines Dreieckes ergibt
sich schlieflich fiir den Flécheninhalt A,, des n-Eckes mit Hilfe von (7.1)

An = 5[ = w0) (ks = 10) = (9 — v0) (w1 — w0)].

k=1

| =

n
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Dabei wurde gesetzt:

Py = P, apy1 = ai.

Im Sonderfall, dafl Py in den Koordinatenursprung gelegt werden kann, daf also
PO == <330>Z/07 0) - (07 07 0)

gilt, so vereinfacht sich die Formel zu

I 1
Ap = §Z[$kyk+1 —ykwkﬂ] =3
k=1 k=1

7.2 Statisches Gleichgewicht

Wirken auf einen starren Korper n Krifte fi,..., fn, deren Wirkungslinien
sich in einem Punkt P € R? schneiden, so spricht man von einem zentralen
Kraftsystem, s. Abb. 7.3.

f2 4 A

fs
I3

Ja

Abbildung 7.3: Zentrales Kraftsystem an einem starren Korper

In diesem Falle befindet sich der Korper im statischen Gleichgewicht, falls die
resultierende Kraft gleich Null ist:

Z fr = 0.
k=1

Im allgemeinen schneiden sich die Wirkungslinien der an dem Kérper angreifen-
den Krifte jedoch nicht in einem Punkt, und damit liegt kein zentrales Kraft-
system vor. Aber auch dieser Fall 148t sich durch ein zentrales Kraftsystem
darstellen, indem man die Krifte geeignet parallel verschiebt. Allerdings treten
dabei zusétzlich sog. Versetzungsmomente auf, s. Abb. 7.4.

Zunichst soll das Versetzungsmoment einer Einzelkraft bestimmt werden:
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92 g1 g2 9 g2 g1
A f A f
f A f A
/ Q / Q ° Q
TP P P
my =7rXf
_f \ 4
— a— e a— DI —

Abbildung 7.4: Versetzungsmoment mp = r x f bzgl. des Punktes P

(i)

Seien K C R? ein starrer Korper und P,Q € K, f sei eine in @ angreifende
Kraft. Dadurch wird eine Gerade durch ¢ mit dem Richtungsvektor f
definiert:

g = {X . XeR? OX =0Q+\f, A\eR geeignet}.
Die zu g1 durch P verlaufende dazu parallele Gerade sei go:
go = {X . X € R?, O_}( = O_>P +Af, AeR geeignet}.

Fiithrt man auf go die beiden Kréfte f und —f ein, so wird durch sie der
statische Zustand im Punkt P nicht geéindert.

Die Vektoren —f auf gs und f auf g; bilden ein Kréftepaar, das in I ein
Versetzungsmoment

mp = r X f
beziiglich des Punktes P erzeugt. Liegt nur die Einzelkraft fj, vor, so wiirde
das Versetzungsmoment zu einer Drehung des starren Korpers um seinen
Schwerpunkt S fithren.

Ein System von n Kréften kann auf diese Weise reduziert werden auf

(a) die resultierende Kraft fp := >  fr durch den Bezugspunkt P
k=1

und
n

b) das resultierende Versetzungsmoment m,, := ri X fi beziiglich P.
i
k=1

Beziiglich des Punktes P erhélt man damit die folgende Bedingung fiir ein
statisches Gleichgewicht:

fp = ka =40 und mp = Zrk X fk = 0. (72)
k=1

k=1
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Satz 7.1

Auf einen starren Kérper mogen die n Krifte fi,..., f, wirken. Dann ist die
Gleichgewichtsbedingung (7.2) unabhéingig von der Wahl des Bezugspunktes P.

Beweis

Es gelte die Gleichgewichtsbedingung (7.2) beziiglich eines Bezugspunktes P.
Dann muf} gezeigt werden, daf} sie auch beziiglich eines beliebigen anderen
Punktes @ gilt.

n

Da die resultierende Kraft f := >  fr = 6 ohnehin nicht vom Bezugspunkt
k=1

abhéngt, mufl der Nachweis nur fiir das resultierende Versetzungsmoment

gefithrt werden. Das Moment myg, welches von der Einzelkraft f bzgl. des
Punktes @ erzeugt wird, ist gegeben durch (Abb. 7.5)

mpg = Sk X [fi
= (d+rk) X fx
= dX frp + 1 X [
d X fr + mgp.

P

Tk

Jr
S

Abbildung 7.5: Versetzungsmoment myq bzgl. des anderen Bezugspunktes @

Fiir das resultierende Versetzungsmoment mg aller n Kréfte fi,..., f, erhilt
man damit
n
mg = Z meQ
k=1

n

= > (skx fa)
k=1
= Z(d X fi) + kap

k=1 k=1
n n
= dx ) fe+ > mur
k=1 k=1
= dx f + mp
v
6
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Beispiel 7.1

In drei Punkten A, B,C der Decke eines Raumes seien Seile befestigt, die
in einem Punkt D darunter zusammengefiihrt werden. In D sei eine Last
befestigt. Welche Zugkréfte werden dabei in den einzelnen Seilen erzeugt?

Lésung

Der durch die Last erzeugte Kraftvektor f mufl in drei Kraftkomponenten zer-
legt werden. Das Koordinatensystem wird so gelegt, dafl die Decke — und damit
die drei Punkte A, B, C' —in der (x1, x2)-Ebene liegen und der Punkt D auf der
negativen zs-Achse liegt. Mit den Ortsvektoren der vier Punkte

—

4a=0A , b=0B , ¢=0C , d=O0D

gilt dann fiir die drei Kraftkomponenten

— —

4:=0D—0A , b:=0D—0B , ¢:=O0D— OC.

Die Krifte fg, fp, fe, die in den drei Seilen durch f hervorgerufen werden, sind
dann Vielfache davon:

fo =2 , fo=Xb , fo= g
und die unbekannten Komponenten A,, Ay, A\ ergeben sich aus

f = fat+tfot+fe = daa+ b+ Aec
Konkret:

A = <17170> ’ B = <17_170> ) C = <_17O70> ) D = <07O7_1>7

0
und die der Last entsprechende Kraft sei f := 0
—4
-1 -1 1
— a = -1 , b= 1 , €= 0
-1 -1 -1
Man erhélt die Vektorgleichung
0 -1 -1 1 —da — A+ Ac
0 = A -1 + Ny 1 + A¢ 0 = —Xa + N
—4 -1 -1 -1 —Aa — A — Ae

bzw. das dazu dquivalente lineare Gleichungssystem

—Aa— N+ A = 0
—Aa +Np =
Da—M—A = —4
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mit der eindeutig bestimmten Lésung

-1 1 2
fo=da=| —1 . fo= b= 1 C fe=Xde=[ o],
-1 1 —2

und die Kraft f wird durch —f, — f — f. aufgehoben, es gilt also die Gleichge-
wichtsbedingung

f=fa=fo = fc =0

Die zweite Gleichgewichtsbedingung von (7.2), ,Momentensumme gleich
Null,, ist hier automatisch erfiillt, weil alle Krifte durch den Punkt D gehen. D
kann hier als Drehpunkt gewéhlt werden, also als gemeinsamer Angriffspunkt
aller Krifte. Dann sind alle Hebelarme r, rp, r¢, 7 Nullvektoren und damit auch
die mit ihnen erzeugten Momente.

Beispiel 7.2

Fin Stab der Lange 2 ist im Boden fest einbetoniert und durchst68t die Decke
in einem Punkt C. Dadurch kann er im Punkt A des Bodens eine beliebige
Kraft fi, im Punkt C' der Decke aber nur eine horizontale Kraft fo aufnehmen,
um eine in der Stabmitte B angreifende Kraft f aufzuheben, s. Abb. 7.6.

Wie grof sind die Krifte f; und f2?

Y % "
T R
B / b I,

Z2

z1

A f1 A»A{

Abbildung 7.6: In den Boden einbe- Abbildung 7.7: Krifteverteilung an einem
tonierter Stab einbetonierten Stab

Die Kraft f sei gegeben durch
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Die gesuchten Kréfte f; und fo haben dann die Form

U1 U1
fii= 1| u , foi= | v
us 0

Als Drehpunkt wird der Ursprung B gewéhlt. Dann ist der zu f gehorende

0
Hebelarm r = 0, der zu f; gehorende r; = 0 | und der zu fy gehorende
-1
0
To = 0
1
Die Gleichgewichtsbedingungen (7.2) lauten
h+fo—f =0,
T’1><f1+7’2><f2—7’><f = 0. (73)
Fiir die Vektorprodukte erhélt man
(5 —U2
T'1><f1: —Ul s ’I“QXfQZ V1 y 7“><f:9><f:9.
0 0

Aus (7.3) ergeben sich die folgenden sechs Gleichungen fiir die fiinf Unbekannten
uy, Uz, U3, Ui, v2:

up + vy — 4 0,
us + vo — 2 = 0,
uz — 6 = 0,

uz — U2 0,

—u; + vy = 0,

0 0

wobei die letzte Gleichung keine Forderung an die Komponenten darstellt. Die
Losung dieses eindeutig bestimmten linearen Gleichungssystems ist gegeben
durch

Ul (%1
fhi=|w | =11 ) fo=1 v | =11
us 0 0
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Bemerkung

Héatte man den Stab auch in die Decke fest einbetoniert, fs also mit einer dritten
U1

Komponente ansetzen miissen: fo = | wve |, so hétte man anstelle der dritten
v3

Gleichung des linearen Gleichungssystems oben die Gleichung

us +v3 —6 =0

erhalten. Es hétten sich uq,uo und v, v9 wie oben ergeben, aber keine eindeu-
tigen Losungen fiir ug und vs. Man sagt, das System wire statisch unbestimmt.

7.3 Koordinatentransformationen
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N(T), siehe Nullraum
M, xn, 96

MK 96

P, 10
R", 6
v, 4
5ij, 38
0X,9, 46
XY, 9
nY, 66

Abstand
Gerade-Gerade, 62
Punkt-Ebene, 68
Punkt-Gerade, 60
zweier windschiefer Geraden, 69
Achsenabschnittsform, 64
Adjunkte, 144
allgemeine Losung, 123

Basis, 19
Bessel’sche Ungleichung, 43
Blockdiagonalmatrix, 146

Cramer’sche Regel, 142, 150

def T, 84
Defekt, 84
Determinante, 142, 144
Determinanten
Multiplikationssatz, 145
Dimension, 19
endlich-dimensional, 19
unendlich-dimensional, 19
Dimensionssatz, 85
Drehmoment, 54
Drehpunkt, 158
Dreiecksungleichung, 34
Dreifinger-Regel, 55

Ebene

Drei-Punkte-Form, 50

Normalenform, 63

Parameterdarstellung, 50
elementare Spaltenumformung, 115
elementare Zeilenumformung, 115
erweiterte Matrix, 124
FErzeugendensystem, 19
Euklidischer Raum, 30

Fourier-Koeffizient, 43
Fourier-Reihe, 43

Gerade
Parameterdarstelung, 46
Zwei-Punkte-Form, 46

Gleichgewicht
statisches, 155

Hesse’sche Normalenform, 63
homogenes System, 121

inhomogenes System, 121
isomorph, 93
Isomorphismus, 93

J(T), 97

Kern, 84

kollinear, 14

komplanar, 14

Komponente eines Vektors, 19
Koordinatentupel, 19
Kronecker-Symbol, 38

LA, siehe lineare Abbildung
Lg(A, b), 122

LH, siehe lineare Hiille
linear abhéngig, 14

linear unabhéngig, 14
lineare Abbildung, 81
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lineare Hiille, 22

Lineares Gleichungssystem, 121
Koeffizienten, 121
Koeffizientenmatrix, 121
Losbarkeit, 122
Losung, 122
Losungsgesamtheit, 122
Unbekannte, 121

Linearkombination, 14

Matrix, 96
adjungierte Matrix, 109
Diagonalmatrix, 110
Dreiecksmatrix, 110
obere Dreiecksmatrix, 110
untere Dreiecksmatrix, 110
Einheitsmatrix, 110
idempotente Matrix, 111
invertierbare Matrix, 110
Koeffizient, 97
nilpotente Matrix, 112
orthogonale Matrix, 111
Produkt, 102
quadratische Matrix, 110
Rang, 112
reguldre Matrix, 110
singuldre Matrix, 110
skalares Vielfaches, 100
Spalte, 96
Summe, 100
symmetrische Matrix, 111
transponierte Matrix, 109
unitdre Matrix, 111
Zeile, 96

Norm, 30, 35
Normalenvektor, 63
normierter Raum, 36
Nullraum, 84
Nullvektor, 4

OGS: Orthogonalsystem, 38
ONB: Orthonormalbasis, 38
ONS: Orthonormalsystem, 38
orthogonal, 37

Ortsvektor, 9, 46

parallele Ebenen, 51

parallele Geraden, 48
Parallelepiped, 59
Parallelflach, 59
Parallelotop, 59
Paritétstransformation, 75
Parseval’sche Gleichung, 43
Projektion, 81
Pseudovektor, 78
Punktraum, 6

Rang, 84

Rechte Hand Regel, 55
Rechtssystem, 58
Reprisentant, siehe Translation
rg, 112

rg T, siehe Rang
Richtungskosinus, 42
Richtungsvektor, 46
Ringschluf, 92

Schema von Falk, 103

Schwarz’sche Ungleichung, 33

Skalar, 3

Skalarprodukt, 27
Standardskalarprodukt, 29

Spaltenrang, 112

Spaltenvektor, 4

Spatprodukt, 58, 150

Spektralsatz, 40

spezielle Losung, 123

statisch unbestimmt, 160

sternférmig, 153

Teilraum, 21
affiner, 24
trivialer, 23

Tensor, 78

Translation, 7
Repréisentant, 9

Triangulierung, 152

unitdrer Raum, 30
Unterdeterminante, 144
Untermatrix, 144
Unterraum, 21
Untervektorraum, 21

Vektor, 3

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



STICHWORTVERZEICHNIS

163

axialer, 78

polarer, 78
Vektorprodukt, 57
Vektorraum, 3

komplexer Vektorraum, 3

reeller Vektorraum, 3
Versetzungsmoment, 154

windschief, 53

Zeilenrang, 112
Zentrales Kraftsystem, 154
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