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Kapitel 1

Zufallsexperimente und
empirische Wahrscheinlichkeit

1.1

Historische Einfiithrung

Der Begriff ,, Wahrscheinlichkeit“ wird in der Umgangssprache auf zweierlei Ar-
ten verwendet:

(i)

Beschreibung der subjektiven Uberzeugung einer Person von der Richtig-
keit eines bestimmten Sachverhaltes. Beispiel:

Mit einer Chance von 80 % wird Hertha BSC im Jahr 20.. Deut-
scher Fuballmeister.

Hier handelt es sich um Mutmaflungen iiber einen nicht wiederholbaren
Vorgang, von dem im Prinzip in der Zukunft feststellbar ist, ob er eintritt
oder nicht. Eine zusétzliche Zahlenangabe in Prozent ist dann ein Maf}
fiir die Stérke der jeweiligen personlichen Uberzeugung; diese wird als
subjektive Wahrscheinlichkeit bezeichnet.

Beschreibung von beobachteten Hiufigkeiten bei (mindestens im Prinzip)
beliebig oft wiederholbaren Vorgéngen, deren Einzelausginge nicht vor-
hersehbar sind. Beispiel:

Dieser Wiirfel ist falsch, denn die Chance, mit ihm eine Sechs
zu wiirfeln, betragt nur 1/10.

Man hat in einer langen (wie lang?) Serie von Wiirfen mit diesem Wiirfel
in etwa 1/10 der Fille eine Sechs erhalten und erwartet nun, dafl der
Wiirfel in Zukunft das gleiche Verhalten zeigen wird.

Empirische Sachverhalte wie in diesem Beispiel heiflen zufillige Experi-
mente. Die bei der Wiederholung solcher zufiilligen Experimente (unter
gleichen duBeren Bedingungen) beobachteten Haufigkeiten dienen spéter
dazu, den Begriff empirische Wahrscheinlichkeit zu definieren.
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(iii) Aufgabe
In welche Kategorie féllt das Beispiel

Heute wird es mit einer Wahrscheinlichkeit von 20 % regnen.

Was ist auBerdem damit gemeint? 20% der Menge eines ,normalen
Regengusses; 20 % der Dauer eines ,normalen“ Regengusses? Oder noch
etwas Drittes?

Wie entstand der Begriff der Wahrscheinlichkeit als ein Ma8 fiir das potentielle
Eintreten eines Ereignisses?

Im siebzehnten Jahrhundert waren Gliicksspiele sehr populédr, besonders in
Frankreich. Um seine Chancen beim Spiel zu verbessern, konsultierte Antoine
Gombaud, der Chevalier de Méré, ein passionierter Gliicksspieler mit Interesse
an der Mathematik, den beriihmten Mathematiker und Theologen Blaise Pas-
cal. Unter den Problemen, iiber welche er von Pascal Auskunft begehrte, waren
die folgenden beiden:

(1) (Teilungsproblem)

Zwei Spieler (A und B) spielen ein Spiel, in dem jeder die gleiche Gewinn-
chance hat. Nach jeder Runde erhélt der Gewinner einen Punkt, und wer
zuerst 5 Punkte erzielt, hat das Spiel gewonnen.

Nun wird das Spiel beim Stand von

A : 4 Punkte
B : 3 Punkte

vorzeitig abgebrochen. Wie ist der Einsatz auf A und B zu verteilen?

(i) Vorschlag 1:  (Blick in die Vergangenheit)

Teilung des Einsatzes im Verhéltnis 4:3, da bei Abbruch des Spieles
A schon 4 Punkte erzielt hat, B dagegen nur 3.

(ii) Vorschlag 2:  (Blick in die Zukunft)

Teilung des Einsatzes im Verhiltnis 2:1, da A in zwei von drei
(fiktiven weiteren) Fillen gewinnen wiirde.

(iii) Vorschlag 3:  (Pascals Vorschlag, Blick in die Zukunft)
Teilung des Einsatzes im Verhéltnis 3:1 mit der im folgenden angefiihr-
ten Begriindung.
In jedem Fall wére das Spiel nach zwei weiteren Runden beendet ge-
wesen mit den in Tabelle 1.1 angegebenen vier Moglichkeiten, und
Spieler A gewinnt in drei von vier moglichen Fallen.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Ergebnis | Gewinner
A (A) A
A (B) A
B A A
B B B

Tabelle 1.1: Gewinnmoglichkeiten beim Teilungsproblem

Dieser (ebenfalls auf die Zukunft gerichtete) Losungsvorschlag diskre-
ditiert auch Vorschlag 2: hier mufl man zuerst die Anzahl der fiir das
Spiel mdglichen Félle (4) auflisten, danach die Anzahl der fiir den
Ausgang des Ereignisses ginstigen Fille (3) bestimmen.

(2) (Wirfelproblem)

De Méré lernte, wahrscheinlich aus Erfahrung, dafl man einen reguldren
Wiirfel viermal werfen mufite, damit die Chance, eine 6 zu wiirfeln, grofier
als 50 % ist. Er schlofl daraus, dafl es vorteilhaft ist darauf zu wetten, dafl
fiir zwei Wiirfel die Chance, eine Doppel-Sechs zu wiirfeln, grofier als 50 %
ist, wenn man 6 - 4 = 24 mal wiirfeln darf, denn fiir den zweiten Wiirfel ist
die Chance, eine 6 zu wiirfeln, ja gerade 1/6.

Er wurde bitter enttduscht und verlor auf lange Sicht die Wette und viel
Geld. Daraufhin beklagte er sich bei Pascal, der ihn dariiber aufklirte, daf3
diese Resultate zu erwarten waren:

(i) Die Chance, mit einem Wiirfel bei vier Wiirfeln eine Sechs zu wiirfeln,
ist gegeben durch

4
P(Einmal 6 mit 4 Wiirfen) = 1 — <) = 0,518 = 51,8%.

(ii) Die Chance, mit zwei Wiirfeln bei 24 Wiirfen eine Doppel-Sechs zu
wiirfeln, ist gegeben durch

35

24
— = 0,491 = 49,1 %.
36) ’ 17

P(Zweimal Sechs mit 24 Wiirfen) := 1—(
Motiviert durch Fragen dieser Art, begann Pascal eine umfingliche Kor-
respondenz mit dem franzosischen Mathematiker Pierre de Fermat. Diese
Korrespondenz diente als Grundlage einer einheitlichen Theorie von Zufalls-
phidnomenen, welche heute unter dem Namen Wahrscheinlichkeitstheorie
bekannt ist.

(3) (Ziegenproblem)*

In einer Spielshow im Fernsehen sei zum Schlufl noch ein Kandidat iibrig,
der eine von drei geschlossenen Tiiren auswéhlen soll. Hinter einer Tiir

!Gero von Randow: Das Ziegenproblem — Denken in Wahrscheinlichkeiten, rowohlt science
1994, Sachbuch 9337

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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wartet als Preis ein Auto, hinter den beiden anderen stehen Ziegen. Der
Kandidat zeigt auf eine Tiir, sagen wir Nummer eins. Sie bleibt vorerst
geschlossen. Der Moderator, der weifl, hinter welcher Tiir sich das Auto
befindet, 6ffnet eine andere Tiir, z.B. Nummer drei, und eine Ziege schaut
ins Publikum.

Der Kandidat erhélt nun die Moglichkeit, bei der bisher gewéhlten Tiir eins
zu bleiben oder zur Tiir zwei zu wechseln. Wie soll er sich entscheiden? An-
ders formuliert: Gibt es jetzt aus stochastischer Sicht berechtigte Griinde,
bei der gewéhlten Tiir zu bleiben bzw. die Tiir zu wechseln, oder sind die
Wahrscheinlichkeiten, den Preis hinter Tiir eins bzw. Tiir zwei zu finden,
nach wie vor identisch?

(4) (Ziegenproblem; Veriinderung des subjektiven Wertesystems)?

Sie sind Ziegenhirte auf einer autofreien Insel und wollen das auch bleiben.
Das Auto interessiert Sie nicht, Sie wollen eine Ziege haben.

Sollten Sie nach Ihrer ersten Wahl die Tiir wechseln oder nicht?

1.2 Deterministische und stochastische Modelle

Was versteht man unter einem ,,Experiment“? Worin besteht die Rolle der
Wahrscheinlichkeitstheorie, die Ergebnisse eines Experimentes zu interpretie-
ren?

Beispiel 1.1

(1) In einem Versuch wird der Siedepunkt des Wassers bestimmt, man erhélt
einen Wert von 100 °C. Jede Abweichung von diesem Wert ist ein Resultat
wechselnder experimenteller Bedingungen, wie Anderung des Luftdrucks,
Ablesefehler bei dem Thermometer, etc.

Bleiben die Versuchsbedingungen dieselben, dann wird auch das
Ergebnis das gleiche sein. Es handelt sich hier um ein determini-
stisches Experiment.

(2) Beim Werfen eines Wiirfels handelt es sich in der Regel (s.u.) um ein Ex-
periment, bei welchem der Ausgang nicht vorhersehbar ist. Hierbei handelt
es sich um ein stochastisches Experiment oder Zufallsexperiment.

Bemerkung

Es hangt natiirlich von den Versuchsbedingungen ab, ob ein Experiment als Zu-
fallsexperiment angesehen werden kann oder nicht. Sind z.B. beim Werfen eines
Wiirfels alle fiir die Bewegung des Wiirfels wichtigen Daten bekannt, so kann

2Dubben/Bornholdt: Mit an Wahrscheinlichkeit grenzender Sicherheit - Logisches Denken
und Zufall, rowohlt science 3. Auflage 2006

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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man das Ergebnis eines jeden Wurfes als Losung eines Anfangswertproblems
einer Differentialgleichung vorausberechnen, und dann handelt es sich um ein
deterministisches Experiment.

Andererseits ist es hdufig gar nicht wiinschenswert, ein zufilliges Experiment
durch Festlegen aller Versuchsbedingungen in ein deterministisches Experiment
umzuwandeln. Bei der Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie auf prakti-
sche Probleme kann daher die Wahl eines geeigneten mathematischen Modells
durchaus mit Schwierigkeiten verbunden sein, und man sollte ein Problem ei-
ner genauen pramathematischen Analyse unterziehen, bevor man es mit einem
Modell zu 16sen versucht.

Im neunzehnten Jahrhundert wurde die Wahrscheinlichkeitstheorie von Laplace
weiterentwickelt und angewendet auf Probleme der Fehlerrechnung, statisti-
schen Mechanik und Versicherungsmathematik. Die aus dem Griechischen abge-
leitete Bezeichnung Stochastik® ist ein Sammelbegriff fiir die Disziplinen Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und Mathematische Statistik.

1.3 Ereignisraum

1.3.1 Ereignis

Definition 1.1

FEin Zufallsexperiment ist ein Experiment, bei dem die folgenden Voraussetzun-
gen erfiillt sind:

(i) Das Experiment 148t sich unter den gleichen (wohldefinierten) &duferen
Bedingungen beliebig oft wiederholen.

(ii) Bei der Durchfithrung des Experiments sind mehrere sich gegenseitig aus-
schlieBende Ergebnisse moglich.

(iii) Das Ergebnis einer konkreten Durchfithrung des Experiments la8t sich
dabei nicht mit Sicherheit voraussagen, sondern es ist zufallsbedingt.

Beispiel 1.2

Mehrmaliges Wiirfeln mit zwei unterschiedlichen homogenen Wiirfeln und
Notieren der dabei jeweils erzielten Augenpaare. Ein mogliches Ergebnis ist
dann beispielsweise das Augenpaar (1, 6).

Anhand dieses Beispiels werden einige Begriffe und Bezeichnungen zusammen-
gestellt:

3Die fritheste Erwihnung des Wortes ,,Stochastik“ findet man in Platons Werk Philebos.
Sokrates spricht dort von ,,. .. der Fihigkeit des geschickten Vermutens (ocToxarikn), die sich
nur durch stete Handhabung und miihevolle Arbeit herausbilden 148t.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



1.3. EREIGNISRAUM 7

Ereignis Beschreibung des Ereignisses

A = {2} Wiirfeln einer 2 (Elementarereignis)
B = {2,4,6} Wiirfeln einer geraden Zahl

C = {3,6} Wiirfeln eines Vielfachen von 3

D = {5,6} Wiirfeln einer 5 oder einer 6

Tabelle 1.2: Verschiedene Ereignisse beim Wiirfeln mit einem homogenen Wiirfel

Definition 1.2

i) Es sind 36 verschiedene Ergebnisse moglich, nimlich die 62 moglichen
(i) g g g
Ergebnisse

(1,1),(1,2),...,(5,6), (6,6).

Diese Ergebnisse heiflen Elementarereignisse.

(ii) Die Menge

Q = {w: w ist Elementarereignis}

heilt Ergebnisraum, Ergebnismenge oder Merkmalraum.
(iii) Jede Teilmenge des Merkmalraums heifit ein Ereignis. Beispielsweise ist
A= {(1,3),(2,2),3,1)}
das Ereignis: Die Augensumme beider Wiirfel ist gleich vier.

(iv) Die Menge aller Ereignisse eines Zufallsexperimentes heifit Ereignisraum.
Der Ereignisraum ist demnach die Potenzmenge der Ergebnismenge :

Ereignisraum = P(Q2) = {A: ACQ}.

Beispiel 1.3

Beim Zufallsexperimnet ,, Wurf eines homogenen Wiirfels“ ist (Tabellel.2)

Q0 = {1,2,3,4,5,6)}.

1.3.2 Verkniipfung von Ereignissen

Ereignisse sind Teilmengen der Ergebnismenge, also des Merkmalraumes 2.
Damit sind sie Elemente der Potenzmenge P(€2) und lassen sich gem#fi den
Verkniipfungsregeln fiir Mengen zu neuen Ereignissen zusammensetzen.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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Die wichtigsten Mengenoperationen sind die folgenden. Seien M und N Men-
gen, dann sind definiert:

MUN = {z: z2eMVzeN} Vereinigung
MON = {z: 2e M AzeN} Durchschnitt
MA\N = {z:z2eM Nz gN} Differenz
M = oM = Q\M Komplement von M bzgl. Q
PM) = {z: M} Potenzmenge

(1.1)

Durchschnitt M NN

Abbildung 1.1: Durchschnitt

Vereinigung M UN

Differenzmenge M\N :

Abbildung 1.3: Differenzmenge

Bemerkung

(i) Wenn klar ist, welche ,,Obermenge“ 2 gemeint ist, schreibt man auch .M
anstelle von Co M.

(ii) Durch die Anwendung der Mengenlehre sind Ereignisse auf Mengen
zuriickgefiihrt, sie sind also Mengen. Da hier jedoch der wahrscheinlich-
keitstheoretische Aspekt im Vordergrund steht, werden fortan Ereignisse

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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nicht mehr kalligraphisch — A, B — geschrieben, sondern in normaler Schrift
- A, B.

Weiterhin wird in der Wahrscheinlichkeitstheorie die Bezeichnung A der
Bezeichnung L A vorgezogen.

(iii) Manchmal sind auch die Bezeichnungen
A+ B fiir AUB und
A-B fiir ANB
iiblich, ich verwende diese hier jedoch nicht.

(iv) Gilt fiir zwei Mengen A und B die Aussage
ANB =0,

so heiflen diese beiden Mengen bekanntlich disjunkt oder elementfremd.
Die dadurch definierten Ereignisse A und B schlieflen sich dann gegensei-
tig aus, sie heiflen unvereinbar oder kontréar. In Anlehnung an die Verwen-
dung der Mengenlehre zur Beschreibung von Ereignissen nennt man sich
gegenseitig ausschliefende Ereignisse daher manchmal auch disjunkt.

Satz 1.1 (Regeln von de Morgan)

Fiir zwei beliebige Ereignisse (Teilmengen) A und B von 2 gelten:

AUB =
ANB =

||

n
U

&

In Worten:

Das Komplement der Vereinigung ist gleich dem Durchschnitt der Komple-
mente.
Das Komplement des Durchschnittes ist gleich der Vereinigung der Komple-
mente.

Beweisen lassen sich diese Regeln mit Hilfe von Inklusionsbeziehungen fiir Men-
gen.

Beispiel 1.4

Eine kreisrunde Zielscheibe von 50 cm Radius ist in Kreisringe mit den dufleren
Radien r; = i - 5cm eingeteilt (i € {1,2,...,10}), s. Abb. 1.4.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft man in diese Bereiche, wenn vorausgesetzt
wird, daf} die Zielscheibe auf jeden Fall getroffen wird und die gesuchten Wahr-
scheinlichkeiten proportional zu den jeweiligen Flacheninhalten sind? Steht die-
ses Wahrscheinlichkeitsmafl der Gleichverteilung in bezug auf die Flidchen der
Kreisringe mit der Erfahrung in Einklang?

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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D
i

Abbildung 1.4: Zielscheibe mit konzentrischen Kreisen

Loésung
Die Grofe des i-ten Kreisringes betrégt (i € {1,2,...,10}, 9 :=0)
Ki == m-(r2—r2]) = 25 7r(z'2 —(i— 1)2) = 257 (20— 1),

und die Grofle der gesamten Zielscheibe betrigt

10 10
Fio =715y = » K; = 257) (2i—1) = 25007

i=1 i=1

Die Wahrscheinlichkeit, genau den i-ten Kreisring zu treffen, betréigt nach Vor-

aussetzung (Abb. 1.5)

B/ (2i—1)  2—1 .
P(K;) — _ 1.....101),
(K:) 2500 7 100 (e d b

und die Erfahrung spricht gegen ein solches Wahrscheinlichkeitsmas.

, relative Hiufigkeit

K, Ky K3 Ky -+ K; Kg Ky K

Abbildung 1.5: Haufigkeitsdiagramm fiir Treffer auf eine runde Zielscheibe

Bemerkung

Wie man sieht, 148t sich ein Begriff von ,, Wahrscheinlichkeit* vielfiltig festlegen,
wenn auch nicht immer realitdtsnah. Es ist nun Aufgabe der Mathematik dafiir
zu sorgen, daf} diese Festlegung wenigstens konsistent geschieht.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



Kapitel 2

Kombinatorik

Unter dem Begriff Kombinatorik versteht man die Theorie vom systematischen
Abzéhlen von Elementen. Im einzelnen werden behandelt:

(i) Permutation

Anordnung von n Elementen
(ii) Kombination
Auswahl von k aus n Elementen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge
(a) ohne Wiederholung:  Ziehung ohne Zuriicklegen
(b) mit Wiederholung: Ziehung mit Zuriicklegen
(iii) Variation
Auswahl von k aus n Elementen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge

(a) ohne Wiederholung:  Ziehung ohne Zuriicklegen
(b) mit Wiederholung: Ziehung mit Zuriicklegen

Als Modell, um all diese Begriffe zu kldren, diene das sog. Urnenmodell. In einer
Urne befinden sich n (n € IN geeignet) verschiedene gleichgrofie Kugeln, die sich
in ihrer Farbe voneinander unterscheiden.

(i) Die Anzahl der verschiedenen Arten, diese n Kugeln anzuordnen, fiihrt
zum Begriff Permutation.

(ii) Aus der Urne werden nacheinander k (k € IN geeignet) Kugeln gezogen.

(a) Ziehung ohne Zuriicklegen

Die jeweils gezogene Kugel wird nicht in die Urne zuriickgelegt und
scheidet somit fiir alle weiteren Ziehungen aus. Jede der n Kugeln
kann somit héchstens einmal gezogen werden.

11



12 KAPITEL 2. KOMBINATORIK

(b) Ziehung mit Zuriicklegen

Jede Kugel darf mehrmals verwendet werden, d.h. vor einer nachfol-
genden Ziehung wird die gezogene Kugel in die Urne zuriickgelegt und
kann somit abermals gezogen werden.

In beiden Féllen wird ferner unterschieden, ob die Reihenfolge der Ziehun-
gen berticksichtigt werden soll oder nicht. Wenn ja, liegt eine Variation vor,
wenn nein, eine Kombination.

In der Statistik wird eine solche zufillige Entnahme von k Kugeln aus
einer Gesamtheit von n Kugeln als Stichprobe bezeichnet. Die Stichprobe
heifit geordnet, wenn die Reihenfolge der Stichprobenelemente (hier: die
gezogenen k Kugeln) beriicksichtigt wird. Spielt die Reihenfolge jedoch
keine Rolle, so liegt eine ungeordnete Stichprobe vor.

Aufgabe
Welcher Gruppe gehort das Lottospiel ,,6 aus 49* an?

2.1 Permutation

Beispiel 2.1

Drei verschiedenfarbige Kugeln lassen sich auf genau sechs verschiedene Arten
anordnen, s. Abb. 2.1.

O &% @ ® O @ ® O X
O @ & ® @ O ® X O

Abbildung 2.1: Anordnungen von drei verschiedenfarbigen Kugeln

2.1.1 Permutation ohne Wiederholung

Definition 2.1

Eine Anordnung von n verschiedenen Elementen in einer bestimmten Reihen-
folge heifit eine Permutation dieser Elemente.

Problem

Wie grof} ist die Anzahl der Permutationen von n Elementen?

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



2.1. PERMUTATION 13

Loésung

Es sind n Positionen vorhanden, die man sich von 1 bis n durchnumeriert denkt.
Dazu gibt es n verschiedene Kugeln, mit denen diese Positionen besetzt werden
sollen.

Position Nr. 1 148t sich mit jeder Kugel belegen,
Position Nr. 2 148t sich (dann noch) mit n — 1 Kugeln belegen,
Position Nr. 3 ld8t sich (dann noch) mit n — 2 Kugeln belegen,

Position Nr. n 148t sich nur noch mit 1 Kugel belegen.

Abb. 2.2 verdeutlicht diese Aussage.

e Platzziffer

I .

n n—1 n—2 e 1 Anzahl der Besetzungen

Abbildung 2.2: Besetzungsmoglichkeiten von n Positionen

Die Anzahl der Permutationen von n verschiedenen Elementen betriagt daher
Pn) ==n!l :=n-(n—1)-...-1.

Der Ausdruck n! heifit n Fakultdt und ist eine Abkiirzung fiir das Produkt der
natiirlichen Zahlen von 1 bis n einschliefllich:

=1

Zusatzlich definiert man noch
0! := 1.

2.1.2 Permutation mit Wiederholung

Befinden sich unter den n Kugeln n; gleichfarbige (welche also nicht unter-
scheidbar sind), so fallen alle jene Anordnungen zusammen, welche durch Ver-
tauschen der gleichfarbigen Kugeln untereinander hervorgehen: diese Anord-
nungen kénnen nun nicht unterschieden werden und miissen daher als gleich
gelten.

Bei n; gleichfarbigen Kugeln gibt es P(n1) = ni! verschiedene Moglichkeiten,
diese np gleichen Kugeln untereinander zu vertauschen. Daher gibt es genau
Plp) _ nt

P(ny)  nq!

P(nyny) :=

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



14 KAPITEL 2. KOMBINATORIK

verschiedene Anordnungsmoglichkeiten fiir n Kugeln, unter denen sich ny glei-
che befinden. Daher ist die Anzahl der Permutationen von n Elementen, unter
denen sich jeweils ny,no, ..., ng gleiche befinden, gegeben durch

n!

P(n;ni,ng, ..., ng) == —
ni: ng: ... Nk:

mit ny +ng + ... +np =n.

Beispiele 2.2

(i) Auf einem Regal sollen 6 verschiedene Gegensténde angeordnet werden.
Es gibt dann
P(6) = 6! = 720

verschiedene Anordnungsmoglichkeiten (Permutationen) dafiir.

(ii) Vor einem Wohnhaus gibt es einen Parkhafen mit 6 Stellpldtzen. Wieviele
Moglichkeiten gibt es, 3 Autos dort zu parken?

Wenn drei von sechs Stellplétzen mit Autos besetzt sind, so lautet die Fra-
ge, wieviele Moglichkeiten es gibt, die drei Autos und die drei leeren Plétze
zu permutieren. Dabei werden die Autos als unterschiedlich angesehen, die
verbleibenden leeren Stellpldtze dagegen nicht. Es gibt dann

6! 720

verschiedene Moglichkeiten, 3 Autos auf 6 Stellpldtzen zu parken.

(iii) Wieviele Moglichkeiten der Anordnung von 2n Karten gibt es beim
Memory-Spiel?

2.2 Kombination

Unter einer Kombination versteht man die Auswahl von k£ aus n Elementen ohne
Berticksichtigung der Reihenfolge, in welcher die Elemente ausgewéhlt werden.
Eine ungeordnete Stichprobe von k Kugeln (allgemein: Elementen) heifit eine
Kombination k-ter Ordnung.

I.a. ist die natiirliche Zahl k£ dabei kleiner als n. Betrachtet man hingegen eine
sog. Kombination mit Wiederholung, d.h. legt man ein einmal ausgewéhltes
Element nach seiner Auswahl wieder zuriick, so kann es im néchsten Zug erneut
ausgewahlt werden; in diesem Fall kann &k auch grofler als n sein.

2.2.1 Kombination ohne Wiederholung

Einer Urne mit n verschiedenen Kugeln K1, Ko, ..., K, werden nacheinander k
Kugeln ohne Zuriicklegen entnommen. Die Reihenfolge der gezogenen Kugeln
soll dabei ohne Bedeutung sein. Beim Lotto ,6 aus 49“ beispielsweise wird

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



2.2. KOMBINATION 15

nach dieser Methode verfahren: Aus einer Gesamtheit von 49 Kugeln werden
nacheinander 6 Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen.

Eine solche ungeordnete Stichprobe von k Elementen heifit eine Kombination
k-ter Ordnung ohne Wiederholung.

Auf wieviele verschiedene Arten ist es moglich, k Kugeln aus einer Urne mit n
verschiedenen Kugeln ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihen-
folge zu ziehen, d.h. wie grof} ist die Anzahl der Kombinationen k-ter Ordnung
ohne Wiederholung bei n verschiedenen Elementen?

Zur Beantwortung dieser Frage denkt man sich die n verschiedenen Kugeln
Ky, Ko, ..., K, in einer Reihe angeordnet. Dann kennzeichnet man die gezoge-
nen k Kugeln mit einer 1, die iibrigen n — k£ Kugeln mit einer 0 (Abb. 2.3).

K, Ky Ky oeeevenns K, K,
0 1 [\ 0 1

Abbildung 2.3: Kennzeichnung von k gezogenen Kugeln

In dieser Anordnung tritt somit die Zahl 1 genau k-mal und die Zahl 0 genau
(n — k)-mal auf. Damit lautet das zu lésende Problem:

Wieviele verschiedene Anordnungsmoglichkeiten gibt es fiir die n
Zahlen (Elemente), unter denen sich eine Gruppe von k gleichen
und eine andere Gruppe von (n — k) gleichen Elementen befinden?

Offensichtlich handelt es sich dabei um eine Permutation von n Elementen mit
Wiederholung, unter denen sich sowohl k gleiche als auch n—k gleiche befinden.
Damit gibt es nach dem letzten Abschnitt genau

n! n-n—1)-...-(n—[k+1])

K(nyk) := P(nyk,n—k) = = )l = o

verschiedene Moglichkeiten.

Fiir den letzten Ausdruck ist eine Abkiirzung gebrauchlich. Man definiert

und nennt (Z) einen Binomialkoeffizienten (lies: ,n iiber k).

Beispiel 2.3

Sei ) eine Menge mit n Elementen. Dann hat die Potenzmenge P(2) genau 2"
Elemente.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



16 KAPITEL 2. KOMBINATORIK

Beweis

Q hat n Elemente, und P(Q2) ist die Menge aller Teilmengen von . In ihr gibt

es jeweils |
(Z) _ m (ke{0,...,n})

Teilmengen mit je & Elementen (Auswahl von k aus n), insgesamt also

£(0) = $() e - anr -

k=0

Teilmengen. Hierbei wurde der Binomische Satz angewendet, und die im Bi-
nomischen Satz auftretenden Koeffizienten heiflen daher Binomialkoeffizienten.

2.2.2 Kombination mit Wiederholung

Darf jede der n verschiedenen Kugeln bei der Ziehung mehrmals verwendet
werden, d.h. wird eine gezogene Kugel vor der néchsten Ziehung in die Urne
zuriickgelegt und hat so die Chance, mehrmals gezogen zu werden, so erhélt
man eine Kombination k-ter Ordnung mit Wiederholung. Thre Anzahl ist

Kw(n:k) = <k+Z_ 1>.

Man beachte, daf} k£ jetzt auch grofler als n sein kann.

Der Beweis dieser Formel ist etwas knifflig und soll daher anhand eines Beispiels
illustriert werden.

Beispiel 2.4

Die vier Moglichkeiten, 3 (nicht unterscheidbare) Apfel auf 2 Kinder zu vertei-
len, sind in Abbildung 2.4 aufgefiihrt.

Kind 1 | Kind 2
000 — 0001
00 0 0010
0 00 0100
- 000 1000
Abbildung 2.4: Verteilung von Abbildung 2.5: Verteilung von k = 3
3 Apfeln auf 2 Kinder Nullen und n — 1 = 1 Einsen

Durch welche Uberlegung kommt man auf dieses Ergebnis? Offenbar sind
4 = 3+ 2 — 1 Positionen zu besetzen, und zwar mit einer 0 fiir einen Apfel
und mit einer 1 fiir eine (hier: die einzige) Trennwand zwischen den Kindern.
Die Tabelle kénnte codiert also wie Abbildung 2.5 aussehen.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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KOMBINATION 17

Wenn nun k (nicht unterscheidbare) Apfel auf n Kinder zu verteilen sind, so
miissen k& Nullen — die Apfel — und n—1 Einsen — die Trennwéinde — beriicksich-
tigt werden. Es liegt demnach eine Permutation mit Wiederholung von k+n—1
Elementen vor, unter denen ny = k und ny = n— 1 gleich sind. Insgesamt erhélt
man also

k+n—1)!
Plk+n—1;n =knyo=n—-1) = (k' (n—l))'
(k+n-—1)!

K (k+n—1]— k)

- (1)

= Kw<n; k?)

Moglichkeiten.

Beispiele 2.5

(i)

Einer Warenlieferung von 10 Transistoren soll zu Kontrollzwecken eine
Stichprobe von 2 Transistoren entnommen werden. Wieviele verschiedene
Stichproben sind dabei moglich?

Losung

Da es bei dieser (ungeordneten) Stichprobe auf die Reihenfolge der aus-
gewihlten Transistoren nicht ankommt und die Ziehung (wie in der Praxis
allgemein {iiblich) ohne Zuriicklegen erfolgt, gibt es genau

- — 4
1-2)-(1-2-...-8) 1-2 ’

1 1-2-...-1 1
K(10;2) — <2o> - 0 9-10

verschiedene Stichproben (Kombination 2. Ordnung von 10 Elementen

ohne Wiederholung).

Fiir eine Parallelschaltung von drei Widerstdnden (Abb. 2.6) stehen insge-
samt 5 verschiedene Klassen von Ohm’schen Widersténden zur Verfiigung.
Wieviele verschiedene Schaltungsmdoglichkeiten gibt es, wenn jeder Wider-
stand einer Klasse

—1

e s BN s

—

Abbildung 2.6: Parallelschaltung von drei Ohm’schen Widerstéinden

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



18 KAPITEL 2. KOMBINATORIK

(a) hochstens einmal

(b) mehrmals, d.h. bis zu dreimal
verwendet werden darf?

Loésung

(a) Da jeder Widerstand nur einmal verwendet werden darf, liegt hier eine
Kombination 3. Ordnung ohne Wiederholung vor. In diesem Fall gibt
es daher

= 10

5 5-4-3
K(5:3) =
59 = (3) = Tos

verschiedene Moglichkeiten fiir eine Parallelschaltung aus drei Wi-
dersténden.

(b) Jeder Widerstand kann bis zu dreimal verwendet werden. Dieses Mal
handelt es sich um eine Kombination 3. Ordnung mit Wiederholung.
Es gibt demnach

5+3—-1 7 7-6-5
e R N R

verschiedene Moglichkeiten fiir eine Parallelschaltung aus drei Wi-
dersténden.

2.3 Variation

Im Gegensatz zu einer Kombination beriicksichtigt eine Variation nun auch die
Reihenfolge, in der die Auswahl der k Elemente aus den n Elementen erfolgt.
Eine geordnete Stichprobe von k Kugeln (allgemein: Elementen) heifit eine Va-
riation k-ter Ordnung.

2.3.1 Variation ohne Wiederholung

Einer Urne mit n verschiedenen Kugeln werden nacheinander & Kugeln ohne
Zuriicklegen entnommen. Wie in einer Kombination ohne Wiederholung ist jede
der verschiedenen n Kugeln in der Ziehung damit hochstens einmal vertreten.
Dieses Mal wird nun — im Gegensatz zu einer Kombination — allerdings auch
die Reihenfolge der Entnahme der Kugeln beriicksichtigt.

Eine solche geordnete Stichprobe von k Kugeln heifit eine Variation k-ter
Ordnung ohne Wiederholung.

Auf wieviele verschiedene Arten ist es moglich, k Kugeln aus einer Urne mit n
verschiedenen Kugeln ohne Zuriicklegen, aber unter Beriicksichtigung der Rei-
henfolge zu ziehen, d.h. wie grof3 ist die Anzahl der Variationen k-ter Ordnung
ohne Wiederholung bei n verschiedenen Elementen?

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



2.3. VARIATION 19

Zur Losung dieses Problems geht man zunéchst von einer beliebigen Kombina-
tion k-ter Ordnung ohne Wiederholung aus. Diese enthélt genau k verschiedene
Kugeln K1, Ks, ..., Ki in einer beliebigen Anordnung. Da sich diese Kugeln auf
k! verschiedene Arten permutieren lassen, erhélt man aus dieser Kombination
genau k! Variationen. Dies gilt nun aber fiir jede Kombination k-ter Ordnung.
Somit ist

R e R e T

die Anzahl der méglichen Variationen k-ter Ordnung ohne Wiederholung.

2.3.2 Variation mit Wiederholung

Darf dagegen jede der insgesamt n verschiedenen Kugeln in der Urne mehrmals
verwendet werden, so erhilt man eine Variation k-ter Ordnung mit Wiederho-
lung. Jede gezogene Kugel mufl vor der néchsten Ziehung in die Urne zuriick-
gelegt werden (Ziehung mit Zuriicklegen).

Die Anzahl der Variationen k-ter Ordnung betrigt in diesem Fall
Viv(n; k) == n*.
Denn jede der k Positionen in einer solchen Anordnung kann mit jeder der

verschiedenen Kugeln belegt werden, da Mehrfachziehung jetzt zuldssig ist,
s. Abb. 2.7.

""""" Platzziffer

I

n n n n moglichen Besetzungen

Abbildung 2.7: Besetzungsmoglichkeiten fiir die k vorhandenen Positionen

Somit gibt es genau

—_——
k-mal

verschiedene Anordnungen.

Bemerkung

(i) Variationen unterscheiden sich von Kombinationen grundsétzlich dadurch,
daf} die Reihenfolge oder Anordnung der Elemente beriicksichtigt wird. Sie
konnen daher auch als geordnete Stichproben aufgefafit werden, welche
einer sog. Grundgesamtheit von n Elementen entnommen werden.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin
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(if)

Variationen k-ter Ordnung heiflen manchmal auch Kombinationen k-ter
Ordnung unter Beriicksichtigung der Anordnung.

Beispiele 2.6

(i)

(iii)

Beim Pferdetoto mufl in der sog. Dreierwette der Zieleinlauf der ersten
drei Pferde in der richtigen Reihenfolge vorausgesagt werden. Wieviele
verschiedene Dreier-Wetten sind moglich, wenn zehn Pferde starten?

Losung

Drei der zehn Pferde erreichen als erste das Ziel in einer bestimmten Rei-
henfolge. Es handelt sich daher um Variationen 3. Ordnung von 10 Ele-
menten ohne Wiederholung. Es gibt daher

10! 10!

verschiedene Dreier-Wetten.

Wieviele verschiedene Augenpaare sind bei einem Wurf zweier unterschied-
lich gekennzeichneter homogener Wiirfel moglich?

Losung

Als Augenzahlen eines jeden der beiden Wiirfel kommen die Zahlen
1,2,3,4,5 und 6 in Frage. Bei den Augenpaaren (i, 7) handelt es sich um
geordnete Zahlenpaare, da die Wiirfel unterschiedlich gekennzeichnet sind
(z.B. ein weiBer und ein schwarzer Wiirfel), und somit um Variationen 2.
Ordnung der 6 Zahlen 1 bis 6 mit Wiederholung. Daher gibt es

Vir(6;2) = 6% = 36

verschiedene Augenpaare, ndmlich

(L), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5, (1,6),
(2,1),(2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6),
3,1, 3,2, (3,3), 3,4), 3,5), (3,6) ,
(4,1), (4,2), (43), (4,4), (4,5, (4,6),
(6,1), (5,2), (5,3), (5,4, (5,5), (5,6),
(6,1) , (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6) .

Aus den Ziffern 1 bis 9 sollen dreistellige Zahlen gebildet werden. Wieviele
verschiedene Moglichkeiten gibt es dafiir, wenn in jeder dreistelligen Zahl
keine Ziffer mehrfach auftreten darf?

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



2.4. ZUSAMMENFASSUNG 21

Loésung

Neun Ziffern werden auf drei Plitze verteilt, wobei jede Ziffer nur einmal
auftreten darf und die Anordnung der Ziffern von Bedeutung ist. Es han-
delt sich also um Variationen 3. Ordnung ohne Wiederholung. Thre Anzahl

betragt
V(9;3) = ! = ! = 9.-8.-7 = 504
(9:3) (79 —3)! 6! o ’

Beispiel 2.7
Wie grof} ist die Chance, im Lotto ,,6 aus 49

(i) 6 richtige Zahlen
(ii) 3 richtige Zahlen

(iii) iiberhaupt keine richtige Zahl

zu tippen?

Losung

Beim Lotto ,,6 aus 49* handelt es sich um eine sechsmalige (ohne Beriicksichti-
gung der Zusatzzahl) Ziehung einer Kugel ohne Zuriicklegen, bei welcher es auf
die Reihenfolge der gezogenen Kugeln nicht ankommt. Somit liegt eine Kombi-
nation (Reihenfolge ohne Bedeutung) ohne Wiederholung (die jeweils gezogene
Kugel wird vor dem néchsten Zug nicht zuriickgelegt) vor.

1 6! 43! 1
)P = —o- = —— = 7.15-107% = 0.00000715% ~ —
(i) ~ (469) 49! % 14 Millionen

(ii) Die Wahrscheinlichkeit unter (i) ist zu multiplizieren mit der Anzahl

(a) 3 (richtige) aus 6 (richtigen) zu wihlen und
(b) (die restlichen) 3 (falschen Kugeln) aus den 43 (falschen Kugeln) zu
wéhlen.

Somit ergibt sich hier
G- (%) 6 431 643

(® T 3131 31400 49!

P = = 0.01765 = 1.765%

(i) Py = 1- Y. B,
=1

2.4 Zusammenfassung

Ungeordnete Stichproben sind Kombinationen, geordnete Stichproben dagegen
Variationen. Die Tabellen 2.1 und 2.2 fassen die wichtigsten Formeln iibersichts-
artig zusammen.
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22 KAPITEL 2. KOMBINATORIK
ohne Wiederholung mit Wiederholung
Permutation P(n) =n! P(n;ni,ng,...,ng) = W:nk'
. . k+n—
Kombination K(n;k) = (Z) Ky (n;k) = ( +Z 1)
Variation V(n; k) (nﬁ!k)! Viv (n; k) = nF
Tabelle 2.1: Ubersicht iiber kombinatorische Begriffe und Formeln
ohne Wiederholung | mit Wiederholung
Kombination A N _ (k+n—1y | ungeordnete
k-ter Ordnung K(n’ k) - (Z) KW(n’ k) - ( Z ) Stichprobe
Variation A ! N Lk geordnete
k-ter Ordnung Vin;k) = (nik)! Viv(n; k) = n Stichprobe

Ziehung ohne
Zuriicklegen

Ziehung mit
Zuriicklegen

Tabelle 2.2: Kombinationen und Variationen

Prof. Dr. A. Raphaélian
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Die Theorie der Wahrscheinlichkeit ist ein System,
das uns beim Raten hilft.

Richard P. Feynman (1918 - 1988)

Kapitel 3

Wahrscheinlichkeit

3.1

Laplace-Experimente

Definition 3.1 .

Seien m € N und © := {wy,...,wn}, also Q eine endliche Menge. Q bestehe
aus den Ergebnissen eines Zufallsexperimentes.

(i)

(i)

Man nennt das Experiment ein Laplace-Experiment, wenn aufgrund der
Versuchsbedingungen alle Elementarereignisse w; die gleiche Chance ha-
ben, als Ergebnis des Experimentes aufzutreten. Von keinem FErgebnis
kann man also erwarten, daf} es bevorzugt oder benachteiligt auftritt.

In diesem Fall ordnet man jedem Elementarereignis w; € ) die Zahl % Zu:

1

T om

P({wi}) (1€{l,....,m})
und interpretiert diese Zahl als Wahrscheinlichkeit!, mit welcher das Ele-
mentarereignis w; bei einem weiteren Versuch als Ergebnis auftritt.

Die Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses A C €2 wird dann wie folgt

definiert:
Anzahl der w; € Q mit w; € A

Anzahl der w; € Q

P(A) =

In der Literatur werden die Elementarereignisse w; € ) auch als mdgliche
Ereignisse und diejenigen aus A als giinstige Ereignisse bezeichnet:

w; ist ein mogliches Ereignis = w; € Q

w; ist ein giinstiges Ereignis = w; € A

lengl.: probability

23



24 KAPITEL 3. WAHRSCHEINLICHKEIT

Aus diesem Grunde bedeutet die obige Definition:

Anzahl der fiir das Eintreten von A giinstigen Ereignisse

P(A) =
(4) Anzahl der (iiberhaupt) moglichen Ereignisse
k k
= —  fir  A={J{w}
m i ’
Bemerkung

Bei dieser Definition handelt es sich um die sog. klassische Definition der Wahr-
scheinlichkeit. Diese gilt nur fiir Laplace-Experimente, also fiir Experimente mit
den folgenden Eigenschaften:

e Die Ergebnismenge oder der Merkmalraum (2 ist endlich.

e Alle Elementarereignisse besitzen aufgrund der Versuchsbedingungen die
gleiche Chance, als Ergebnis des Versuches aufzutreten, d.h. kein Elemen-
tarereignis tritt als Ergebnis bevorzugt oder benachteiligt auf.

Beispiel 3.1

In einer Warenlieferung von 100 Transistoren befinden sich 10 defekte Transisto-
ren. Zu Kontrollzwecken wird der Lieferung wahllos ein Transistor entnommen.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Zufallsereignis

A <= Ziehung eines defekten Transistors

ist dann gegeben durch

d(A 10

Jeder der 100 Transistoren hat die gleiche Chance (Wahrscheinlichkeit), gezo-
gen zu werden, und es gibt d(A4) := 10 giinstige Fille? fiir das Eintreten des
Ereignisses A. Damit liegt ein Laplace-Experiment vor.

Das zum Ereignis A komplementére Ereignis
A <= Ziehung eines einwandfreien Transistors

hat damit die Wahrscheinlichkeit

P(A) = dgnA) _ % — 0.9 = 1—P(A).

2Die Begriffe , giinstig® und ,,ungiinstig® sind strikt auf das Experiment und das jeweilige
Ereignis A zu beziehen. Das Auftreten eines defekten Transistors ist in diesem Sinne also
»giinstig”.
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3.2 Wahrscheinlichkeitsaxiome

Der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff aus Definition 3.1 148t sich nur auf
Laplace-Experimente anwenden. Mehr noch, er scheint nicht frei von logischen
Kreisschliissen:

(i) Die Definition stiitzt sich auf die Voraussetzung von gleichméglichen —
also gleichwahrscheinlichen — Féllen. Damit enthélt diese Definition des
Wahrscheinlichkeitsbegriffes aber den zu erkldrenden Begriff selbst.

L. Vietoris (geb. 1891) konnte dieses Argument jedoch entkriiften. Er argu-
mentierte dahingehend, dafl die Feststellung der Gleichwahrscheinlichkeit
nicht schon aufgrund des zu definierenden Wahrscheinlichkeitsbegriffes ge-
schieht sondern aufgrund geometrischer oder physikalischer Symmetrien
(Wiirfel, Urne).

(ii) Wie verhélt man sich aber, wenn die auftretenden Elementarereignisse
nicht gleichwahrscheinlich sind?

Beispiele

o Wurf mit einem nicht homogenen Wiirfel

o Werfen eines Reifinagels auf eine ebene harte Platte mit zwei mogli-
chen Ausgingen

In der modernen Wahrscheinlichkeitstheorie leitet man den Begriff der Wahr-
scheinlichkeit daher nicht aus anderen bekannten Gréflen ab, sondern definiert
ihn als ein Maf} auf der Menge der Ereignisse (dem Ereignisraum), welches die
intuitive Vorstellung von der relativen Hiufigkeit eines Ereignisses erfiillt und
gewissen Gesetzen (Axiomen) geniigt.

3.2.1 Relative Haufigkeit

Wird ein Zufallsexperiment n-mal durchgefiihrt und tritt das Ereignis A genau
na-mal ein, so definiert man die

absolute Haufigkeit := h{»(A) = ny,
hi (A
relative Haufigkeit = h{")(A) := n( ) .

Die im folgenden Abschnitt eingefithrten Wahrscheinlichkeitsaxiome sollen
durch die Eigenschaften von relativen Haufigkeiten von Ereignissen motiviert
werden. Das Ganze geschieht anhand eines Beispiels.

Beispiel 3.2

In einer Urne befinden sich 6 Kugeln, und zwar
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eine weifle Kugel,
zwei graue Kugeln und
drei schwarze Kugeln.

Das Experiment bestehe im zufélligen Entnehmen einer Kugel. Die Ergebnis-
menge dazu ist dann

Q= {W G, S}

Nun wird die n-malige Ausfithrung des Zufallsexperimentes ,,Ziechung einer Ku-
gel“ betrachtet, d.h. ein n-maliges Ziehen mit Zuriicklegen.

Aufgabe

Welches ist die Ergebnismenge dazu und wieviele Elemente hat sie? (Kombi-
nation mit Wiederholung)

Fiir die entsprechenden absoluten Héufigkeiten gilt
nw +ng+ng = n.

(1) Fiir die relativen Héufigkeiten

B _ nw B _ e B _ ns
Ow) = G =28 Hs) = 5
erhélt man daher
0 < AP(W), hIN(G), hI(S) < 1 |- (3.1)

(2) Das sichere Ereignis — bei jedem Zug wird eine weifle oder eine graue oder
eine schwarze Kugel gezogen — tritt immer ein. Daher gilt

ha(Q) = KD W) + B(G) + hD(S) = wEnGERS | (3.9)

(3) Nun betrachte man das Ereignis ,Ziehen einer weiflen oder einer grauen
Kugel“, also das Ereignis W U G. Die beiden (Elementar-) ereignisse W
und G schlieflen sich gegenseitig aus, treten also nicht gleichzeitig ein.

Bei n Ausfiihrungen des Experimentes erhilt man somit in genau
nw +ng Féllen eine weile oder eine graue Kugel. Daher erhélt man fiir die
entsprechenden relativen Haufigkeiten

nw + ng
n

AO(WUG) = = KDWY +r(G) | (33)
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(4) Erfahrungsregel:

Mit zunehmender Anzahl n der Versuche ,stabilisiert sich im allgemei-

(

nen die relative Haufigkeit hnr)(A) eines zufiligen Ereignisses A um einen
bestimmten Wert, d.h. bei umfangreichen Versuchsreihen ist sie ,nahezu*
konstant.

Es liegt daher nahe, den Begriff der Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses
A als Grenzwert der relativen H#ufigkeiten hg)(A) fir n — oo wie folgt zu
definieren:

P(A) == lim h{D(A).

n—oo

In der Tat ist dies auch versucht worden, fiihrt jedoch zu uniiberbriickbaren
Schwierigkeiten. Es 148t sich nicht beweisen, dafl

e der entsprechende Grenzwert fiir jede Serie von Versuchen existiert und

e der Grenzwert fiir verschiedene Serien von ,gleichen® Versuchen stets der-
selbe ist.

Nach diesen Vorbereitungen sollte der néichste Abschnitt hinreichend motiviert
sein.

3.2.2 Wahrscheinlichkeitsaxiome von Kolmogorov

Definition 3.2 (Wahrscheinlichkeitsaxiome von Kolmogorov)

Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (€2, P), wobei gilt:

(i) € ist eine nicht-leere abzéhlbare Menge.

(ii) P: P()) — R ist eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften:
(1) P(4) = 0 (ACQ)
(2) P(Q) =1

(3) Fiir jede abzihlbare Familie? A,, von unvereinbaren Ereignissen ist

P(U An) = Y P(A);

nelN neN

die Summe kann dabei endlich oder unendlich (unendliche Reihe) sein.

3In der Mathematik ist eine Familie eine ,Menge“, die im Unterschied zu einer gewdhn-
lichen Menge Wiederholungen enthalten kann; d.h. sie kann auch Elemente enthalten, die
urspriinglich — d.h. in der gewchnlichen Menge, der sie entstammen — identisch sind, hier
aber durch Indizierung mehrfach als verschiedene Exemplare des urspriinglichen Elementes
aufgefiihrt werden konnen. So ist beispielsweise eine Zahlenfolge eine Familie von Zahlen.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



28 KAPITEL 3. WAHRSCHEINLICHKEIT

Die in der letzten Definition aufgefiihrten Gesetze nennt man auch Wahrschein-
lichkeitsaxiome von Kolmogorov. Eine Abbildung P mit diesen Eigenschaften
heifit ein Wahrscheinlichkeitsmaf oder ein Verteilungsgesetz.

Beispiel 3.3  (Laplace-Experiment)

Eine Miinze wird zweimal geworfen. Der Merkmalraum (Ergebnismenge) ist
dann (W: Wappen, Z: Zahl)

QO = (W, 2} x (W, 2} = {(W,W), (W,Z), (Z,W), (2,2)}.

Wenn es sich um eine regulidre Miinze handelt, findet das Auftreten keines der
Elementarereignisse bevorzugt statt, d.h. alle Elementarereignisse sind gleich-
wahrscheinlich; das ist jedoch eine empirische Annahme! Nun ist

Q = {WW}U{W,2)} U{{(Z, W)} U{(Z,2)}

die disjunkte Vereinigung aller aus Elementarereignissen gebildeten Mengen.

Aus
4

1= PQ) = > P(W,2))

=1

folgt wegen der Gleichwahrscheinlichkeit

PW,W)) = P(W,2)) = P(Z,W)) = P((2,2)) =

Fiir spezielle Ereignisse gilt dann beispielsweise:

(A <= wenigstens einmal Wappen) = P(A) =

N =] W

(B :<=> beide Male dasselbe Ereignis) = P(B) =

Beispiel 3.4  (kein Laplace-Experiment; Auftrittschancen nicht gleich)

Fiir einen homogenen Wiirfel werde ein Verteilungsgesetz wie folgt definiert:

P) =
1
P@E) = g
P(k) = 0 (k € {3,4,5,6)

Dann liegt im Sinne von Definition 3.2 ein Wahrscheinlichkeitsmafl vor. Ob die-
ses Maf3 der Wirklichkeit entspricht oder nicht, kann nicht von der Mathematik
entschieden werden.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



3.2. WAHRSCHEINLICHKEITSAXIOME 29

Beispiel 3.5 (kein Laplace-Experiment; Auftrittschancen nicht gleich)

Ein Wiirfel sei so beschaffen, dafi das Auftreten einer geraden Zahl doppelt so
hiufig erfolge wie das Auftreten einer ungeraden Zahl.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, da3 bei einem einzigen Wurf eine Zahl
kleiner als 4 erscheint?

Loésung

Die Ergebnismenge ist hier Q := {1,2,3,4,5,6}. Jede ungerade Zahl habe
die Auftrittswahrscheinlichkeit w, dann hat jede gerade Zahl die Auftritts-
wahrscheinlichkeit 2w. Da die Summe aller Wahrscheinlichkeiten 1 sein mufl
(Definition 3.2 (ii) (2)), folgt

w =1 — w = —.

Gesucht ist nun die Wahrscheinlichkeit des Auftretens des Ereignisses
A = {1,2,3}. A besteht aus disjunkten Elementarereignissen, damit folgt aus
Definition 3.2 (ii) (3):

pP(4) = P({1}) + P({2}) + P({3})

{
— 1 2 1
= 9 t 95  * 3
4
9

Beispiel 3.6 (kein Laplace-Experiment; nicht-endliche Ergebnismenge )

Eine kreisformige Zielscheibe mit 1 m Radius sei in Segmente S,, geméafl Abb. 3.1
eingeteilt. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, daf} ein bestimmtes Segment der
Zielscheibe getroffen wird, wenn vorausgesetzt wird, daf3 die Scheibe in jedem
Fall getroffen wird und die gesuchte Wahrscheinlichkeit proportional zur Grofie
des jeweiligen Segments ist?

St

So

Abbildung 3.1: In Segmenten angeordnete kreisformige Zielscheibe
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Loésung

Die Ergebnismenge € besteht aus allen solchen Elementen aus {0, 1} (Folgen),

welche an genau einer Stelle eine 1 aufweisen, ansonsten Nullen. Sei die Menge

S definiert durch § := U]NSn. Dann ist das Wahrscheinlichkeitsmafi gegeben
ne

durch
P(S,) = — (n € IN).

Bei P handelt es sich tatsdchlich um ein Wahrscheinlichkeitsmaf:

1
1 1 1
(2) P(S)_n§:1:2n_n202n—l_1_%—1_1

(3) P(U Sn) = ZP(S’n) (Z C IN: Indexmenge)
nel ne’l

Bemerkung

Bedingung (ii) (3) von Definition 3.2 gilt nur fiir sog. diskrete Wahrschein-
lichkeitsrdume (€2 abzihlbar), denn fiir eine {iberabzidhlbare Menge 2 ist der

Ausdruck
Y Pw) =1
weN

sinnlos:

Seien 7 eine iiberabzéhlbare Menge (z.B. ein Intervall) und ) a;

€L
eine konvergente Reihe nichtnegativer Zahlen. Dann sind hochstens
abzéhlbar viele Reihenglieder a; > 0.

Beweis

Sei )
A, = {ai: azzﬁ} (TLEIN)

Da die Reihe ) a; nach Voraussetzung konvergiert, ist A, fiir jede
€L

Zahl n € IN eine endliche Menge. Nun ist

A = {a;: a; >0} = UA”
n=1

als eine abzéhlbare Vereinigung endlicher Mengen selbst eine abzéhl-
bare Menge.
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Satz 3.1 (Folgerung aus den Wahrscheinlichkeitsaxiomen)

(Q, P) sei ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, und A, B, A, C Q (n € IN)
seien Ereignisse. Dann gelten die folgenden Aussagen:

() P(A) = 1-P(4)
(i) P(0) = 0

(ii) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB)
(iv) P(AUB) < P(A) + P(B)

) P(U 4) £ X P(4n)

(vi) Alle Aussagen gelten auch, wenn man A bzw. B bzw. A, durch ihre je-
weiligen Komplemente A bzw. B bzw. A,, ersetzt.

Beweis

Der Beweis ist einfach und eine direkte Folgerung aus den Wahrscheinlich-
keitsaxiomen von Definition 3.2.

(i) Da A C Q ein Ereignis ist, beschreibt P(A) = Q\A dasjenige Ereignis,
dafl A nicht eintritt. Wegen der Disjunktheit von A und A folgt aus (ii)
(2) und (3) der Axiome

1 = PQ) = P(LAUA) = P(A) + P(A),
und damit also

P(A) = 1- P(A).

(ii) Diese Aussage ist ein Spezialfall der letzten, da auch © und ) disjunkte
Mengen sind:

1 = P(Q) = P(QUO) = P(Q) + P(0),

(iii) Diese Aussage heifit Additionssatz. Vor dem analytischen Beweis soll dazu
eine graphische Ilustration gegeben werden, s. Abb. 3.2.

Aus Abb. 3.2 liest man ab:
P(AUB) : Summe der Wahrscheinlichkeiten

der Elementarereignisse in AU B

P(A)+ P(B) : Summe der Wahrscheinlichkeiten der

Elementarereignisse von A + derjenigen von B

— die Elementarereignisse in A N B sind doppelt gezéihlt
worden, ihre Auftrittswahrscheinlichkeit muf3 also in
P(A) 4+ P(B) einmal subtrahiert werden, um das
richtige Ergebnis P(A U B) zu erhalten.
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Abbildung 3.2: Graphische Illustration des Additionssatzes

Nun zum korrekten Beweis von (iii) selbst. Man setze C' := B\(A N B),
dann ist
ANC =1 , AUC = AUB,

o P(AUB) = P(AUC) = P(A)+ P(C).

Weiterhin ist B die disjunkte Vereinigung von A N B und C, also gilt
wieder nach (3):
P(B) = P(ANnB)+ P(C).

Aus beiden Zwischenergebnissen folgt dann die Behauptung;:

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB).

(iv) Klar wegen P(AN B) > 0.
(v) Folgt aus (iv) mit vollstindiger Induktion.

(vi) Inhalt einer Hausaufgabe.

Bemerkung

Fiir mehr als zwei Ereignisse ist der Additionssatz komplizierter. Beispielsweise
gilt fiir drei Ereignisse A, B, C:
P(AUBUC) = P[AU(BUCO)]
= P(A)+P(BUC)-P[AN(BUCQC)]
= P(A)+P(B)+P(C)-PBNC)
[(A NB)U(AN C’)]
= P(A)+P(B)+P(C)—P(BNC(C)
— [P(ANB)+ P(ANC) - P(ANBNC)]
= P(A)+ P(B)+ P(C)
— [P(AnB)+ P(ANC)+ P(BN Q)]
+ P(AnBNCQO)
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Beispiel 3.7

Ein homogener Wiirfel wird zweimal geworfen. Wie grof} ist die Wahrschein-
lichkeit, mindestens einmal die Augenzahl ,,6“ zu erzielen?

Losung

A <= Augenzahl ,6* beim ersten Wurf
B ;<= Augenzahl ,,6* beim zweiten Wurf
ANB :<= Augenzahl ,6* beim ersten und beim zweiten Wurf

Es interessiert die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses AU B. Da sich die beiden
Ereignisse A und B nicht gegenseitig ausschlieen (AN B # (), mufl mit dem
Additionssatz (Satz 3.1 (iii)) gearbeitet werden:

P(AUB) = + P(B) — P(ANB)

1 1
T 8 T 3%

g2 o
- 2
=

Beispiel 3.8

Die Wahrscheinlichkeit, die Elektrotechnik-Klausur zu bestehen, sei %, und die
Wahrscheinlichkeit, die Mathematik-Klausur zu bestehen, sei doppelt so grof.

Die Wahrscheinlichkeit, (wenigstens) eine der beiden Klausuren zu bestehen,
4
g.

Wie grof} ist dann die Wahrscheinlichkeit, beide Klausuren zu bestehen?

sei

Losung

Die Losung wird wieder mit dem Additionssatz ermittelt:

P(ENM) = P(E) + PM) — P(EUM)
— 4 8 4
= 95 T 5 - 5
_ 60 _ 36
- 45 45
- 8
15

Beispiel 3.9

Zwei Sportschiitzen A und B schieflen auf eine Zielscheibe. Die Wahrscheinlich-
keit, da3 B die Scheibe verfehlt, sei um 50 % grofler als die, dafl A sie trifft; A
treffe sie mit einer Wahrscheinlichkeit von %

Mit welcher Wahrscheinlichkeit treffen beide Schiitzen die Scheibe, wenn die
Wahrscheinlichkeit eines Treffers iiberhaupt gegeben ist durch P(Treffer) = %?
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Loésung

Der Additionssatz gilt ebenso fiir die zu A und B komplementéren Ereignisse
A und B (Satz 3.1 (vi)). Damit erhélt man

| W W
—_
[a—
—_

P(AnB) = P(A) + P(B) — P(AUB)
1
3

oot +
D=
|

=

3.2.3 Statistische Definition der Wahrscheinlichkeit

Die bisher entwickelte Theorie diskreter Wahrscheinlichkeitsraume leistet fol-
gendes:

(a) Jedem Elementarereignis einer Ergebnismenge bzw. eines Merkmalraumes
wird eine Zahl zwischen 0 und 1 zugeordnet, ein Maf} oder ein Gewicht.

(b) Die Summe aller dieser Gewichte ist Eins.

(c) Das Gewicht einer Menge A C ) ist gegeben als die Summe der Gewichte
aller Elemente von A.

Diese Zuordnung von Gewichtszahlen wird dann interpretiert als die Zuordnung
von Wahrscheinlichkeiten, mit denen man das Auftreten eines Ereignisses in
einem statistischen Experiment versieht.

Problem

Wie 148t sich in einem konkreten Fall der Praxis diese Zuordnung der Gewichts-
zahlen so vornehmen, daf} hinterher ein Ergebnis herauskommt, welches man
sinnvollerweise als Auftrittswahrscheinlichkeit eines zukiinftigen Experimentes
interpretieren kann? Bis jetzt wurde ja noch nicht festgelegt, wie solch eine
Zuordnung denn nun vorzunehmen ist.

Losung

Bei diesem sog. axiomatischen Zugang zur Wahrscheinlichkeitstheorie bleibt
der Begriff der ,, Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses® undefiniert, es wird nur
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sein Gebrauch durch Axiome geregelt. Letztendlich 148t sich daher jede Zuord-
nung vornehmen, die den Axiomen eines diskreten Wahrscheinlichkeitsraumes
genugt.

Fiir praktische Untersuchungen sind natiirlich nur solche Zuordnungen
sinnvoll, welche in irgendeiner Weise die Realitdt widerspiegeln und dann
sinnvoll als Wahrscheinlichkeitsmaf interpretiert werden kénnen. Hier ist also
— unabhéngig von der Mathematik — erst einmal eine Ubereinkunft iiber ein
Modell zu erzielen, mit welchem man ein gegebenes Problem beschreiben und
16sen will. Man betrachte in diesem Zusammenhang Beispiel 1.4.

Laplace-Experimente

Im einfachsten Fall liegt ein Laplace-Experiment vor. Hat der Merkmalraum €2
m Elemente und ein Ereignis A C Q g¢(A) Elemente, so 148t sich definieren:

pa) = 1A (AC Q).

m

Diese Definition erfiillt die Gesetze eines Wahrscheinlichkeitsraumes nach Kol-
mMogorov.

Beispiele
e Werfen einer Miinze

e Wiirfeln mit einem homogenen Wiirfel

e Ziehen einer Karte aus einem Stapel , gleicher” Karten

Andere Experimente

Als Grundlage fiir die Festlegung von Wahrscheinlichkeiten dient die Erfah-
rung, daf sich die relativen Haufigkeiten zufélliger Ereignisse bei umfangreichen
Versuchsreihen i.a. stabilisieren, d.h. gegen einen Grenzwert konvergieren. Die-
sen vermuteten Grenzwert der relativen Haufigkeiten hg) (A) eines Ereignisses
A C Q nimmt man als das Wahrscheinlichkeitsmafles dieses Ereignisses:
P(A) := lim hy(A) (ACQ).
n—oo

Man beachte aber, daf} hier die Existenz des Grenzwertes eine Erfahrungstat-
sache ist und nicht bewiesen werden kann!

Beispiel 3.10

Man betrachte noch einmal das Urnenbeispiel 3.2 einer Urne mit einer weiflen
-, zwei grauen - und drei schwarzen Kugeln. Bei umfangreichen Versuchsreihen
erhilt man fiir die drei Ereignisse

W <= Ziehen einer weiflen Kugel
(G <= Ziehen einer grauen Kugel

S <= Ziehen einer schwarzen Kugel
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die relativen Héufigkeiten

1
AI(W) =~ G

2 1
K(G) =~ 5= 3
WS) ~ %=

Diese Zahlen werden dann als Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten der Er-
eignisse A, B, C' festgelegt. Es handelt sich hierbei um keine Definition im ma-
thematischen Sinne, dennoch spricht man oft von einer

statistischen Definition der unbekannten Wahrscheinlichkeitswerte
oder von einer
Definition der Wahrscheinlichkeitswerte geméf relativer Haufigkeiten.

Problem

Wie soll man Wahrscheinlichkeiten festlegen fiir folgende Experimente?

e Wurf mit einem nicht homogenen Wiirfel

e Werfen eines Reifinagels auf eine ebene harte Platte mit zwei moglichen
Ausgéngen

3.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

3.3.1 Einfiihrung und Beispiele

Héufig ist man an Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen interessiert, welche nur
in einem speziellen Teil des Ereignisraumes enthalten sind.

Beispiel 3.11

Aufgrund genetischer Forschung ist bekannt, dafl zwischen Augenfarbe und
Haarfarbe ein Zusammenhang besteht. Damit sind die folgenden Wahrschein-
lichkeiten verschieden:

e die Wahrscheinlichkeit, daf§ eine zufillig ausgewéhlte Person blaue Augen
hat;

e die Wahrscheinlichkeit, dafl eine Person blaue Augen hat, wenn man sie
zufillig aus einer Menge von Personen auswéhlt, welche alle blonde Haare
haben.
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Hier interessieren also Zusatzbedingungen, welche nur durch einen Teil
der Bevolkerung definiert werden. Mit solchen Zusatzbedingungen zusam-
menhéngende Wahrscheinlichkeiten bezeichnet man als bedingte Wahrschein-
lichkeiten.

Der Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit ist auch dann niitzlich, wenn im
Verlauf eines Experimentes die Bedingungen geéindert werden, so daf} iiber den
moglichen Ausgang schon Teilinformationen vorliegen.

Beispiel 3.12

Wird ein homogener Wiirfel einmal geworfen, so ist die Wahrscheinlichkeit des
Auftretens einer ,,6“ gleich %.

Hat man jedoch die Zusatzinformation, dal das Ergebnis eine gerade Zahl
ist, so wird die Wahrscheinlichkeit einer ,,6“ gleich % In dieser Situation ist
der Merkmalraum 2 verkleinert worden, wodurch die Wahrscheinlichkeit eines
moglichen Ereignisses steigt, da weniger Ergebnisse als vorher zur Konkurrenz
zugelassen sind.

An einem weiteren Beispiel soll untersucht werden, wie Zusatzinformationen
tiber den Ausgang eines Experimentes die Ergebnismenge verkleinern und damit
die interessierende Auftrittswahrscheinlichkeit vergrofiern.

Beispiel 3.13

Man betrachte eine Menge von Familien mit genau zwei Kindern unterschied-
lichen Alters — also keine eineiigen Zwillinge — und wiéhle davon eine Familie
zufillig aus. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafl beide Kinder Jungen sind?

Die Ergebnismenge ist
Q = {(J,J),(J,M),(M,J),(M, M)},

und es gilt  P((J,J)) =

=

Nun erfdhrt man, da3 die Daten von Familien mit mindestens einem Jungen
stammen. Wie wirkt sich das auf unsere Wahrscheinlichkeit aus?

Dazu muf} ein verkleinerter Merkmalraum — der sog. reduzierte Merkmalraum
O = (L J),(J,M),(M,J)}

untersucht werden. Damit wird die Wahrscheinlichkeit untersucht, dafl eine Fa-
milie zwei Jungen hat unter der Voraussetzung, daf sie wenigstens einen Jungen
hat. Seien dazu die folgenden beiden Ereignisse definiert:

A <= Zwei Jungen
B <= Wenigstens ein Junge
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Dann wird die Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B mit
P(A|B)

bezeichnet und bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B

genannt.

Welche Wahrscheinlichkeiten sollen nun den Ergebnissen in 2* zugeordnet wer-
den? Zur Erinnerung:*

Anzahl der fiir X giinstigen Fille

P(X) =
(X) Anzahl der fiir X moglichen Fille
ANB A
— P(A|B) = | ;’ | hier: :"ﬂ wegen A C B
|ANB|
_ AnBl 19 T
o Bl T
_ P(AnDB)
P(B)

Die Wahrscheinlichkeiten auf der rechten Seite dieser Formel gehéren nun zum
urspriinglichen Versuch. In dem Beispiel ist

1

P(A|B) = -

INIOCI NS

Ein und dasselbe Ereignis kann also durchaus unterschiedliche Auftrittswahr-
scheinlichkeiten haben, wenn es auf verschiedene Ergebnismengen bezogen wird.

Definition 3.3

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses A unter der Voraus-
setzung, dafl das Ereignis B bereits eingetreten ist, heifit bedingte Wahrschein-
lichkeit von A unter der Bedingung B oder konditionale Wahrscheinlichkeit und
wird definiert durch P(AN B)
N
P(A|B) = ————=
(a18) =

falls P(B) # 0 ist.

Bemerkung
(i) Ist P(B) =0, so ist wegen AN B C B auch P(ANB) < P(B) =0.

(ii) Die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses bezieht sich auf einen
verkleinerten Merkmalraum 2* von (2. Insofern ist jede Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses A eine bedingte Wahrscheinlichkeit bzgl. €

P(ANQ)

P(9)

“Fiir endliche Mengen X bezeichne | X| die Anzahl der Elemente von X.

P(A) = = P(A] Q).
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(iii) Seien B C  und

QO = Qp = B
Mp = {ANB: ACQ}

Mp heifit die Spur von P(£2) auf B. Die durch das Ereignis B bedingten
Wabhrscheinlichkeiten P(A | B) bilden ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf der
Menge M p:

P(-|B) : Mp — [0,1].

Dadurch wird (g, P(- | B)) zu einem Wahrscheinlichkeitsraum. Er ist
das mathematische Modell des neuen, aus einem Versuch V abgeleiteten
Versuchs Vp.

Damit gelten fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten alle bisher abgeleiteten
Rechenregeln, z.B. der Additionssatz, s. Satz 3.1 (iii):

P(A1UA2|B) = P(Al|B)—|—P(A2|B)—P(A1QA2|B)

Aufgabe

Man betrachte noch einmal Beispiel 3.13. Anstatt zu erfahren, dafl die Daten
von Familien mit mindestens einem Jungen stammen, erfahrt man nun, dafl das
dlteste von zwei Kindern jeweils ein Junge ist. Wirkt sich das auf die Wahr-
scheinlichkeit aus? Wenn ja, wie?

Beispiel 3.14

Gegeben sei ein Wiirfel, bei dem die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer
geraden Zahl doppelt so grof} ist wie die des Auftretens einer ungeraden Zahl.
Sei A das Ereignis

A <= Eine 4 wird gewiirfelt.

Unter Zugrundelegung des Merkmalraumes
Q = {1,2,3,4,5,6}

mit den Gewichtsfaktoren § bzw. % (cf. Beispiel 3.5) ist P(A) = %.

Nun sei zusétzlich bekannt, dafl das Resultat des Wurfes grofer als 3 ist, d.h.
B ist das Ereignis

B <= Das Ergebnis des Wurfes ist grofler als 4,
und A ist dann enthalten in einem reduzierten Merkmalraum:
ACQ" = {4,5,6}.

Welches ist dann die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A relativ zum neuen
Merkmalraum ©*? Um das herauszufinden, gibt es zwei Moglichkeiten:
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(i) Den Elementarereignissen von £2* miissen neue Gewichte gegeben werden,
deren Summe wieder gleich 1 ist:

2w+w+2w=>5w =1 — w = —.
Bezogen auf den reduzierten Merkmalraum Q* gilt also

P(A|B) = =.

(ii) Dieses Ergebnis hitte man mit Hilfe von Definition 3.3 auch direkt aus-
rechnen konnen:
(AN B)

P(A| B) = PP(B) —

ol
I

Man beachte, da8 es sich bei den Grofien P(AN B) und P(B) um Groflen
handelt, fiir welche der urspriingliche Merkmalraum {2 zugrundegelegt
worden ist.

3.3.2 Multiplikationssatz, Totale Wahrscheinlichkeit,
Formel von Bayes

Die Definitionsgleichung fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit lautet

P ) = CE0E) (P(B) 0),

bzw. unter Vertauschung der Rollen von A und B:

P(B|A) = Pf(Z)A) (P(A) #0).

Daraus ergibt sich wegen A N B = B N A der Multiplikationssatz fiir Wahr-
scheinlichkeiten oder die Gleichung von Bayes:

P(ANB) = P(A)-P(B|A) = P(B)-P(A|B) (3.4)

Die Wahrscheinlichkeit fiir das gleichzeitige Eintreten der Ereignisse A und B
ist gleich dem Produkt von

e der Wahrscheinlichkeit des Eintretens von A  und

e der Wahrscheinlichkeit des Eintretens von B unter der Voraussetzung,
daB A eintritt bzw. eingetreten ist.

e Oder umgekehrt
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Man beachte, dafl bei dem Multiplikationssatz die Voraussetzung P(A) = 0
bzw. P(B) = 0 mit eingeschlossen ist.

Beispiel 3.15

Gegeben sei ein Sicherungskasten mit zwanzig Sicherungen, von denen fiinf
defekt sind. Dem Kasten werden zwei Sicherungen zuféllig entnommen.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dal die beiden entnommenen Sicherungen
defekt sind?

Loésung

S1 <= die erste Sicherung ist defekt
So <= die zweite Sicherung ist defekt

Dann ist man an der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses S; N Sy interessiert,
und es folgt mit dem Multiplikationssatz (3.4)

P(S) = — =~ , P(S]S) = —

— P(S1NSy) = P(S1)-P(S2|S51) = --— = —.

Bemerkung

Der Multiplikationssatz oder die Gleichung von Bayes 148t sich auch auf mehr
als zwei Ereignisse verallgemeinern. Beispielsweise lautet er fiir drei gleichzeitig
eintretende Ereignisse A, B und C"

P(ANBNC) = P(A)-P(B|A)-P(C|(ANB)).

Beweis

O.B.d.A. seien P(A) und P(AN B) # 0. Dann folgt

P(BNA) P(CNnANB)
" P(A)  P(ANB)

— P(A)-P(B|A) P(C| (AN B)).

P(AnBNC) = P(A4)

Im folgenden soll eine Verallgemeinerung des Multiplikationssatzes besprochen
werden. Dazu braucht man einen neuen Begriff.
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Definition 3.4

Eine Menge B von endlich vielen oder abzidhlbar unendlich vielen Teilmengen
By, C Q heifit eine Partition oder eine Ausschopfung von €2, wenn gilt:

B, # 0 (n € IN)
UB., = @
n=1
Bn,NB, = 0 (m #n)

A Bn) - G (AN By).

n=1

I
o
D
o)
I
S
D
3
138

Nun ist fiir m # n
(ANB,)N(ANB,) = ANB,NB, = 0,

folglich handelt es sich bei dem letzten Ausdruck um eine disjunkte Vereinigung,
fiir welche nach den Kolmogorov-Axiomen (Definition 3.2 (ii) (3)) gilt:

P(A) = iP(AmBn) - iP(A\Bn)-P(Bn) (3.5)
n=1 n=1

Diese Aussage heifit Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit fiir unvereinbare
Ereignisse.

Beispiel 3.16

In einem medizinischen Diagnose-Test (etwa einem Hauttest zur moglichen Er-
kennung von Tuberkulose oder einem HIV-Test) kénnen zwei Arten von Fehlern
auftreten:
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(i) Falsch-Positiver Fehler
Der Test zeigt eine Krankheit K an, welche die untersuchte Person
tatsdchlich nicht hat.

(ii) Falsch-Negativer Fehler

Der Test zeigt die Krankheit K nicht an, obwohl die untersuchte Person
sie hat.

Aus der Vergangenheit seien folgende Daten bekannt:

e 1% der Bevilkerung habe die Krankheit K (die sog. Préivalenz);

e die Wahrscheinlichkeiten fiir einen Falsch-Positiven Test bzw. fiir einen
Falsch-Negativen Test seien gegeben durch

PH+|K) =01 P(— | K) = 0.02.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal der Test bei einer beliebigen
Person positiv ausfallt?

Losung

Die gesamte Bevolkerung ldt sich disjunkt zerlegen in Kranke und Nicht-
Kranke:
Q = KUK.

Dann gilt mit Formel (3.5) von der totalen Wahrscheinlichkeit

P+) = (+NK)U(+NK)]

P((

P(+NK)+ P(+NK)
P(KN+)+P(KN+)

P(K)-P(+| K)+ P(K) P(+ | K)
0,01-(1-0,02)+(1-0,01)-0,1
= 0,1088 = 10,88%

Bei ca. 11 % der untersuchten Personen fillt der Test positiv aus; diese miissen
eingehender untersucht werden.

Nach dem Multiplikationssatz (Gleichung von Bayes (3.4)) und dem Satz von
der totalen Wahrscheinlichkeit (3.5) soll als drittes Ergebnis in diesem Abschnitt
die Formel von Bayes besprochen werden.

Satz 3.2  (Bayes’sche Formel)

Sei {B,, : n € N geeignet} eine (abzidhlbare) Menge paarweise disjunkter Er-
eignisse, welche die Ergebnismenge () ausschopfen, d.h. eine Partition von 2,
s. Definition 3.4.
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Dann gilt:

P(A| B) - P(By)

P(By| A) = (keN, ACQ)

(3.6)

Diese Formel dient zur Bestimmung der ,,umgekehrten“ bedingten Wahrschein-
lichkeiten P(By, | A) bei gegebenen P(A | By) und P(By).

Beweis

Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit (3.5)

n=1
und die sich aus der Gleichung von Bayes (3.4) ergebende Formel

P(BM)—P(A\B)-J;@

zusammen liefern fiir B := By:
P(A | By)-P(B P(A | By)-P(B
P(By| A) = (A | Br) (k)zoo(!k:) (Br)

P(A)

Beispiel 3.17

Es wird noch einmal zu Beispiel 3.16 mit dem medizinischen Diagnose-Test
zuriickgekehrt und gefragt, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine untersuchte
Person tatséchlich die Krankheit K hat, wenn der Test positiv ausfillt.

Losung

Die Losung erhélt man mit der Bayes’schen Formel (3.6):

P+ | K)-P(K) + P(+|K)-P(K)
P(+ | K)- P(K)
P(+)
0,98-0,01
0, 1088

= 0,09 = 9%
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In diesem Fall haben also 91 % der Personen, welche auf den Test positiv
reagieren, die Krankheit nicht.

Begriindung

Die Krankheit ist mit 1 % recht selten, aber die Rate P(+ | K) der Falsch-
Positiv-Reaktionen betrigt immerhin 10%. Daher muf3 der Grofiteil der Positiv-
Reaktionen an

+ = (+NK) U (+NK)

von der gesunden Bevolkerung herriihren, also

P(K|+) = 0,91 = 91%.

Bemerkung

Medizinische Tests sind immer etwas ungenau. Bei dem quantitativen Diagnose-
Test oben etwa mochte man die Fehler klein halten, welche von Falsch-Positiven
bzw. von Falsch-Negativen Reaktionen herrithren. Wie man an diesem Beispiel
erkennt, 148t sich einer der Fehler nur auf Kosten des anderen verkleinern.

Man muf} sich einen solchen Test als eine Art Netz vorstellen, mit dem man
Fische einer bestimmten Grofie fangen will. Sind die Maschen des Netzes zu
eng, fingt man zwar alle Fische, die man fangen will, aber auch viele kleine
Fische, die man nicht fangen will. Macht man hingegen die Maschen des Netzes
zu weit, so sind zwar keine kleinen Fische dabei, aber es schliipft auch ein Teil
der grofleren Fische, die man fangen will, durch die Maschen. Bei engen Maschen
ist die Ausbeute hoch, aber nicht notwendig richtig, bei weiten Maschen verhélt
es sich genau umgekehrt.

Im medizinischen Sprachgebrauch hat sich fiir die beiden Fehlerarten der fol-
gende Sprachgebrauch etabliert:

e Die (diagnostische) Spezifitit eines Tests ist der Anteil der korrekt klas-
sifizierten Gesunden, gemessen an der Anzahl aller Gesunden:

Spezifitidt = P(negativ | gesund)

P(gesund) = P(gesund N negativ) + P(gesund N positiv)
e Die (diagnostische) Sensitivitét eines Tests ist der Anteil der korrekt klas-

sifizierten Kranken, gemessen an der Anzahl aller Kranken:

P(positiv | krank)
P(krank) = P(krank N positiv) + P(krank N negativ)

Sensitivitidt =

e Die Effizienz eines Tests ist eine aus Spezifitit und Sensitivitit kombinier-
te Kennzahl dafiir, wie viele richtig positive und richtig negative Befunde
ein diagnostisches Verfahren liefert, gemessen an der Gesamtzahl aller
untersuchten Patienten:

Effiziens — P(negativ | gesund) + P(positiv | krank)

n = Anzahl aller Patienten
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Ubertragen auf einen Test, bedeuten weite Maschen eine hohe Spezifitit: man
mochte nicht unbedingt alle Erkrankten finden, aber diejenigen, die man her-
ausfiltert, sollen auf jeden Fall krank sein. Umgekehrt bedeuten enge Maschen
eine hohe Sensitivitdt: man mdchte moglichst alle kranken Personen aus einer zu
testenden Personengruppe im wahrsten Sinne des Wortes herausfischen, selbst
unter Inkaufnahme, dal man einige Gesunde dabei mitherausfischt.

Damit gilt fiir einen Test:

e Hohe Sperzifitiat = weite Maschen = kleiner Falsch-Positiver Fehler
Die diagnostische Spezifitdt eines Testes driickt aus, bei wieviel Prozent
der Gesunden mit diesem Test eine bestimmte Erkrankung ausgeschlossen
werden kann. Ein Test mit einer hohen Spezifitit ist daher niitzlich, um
eine (vermutete) Krankheit zu bestitigen.

e Hohe Sensitivitdt = enge Maschen = kleiner Falsch-Negativer Fehler
Die diagnostische Sensitivitédt eines Testes driickt aus, bei wieviel Prozent
der Erkrankten mit diesem Test eine bestimmte Erkrankung erkannt wer-
den kann. Ein Test mit einer hohen Sensitivitit ist daher niitzlich, um
alle Kranken zu erfassen.

e Eine zu geringe diagnostische Spezitivitét eines Testes stellt u.a. ein wirt-
schaftliches Problem dar, wéhrend eine zu geringe diagnostische Sensiti-
vitdt Patienten gefdhrdet.

Ein erster Diagnose-Test sollte also ein solcher mit einer hohen Sensitivitat
sein, wihrend ein nachfolgender bei einer zweiten Untersuchung eine hohe
Sperzifitdt aufweisen sollte. Es mufl dabei allerdings betont werden, daf} es
sich bei allen Tests um Wahrscheinlichkeitsaussagen handelt, welche gute
Vorhersagen fiir Gruppen von Menschen liefern kénnen, nicht aber unbedingt
fiir Einzelpersonen.

Ubersicht

Multiplikationssatz fiir Wahrscheinlichkeiten = Gleichung von Bayes
P(AnB) = P(A)-P(B|A) = P(B)-P(A|B)

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit fiir unvereinbare Ereignisse

P(A) = iP(AﬂBn) - iP(A[Bn)-P(Bn)
n=1 n=1

Formel von Bayes
P(A| By) - P(By)

S P(A|B,) - P(B)

n=1

P(By| A) = (keN, ACQ)
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Bemerkung °

Haufig wird der Fehler gemacht, das bedingte Ereignis mit der Bedingung zu
verwechseln und auf diese Weise Wahrscheinlichkeiten auszurechnen, welche gar
nicht weiter interessant sind.

Der Tod fiahrt mit! Vier von zehn tédlich verungliickten
Autofahrern trugen keinen Sicherheitsgurt.

Was will uns diese Schlagzeile sagen? Wahrscheinlich das, dafl es sicherer ist,
angeschnallt zu fahren.

Was sagt uns die Schlagzeile tatsédchlich? Es ist sicherer, nicht angeschnallt zu
fahren, denn von den zehn todlich verungliickten Unfallopfern waren immerhin
sechs angeschnallt.

Hier lautet die Bedingung;: U :<= Man ist Unfallopfer,

und das Ereignis: A <= Man ist angeschnallt.

Somit wird das bedingte Ereignis A | U untersucht, und dessen Wahrschein-
lichkeit ist tatséchlich 0,6 = 60 %:

P(ANU) _ 6/10

PAly) = P(U) ~ 10/10

= 0,6.

Interessant wire hier die umgekehrte bedingte Wahrscheinlichkeit P(U | A),
also die Wahrscheinlichkeit, als Unfallopfer zu enden, wenn man angeschnallt
ist, und das ist etwas ganz Anderes:

pw |4 = LU0 (g(z)A)

Im zweiten Fall wird durch eine viel groflere Zahl dividiert, ndmlich durch die
Wahrscheinlichkeit P(A), angeschnallt zu fahren. Diese Zahl sollte sehr viel
grofer sein als die Wahrscheinlichkeit P(U), als Unfallopfer zu enden.

Um eine Kausalbeziehung empirisch abzustiitzen, sollte daher das bedingende
Ereignis die Ursache und das bedingte Ereignis die Wirkung sein, nicht umge-
kehrt:

Ursache : Man ist angeschnallt
Wirkung Man ist Unfallopfer

SW. Kriimer: Denkste! Trugschliisse aus der Welt der Zahlen und des Zufalls, Piper Verlag,
2. Auflage 1999, p. 137
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Weitere Beispiele

(i) Die Wahrscheinlichkeit, dafl jemand, der deutsch spricht, ein Deutscher ist,
ist weder gleich grof3 der Wahrscheinlichkeit, dafl jemand, der ein Deut-

scher ist, auch deutsch spricht, noch ergénzen sich beide Wahrscheinlich-
keiten zu 100 %.

(ii) In einem Strafprozef in Kalifornien aus dem Jahr 1968 wurde ein ménnli-
cher Bankrauber unter anderem deshalb verurteilt, weil der Téter geméafl
Zeugenaussagen einen Bart und einen Schnurrbart trug. Wer einen Bart
hat, hat sehr oft auch einen Schnurrbart — das Gericht ging in seinem
Fehlurteil aber nicht von bedingten Wahrscheinlichkeiten aus.

3.3.3 Mehrstufige Zufallsexperimente

Viele Zufallsprozesse bestehen nicht nur aus einem, sondern aus einer endlichen
Folge von Zufallsexperimenten. Es handelt sich dann um ein sog. mehrstufiges
Zufallsexperiment.

Beispiel 3.18

In einer Urne befinden sich acht Kugeln, drei weile und fiinf schwarze. Der
Urne werden nacheinander zwei Kugeln entnommen, die entnommenen Kugeln
jedoch nicht zuriickgelegt.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhélt man
(i) zwei gleichfarbige Kugeln;

(ii) zwei verschiedenfarbige Kugeln?

Loésung

Dieser Zufallsprozefl besteht aus einem zweistufigen Zufallsexperiment. Seien

G <= zwei gleichfarbige Kugeln
V <= zwei verschiedenfarbige Kugeln
W1 <= weile Kugel im ersten Zug

So <= schwarze Kugel im zweiten Zug

Damit erhilt man

G = (WinWy) U (S1NS2)
V = (S1NWy) U (W1 NSy),
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also wegen der Disjunktheit aller Ereignisse

P(G) = P(WlﬂWQ) + P(SlﬁSQ)

= PWy) - P(Wy | W1) + P(Sy)-P(S2]|S1)
2,54

7 8 7
3

2787

— 00| W

P(V) = P(WlﬂSQ) + P(SlﬂWQ)
= P(Wy)-P(S2 | Wy) + P(S1) - P(Wa | S1)

35 53
AN
15
- ®
= 1 - PG).

Ein anschauliches Hilfsmittel bei der Berechnung von Wahrscheinlichkeiten
mehrstufiger Zufallsexperimente ist der Ereignisbaum oder das Baumdiagramm.
Ein Ereignisbaum besteht aus

e ciner Wurzel (Ausgangspunkt),
e mehreren Verzweigungspunkten und

e mehreren Zweigen.

Die Verzweigungspunkte charakterisieren dabei die Zwischenergebnisse nach der
jeweiligen Stufe, und jeder Zweig wird mit der entsprechenden Wahrscheinlich-
keit versehen. Abb. 3.4 zeigt den Ereignisbaum fiir Beispiel 3.18.

P(W7) P(S)

W1 Sl
P(W, | Wl/ \P(SQ | W) P(W2 | 51/ \P(52 | S1)
WQ 52 W2 52

Abbildung 3.4: Zweimalige Ziehung zweier Kugeln ohne Zuriicklegen

Da die verschiedenen Stufen miteinander in Beziehung stehen, héngen die Wahr-
scheinlichkeiten der zweiten Stufe vom Ausgang des Experimentes auf der ersten
Stufe ab: sie sind bedingte Wahrscheinlichkeiten.
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Bei einem in mehreren Stufen ablaufenden Zufallsexperiment 148t sich jedes
mogliche Endergebnis durch einen bestimmten Pfad im Ereignisbaum darstel-
len. Die Berechnung der dafiir giiltigen Wahrscheinlichkeiten erfolgt dabei an-
hand der folgenden beiden Regeln:

e Die Wahrscheinlichkeiten eines Pfades werden miteinander multipliziert.

e Fiihren mehrere Pfade zum gleichen Endergebnis, so werden ihre Wahr-
scheinlichkeiten addiert.

Beispiel 3.19

Eine Kiste enthalte drei defekte und sieben einwandfreie Glithbirnen. Nachein-
ander werden drei Glithbirnen zufillig ausgewahlt.

(i) Wie sieht der entsprechende Ereignisbaum aus?
(ii) Welches ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl

(a) wenigstens eine einwandfreie Glithbirne ausgew#hlt wird,

(b) alle Gliithbirnen einwandfrei sind unter der Bedingung, dafl die erste
Birne einwandfrei ist?

Losung

Dieser Zufallsprozel besteht aus einem dreistufigen Zufallsexperiment mit ei-
nem Ereignisbaum wie in Abb. 3.5.

e ’ 3
/ N
E D
9 9 9 9
E D E D
8 8 8 8 8 8 8 8
E D E D E D E D

Abbildung 3.5: Dreimalige Ziehung einer Glithbirne ohne Zuriicklegen

Alle bis auf den letzten Pfad fithren zu mindestens einer einwand{reien Gliithbir-
ne, somit ist

1w
120

120
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Beispiel 3.20

Auf einem bindren Kanal werde eine Nachricht als Sequenz der beiden binéiren
Signale O und L iibertragen. Bei der Ubertragung treten Fehler auf derart, dafl
im Mittel

40 % der Information O und 33,3 % der Information L

fehlerhaft iibertragen werden. Das Verhiltnis der {ibertragenen Signale betrage

O:L=5:3.

Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, da} das empfangene Signal mit dem ge-
sendeten iibereinstimmt, wenn

(i) das empfangene Signal ein O ist;

(ii) das empfangene Signal ein L ist?

Loésung
OG <= O gesendet
OF :<= O empfangen
LG :<= L gesendet
LE :<— L empfangen

Beh.1  P(OG) = 2 , P(LG) = 2.
Bew. P(OG) : P(LG) = 5 : 3 A P(LG) + P(OG) = 1.

Folgende Wahrscheinlichkeiten sind bekannt:

P(OE | 0G) = g . P(LE|OG) = %
P(LE| LG) — g . POE|LG) = %
Beh. 2 P(OE) = 1 , P(LE) = 1.
Bew. Mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit (3.5) folgt
P(OE) = P(OENOQG) + P(OENLG)
= P(OE|0G) - P(OG) + POE|LG) - P(LG)
3 500 1 .3
5 8 3 8
_ 1
- 2
P(LE) = P(LE|LG) - P(LG) + P(LE|OG) - P(OG)
2 3 2 5
3 8 5 8
— 1
2
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5 3
/ \
06 LG
5 5 3 3
... . OE LE - ... .. ... .OFE - LE

Abbildung 3.6: Senden und Empfangen von bindren Informationen

Senden

Empfangen

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten P(OE) und P(LE) kann auch ein
Baumdiagramm verwendet werden, s. Abb. 3.6

Damit erhilt man die zu berechnenden Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe der For-
mel von Bayes (3.6) zu

P(OE | OG) - P(OG) 3.8 3

P(OG|OE) = _ _ 9
P(OE) ! 4

P(LE | LG) - P(LG) 2.3 1

P(LG|LE) = _ 38 _ %
P(LE) ! 2

3.3.4 Stochastisch unabhingige Ereignisse

Seien (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € P(Q2) zwei Er-
eignisse mit P(A), P(B) > 0.

Im letzten Abschnitt wurde deutlich, daf§ die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
A noch vom Eintreten des Ereignisses B abhéngen kann; das fiithrte zum Begriff
der bedingten Wahrscheinlichkeit

(AN B)

P(A| B) = PP(B) (falls P(B) > 0).

In vielen Fillen jedoch ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereig-
nisses A vollig unabhéngig davon, ob das Ereignis B eintritt oder nicht.

Definition 3.5

Zwei Ereignisse A und B eines Ereignisraumes heiflen stochastisch unabhéngig,
wenn gilt:

P(A|B) = P(A).
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Bemerkung

(i)

Nach dem Multiplikationssatz (3.4) gilt
P(AnB) = P(A|B)-P(B) = P(B|A)-P(A),

also hitte man anstelle der Definitionsgleichung der (stochastischen) Un-
abhéngigkeit auch P(B | A) = P(B) fordern kénnen: Das Erfiilltsein einer
dieser beiden Beziehungen liefert auch die jeweils andere.

Zwei Ereignisse sind genau dann unabhéngig, wenn gilt:

P(ANB) = P(A)-P(B) |- (3.7)

Das folgt wieder direkt aus dem Multiplikationssatz und der Definition
der Unabhéngigkeit:

P(ANB) = P(A|B)-P(B) = P(A)- P(B).

Umgekehrt folgt aus dieser Produktformel auch die Unabhéngigkeit:
P(ANnB)  P(A)-P(B)
P(B) P(B)

falls P(B) # 0 ist. Daher wird die stochastische Unabhéngigkeit hiufig
iiber diese Produktformel definiert.

P(A| B) = — P(4),

Aufgabe

Man zeige, dafl zwei unvereinbare Ereignisse A und B mit P(A), P(B) > 0
nicht stochastisch unabhéngig sind.

Beispiel 3.21

Von 100 Modulen weisen 30 einen Defekt a und 20 einen Defekt b auf; 6 weisen
beide Defekte auf.

(i)

(i)

Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat ein zuféllig entnommenes Modul, das
den Defekt a aufweist, auch den Defekt b7

Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat ein zufillig entnommenes Modul, das
den Defekt b aufweist, auch den Defekt a?

Loésung
Plb|a) — P(bna)  6/100 1 20 PO
~ P(a)  30/100 5 100 ’
P(anb) 6/100 3 30
(a]?) P(b) 20/100 _ 10 _ 100 (@),
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somit ist das Vorkommen beider Defekte unabhéngig. Man beachte auch das
Erfiilltsein der Produktformel (3.7) fiir die Wahrscheinlichkeiten.

Beispiel 3.22

Im letzten Semester bearbeiteten 10 % der Umwelttechnik-Studenten einer Ber-
liner Hochschule regelmiflig ihre Mathematik-Hausaufgaben. Nach der Ab-
schlufklausur wurde festgestellt, dal von 25 Teilnehmern, die durchgefallen
sind, nur eine(r) regelméBig Hausaufgaben angefertigt hat.

(i) Hatte das Anfertigen der Hausaufgaben einen wesentlichen Einfluf} auf das
Bestehen der Klausur?

(i) Wenn man zusétzlich weifl, dafi von 15 Studenten, die regelmiflig ihre
Hausaufgaben gemacht haben, nur eine(r) durchgefallen ist, mit welcher
Wahrscheinlichkeit fillt dann jemand durch, der nicht regelméflig Haus-
aufgaben angefertigt hat?

Losung

H <= Studentln hat regelmifig Hausaufgaben angefertigt
K <= StudentIn hat die Klausur nicht bestanden

(i) Als Wahrscheinlichkeiten werden die relativen Héufigkeiten der Ereignisse
genommen, d.h. P(H) = - und P(H | K) = 5. Wie man sieht, sind die
Ereignisse H und K nicht unabhéngig:

PHAK) = P(H)-P(K|H) = - P(K | H)
P(ENH) = P(K)-P(H|EK) = %.P(E

. P(E|H) # PEK)

Das heifit, dal das Anfertigen von Hausaufgaben wenigstens einen Einflufl
auf das Bestehen der Klausur hatte. Welchen?

(ii) Zusitzlich sei nun bekannt: P(K | H) = & = 6,6 %.

— P(K |H) - P(H o !
P(K): ( | )7( ) — 15110 -
P(H | K) 55 6
ist die Wahrscheinlichkeit, die Klausur nicht zu bestehen. Die Wahrschein-
lichkeit, die Klausur nicht zu bestehen, wenn man nicht regelméflig Haus-
aufgaben angefertigt hat, ist dann gegeben durch
PENH) _ PA|K)PE) _ (1=%)4 8 _ .-
PH) P(H) oL T T

P(K |H) =

Die Wahrscheinlichkeit, die Klausur nicht zu bestehen, ist also fiir einen
, Ungeiibten“ mit fast 18 % zwischen zweieinhalb und dreimal so grofl wie
fiir einen ,,Geiibten® mit nur 6,6 %.
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Satz 3.3

Seien A und B zwei unabhéngige Ereignisse in P(2). Dann sind die Ereignisse
A, B, A, B unabhiingig.

Beweis

Hausaufgabe

Beispiel 3.23  (Zuverlissigkeit von Systemen)

Technische Systeme sind nie perfekt, und die Wahrscheinlichkeit fiir einen Aus-
fall ist nie gleich Null. Seien 51, ..., .S, die Komponenten eines Systems S. Der
Ausfall der Komponenten S; geschehe unabhéingig voneinander mit der Wahr-
scheinlichkeit p;. Dabei werden unterschieden:

e Parallele Systeme

Hier bewirkt erst der Ausfall aller Komponenten den Ausfall des Gesamt-
systems, s. Abb. 3.7.

Abbildung 3.7: Paralleles System

e Serielle Systeme

Hier bewirkt schon der Ausfall mindestens einer Komponente den Ausfall
des Gesamtsystems, s. Abb. 3.8.

o 51 1 % | °

Abbildung 3.8: Serielles System

Seien

A; <= Die i-te Komponente fillt aus
Ag <= Das Gesamtsystem fillt aus

Wegen der Unabhéngigkeit des Ausfalles der Komponenten gilt fiir parallele
Systeme die Produktformel, und man erhlt:

P(Ag) = P(AinA;Nn...nA,) = [[PA) = []p:
=1 =1
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Fiir serielle Systeme dagegen gilt
P(As) = P(Al UAQU...UAn).

Die Ereignisse A; sind nicht disjunkt (~ nicht unvereinbar), denn sie konnen ja
auch gleichzeitig eintreten. Daher darf man nicht

P(A{UAU...UA,) = > P(A)
=1

schreiben, sondern mufl dazu den komplizierten Additionssatz (Satz 3.1 (iii))
fiir n Elemente anwenden; vgl. auch die Bemerkung auf p. 32.

Folgende einfache Uberlegung reduziert die Rechnung allerdings erheblich: Da
die Ay,..., A, unabhéngig sind, sind auch die komplementéren Ereignisse
Aj, ..., A, unabhéngig. Daher gilt

P(As) = 1 — P(Ays)
= 1 — P(A1UA2U...UAn)
= 1 — P(Zlﬂ ﬁzn)
= 1 - ﬁP(ZZ)
i=1
= 1= H(l—pz’)
i=1

Durch Kombination von Serien- und Parallelschaltung lassen sich kompliziertere
Gesamtsysteme mit anderen Ausfallwahrscheinlichkeiten erzeugen.

Aufgabe
Man bestimme die Ausfallwahrscheinlichkeit des Systems aus Abb. 3.9.

—1.9 | 52

Abbildung 3.9: System aus drei Bauteilen

Beispiel 3.24

(i) Sechs Baume stehen nebeneinander in einer geraden Linie, zwei von ihnen
haben Schéidlinge. Jeder Baum kann dabei mit der gleichen Wahrschein-
lichkeit von Schédlingen befallen sein. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit,
daf die beiden kranken Bdume nebeneinander stehen?
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(iii)

Loésung

Der Merkmalraum €2 besteht aus allen Paaren unterschiedlicher Baume,
also

Q = {{,5): i,j€{1,...,6}, i<j}.
Von solchen Paaren gibt es (g) = 15 Stiick (Anzahl der Méglichkeiten,

aus sechs Elementen zwei auszuwiéihlen). Fiinf dieser Paare reprisentieren
benachbarte Bdume:

S = {(1,2),(2,3),(3,4), (4,5), (5,6)}.

Sei KB :<= Kranke Biume sind benachbart.
Dann folgt
pkB) = 5L = 2 553y
T 1 T

Da zwei Baume krank sind, geht es hier nur darum, die relative Anzahl
benachbarter Bdume in bezug auf die Gesamtzahl festzustellen.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ die beiden kranken Badume ne-
beneinander stehen unter der Voraussetzung, dafl Baum 3 einer der beiden
kranken Béume ist?

Losung
Sei By : <= Baum 3 ist krank.
Dann ist KB N Bz = {(2,3), (3,4)}, und es folgt

P(KBNB;) _ 2/15

PEB|Bs) = P(Bs)  5/15

= 40%.

Natiirlich 148t sich diese Aufgabe auch durch Konstruktion des reduzierten
Ergebnisraumes 16sen, und man gelangt zum selben Ergebnis:

O = {(1,3),(2,3),(3,4),(3,5),(3,6) }
S* = {(2,3),(3,4)}

. s 2
N P*(B3) = o] = 5= 40 %.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit in (ii), falls die Bdume nicht in einer
geraden Linie stehen, sondern im Kreis gepflanzt sind?
Losung

Jetzt hat das Ereignis S ein Element mehr, ndmlich das Element (1,6):
Baum 1 und Baum 6 sind ebenfalls benachbart. Dann ergibt sich beide
Male

6

PIKB) = 4 = 40%
2/1
P(KB| Bs) — 5%? — 40%.
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Diskussion

(a) Stehen die Baume in einer geraden Linie, so wird die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dafl kranke Biume benachbart sind, beeinflufit durch die Zusatzin-
formation, dafl Baum 3 krank ist:

1 2
P(KB) = 3 # = P(KB | B3).
Die Ereignisse K B und B3 sind abhéngig.

(b) Stehen die Baume dagegen im Kreis, so liefert die Aussage, dafi Baum 3
krank ist, keine die Wahrscheinlichkeiten beeinflussende Zusatzinformation:

2
P(KB) = F = P(KB | Bs),
die Ereignisse KB und B sind hier unabhéngig.
(c) Man studiere in diesem Zusammenhang Abb. 3.10 und 3.11.

19 = 15
° ° e KB e ° |K B| =9
e S e ° ° ° |S| =95
|IKBNS| = 2
[ ] [ [ ] [ ] [ ] o ’KBHS’ _ 2 # i
|S] ) 15
Abbildung 3.10: Die Ereignisse sind nicht unabhéngig
19 = 15
. o ®e KB ® . |K B| =5
e S e . ° ° 5] =6
|IKBNS| =2
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 0 ’KBQS| B 2 B
S| 6 15

Abbildung 3.11: Die Ereignisse sind jetzt unabhéngig

(d) Demzufolge liefert in (ii) — also bei Béumen in einer geraden Linie — die
Zusatzinformation, dafl ein Baum am Rand, etwa Baum 1, einer der beiden
kranken B&dume ist, dann eine andere Wahrscheinlichkeit:

Sei By : <= Baum 1 ist krank.
Dann ist KB N By = {(1,2)}, und es folgt

P(KBNBy) _ 1/15

PIEBNBY) = P(By)  5/15

= 20%.
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Man beachte:

1 _
ZP(Bi) = 6(0,2+0,4+0,4+0,4+0,4+0,2) = 33,3%

3.3.4.1 Stochastische Unabhingigkeit von mehr als zwei Ereignissen

Der Begriff der stochastischen Unabhéngigkeit 148t sich auch auf mehr als zwei
Ereignisse iibertragen.

Definition 3.6

(i) Seien n € N und Aj,..., A, C Q Ereignisse. Diese Ereignisse heiflen
stochastisch unabhéngig, wenn fiir jede Teilmenge

Ay, A (2<k<n)

(N
die Produktregel gilt:

ik
(ii) Eine (unendliche) Familie von Ereignissen Aj, As,... C € heifit stocha-
stisch unabhéngig, wenn je endlich viele der Ereignisse stochastisch un-
abhéngig sind.
Es geniigt also nicht, lediglich die paarweise Unabhéngigkeit aller Ereig-
nisse zu fordern! Siehe dazu das Gegenbeispiel im Anschlufl an diese Be-
merkung sowie eine Hausaufgabe.

Beispiel 3.25

In einer Urne befinden sich vier Kugeln mit den Beschriftungen
110,101,011,000. Es wird eine Kugel zufillig entnommen. A; sei das Ereig-
nis, daf} die gezogene Kugel an der i-ten Stelle eine 1 triagt (i € {1,2,3}). Dann
ist
1
P(Al ﬂAQﬁAg) =0 # g = P(Al)P(AQ)P(Ag),
S~ >~ Y——
1/2 1/2 1/2

jedoch gilt

1 1 1

P(AlmAg) = Z = 55 = P(Al)P(AQ),
1 1 1

P(AgﬂAg) = Z = 55 = P(AQ)P(A:J,),
1 1 1

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



Kapitel 4

Zufallsvariable

4.1 Einfiihrung und Definition

Haufig ist man nicht an den Details eines jeden Elementarereignisses interessiert
sondern nur an einer numerischen Beschreibung seines jeweiligen Auftretens.

Beispiel 4.1

Beim dreimaligen Wurf einer Miinze besteht der Merkmalraum €2 (die Ergeb-
nismenge) aus acht Elementarereignissen (K: Kopf, W: Wappen):

Q = {({K,K,K) ,(K,K,W),(K,W,K),(W,K,K),
(K, W, W), (W, K, W), (W, W, K), (W,W,W)}.

Nun sei man lediglich an der Anzahl der auftretenden Wappen interessiert und
nicht etwa daran, wann oder in welcher Reihenfolge diese auftreten. Man ordnet
also jedem Elementarereignis w; einen der Zahlenwerte 0, 1,2, 3 zu, s. Tab. 4.1.

Anstatt mit den Ereignissen w; € §2 selbst zu rechnen, benutzt man die Zahlen
x; € {0,1,2,3}, also die Werte, welche die Funktion

X <= Anzahl der auftretenden Wappen

auf der Definitionsmenge 2 annimmt.

Definition 4.1
Eine Abbildung

X : Q — R

w — X(w)
heift eine (eindimensionale) reelle Zufallsvariable.
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Ereignis w; P(w;) X P(,X = xz;%)
1 1
<K7 Kv K> 8 0 g
(K, K, W) 3
3
1
(K, W,K) 3 1 3
(W, K, K) :
(K, W, W) 3
3
(WK, W) 5 2 3
(W, W, K) 3
1 1
(W, W, W) 3 3 3

Tabelle 4.1: Anzahl der auftretenden Wappen bei dreimaligem Miinzwurf

Bemerkung

(i) Die Abbildung X ist also eine Funktion, die jedem Elementarereignis w
genau eine reelle Zahl zuordnet. Welchen der Werte z = X (w) von X —
diese heilen auch Merkmalwerte oder Realisierungen von X —man in der
weiteren Betrachtung benutzt, hingt vom jeweiligen Versuch ab und ist
vom Zufall bestimmt; daher der Name ,, Zufallsvariable“.

(ii) Strenggenommen ist nicht jede auf  definierte reellwertige Funktion eine
Zufallsvariable. Eine Zufallsvariable mufl noch einer Bedingung geniigen,
die in allen praktisch interessierenden Fillen zwar automatisch erfiillt ist,
die aber fiir den strengen Aufbau der Theorie zusétzlich gefordert werden
muf3.

Fiir jede Zufallsvariable X mufl die Menge
Ay = {w: X(w) <z} (x € R)

definiert sein. M.a.W., die Menge A, muf fiir jedes x € R ein Ereignis
sein:

reR = A, cP).

Eine Funktion X, fiir die alle Mengen der Form A, = {w: X(w) < z}
zum Definitionsbereich des Wahrscheinlichkeitsmafies P gehoren, nennt
man eine mefibare Funktion. Demnach sind Zufallsvariablen genau die
meflbaren Funktionen auf €.
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(iii) In dem Einfiihrungsbeispiel 4.1
X <= Anzahl der auftretenden Wappen

ist beispielsweise W (X) = {0,1,2,3}, und welchen der vier moglichen
Merkmalwerte die Abbildung X annimmt, ist vom Zufall bestimmt.

Definition 4.2

(i) Die Zufallsvariable heifit diskret, wenn sie nur endlich viele oder héchstens
abzahlbar unendlich viele Werte x; hat.
(ii) X sei eine diskrete Zufallsvariable. Die Funktion
fx : R — R

r fX($),
wobel

)

B pi , x=uz; € W(X)
fx(@) = { 0, x¢W(X)

heiBt Wahrscheinlichkeitsfunktion, (diskrete) Dichtefunktion oder Z&hl-
dichte der Zufallsvariable X.

Wiederaufgriff von Beispiel 4.1
Man betrachte die Zufallsvariable

X : Q — R

w — X(w),

definiert durch

X(K,K,K)) = 0,
XK, KW)) = X(K,W,K)) = X(W,K,K)) = 1,
XKW, W)) = X(W,K,W)) = X(W,W,K)) = 2,
X((W,W,W)) = 3.

Die zugehorige Dichtefunktion fx gibt die relative Haufigkeit an, mit der eine
Zahl des Wertebereiches der Zufallsvariablen auftritt, s. Abb. 4.1.

Gewohnlich wird die folgende laxe Schreibweise benutzt: fiir z = z; € W(X)
ist

fx(@i) = pi = Pw: weQ, X(w)=1;}) = P(X =u).
Diese Schreibweise ist insofern nicht korrekt, als die ,,Gleichung“ X = x; formal

keinen Sinn ergibt. Sie wird aber weithin verwandt, und daher soll das auch
hier geschehen. Sei

A = {w: weQ, X(w)=ua},
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y fX(x)

ool
|
T

0ol—=

0 1 2 3

Abbildung 4.1: Dichtefunktion der Zufallsvariable X aus Beispiel 4.1
X

oI

X

Q R

Abbildung 4.2: Zufallsvariable und Dichtefunktion

dann ist P(X = z;) = P(4;), und die Zufallsvariable X wird vollstindig be-
schrieben durch alle Ereignisse A; fiir x; € W(X).

In dem Beispiel sind etwa

Ay = {(K K, K)},
A = {(K,K,W)(K,2W,K), W,K,K)},
Ay = {(K WW)?(WK>W>><W7WK>}>
( )}

Die acht verschiedenen Elementarereignisse werden anhand des untersuchten
Merkmals (Anzahl der Wappen) zu vier verschiedenen Gruppen zusammenge-
faffit. Man rechnet dann mit einem neuen Wahrscheinlichkeitsraum, und zwar
mit

A3 = |

(. P) = (W(X),P'),

wobei P’ durch die Festlegung
/ 1 / 3 / 3 / 1
P'({0}) := 3 P({1}) = 3 P'({2}) := 3 P'({3}) = 3

auf den neuen Elementarereignissen, also den Elementen aus W (X), definiert
ist. Im Gegensatz zu (Q2, P) ist (W(X), P’) ein Wahrscheinlichkeitsraum, in
welchem nur mit Zahlen gearbeitet wird.

4.1.1 Physikalische Interpretation der Dichtefunktion

In jedem Elementarereignis w € €2 sei eine physikalische Masse angebracht, so
dafl die Gesamtmasse 1 ergibt. In Beispiel 4.1 etwa ist

m; =

8

1

g Gefl..8h) M:=> m=1
=1
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Bei dieser Veranschaulichung eines Wahrscheinlichkeitsmafles als der einer Auf-
teilung einer physikalischen Masseneinheit in Teilmassen bedeutet P(A) dann
die Masse des ,,Bereichs® A.

Auf diese physikalische Veranschaulichung wird spéter noch eingehender ein-
gegangen werden, und zwar bei der Einfiihrung der Begriffe ,, Erwartungswert“
und ,, Varianz“ als Momente einer Wahrscheinlichkeitsverteilung.

4.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsva-
riable

4.2.1 Verteilung einer diskreten Zufallsvariable

Neben der Dichtefunktion f sollen jetzt zwei neue Funktionen eingefiihrt wer-
den, und zwar die Verteilung Px und die Verteilungsfunktion Fx einer Zufalls-
variable.

X sel eine diskrete Zufallsvariable mit abzidhlbarem Wertebereich
W(X) = {1:1,332, .. }
Die Anfangswahrscheinlichkeiten

pi = P(X =ux;) := P({w: X(w):a;i})

Py :  PW(X) — [0,1]

sel definiert durch

Px(A) = Z Di-

{’L xLEA}

Satz 4.1
Px ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf der Potenzmenge P[W (X)].

Beweis

(i) Die Potenzmenge einer jeden Menge ist nicht leer, also gilt P[W (X)] # 0.
Man beachte, dafl P[W (X)] jedoch nicht notwendig mehr abzéhlbar sein
muB (abzihlbar viele Folgen).!

(i) (1) Px(A) > 0 fiir alle A C W(X).

!Die abzihlbare Vereinigung abzihlbar unendlich vieler Mengen ist abzéhlbar, nicht jedoch
die Potenzmenge einer abzdhlbar unendlichen Menge.
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(2) Das MaB der Gesamtmenge ist 1:
Px[W(X)] = > ow

{i: ¢ eW(X)}

= Z P({w: X(w)=w})

{i: z;eW(X)}

= > > Pw)

{i: ;i eW(X)} {j: X(wj)=wm;}

= > Plwd)
{wj: w;eQ}
=1

(3) Additivitat:

nU4) = %o

{] EZAS ] Al}
7

=D D

7 {] JIjEAi}
= ZPX(AZ)a

falls die A; paarweise disjunkt sind. Man beachte, daf} alle auftreten-
den Reihen absolut konvergent sind, da sie aus nichtnegativen Glie-
dern bestehen.

Definition 4.3

(i) Das durch die Folge {p;}icv definierte Wahrscheinlichkeitsmaf

Py . PW(X)] — 0,1]
{i: z;€A}
fx : Dichtefunktion

- pi , ©=ux; € W(X)
fx(@) = {0 e ¢ W(X)

heifit die Verteilung der Zufallsvariable X.
(ii) Die Verteilungsfunktion Fx von X wird definiert durch
FX : R — R

x — P(X <uz),

P(X <z) := PX({xi: x; € W(X), x; < :v}) = Z Ix ()

{i: z; <z}
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Beispiel 4.2

Ich kehre noch einmal zu Beispiel 4.1 des dreimaligen Miinzwurfes zuriick. Die
einzelnen Elementarereignisse w; sind zwar gleichwahrscheinlich, die Zufallsva-
riable

X <= Anzahl der auftretenden Wappen

nimmt jedoch eine Gruppierung dieser Elementarereignisse derart vor, dafl die
auftretenden Gruppen eine unterschiedliche Anzahl von Elementen haben, also
keine ,,Gleichverteilung“ der Gruppen vorliegt.

(i) Verteilung Px (s. dazu auch das Liniendiagramm in Abb. 4.1)

Ay = {(K, K K)}
A = {(K,K, W) (K,W,K),(W,K,K)}
Ay = {{K, W, W), (W, K, W), (W, W, K)}
A3 = (W, W, W)}

P(Ay) = Px({0}) = fx(0) =
P(A1) = Px({1}) = fx(1) =
P(A2) = Px({2}) = fx(2) =

P(A3) = Px({3}) = fx(3) =

| =0l woo| woo| -

(ii) Verteilungsfunktion Fx (s. dazu auch die Treppenfunktion in Abb. 4.3)

0 , z <0
% , 0<x<1
Fx(z) = P(X<z) = (¢ 5 , 1<z<2
% , 2<zx<3
L1, 3<«x

Beispielsweise ist

Fx(2,5) = P(X <2,5) = Px({0,1,2})

= Z Pi = po+p1+Dp2
{i: z;€{0,1,2}}

B 3 3

“ 37873

7

3

[
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y Fx(z)

0l ool =

Qo=

- T
0 1 2 3

Abbildung 4.3: Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X aus Beispiel 4.1

Bemerkung

Die Verteilungsfunktion F'x ist eine monoton steigende Treppenfunktion. Sie
sammelt gewissermaflen diejenigen Wahrscheinlichkeiten auf, welche sich beim
Durchlauf von —oo bis zu z einschlieflich ,,ansammeln®, und summiert diese.
Dabei wird angenommen, dafl die Wahrscheinlichkeiten p; bekannt sind. Es
geht also jetzt nicht darum, wie man diese findet, sondern wie man mit ihnen
rechnet, wie man die dadurch gegebene Verteilung darstellt und was man aus
der Kenntnis dieser Verteilung schlieflen kann.

Beispiel 4.3

Beim Zufallsexperiment ,, Wurf mit zwei unterscheidbaren homogenen Wiirfeln“
besteht der Merkmalraum ) aus den insgesamt 36 gleichwahrscheinlichen Ele-
mentarereignissen (geordneten Augenpaaren)

(1,1),(1,2),(1,3),...,(5,6),(6,6).

Betrachtet wird die diskrete Zufallsvariable
X <= Erreichte Augensumme,

welche die moglichen Zahlenwerte 2,3,...,11,12 mit unterschiedlichen Wahr-
scheinlichkeiten annimmt.

Im folgenden werden dazu bestimmt:
(i) eine H&ufigkeitstabelle (Tab. 4.2),
(ii) eine Verteilungstabelle (Tab. 4.3),

(iii) das Liniendiagramm (Abb. 4.4) und
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T 2 3 4 b} 6 7 8 9 10 | 11 | 12

(1,1) | (1,2) | (1,3) | (1,4) | (15) | (1,6) | (2,6) | (3,6) (6,6)
(2,1) | (22) | (2,3) | (24) | (25) | (3,5) | (4,5) | (5, ;
(3.1) | (3:2) | (3.3) | 34) | (44) | (5.4) | (6,
(4,1) | (4,2) | 43) | (53) | (6,3)
(5,1) | (5,2) | (6,2)
(6,1)

Tabelle 4.2: Hiufigkeitstabelle bei einem Wurf mit zwei unterschiedlichen
Wiirfeln

e |2 3|4 5|6 7|89 | 10| 11| 12
fa) | =224 28 a3 2 1
Y136 | 36 | 36 | 36 | 36| 36 | 36 | 36| 36 | 36 | 36

Tabelle 4.3: Verteilungsstabelle bei einem Wurf mit zwei unterschiedlichen
Wiirfeln

s fx ()

36
21
36
1]
36 I I
X
2 3 4

) 6 7 8 9 10 11 12

Abbildung 4.4: Dichtefunktion der Zufallsvariable ,, Augensumme von zwei
Wiirfeln
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s Fix(2)

26
36

15
36

361

Abbildung 4.5: Verteilungsfunktion der Zufallsvariable ,, Augensumme von zwei
Wiirfeln“

(iv) die Verteilungsfunktion (Abb. 4.5).

Beispiel 4.4

Fine Urne enthalte fiinf Kugeln, davon drei weifle und zwei schwarze. Aus ihr
werde dreimal zuféllig eine Kugel entnommen und die gezogene Kugel vor einem
nichsten Zug in die Urne zuriickgelegt. Daher sind alle Ziehungen voneinander
unabhéngig. Die Zufallsvariable

X <= Anzahl der erhaltenen schwarzen Kugeln

bei drei Ziehungen mit Zuriicklegen

kann die moéglichen Zahlenwerte 0, 1, 2 und 3 annehmen. Die acht moglichen
Elementarereignisse sind gegeben durch

Q = {(WW,W), (S, W, W), (W, S, W), (W, W,S),
(S, S, W), (S, W, S), (W, S,S5),(S, S, S) },

und sie treten mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten auf.

Im folgenden werden dazu bestimmt:

(i) eine Wahrscheinlichkeitstabelle (Tab. 4.4),

(ii) eine Verteilungstabelle (Tab. 4.5),
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Anzahl der
gezogenen | Elementar-
schwarzen ereignis Wahrscheinlichkeit
Kugeln
3 3 3 27
0 (W, W, W) SEE T 1o
(S, W, W)
2 3 3 18
1 (W, S, W) }jeweils--5 = o5
(W, W, S)
(8,8, W)
2 2 12
2 (S, W, S) }jeweils'.g =
(W, S, S)
2 2 2 8
3 (S,S,S) £ F = To

Tabelle 4.4: Wahrscheinlichkeitstabelle der Zufallsvariable ,, Anzahl der erhalte-
nen schwarzen Kugeln bei drei Ziehungen mit Zuriicklegen*

T; 0 1 2 3
27 18 54 12 36 8
fl@:) 5 %1 1m 0 s 15| 125

Tabelle 4.5: Verteilungstabelle der Zufallsvariable , Anzahl der erhaltenen
schwarzen Kugeln bei drei Ziehungen mit Zuriicklegen*
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54 |
125

36
125

27 |
125

8

125 1 I

0 1 2 3

Abbildung 4.6: Dichtefunktion der Zufallsvariable ,,Anzahl der erhaltenen
schwarzen Kugeln bei drei Ziehungen mit Zuriicklegen*

y Fx(z)

1Ak
117/1251

|

|

81/125 -

27/125 +——

| | | -z

0 1 2 3

Abbildung 4.7: Verteilungsfunktion der Zufallsvariable ,,Anzahl der erhaltenen
schwarzen Kugeln bei drei Ziehungen mit Zuriicklegen“
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(iii) das Liniendiagramm (Abb. 4.6) und
(iv) die Verteilungsfunktion (Abb. 4.7).

Bemerkung

Bisher wurde stets vorausgesetzt, dafl die Anfangswahrscheinlichkeiten p; vor-
liegen bzw. man sie anhand leichter Uberlegungen selbst bestimmen kann, so
wie etwa bei Laplace-Experimenten:

e Miinzwurf,
e Wiirfeln mit zwei Wiirfeln,

e Ziehen von Kugeln aus Urnen.

Es ging also nicht darum, wie man diese findet, sondern wie man mit ihnen
rechnet.

Héufig gelangt man jedoch erst durch die Untersuchung einer Zufallsvariable zu
einer Moglichkeit, diese Anfangswahrscheinlichkeiten selbst festzulegen. Erhélt
man beispielsweise eine Formel fiir die p;, in der nur ein oder mehrere von i
unabhéngige Parameter unbekannt bleiben, so ist das Problem der Zuweisung
von Wahrscheinlichkeiten im wesentlichen auf eine Schéitzung dieser Parameter
zuriickgefiihrt.

Beispiel 4.5 ?

Unabhéngig vom Wochentag und der genauen Uhrzeit seien am spéten
Vormittag alle Arbeitsplétze in einem Rechnerraum mit der Wahrscheinlichkeit
p (p € (0,1) geeignet) belegt. Ein Student S versucht maximal n-mal, einen
freien Platz zu bekommen. Scheitern alle Versuche, so gibt er frustriert auf
und schimpft auf die Rechnerausstattung.

Gesucht

(i) die Wahrscheinlichkeit, erstmals im k-ten Versuch einen freien Platz zu
finden (1 < k < n);

(ii) die Wahrscheinlichkeit, bei n Versuchen keinen freien Platz zu finden.

Losung
Q = {wo,w1,...,wn}, wobei

wi <= S findet erstmals im k-ten Versuch einen freien Platz (1 < k <n)
wo <= S findet bei n Versuchen keinen freien Platz

2Greiner/Tinhofer: Stochastik fiir Studienanfinger der Informatik, Hanser-Verlag, 1. Auf-
lage 1996, p. 64
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wp kann durch die Zahl k charakterisiert werden, d.h. es 148t sich eine Zu-
fallsvariable X wihlen, welche die Anzahl der Versuche bis zum FErfolg mifit
(wo: kein Erfolg):

X : Q — {0,1,...,n} Anzahl der Versuche bis zum Erfolg
wr — X(wg):=k (k €{0,...,n}).

Sei Aj, das Ereignis
Ar <= S findet beim k-ten Versuch keinen Platz,

dann gelten

{wl} = Zla
{we} = A1NAyN...N A, (2<k<n)
{wo} = A1NAsn...NA,.

Damit findet man fiir die gesuchten Wahrscheinlichkeiten wegen der Un-
abhéingigkeit der einzelnen Ereignisse wy die folgenden Beziehungen:

P(X=k) = P({w: X(w)=k})
= P(wg)
= P(AlﬂAgﬂ...ﬂAk,1 ﬂZk)
k—1
= [[ P4 P(Ay)
=1
= P (1-p)

Damit kennt man die Werte der Zufallsvariable X (ihre ,,Verteilung“), sobald
man den Wert des einzelnen Parameters p kennt.
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Probe

Die Wahrscheinlichkeit, in hochstens k& Versuchen einen freien Platz zu bekom-
men, ist wegen der angenommenen Unabhéngigkeit der Versuche gegeben durch

k
P(X<k) = Y P(X=k)
=1

k
= > pl(1-p
=1

k—1
= (1-p>_p
1=
l—pk
= (1=
( p)l_p
- 1_pk7

wie nicht anders zu erwarten.

Aufgabe

(i) Wieviele Versuche muf} ein Student mindestens durchfithren, um mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit von mindestens 50 % einen freien Rechnerplatz zu
bekommen, falls p = 0.9 gilt?

(ii) Wie grof3 darf p hochstens sein, damit bei hochstens 5 Versuchen maximal

1% der Studenten keinen freien Platz finden?

Loésung

(i) Er/sie mufl mindestens 7 Versuche durchfiihren.

(ii) Die Wahrscheinlichkeit p, dafl alle Plitze des Rechnerraumes belegt sind,
darf den Wert 40 % nicht iiberschreiten.

Bemerkung

Im Hinblick auf die im néchsten Abschnitt zu besprechende stetige oder konti-
nuierliche Zufallsvariable sollen die Eigenschaften einer diskreten Zufallsvariable
X noch einmal iibersichtsartig zusammengefafit werden:

(i) Eigenschaften der Dichtefunktion fx:

(a)  fx(x) =20 (z € D(fx))
(b) Z fx(xi) =1
€W (X)
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() fx(@) =PHw: X(w)=2}) = P(X =1)
(ii) Eigenschaften der Verteilungsfunktion Fy:

Fx ist eine monoton wachsende Treppenfunktion mit

lim Fx(z) =0 , lim Fx(z) = 1.

T——00 T—+00

(iii) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf8 die (diskrete) Zufallsvariable X einen
Wert zwischen a (ausschlielich) und b (einschliefllich) annimmt, berechnet
sich zu

Pla<X<b) = P(X<b) — P(X<a)
=  Fx(b) - Fx(a).

(iv) Die Bedingung (i) (b)

1 = P(Q) = Z fx((liz) = Z fx(xZ)ACCZ =1
)

x, €W(X z, €W (X)

mit Ax; = 1 fiir alle ¢ 148t sich anhand eines Histogrammes erlautern,
s. Abb. 4.8.

, [x(2)

Abbildung 4.8: Histogramm einer diskreten Zufallsvariable X
In einem zu Abb. 4.8 gehorigen Beispiel ist W(X) = {0, 1,2, 3,4}, und

Fx(z) = P(X<z) = Y fx(a)- Az

z;eW(X)

liefert den Wert der Fliache zwischen der Dichtefunktion und der z-Achse
im Intervall (—oo, z]. Im stetigen Fall wird daraus ein Integral:

F(z) = Z fx(x;) - Aw; — /fX(u)du.
HEW () (wx)l—) I
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4.2.2 Verteilung einer stetigen Zufallsvariable

Definition 4.4
Eine Zufallsvariable X : € — R heif3t stetig oder kontinuierlich, wenn gilt:

(i) W(X) ist ein Kontinuum, also z.B. ein beschrénktes oder unbeschréanktes
Intervall.

(ii) Es existiert eine nicht-negative integrierbare Funktion fx, so daf fiir die
(unter diesen Bedingungen dann stetige) Verteilungsfunktion Fx die fol-
gende Darstellung gilt:

Fx(z) = P(X <x) = /fX(u)du (z € (—00,00)).

Die Funktion fx heifit Dichtefunktion oder kurz Dichte der Verteilung
von X; s. Abb. 4.9 und 4.10.

s fx(z)

e

Abbildung 4.9: Dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariable X

>

s Fx(z)

>~ T

Abbildung 4.10: Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariable X

Beispiel 4.6

Die Zufallsvariable X beschreibe die Wahrscheinlichkeit des Reiflens eines Gum-
mibandes bei dessen Streckung um x cm. Diese Zufallsvariable ist dann etwa
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durch die folgende lineare Dichtefunktion beschreibbar, s. Abb. 4.11:

fe(a) : {éa} , 0<x <14
X =

0 sonst

> T

4

Abbildung 4.11: Lineare Dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariable X

Wegen
00 4 1 2.4
x
/fx(x)dx = /8xdx = [E}O =1
—00 0

handelt es sich bei fx tatséchlich um eine Dichtefunktion.

Jetzt soll die zugehorige Verteilungsfunktion im Intervall [0, 4] bestimmt werden:

_$ 1 R N U L S
Fx () —/fx(u)du— S /udu_ 8[2“}0 = 7

Sie verlauft dort parabelférmig. Somit gilt, s. Abb. 4.12:

0 , <0
Fx(z) = 1—16362 , 0<z<4
1 , d<x

Bemerkung

Obwohl die Zufallsvariable X das Reiflen eines Gummibandes mit Hilfe der
Dichtefunktion fx adidquat beschreibt, bedeutet der Wert von fx(x) an einer
Stelle x nicht die Wahrscheinlichkeit, dafl das Gummiband an dieser Stelle mit
der Wahrscheinlichkeit fx (x) reifit. Der Sachverhalt ist etwas komplizierter, vgl.
dazu die Bemerkung (v) auf p. 80.
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4
Abbildung 4.12: Parabelférmige Verteilungsfunktion einer linearen Dichtefunk-

tion einer stetigen Zufallsvariable X

Beispiel 4.7

Die Lebensdauer T eines elektronischen Bauteiles, welches nicht verschleiibe-
dingt sondern ,zufillig* ausfillt, kann oft als eine exponentialverteilte Zufalls-
grofle mit der Dichtefunktion

0 , 0
f(t) ::{a -\t -

e , t>0
angenommen werden, wobei A\, a > 0 positive Konstanten sind.
(i) Wie grof ist die Konstante a?

(ii) Wie lautet die zugehérige Verteilungsfunktion?

(iii) Wie groB ist der Anteil an Bauelementen, deren Lebensdauer den Wert
t = 10 iiberschreitet?

Losung

(i) Die Konstante a bestimmt sich aus der Normierungsbedingung
o0
J fe)dt =1:
—0o0

o0

[rwa = [a-ea - HA]? _eny

0

>

Somit ist ¢ = A, und die Dichtefunktion besitzt die Gestalt wie in
Abb. 4.13 skizziert.

(ii) Fiir Werte ¢ > 0 erhélt man damit die Verteilungsfunktion F' zu

t

F(t) = /f(u)du = /t)\-e_)‘“du
—00 0

= |:—e_>\ui|t — ]. - e_)\t.
0
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y £(1)

10

Abbildung 4.13: Exponentialfunktion als Dichtefunktion der Zufallsvariable T’

Daher gilt, s. auch Abb. 4.14:

.-t
10

Abbildung 4.14: Verteilungsfunktion fiir die Zufallsvariable T'

(iii) Die gesuchte Wahrscheinlichkeit entspricht der mit P(7" > 10) gekenn-
zeichneten Fldche in Abb. 4.15, sie wird wie folgt berechnet:

y F()

P(T > 10)

10

Abbildung 4.15: Exponentialfunktion als Dichtefunktion der Zufallsvariable T'

P(T>10) = 1-P(T<10) = 1— F(10)

- 1— (1 _ 8710)\) — eflo)\

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



80 KAPITEL 4. ZUFALLSVARIABLE

Fiir A = 0.1 beispielsweise ist e 719 = e~ ~ 0.368, und es sind demnach
rund 36,8 % der Bauteile zur Zeit ¢ = 10 noch funktionstiichtig.

Bemerkung

(i) Ist die Zufallsvariable T" eine Lebensdauer, so pflegt man neben der Aus-
fallwahrscheinlichkeit

F(t) := P(T <t) (teR)
auch die Uberlebenswahrscheinlichkeit oder Zuverlissigkeit
Z(t) == P(T>t) = 1—-F(t) (teR)

zu betrachten. Z ist eine stetige und monoton fallende Funktion mit

tEr_nooZ(t) =1 , tliglo Z(t) = 0.
(ii) Die GroBe
R(t) = —Zit)-‘ilf(t) _ é((?) (t € R)

bezeichnet man in diesem Zusammenhang als Ausfallrate.

(iii) Aufgabe

Man bestimme die Zuverldssigkeit und Ausfallrate fiir die Exponentialver-
teilung mit dem Parameter A.

Bemerkung

Auch fiir stetige oder kontinuierliche Zufallsvariablen X sollen die definieren-
den Eigenschaften der Dichtefunktion f = fx und ihrer Verteilungsfunktion
F = Fx noch einmal iibersichtsartig zusammengefaf3t werden:

(i) f(z) =0 (z € D(f))
(ii) F' ist eine monoton wachsende stetige Funktion mit

(a) 0<F(z)<1 (z € D(F))
(b) xEr_noo Fx(z) =0 , lim Fx(z) =1

T——+00

(c) _j? fluydu =1 = P(—o0 < X < 0)

(iii) Ist die Dichtefunktion f stetig, so ist die Verteilungsfunktion F' stetig
differenzierbar, und es gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung F” = f. Wie man sieht, gilt in diesem Falle sogar F' € C!(T).
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(iv)

Fiir stetige Dichtefunktionen f ist F' eine Stammfunktion, und die Wahr-
scheinlichkeit, dafl die Zufallsvariable X einen Wert zwischen a und b
annimmt, berechnet sich zu

Pla<X<b) = PX<b) — P(X<a)

b
= F(b) — F(a) = /f(u)du

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl eine stetige Zufallsvariable X genau
etnen Wert annimmt, ist 0:

P(X=z2) = P{w: X(w)=2z}) = 0.
Diese Eigenschaft folgt aus der Stetigkeit der Verteilungsfunktion F:
P(X<z) = PX==z) + P(X <u),

P(X<z) = F(z) = limF(z—c¢) = limF(z —¢)

c—0 c—0

c>0
= liI%P(ng—c) = P(X <),
c>0

— P(X=2z) = 0.

Fiir eine stetige Zufallsvariable hat also das Ereignis, dafl X einen be-
stimmten Wert ¢ annimmt, fiir jedes ¢ € R die Wahrscheinlichkeit 0, auch
wenn f(c) # 0 gilt. Dennoch kann man f(c¢) mit dem Wert der Wahr-
scheinlichkeit in Verbindung bringen:

Sei h > 0. Dann gilt nach (iv) und dem Mittelwertsatz der Integralrech-
nung

Plc<X<c¢+h) = F(c+h)— F(e)
c+h

= f(¢) / du (¢ € (c,c+ h) geeignet)

2
~
S
=

fiir kleine Werte von h und eine stetige Dichtefunktion f. Damit liegt X
mit der Wahrscheinlichkeit ~ f(c) - h im Intervall [¢,c + h], s. Abb. 4.16.
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c c+h

Abbildung 4.16: Dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariable X

(vi) Fiir stetige Zufallsvariablen X ist zwar P(a < X < b) = P(a < X < b),
wegen der Rechtsstetigkeit der diskreten Verteilungsfunktion F' verwendet
man aber auch hier meistens den Ausdruck P(a < X <b), also

Pla< X <b) = /fx(x)d:c = Fx(b) — Fx(a).
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Eine Hand auf der heifien Herdplatte, einen Fufl im FEiswasser
und im Durchschnitt fihlt man sich wohl.

Kapitel 5

Kennwerte einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer diskreten oder stetigen Zufallsvariable
X 148t sich eindeutig und vollstéindig durch folgende Gréfien beschreiben:

e die zugehorige Verteilungsfunktion Fx oder
e die zugehorige Dichtefunktion fx oder

e bestimmte Parameter, welche man als Kennwerte oder Mafzahlen der
Verteilung bezeichnet. Zu diesen Kennwerten zéhlen u.a.

— der Erwartungswert y = E(X)
— die Varianz 0 = V(X)
— die Standardabweichung o = \/V (X)

Sie sind wichtige Sonderfélle einer Gruppe von Kennwerten, die als Mo-
mente einer Verteilung bezeichnet werden. Der Erwartungswert ist das
theoretische Gegenstiick zum Stichprobenmittel, die Varianz ist das ent-
sprechende Gegenstiick zur Stichprobenvarianz.

5.1 Erwartungswert einer Zufallsvariable

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen kennzeichnet in gewisser Weise das
Zentrum der Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beispiel 5.1

Finmaliger Wurf eines homogenen Wiirfels mit der Zufallsvariable

X < erzielte Augenzahl , W(X) = {1,2,3,4,5,6}
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Die sechs moglichen Werte treten mit der gleichen Wahrscheinlichkeit

pi = flx;) = % (zi e W(X),i€{1,...,6})

auf, da es sich um ein Laplace-Experiment handelt; man sagt auch, sie seien
gleichverteilt. Wenn nun das Experiment oft genug wiederholt wird, so wird
man erwarten, daf§ die ,mittlere Augenzahl“ (was ist das?) in der Nihe des
arithmetischen Mittelwertes liegt:

6
T = Zzé = ) @i f(z) = 3,5.
=1

=1

Dieser Wert ist der sog. Erwartungswert der Zufallsvariablen X in dem Wiirfel-
experiment. Man beachte, dafl der Erwartungswert als Ergebnis keines einzigen
Wiirfelexperimentes angenommen wird, i.a. auch nicht angenommen werden
muf.

Beispiel 5.2

Mittelwert der Noten einer Klausur. In diesem Beispiel sind die Werte der Zu-
fallsvariable
X <= erzielte Klausurnote

W(X) = {10, 1.3, 1.7, 2.0, 2.3, 2.7, 3.0, 3.3, 3.7, 4.0, 5.0}

in der Regel nicht gleichverteilt. Bei der Berechnung des Erwartungswertes
spielt daher die Dichtefunktion fx eine entscheidende Rolle: sie bestimmt die
Gewichtsfaktoren, mit denen die moglichen Notenwerte z; in die Berechnung
eingehen:

Anzahl der Klausur-Studenten mit der Note z;

fzi) =

Anzahl aller Klausur-Studenten
Der (arithmetische) Mittelwert errechnet sich dann wieder zu (|W(X)| = 11)

11

T = Z x; - f(x).

=1

Definition 5.1

(i) diskreter Fall

Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit den moglichen Werten xj. Der
Erwartungswert von X ist definiert durch

po= B(X) = > ap-P(X =x) = Y- flaw).
k k
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Im endlichen Fall ist also (n € IN geeignet)
k=1

im unendlichen Fall ist

E(X) = ka - fxp) (oder auch z. B. Zxk : f(@c))
k=1

k=0

Im letzten Fall verlangt man die absolute Konvergenz der unendlichen
Reihe, da es dann auf die Reihenfolge der Summanden nicht ankommt.

(ii) kontinuierlicher Fall

Sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable mit der Dichtefunktion f. Der
Erwartungswert von X ist definiert durch

o0

p = E(X) = /xf(:c)da;

—00

Auch hier wird die absolute Konvergenz des (uneigentlichen) Integrals
vorausgesetzt, also die Existenz von

_/ @ - f(z)| dx (20) _/ |z| - f(z)dx.

Ist das nicht der Fall, dann sagt man, die Verteilung besitze keinen FEr-
wartungswert.

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable ist somit die Summe (Integral) ihrer
Werte mal der Wahrscheinlichkeit, daf3 ein einzelner Wert auftritt.

Beispiel 5.3

Betrachtet wird noch einmal die zufallsbedingte Lebensdauer eines elektroni-
schen Bauteiles, deren Dichtefunktion in guter Ndherung durch eine Exponen-
tialfunktion beschreibbar ist, s. Beispiel 4.7:

£t ::{ 0 . t<0

\-e M , t>0

Ein Schatzwert fiir die zu erwartende Lebensdauer ist die durchschnittliche
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(mittlere) Lebensdauer, welche durch den Erwartungswert E(7") definiert ist:

o0 o0

E(T) = /t-f(t)dt = /\-/t-e—“dt
—o0 0
e A0 1 by
= /\-([—t i }0 - A/e‘“dt)
0
_ 11\
N 0 B )\[e ]0
_ !
DY

Bemerkung

(i) Benutzt man wieder die physikalische Interpretation, nach der in jedem
Elementarereignis wy eine Masse der Griofle

my = Px({zx}) = P(X =) = f(zg)

angebracht ist, so dafl die Gesamtmasse 1 ergibt,
M = ka = 1,
k

dann ist der Erwartungswert gerade der Schwerpunkt der jeweiligen Ver-
teilung:

EX) = Zxkf(xk) (M:_I) %Zkak =: xg
k o k

bzw. im kontinuierlichen Fall

o0 [e.9]

EX) = /xf(:c)dx vt AZ/mp(x)dx =: zg.

—00 —0o0

(ii) Bei einer symmetrische Dichtefunktion liegt der Erwartungswert an der
Stelle ihres Maximums, s. Abb. 5.1.

Natiirlich ist der Begriff des Erwartungswertes nur dann eine sinnvolle Grofe,
wenn die ,,Stichprobe“ groff und die Gewichtsfaktoren f(z) nicht allzu extrem
sind.

Beispiel 5.4

Bei einem Spielautomaten gewinne man mit der Wahrscheinlichkeit

p=1-10% 2 Euwo
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s fx ()

e

n=E(X)

Abbildung 5.1: Kontinuierliche Verteilung mit symmetrischer Dichtefunktion

und verliere mit der Wahrscheinlichkeit

g =1—p =106 10° Euro.

Der Erwartungswert des Gewinnes (Verlust = negativer Gewinn) betréigt
EG) =2-(1-107% + (-1)-10°-107% = 1-2-107% > 0.

Es wird wohl nur wenige Spieler geben, die mit diesem Automaten ihr Gliick
versuchen wollen, obwohl der Erwartungswert des Gewinnes positiv ist.

Bemerkung

(i) Zeichnet man den Erwartungswert von Beispiel 5.4 als Schwerpunkt eines
geeigneten Hebelarmes, so erhélt man Zeichnung 5.2.

s fx ()

1 } - T

r9 = —108 p=FEG) r1=2

Abbildung 5.2: Gliicksspielautomat als physikalischer Hebelarm

(ii) Ein solches, mathematisch zwar korrektes, aber irgwendwie doch unbe-
friedigendes Phénomen tritt immer dann auf, wenn man eine sehr klei-
ne mit einer sehr groflen Zahl multipliziert, um aus dem Produkt Riick-
schliisse zu ziehen. Beispielsweise geschieht das bei der Risikoabschitzung
von Unfillen. Das Risiko ist hierbei definiert als Produkt von Wahrschein-
lichkeit, mit der ein Schaden eintritt und dem Ausmafl des Schadens.
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T; 2 5 10
1|1 1
PX=z) | = | = | =
X=z) | 3| 3 6

Tabelle 5.1: Verteilungstabelle der Zufallsvariable ,, Wegstrecke eines Fahrrad-
kuriers*

5.2 Funktionen von Zufallsvariablen

Haufig treten Zufallsvariable Y auf, die vermoge einer gegebenen Funktion g
aus einer anderen (i.a. leichter zugénglichen) Zufallsvariable hervorgehen:

Y = g(X).

Untersucht werden soll nun, welche Informationen iiber Y man aus der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung von X erhalten kann.

Beispiel 5.5

X sei die Wegstrecke, die ein Fahrradkurier bei der Erledigung eines Transport-
auftrages zuriicklegen mufl. Zum Durchfahren einer Wegeinheit (etwa 1 km)
werden 3 Zeiteinheiten (eine Zeiteinheit etwa 1 min) benétigt. Dann ist
T := g(X) = 3X die dafiir benttigte Zeit.

Nun sei X eine diskrete Zufallsvariable mit der Verteilung aus Tabelle 5.1;
X kann also die drei diskreten Werte — etwa die betrachteten Standardweg-
strecken 1 = 2km, 29 = 5km und x3 = 10km — annehmen. Daraus resultiert
die Verteilungsfunktion

(0 T <2
1
FX(J:) - § 5 <x <10 .
6 ) —
1 10 <«

\

bzw.

Fr(t) = P(T <t) = P(3X <t) = P<X<§) _ FX(E)
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ti 6 | 15 | 30
1 1 1

PT=t)| = | = -
( V3 2 6

Tabelle 5.2: Verteilungstabelle der Zufallsvariable ,,Zeit eines Fahrradkuriers®

erhilt man fiir die Zufallsvariable T" = 3X eine Verteilung gemafl Tabelle 5.2
und die Verteilungsfunktion

0, t<6

1

5. 6St<1p
Fr(t) = .

> 15<t<30

6

1, 30<t

GeméB Definition 5.1 (i) berechnen sich die Erwartungswerte von X und 7" zu

E(X) = xl-P(X:wl) + z9 - P(X = x9) +3:3-P(X:x3)

= 21+51+101

N 3 2 6
29

= == = 4,83,

6
E(T) = tl'P(T=t1) + to- P(T'=t3) + t3- P(T =t3)
= 6-P(T'=6)+ 15-P(T =15) + 30- P(T = 30)
= 6-P(X=2)+15-P(X=5)+ 30-P(X =10)

= 61+151+30l

N 3 2 6
87 29

= — =3-2= = 3.4.83
6 6

= 3-EB(X).

Aus T = g(X) = 3 - X folgt also E(T) = E[g(X)] = 3- E(X), und es ldfit sich

die Giiltigkeit des folgenden Satzes verifizieren:

Satz 5.1

(i) Seien X eine diskrete Zufallsvariable mit den Werten zj und g eine re-
ellwertige Funktion. Dann ist Y := ¢g(X) eine diskrete Zufallsvariable mit
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den moglichen Werten yy, := g(zy). Der Erwartungswert von Y ist gegeben
durch

E(Y) = E[g(X)] = ) glax) P(X =ax) = Y glax) - fx(ax).
k k

(ii) Seien X eine stetige Zufallsvariable mit der Dichtefunktion fx und g eine
reellwertige Funktion. Dann ist Y := g(X) eine stetige Zufallsvariable mit
der Dichtefunktion g(fx). Der Erwartungswert von Y ist gegeben durch

o0

B(Y) = E[gx)] = [ gla) fx(o)do
Satz 5.2
Sei X eine Zufallsvariable.
(i) Ist X = const. = ¢, so gilt:
EX) = ¢

(ii) Linearitidt des Erwartungswertes:

Sind g1 und g9 zwei von X abhéngige Funktionen, so gilt fiir alle a,b € R:
Ela-g1(X) +b-g2(X)] = a- E[gi(X)] + b- E[ga(X)].

Bemerkung

Die Linearitétsbeziehung gilt allgemein fiir Linearkombinationen von Funktio-
nen verschiedener Zufallsvariablen. Dazu mufl jedoch erst definiert werden,
was man unter der Wahrscheinlichkeitsverteilung mehrerer Zufallsvariablen ver-
steht, sog. mehrdimensionaler Verteilungen.

Beispiel 5.6

Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung wie in
Tabelle 5.3 angegeben.

Welches ist der Erwartungswert von Y := g(X) := (X —1)27?

Loésung
(i) ohne Satz 5.2
3
EY) = B((X-17) = Y (z-1)* f(z)
k=0
= (=1)%-f(0) + 0%~ f(1) + 1%- f(2) + 2°- f(3)

=1
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z; 0 1 2 3
1 1 1
- - 0 -

Tabelle 5.3: Verteilungstabelle einer Zufallsvariable

(ii) mit Satz 5.2

E(Y) = B((X-1?) = E(X*-2X+1) = E(X?) - 2B(X) + E(1),

1 1 1
EX) = 0--+1-=+420+3-> =1
() 3713 LR
E(X?) = (IR S B
3 2 6

— E(X-1?%) =2-2-1+1 =1

Beispiel 5.7
Sei X eine stetige Zufallsvariable mit der Dichtefunktion

z . l<z<2
0o , sonst

fz) =
Welches ist der Erwartungswert von Y := g(X) := 2X — 17

Losung

(i) ohne Satz 5.2

2
E(YY) = E(2X-1) = /(295—1) @3
B B 32
-1
(ii) mit Satz 5.2
2 9 5
X
—1
5 3
— E(2X-1) =2B(X)-1=2-—-1 = =
4 2
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5.3 Varianz und Standardabweichung

Mit dem Erwartungswert wird fiir die Verteilung einer Zufallsvariable ein gewis-
ses Zentrum definiert, welches in der physikalischen Interpretation denn auch
dem Schwerpunkt einer Massenverteilung entspricht; s. dazu die Bemerkung auf
p- 86.

Mit einem weiteren Kennwert soll nun charakterisiert werden, wie stark die
Werte der Zufallsvariable um dieses Zentrum, also um den Erwartungswert
streuen.

Definition 5.2

Sei X eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert g = E(X). Dann heifit

o = V(X) == E[(X —p)?

die Varianz oder Dispersion von X.

Die Wurzel o = /V (X) der Varianz bezeichnet man als Standardabweichung.

Bemerkung

(i)

Die Varianz ist der Erwartungswert der Zufallsvariable
Z = g(X) = (X —p)?

welche die quadratische Abweichung der Zufallsvariable X von ihrem Er-
wartungswert p beschreibt. Daher gilt nach Satz 5.1

(a) im diskreten Fall:

o? = V(X) = B[(X —p)?] =) (xx—p)flzn), (5.1)

k
(b) im kontinuierlichen Fall:
o = VX) = B[(X -] = [G@-nff@ds (52

Die Varianz 02 = V(X) ist stets > 0. Sie ist ein geeignetes Maf fiir die
Streuung der einzelnen Werte x; um den Erwartungswert p. Bei kleiner
Varianz liegen die ,,meisten* Werte in der Niahe von p, und grofiere Ab-
weichungen von p treten nur mit geringen Wahrscheinlichkeiten auf.

Die beiden Abbildungen 5.3 und 5.4 verdeutlichen diesen Sachverhalt fiir
zwel Dichtefunktionen von kontinuierlichen Zufallsvariablen mit demsel-
ben Erwartungswert.
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s fx () s [x(2)

:U /\ :E
p=E(X) p=E(X)
Abbildung 5.3: kleine Varianz Abbildung 5.4: grofle Varianz

(iii) Man kann auch die Standardabweichung o als Streuungsmafl verwenden:
sie beschreibt die Abweichung der Zufallsvariable X von ihrem Erwar-
tungswert . Gegeniiber der Varianz hat sie den Vorteil, daf} sie die gleiche
Einheit hat wie die Zufallsvariable X selbst.

(iv) Die der Zufallsvariable X zugeordneten Kennwerte i, 0, 0? werden hiufig
auch als Kennwerte der Verteilung bezeichnet.

Beispiel 5.8

Es soll die Varianz fiir das Wiirfelbeispiel 5.1 berechnet werden. Man erhélt mit
w=E(X)=3,5und Formel (5.1):

Satz 5.3  (Verschiebungsregel fiir die Varianz)

V(X) = E(X?) - [E(X)]? (5.3)

Beweis

Aufgrund der Linearitit des Erwartungswertes y = E(X) (Satz 5.2) erhélt man

V(X) = E((X )
= E(X2—2MX+;A)
= BE(X?) - 2uB(X) + p*E(1)
= E(X?) - 2u + 1
= E(X? -
= B(X?) - { (x)]*
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Bemerkung

Das physikalische Aquivalent zur Verschiebungsregel fiir die Varianz ist der
Tragheitsmomentensatz oder Satz von Steiner:

Sind
J : Trégheitsmoment eines starren Korpers
in bezug auf eine vorgeschriebene Achse
Js : Trégheitsmoment in bezug auf die dazu
parallele Achse durch den Schwerpunkt .S
d Abstand beider Achsen
M : Gesamtmasse des starren Korpers
so gilt:
J = Jsg + M-d*
Folgerung

Unter allen auf parallele Achsen bezogene Trigheitsmomente ist
das auf die Schwerpunktsachse bezogene Trégheitsmoment am
kleinsten.

Verbindung zur Verschiebungsregel fiir die Varianz:

V(X) = E(X?) - [B(X)’
e
> (zk—d)Pmp = S agmp - &
k k
/Oo(a: —d)?’p(z)dz = 73:2,)(3[;) de — d?

Man beachte:

M:kazl , M:/p(ac)dle
k —0o0

Aufgabe

Man berechne die Varianzen fiir
Beispiel 4.3 (Losung: V(X)) =5,83)
Beispiel 4.4 (Losung: V(X)=0,72)
Beispiel 4.6 (Losung: V(X)=8/9)
Beispiel 4.7 (Losung:  V(T) = 1/2?)
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zur Ubung jeweils ohne und mit Satz 5.3.

Der folgende Satz beleuchtet die Bedeutung der Varianz quantitativ.

Satz 5.4  (Tschebyschev-Ungleichung)

Sei X eine beliebige (!) Zufallsvariable mit dem Erwartungswert u = FE(X)
und der Varianz 0? = V(X). Dann gilt die folgende Ungleichung:

1
Plu—t-o<X<p+t-o) >1- (t > 0)

oder in dquivalenter Formulierung

P(IX —pl>t o) < (t>0)

2

Interpretation

Fiir t = 10 erhalt man etwa im zweiten Fall

1
P(|X —p|>100) < T

Es ist also recht unwahrscheinlich, daf3 die Werte der Zufallsvariable X von
ihrem Erwartungswert um mehr als 10 0 abweichen. Positiv ausgedriickt: Es ist
ziemlich sicher, daf} gilt:

p—100 < X < pu+100.

Man nennt ¢ daher die Streuung von X.
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Beweis

(i) diskreter Fall
Sei t > 0. dann ist

v

v

> (@r — 1) f(an)

k; (wp — 1)* fg) + ; (z1 — )2 f (1)
m'“_z:':m (xr — 1)* f (1) o
tz o
to? Zf P({w: X(w) =}
jep w2t

t?0? - P({w: |X(w) — p| > to})

202 . P(|X — p| > to)

Daraus ergeben sich fiir ¢ > 0 die beiden dquivalenten Beziehungen

P(IX —p|>to) < %2 sowie
P(u—to<X<u+ta) = P(|X—,u\<ta)
= 1-P(|X—pl>to)
1
= 1_7?2

(ii) kontinuierlicher Fall

Hausaufgabe!

Beispiel 5.9

Fiir eine Serie von Gliihbirnen betrage die durchschnittliche Lebensdauer 3 000
Stunden mit einer Standardabweichung von 250 Stunden. In einem Biirohaus
seien 5000 dieser Glithbirnen installiert.

Wieviele von ihnen miissen innerhalb einer Periode von 2 000 bis 4 000 Stunden

ersetzt werden?
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Loésung

Sei X die Zufallsvariable
X <= Anzahl ausfallender Gliihbirnen,

dann gilt mit w=3000 , o=250 , t-0=1000=4-250:

P(,u—ta<X<,u—|—t0) = P(|X—,u|<t'0) > 1—%2
— P(|X —3000] <4-250) > 1—4% = 0.9375

— 5000-0.9375 = 4687.5

Innerhalb einer Zeitspanne von 2 000 bis 4 000 Stunden werden 4 688 Glithbirnen
erwartungsgemaf ausfallen, funktionieren also am Ende dieser Zeitspanne —
nach 4 000 Stunden — nicht mehr.

Bemerkung

Der Vorteil der Tschebyschev-Ungleichung — eine Ungleichung fiir eine beliebige
Zufallsvariable — ist bei quantitativen Aussagen natiirlich ein Nachteil. Man
veranschauliche sich diese Ungleichung etwa fiir den Fall ¢ = 1 und gebe eine
Interpretation. Setzt man hier zusétzlich die Kenntnis spezieller Verteilungen
ein, so erhélt man z.T. wesentlich bessere Resultate, s. dazu auch das folgende
Beispiel.

Beispiel 5.10

Eine stetige Zufallsvariable X habe die Dichtefunktion (wie sieht diese aus?)

o) = { 3x(2-2) , 0<z<2

0 , sonst

Es soll die Wahrscheinlichkeit P(u — 20 < X < p + 20) explizit berechnet und
mit dem Ergebnis verglichen werden, welches sich mit Hilfe der Tschebyschev-
Ungleichung ergibt.

Losung
(i) Explizite Berechnung:

(a) f>0 und [ f(z)dz =1, somit ist f eine Dichtefunktion.

0 2
(b) p = E(X) :_f x- f(z)dr = Ofx-%q:(Qfx)daz =1
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00 2
() o2 =V(X)= [(z—p? fla)de = [(x—1)*2z(2—z)ds = &
—00 0
q_
1+2 ¢

2
(d) Pp—20 <X <pu+20) = j;] fx)de = [ f(z)dz =1
-2

5 0
1 5

(ii) Anwendung der Tschebyschev-Ungleichung:

\
~—

6 6
Plu—20<X<p+20) = P(1—2-5<X<1+2'5

> 1 -

1.3
11

5.4 Momente einer Verteilung

Seien X eine Zufallsvariable mit der Dichtefunktion f und g eine reellwertige
Funktion. Dann gilt nach Satz 5.1 fiir den Erwartungswert der Zufallsvariable

Y = g(X):

Xk:g(xk) < f(zg) , X diskret
70 g(x)- f(x)dx , X stetig

Fiir die Funktion g werden einige Spezialfillle betrachtet:

Definition 5.3

(i) E(X*) heifit k-tes Moment von X
(ii) E(|X[*) heiBt k-tes absolutes Moment von X
E(

(X —c)*) heiBt k-tes Moment bzgl. des Zentrums c oder k-tes zentriertes
Moment von X

(iv) E(|X - c|k) heilt k-tes absolutes Moment bzgl. des Zentrums c oder k-tes
zentriertes absolutes Moment bzgl. ¢ von X

(v) Das auf die dritte Potenz der Standardabweichung bezogene zentrierte
Moment 3. Ordnung wird als Schiefe von X bezeichnet:

E((X —u)?
Schiefe von X := M
o
(vi) Das auf die vierte Potenz der Standardabweichung bezogene zentrierte

Moment 4. Ordnung wird als Exzefl von X bezeichnet:

BE(X-w')

Exzefl von X = 1

g
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Bemerkung

(i) Die Momente sind Parameter der Verteilung von X, deshalb spricht man
h&iufig auch von den Momenten der Verteilung statt von den Momenten
der Zufallsvariable X.

(ii) Existieren alle Momente einer Verteilung, so kann man daraus die Vertei-
lung rekonstruieren, die Verteilung ist also durch ihre Momente festgelegt
(allerdings u.U. nicht eindeutig).

(iii) Der Erwartungswert einer Zufallsvariable ist gerade ihr erstes Moment
(Schwerpunkt), ihre Varianz ihr zweites zentriertes Moment bzgl. des
Schwerpunktes (Trégheitsmoment).

(iv) Kennt man allerdings die Art der Verteilung, so geniigen zu ihrer Festle-
gung hiufig nur einige wenige dieser Momente:

(a) eine Exponentialverteilung ist durch ihr erstes Moment allein be-
stimmt, also durch ihren Erwartungswert. Ebenso eine diskrete Gleich-
verteilung.

(b) eine Normalverteilung ist bestimmt durch
e ihr erstes Moment (Erwartungswert)
e ihr zweites zentriertes Moment bzgl. p, also durch ihre Varianz:

E(X —p)?) = V(X) = o°

Der néchste Satz stellt hdufig verwendbare bequeme Abschétzungen fiir gewisse
Wahrscheinlichkeiten bereit:

Satz 5.5  (Markov-Ungleichung)

Seien X eine Zufallsvariable, v € R. Die Momente E(|X — 7|k) mogen fiir alle
k € IN existieren.

Dann gilt die folgende Ungleichung:

E(|X —~")

o (t >0).

P(IX—7|>t) <

Fiir v := F(X) und k := 2 erhélt man aus der Markov-Ungleichung als Spezi-
alfall die Tschebyschev-Ungleichung:

V(X)

P(IX-EX)|>t) < 3

(t >0).

5.5 Standardtransformation

Sei X eine (diskrete oder stetige) Zufallsvariable mit den Kennwerten p = E(X)
und 0% = V(X). Seien a,b € R und sei

Z = g(X) = aX + b,
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also g eine lineare Funktion von X.

Welches sind Erwartungswert und Varianz von Z7

Satz 5.6 (Kennwerte bei Skalierung und Translation)

(i) pz == EZ) = a-ux +b

(i) o% = V(2) = a* 0%
(i) oz = VV(Z) = |a|-ox
Bemerkung

Der Erwartungswert px wird auf die gleiche Weise transformiert wie die Zu-
fallsvariable X selbst.

Die Transformation der Varianz O'g( ist nur von a, nicht aber von dem konstanten
Summanden b abhéngig. Das erkennt man sofort an der fiir a # 0 giiltigen
Darstellung Z = g(X) =aX +b=a(X + 2)

Beweis

Zu (i) Linearitit des Erwartungswertes (Satz 5.2 (ii))

Zu (ii) (a) Nach der Verschiebungsregel (Satz 5.3) gilt
V(Z) = E((Z-nz2)*) = E(Z°) — iy
(b) Nach der Definition von Z gilt
E(Z*) = EB((aX +1b)?
= E(a®X? + 2abX + %)
a®’E(X?) + 2abE(X) + b?
(c¢) Gleichung (b) wird in (a) eingesetzt, und es wird (i) berticksichtigt:
V(Z) = B(Z°) - i
a?B(X?) + 2abux + b* — (aux +b)?
a? - E(X?) — a®u%
@R - 4]
= a®-V(X)

Zu (iii) Folgt unmittelbar aus (ii)

Beispiel 5.11  (Standardtransformation)

X sei eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert px = E(X) und der Varianz

0% = V(X). Man betrachte die lineare Transformation

— 1
Z = g(X) ::Mzi.X_Ml'

ox ox ox
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Dann hat die Zufallsvariable Z nach Satz 5.6 den Erwartungswert

1
nz = B(Z) = —-pux — 25 =0
0x 25¢
und die Varianz
172
0% = V(Z) = d®>- 0% = <—) ox =1
ox

Definition 5.4

Die im letzten Beispiel vorgestellte Transformation heifit Standardtransforma-
tion, und die dort definierte Zufallsvariable Z = % heifit die zu X gehorende
standardisierte Zufallsvariable. Den Effekt der Standardtransformation einer
Zufallsvariable X auf Erwartungswert und Varianz bzw. Standardabweichung
kann man an Abb. 5.5 erkennen.

s f(x) s fs(x)
Standard-
transformation
- ‘ ‘ - T ‘ ‘ - T
pn—o o pto o=—1 pu=0 o=+1

Abbildung 5.5: Standardtransformation einer Zufallsvariable X
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Kapitel 6

Spezielle Wahrscheinlichkeits-
verteilungen

In diesem Kapitel werden einige spezielle hiaufig auftretende Wahrscheinlich-
keitsverteilungen betrachtet. Diese Verteilungen werden beschrieben, indem ih-
re Dichtefunktion f oder ihre Verteilungsfunktion F' angegeben werden. Da
es mehrere Zufallsvariablen geben kann, welche dieselbe Verteilung, also auch
dieselbe Dichte haben (Miinzwurf, Ziehen einer roten Karte aus einem Stapel
von zwei verschiedenfarbigen Karten), bezeichnet man oft die Dichte durch das
Symbol f allein, ohne einen Index X anzufiigen. Man spricht deshalb auch von
der Dichte einer Verteilung anstatt von der Dichte einer Zufallsvariable.

6.1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

6.1.1 Diskrete Gleichverteilung

Die einfachste aller diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist die Gleichver-
teilung: Alle Werte der Zufallsvariable X werden mit derselben Wahrscheinlich-
keit % angenommen (n € IN geeignet):

W(X) = {z1,...,zn} -
1 x
f(z) = f(z;n) = { 0 ’ GSOIfl/SiX)

Die Dichte f einer solchen Verteilung héngt nur von einem Parameter ab,
nédmlich von n = |[W(X)|. Eine diskrete Gleichverteilung setzt somit einen
endlichen Wertebereich W (X) von X voraus.

Beispiele
(i) Wiirfeln mit einem homogenen Wiirfel

(ii) Werfen einer homogenen Miinze
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(iii) Ziehen einer Karte aus einem Kartenspiel mit n verschiedenen Karten

(iv) Ziehen einer bestimmten Kugel aus einer Urne mit n verschiedenfarbigen
Kugeln

Die graphische Veranschaulichung einer diskreten Gleichverteilung mit Hilfe
eines Histogrammes besteht aus n = |WW(X)| Rechtecken gleicher Hohe, s. dazu
Abb. 6.1.

1 2 3 ... n—=1 n

Abbildung 6.1: Histogramm einer Gleichverteilung

Satz 6.1

Sei X eine diskrete gleichverteilte Zufallsvariable mit W (X) := {1,...,n}. Dann
gilt:

Beweis

(i) Fiir den Erwartungswert gilt

1 1 1 n(n+1) n+1
E(X) = Zk-ﬁ:EZk:; = .
k=1

(ii) Fiir die Varianz erhilt man mit dem Verschiebungssatz (Satz 5.3)
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1 ) n+41\2
- szlk _( 2 >
1 nn+1)2n+1) (n+1)2
T o 6 4
- n$1[2(2n+1)—3(n+1)}
_ n?—1
12

Bemerkung

Die diskrete Gleichverteilung ist sowohl durch den (einen) Parameter Erwar-
tungswert als auch durch den (einen) Parameter Varianz eindeutig festgelegt:

E(X) = ”"QH — n= [WX) = 2-EX)-1
V(X) = ”21;1 — n = |WX) = JI2V(X)+1

6.1.2 Multinomialverteilung

6.1.2.1 Bernoulli-Experiment

Definition 6.1

Ein Bernoulli-Experiment oder Null-Eins-Experiment ist ein Experiment, bei
dem nur zwei verschiedene sich gegenseitig ausschliefende Ereignisse mit den
beiden konstanten Wahrscheinlichkeiten

NS

q = P(
eintreten konnen.
Beispiele

(i) Werfen einer homogenen Miinze

K :<— Kopf , W <= Wappen
1 — 1
—  p=PE)=5 ., q=PEK)=PW) =3
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(ii) In einer Urne befinden sich sechs weifle und zwei schwarze Kugeln. Bei
der zufilligen Entnahme einer Kugel sind nur die beiden sich gegenseitig
ausschliefenden Ereignisse

w = Ziehung einer weilen Kugel
S = Ziehung einer schwarzen Kugel

moglich. Sie treten auf mit den Wahrscheinlichkeiten
p:=PW)=-=- und q:=PS) =-=-.

Fine entsprechende Zufallsvariable X sei definiert durch

X <= Ziehen einer weilen Kugel.

Sie hat den Wertebereich W (X) = {0,1}. Der Parameter p heifit auch Erfolgs-
wahrscheinlichkeit, der Parameter ¢ dementsprechend MiBerfolgswahrschein-
lichkeit. Die folgenden Groflen ergeben sich sehr einfach:

(i) Dichtefunktion eines Bernoulli-Experimentes:

, =0
4 pm : (1 _p)l—x , TE {07 1}
f([[,‘) = p y €r = = 0
, sonst
0 , sonst

(ii) Erwartungswert eines Bernoulli-Experimentes:  (Abb. 6.2)
E(X) =1-p+0-q = p

fx(x)

Abbildung 6.2: Erwartungswert bei einem Bernoulli-Experiment

(iii) Varianz eines Bernoulli-Experimentes:
2 2
V(X) = E(X-E(X)) =  E(X? - (B(X))
(Satz 5.3)
= 12-p+0*q - p°
= p(l—-p) = p-q
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6.1.2.2 Binomialverteilung

Definition 6.2

FEin Experiment, welches aus einer n-fachen Ausfithrung eines Bernoulli-
Experimentes mit den beiden méglichen (und sich gegenseitig ausschlieSenden)
Ereignissen A und A besteht, heiBt ein Bernoulli-Experiment vom Umfang n
oder eine Bernoulli-Kette vom Umfang n.

Beispiele

n-fache Ausfiihrung des Experimentes

(i) Werfen einer homogenen Miinze

(ii) Ziehen einer Kugel aus einer Urne

Bemerkung

Beispiel (ii) ist nur dann ein Bernoulli-Experiment, wenn nach jeder Ziehung
die Ausgangslage wiederhergestellt wird, die gezogene Kugel vor dem néchsten
Zug also wieder zuriickgelegt wird.

Versuche mit mehreren Ausgingen (Wiirfeln) fithren zu sog. Multinomialver-
teilungen.

Beispiel 6.1

In einer Urne befinden sich w = 14 weifle und s = 6 schwarze Kugeln. Ein
Versuch bestehe in der n = 3 - maligen Ausfithrung des Experimentes ,,Ziehen
einer Kugel mit Zuriicklegen“. Das Ziehen einer weiflen Kugel gelte dabei als
Erfolg, das Ziehen einer schwarzen Kugel als Miflerfolg.

Die Zufallsvariable X sei definiert durch

X <= Angzahl der gezogenen weiflen Kugeln

bei n = 3 Ziehungen mit Zuriicklegen.

Die Wahrscheinlichkeit, eine weifle Kugel zu ziehen, ist dann gegeben durch

14 7
p = S_Z:w = 6714 - 10 (Erfolgswahrscheinlichkeit);

die Wahrscheinlichkeit, eine schwarze Kugel zu ziehen, ist dementsprechend
gegeben durch
s 6 3

q:=1—-p = e — 6514 — 10 (MiBerfolgswahrscheinlichkeit).

Die Erfolgswahrscheinlichkeit p bzw. die Miflerfolgswahrscheinlichkeit ¢ sollen
nun berechnet werden, wenn mehr als ein Versuch ausgefithrt wird. Dazu wird
eine Bernoulli-Kette vom Umfang n betrachtet.
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Bernoulli-Kette vom Umfang n

Ein Versuch bestehe aus der n-mal wiederholten Durchfithrung eines Bernoulli-
Experimentes mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p. Die Menge der Elementarer-
eignisse wird dann adédquat beschrieben durch den Merkmalraum

Q = {0,1} x{0,1} x ... x {0,1} = {0,1}".

n Faktoren

Das Bernoulli-Experiment ¢ sei unabhéngig vom Bernoulli-Experiment j. Die
Zufallsvariable ist fiir jedes der n Experimente natiirlich dieselbe, ndmlich X.
Um zu bezeichnen, welches der Experimente man denn nun gerade auswertet,
hat sich etabliert, X zu indizieren und mit X; gerade diejenige Zufallsvariable
zu bezeichnen, welche fiir das i-te Experiment ,,zustéindig” ist.

Fiir jedes i € {1,...,n} wird gesetzt:

1 , wenn das i-te Experiment erfolgreich war
Xi(w) =

)
0o , sonst

sowie

Al = {w: weQ={0,1}", X;(w) =1} = {,X;=1%},
AV = AL

Dann ist jedes Elementarereignis w € {2 von der Form
{w} = AT'NAZN...NA",

wobei z; € {0,1} ist und den jeweils beobachteten Wert von X; bedeutet,
also z; = X;(w). Dieser Wert z; ergibt sich somit als mogliche Auswertung
eines Elementarereignisses w, man sagt: er kann an dem Elementarereignis w
beobachtet werden.

Sei nun x die Anzahl der Erfolge in n Versuchen, also
r = X1 +To+ ...+ Tp,

dann gehort z zum Wertebereich W (X)) der Zufallsvariable X, welche die An-
zahl der Erfolge in n Versuchen z#hlt:

X = X1+ Xo+...+X,.

Weiterhin gilt wegen der Unabhéngigkeit der Experimente fiir die Ereignisse
A7" die Produktregel, und man erhilt

n

P(d) = P(N47) = ﬁpm% N

=1

Das ist die Wahrscheinlichkeit, « weifle und n — z schwarze Kugeln in einer
bestimmten Reihenfolge zu ziehen.
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Tabelle 6.1: Verteilungstabelle einer binomialverteilten Zufallsvariable

Jeder Wert x kann nun auf (Z) verschiedene Arten zustande kommen, denn die n
gezogenen Kugeln konnen auf n! verschiedene Arten angeordnet werden, welche
ihrerseits in zwei Klassen zu je x weiflen - und n —x schwarzen Kugeln zerfallen.
Die Anzahl unterschiedlicher Permutationen (mit Wiederholung) lautet daher

Pmion—z) = — " (”) — K(n;z)

x! (n—x)! x

und ist eine Kombination ohne Wiederholung.

Definition 6.3
Die Wahrscheinlichkeitsdichte

<n>pxq"_x , v€{0,...,n}

0 , sonst

f(z) == b(z;n,p) =

heiffit Wahrscheinlichkeitsdichte der Binomialverteilung. Sie besitzt die Vertei-
lungstabelle 6.1.

Bemerkung

(i) Der Name Binomialverteilung erklért sich aus der Tatsache, dafl die in der
Verteilungstabelle angegebenen Wahrscheinlichkeiten der Reihe nach den
Summanden in der binomischen Entwicklung von (¢ + p)™ entsprechen:

1= (q+p" = ¢ + N + B 2> + ... + p°
= f0) + 1 + f@ + ...+ fln

(ii) Erwartungswert und Varianz einer binomialverteilten Zufallsvariable X
sind gegeben durch

n
500 = 3o (e <
=0

V(X) = iiﬂQ‘ <Z>px-q”_x — (np)* = npg.
=0
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(iii) Fir die Giiltigkeit einer Binomialverteilunmg miissen die folgenden Be-
dingungen erfiillt sein:

a) Feste Anzahl n von Experimenten

(
(b
(c

(d) Voneinander unabhéngige Versuche

Zwei Ausginge fiir jedes Experiment

Bei jedem Experiment dieselbe Wahrscheinlichkeit

)
)
)
)

Beispielsweise liegt keine Binomialverteilung vor, wenn die Anzahl n der
Experimente von dem Ausgang des vorherigen Experimentes abhingig
gemacht wird: Solange Ziehen einer Kugel mit Zuriicklegen, bis man eine
weie erhalten hat ...

Beispiel 6.2

Die Wahrscheinlichkeit, daf ein bestimmtes Maschinenteil einen Belastungstest
besteht, sei p = 75 %. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dal von den néiichsten
vier zu testenden Maschinenteilen

(i) genau zwei
(ii) mehr als zwei
den Test bestehen?

Loésung

Die Zufallsvariable
X <= Anzahl der den Belastungstest bestehenden Maschinenteile

ist binomialverteilt mit den Parametern

n = 4 (Anzahl der Maschinenteile, also der Stufen des Versuches)
p = z (Erfolgswahrscheinlichkeit)
= 2 (aktueller Wert der Zufallsvariable X))

(i) Genau zwei Maschinenteile bestehen den Test mit der Wahrscheinlichkeit

P(X=2) = bz=2n=4,p=0.75)
N AN EA N EA LN
\2 4 4) 2121 44
27
128 1%
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(ii) Mehr als zwei Maschinenteile bestehen den Test mit der Wahrscheinlich-
keit

P(X>2) = P(X=3)+ P(X=4)

=3;n=4,p=0.75) + b(z =4;n=4,p=0.75)

N (00

_ st s
44 44 64 256
189
= —— =7
256 3,8%

Beispiel 6.3

Fiir den Fall einer binomialverteilten Zufallsvariable ist das von Johann Ber-
noulli im 18. Jahrhundert entdeckte schwache Gesetz der groflen Zahlen recht
erhellend.

Sei X eine binomialverteilte Zufallsvariable, also eine Zufallsvariable mit der
Dichtefunktion

f(x) = blz;n.p) (z € R).
Nun betrachte man die Zufallsvariable
X
Y = X = —
9(X) o

welche den Anteil der Erfolge in n Versuchen beschreibt, die also den relativen
Erfolgsanteil mifit. Es gelten dann

Auf die Zufallsvariable Y und ihre Parameter wird nun die Tschebyschev-
Ungleichung (Satz 5.4) angewandt,

P(lY —pl>t-/V(Y)) < %2 (t>0) :

X s
Y=2 | u=EY)=p , s=t- V(Y =

L w=EW)=p ) o
— P(X—p‘ESZt V(Y)>

n
1 V() pq 1
< — = =
= 2 52 ns? (3 ns? (s >0),
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wobei sich die letzte Ungleichung () aus pq € (0,1) fiir p € (0, 1) ergibt.!

Aussage

Die Wahrscheinlichkeit, dal der Anteil der positiven Versuchsausginge vom
Erwartungswert abweicht, konvergiert mit der Anzahl n der Versuche gegen
Null.

Fiir binomialverteilte Zufallsvariablen 148t sich somit die Stabilitdt der relativen
Haufigkeiten fiir n — oo prézisieren:

Mit wachsendem Versuchsumfang konvergiert der Anteil der positi-
ven Versuchsausginge gegen die ,,wahre* Erfolgswahrscheinlichkeit.

Wesentlich hierbei ist, dal die Wahrscheinlichkeit eines zufilligen Ereignisses
nicht der Grenzwert der relativen Haufigkeit im Sinne der klassischen Analysis
ist:

lim ’Yn _p’ =0,

n—oo

sondern es konvergiert ,nur“ die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses gegen
Null:

lim P({w: |Ya(w)—p|=¢e}) =0 (e >0).
Man sagt hierzu, Y, := % konvergiere gegen p in Wahrscheinlichkeit, oder die

Folge {Yn = %}n N unterliege dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen.

Beispiel 6.4

Mit einer Meinungsumfrage soll der Anteil der Personen an der Bevolkerung ab-
geschéitzt werden, welcher die Arbeitsmarktpolitik der Regierung unterstiitzt.
Wie groffi mufl die Stichprobe mindestens sein, damit der geschitzte vom
wahren Anteil mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90 % um nicht
mehr als 5% abweicht?

Loésung

Hier wird vorausgesetzt, dafl die Meinungen innerhalb der Bevoélkerung bino-
mialverteilt sind, eine durchaus fragwiirdige Annahme. Was bedeutet es bei-
spielsweise, dafl die Wahrscheinlichkeit bei jedem Experiment, also bei jeder
Befragung dieselbe ist (Bemerkung (iii) (c) auf p. 109)? Es bedeutet, dafl die
Wahrscheinlichkeit p fiir alle befragten Personen konstant ist, unabhingig von
Alter, Wohnort, Geschlecht, ...

Man beweise, dafl sich diese Abschitzung wesentlich verbessern lafit, indem man die
Giiltigkeit der Implikation

p€l0,1] = pg<

-

nachweist.
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Nach dem schwachen Gesetz der groflen Zahlen aus Beispiel 6.3,
X 1
P(‘——p’Zs) < — (s >0)
n ns

wird eine untere Schranke fiir n zum Wert s = 0.05 gesucht, so daf} gilt:
X X
P(’E —p) < 0.05) > 090  bzw. P(‘; —p‘ > 0.05) < 0.10.

Die letzte Ungleichung wird erfiillt, falls gilt:

1

n- .

Bemerkung

Obige Abschétzung hat man erhalten unter Benutzung der groben Abschétzung
pq = p(1 — p) < 1. Unter Beachtung der Fufinote aus Beispiel 6.3 148t sich das
Ergebnis noch um den Faktor 1/4 verbessern, die Anzahl der zu befragenden
Personen kann also auf n > 1000 gedriickt werden.

6.1.3 Hypergeometrische Verteilung

Eine n-fache Ausfithrung eines Bernoulli-Experimentes fiithrt zu einer
Binomialverteilung, die im letzten Abschnitt studiert worden ist. Eine Bi-
nomialverteilung liegt jedoch nur dann vor, wenn die Wahrscheinlichkeit bei
jedem Einzelexperiment dieselbe ist. Ist das nicht der Fall, so kann man keine
Binomialverteilung mehr erwarten.

Typische Beispiele

n-fache Ausfithrung eines Auswahlexperimentes ohne Zuriicklegen, etwa
(i) Ziehen einer Karte aus einem Kartenspiel

(ii) Ziehen einer Kugel aus einer Urne (Lottospiel ,,6 aus 49“)

(iii) Qualitdtskontrolle (Suchen und ggfs. Entfernen eines defekten Teils)

Beispiel 6.5

In einer Urne befinden sich fiinf weile und drei schwarze Kugeln. Nacheinander
werden drei Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, bei drei Ziigen zwei weifle und eine schwarze
Kugel zu ziehen?
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Loésung

(i) Einsammeln der Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe eines Ereignisbaumes:

P((W,W,S)) = %%% _ 2%

P((W,5,W)) = gg% _ 2%

P((S,W,W)) = %g% _ 238
5 15

— P@Wund1S) = 3-— = —

(ii) Erstellung einer Formel fiir die Verteilung:
Insgesamt gibt es

(5) Mboglichkeiten, aus fiinf weiflen Kugeln
2

zwei weifle Kugeln auszuwéhlen;

(3) Moglichkeiten, aus drei schwarzen Kugeln
1

eine schwarze Kugel auszuwéhlen;

<8> Mboglichkeiten, aus acht Kugeln
3

drei Kugeln auszuwéhlen.
Damit erhélt man fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit:

Anzahl der giinstigen Félle

P(2 d1 =
(W und 18) = 3 Jall der mbglichen Fille

Bl

Definition 6.4

(i) Ein Experiment heifit hypergeometrisches Experiment, wenn es die fol-
genden Eigenschaften hat:

(a) Eine Zufallsstichprobe vom Umfang n wird aus einer Gesamtheit von
N Elementen ausgewéhlt;

(b) Von den N Elementen besitzen k die Eigenschaft A (Erfolg) und N —k
die Eigenschaft A (Miflerfolg).

(ii) In einem hypergeometrischen Experiment sei die Zufallsvariable X defi-
niert durch
X <= Anzahl der Erfolge

Dann heifit X eine hypergeometrische Zufallsvariable.
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(iii) Die Wahrscheinlichkeitsdichte

() ()
f(z) = h(z;N,n k) = 7 Nn_x (x €{0,...,n})
(5
heiflit Wahrscheinlichkeitsdichte der hypergeometrischen Verteilung.

Erwartungswert und Varianz einer hypergeometrischen Verteilung sind gegeben
durch

k
M:E(X) = nﬁ und
N —n k k
2 = V(X)) = n-—(1-—
o = V(X) N-1 " N< N>

Beispiel 6.6

Eine Warenlieferung von elektronischen Bauteilen gelte als einwandfrei, wenn
sie auf Pakete & hundert Stiick nicht mehr als drei defekte Teile enthalte. Zur
Kontrolle werden einer Einheit fiinf Bauteile entnommen und gepriift. Die Ware
wird zuriickgewiesen, wenn ein defektes Teil gefunden wird.

(i) Welches ist die Wahrscheinlichkeit, in einem Paket genau ein defektes
Bauteil zu finden, wenn das ganze Paket drei defekte Bauteile enthélt?

(ii) Man berechne und interpretiere das Intervall [p — 20, 1+ 20] mit Hilfe der
Tschebyschev-Ungleichung.

Losung

(i) Bei dieser Priifmethode geniigt die Zufallsvariable
X <= Anzahl der defekten elektronischen Bauteile
einer hypergeometrischen Verteilung mit den Parametern N = 100,
n =15, k=3 und x = 1. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, in einem

Paket genau ein defektes Bauteil zu finden, wenn das ganze Paket drei
defekte Teile enthélt, gegeben durch

(3) <1OO - 3)
1 5-1
hz=1;N=100,n=>54k=3) = = 0,1380 = 13,8%.

(5)
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(ii) Fiir Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung berechnet man

5.3 15
= 20 2 15
H 100 100
100 — 5 3 3
2
- 5.2 1——) ~ 0.1
g 39 100 ( 100 01396
o = 0374
(4—20,0+20) = (0.15—2-0.374, 0.15 + 2 - 0.374)

= (—0.598,0.898)

Nach der Tschebyschev-Ungleichung gilt fiir die Zufallsvariable X die
Abschétzung

P({|X —p| <20}) > 1-% = 0.75.

Interpretation

Fiir eine Gruppe von hundert elektronischen Bauteilen mit drei defekten
gilt bei zufilliger Entnahme von fiinf Teilen, dafl mit einer Wahrschein-
lichkeit von wenigstens 75 % die Anzahl der defekten Bauteile zwischen

—0.598 (also 0) und 0.898

liegt.

Positiv ausgedriickt:

In wenigstens 75 % der Félle enthalten die fiinf entnommenen Teile weniger
als ein defektes, die Lieferung gilt demnach als einwandfrei.

Bemerkung
(i) Grundsitzlich gilt:

Ziehung mit Zuriicklegen — Binomialverteilung

Ziehung ohne Zuriicklegen — hypergeometrische Verteilung

(ii) Fiir eine Ziehung mit Zuriicklegen ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereig-
k

nisses bei allen Versuchen konstant p = .

Fiir eine Ziehung ohne Zuriicklegen gilt:

k
1. Zieh : = —
lehung P N
. k—1 k
2. Zlehung : p= m oder p= m

je nachdem, ob im ersten Zug ein defektes Teil gezogen wurde oder nicht.
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(iii) Fiir N > n sind diese Anderungen so gering, daf sie keine nennenswerte
Rolle spielen. Die hypergeometrische Verteilung 148t sich dann ndherungs-
weise durch die rechnerisch bequemere Binomialverteilung ersetzen:

k
N > n = h(z; N,n,k) ~ b(x;n,pzﬁ).
Fiir konstante Werte p = % fir N — oo gilt:
lim h(z; N,n,k) = b(x;n,p) (z € R).

N — o0
(p:% konstant)

(iv) Fiir Erwartungswert und Varianz gilt (h: hypergeometrische Verteilung,
b: Binomialverteilung):

N-n .ﬁ.( )
N1 "N N
P

N —n
N -1
N —n

— V(X
V()
1—n/N

— —_— X
)

— = Wp(X)

Beispiel 6.7

Eine Lieferung enthdlt N = 100 Transistoren, die aus einer Massenproduk-
tion mit 5% Ausschufl stammen. Bei Anlieferung der Ware wird vom Kunden
eine Abnahmekontrolle in Form einer Stichprobe vom Umfang n = 4 ohne
Zuriicklegen durchgefithrt. Die entnommenen Transistoren werden dabei auf
ihre Funktionstiichtigkeit {iberpriift.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthélt die durchgefiithrte Stichprobe nur
einwandfreie Ware?

Losung

(i) Korrekte Berechnung mit der hypergeometrischen Verteilung;:

Die Zufallsvariable
X :<= Anzahl der pro Stichprobe vorhandenen defekten Transistoren
ist hypergeometrisch verteilt. Mit den Parametern

N =100, k=5 (5% Ausschufl), n =4

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



6.1. DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN 117

lautet die Wahrscheinlichkeitsfunktion dieser Verteilung

fule) = P(X =2) = @ | <120_x5> _ <:5c> ' (495;5)
(7) (V)

(x € {0,1,2,3,4}). Fiir = 0 folgt daraus

<5> (95>
4 95-94-93-92
PuX =0) = U — 0.8119 ~ 81,2%

(100) ~100-99-98-97

4

(ii) Angenéherte Berechnung mit der approximierenden Binomialverteilung:

Zu einem &hnlichen Ergebnis gelangt man, wenn man die hypergeome-
trische Verteilung ndherungsweise durch die Binomialverteilung mit den
Parametern n = 4 und p = % = 0.05 ersetzt. Wegen n = 5 < 100 = N
ist eine solche Ndherung zuléssig.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir die Binomialverteilung lautet dann
4
folr) = P(X =2) = <x> -0.05% - 0.95% (z €{0,1,2,3,4}).

Aus ihr erhilt man fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit P,(X = 0) den
Naherungswert

4
P(X =0) = <0> -0.05-0.95" = 0.8145 ~ 81,5%,
in guter Ubereinstimmung mit dem exakten Wert von 81,2 % aus Teil (i).

6.1.4 Weitere diskrete Verteilungen

Es gibt weitere diskrete Verteilungen, von denen zwei hier nur kurz angespro-
chen werden sollen. Fiir weitergehende Studien sei auf die Spezialliteratur ver-
wiesen.

6.1.4.1 Poisson-Verteilung

(i) Auftreten

Die Poisson-Verteilung ist eine typische Verteilung einer sog. ,,Z&hlvaria-
ble“ X. In vielen Féllen liefert sie ein adiquates Modell, z. B. bei den
folgenden Erscheinungen:

e Anzahl der Verkehrsunfille in einer bestimmten Region und in einer
bestimmten Periode;
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e Anzahl der von einer radioaktiven Substanz ausgestrahlten Partikel
pro Zeiteinheit;

e Anzahl der Anrufe in der Telephonzentrale einer Firma an einem
Tag;

e Anzahl der Jobs, welche in einem bestimmten Zeitintervall an einem
Server eintreffen;

e Zunahme der Bakterien in einer Kultur in einem bestimmten Zeit-
intervall, etc.

Zwar konnte man alle diese Zufallsgrofien prinzipiell mit Hilfe der Bino-
mialverteilung beschreiben, jedoch wird die Bestimmung ihrer Einzel-
wahrscheinlichkeiten durch folgende Besonderheiten erschwert, welche
dem der Binomialverteilung zugrundeliegenden Bernoulli’schen Versuchs-
schema innewohnen:

e Die Anzahl der Versuche ist sehr grofl (im 2. Beispiel die Anzahl der
am Zerfallsprozef beteiligten Atomkerne);

e Bei einer Serie von n Versuchen ist die Wahrscheinlichkeit p, = p(A)
des interessierenden Ereignisses A in jedem einzelnen Versuch sehr
klein? (im 2. Beispiel die Wahrscheinlichkeit fiir den Zerfall eines
einzelnen Atomkerns im betrachteten Zeitintervall).

(ii) Voraussetzungen und Eigenschaften

(1) Die Anzahl der Versuchsausgéinge in einem bestimmten Zeitintervall
oder in einem bestimmten Raumgebiet ist unabhéngig von derjenigen
in einem dazu disjunkten Zeitintervall oder in einem dazu disjunkten
Raumgebiet. Man sagt, ein Poisson-Prozefl habe kein ,, Gedédchtnis“.

(2) Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Einzelereignisses in
einem sehr kurzen Zeitintervall oder in einem sehr kleinen Raumge-
biet ist proportional zur Lange des Zeitintervalles oder dem Volumen
des Raumgebietes. Sie ist unabhéngig von der Anzahl der Versuchs-
ausginge auflerhalb dieses Zeitintervalles oder dieses Raumgebietes.

(3) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafi in einem sehr kurzen Zeitintervall
oder in einem sehr kleinen Raumgebiet mehr als ein Ereignis auftritt,
ist vernachléssigbar.

(iii) Dichtefunktion

f(@) = plx;A) =

2—? e, (z€ Ny)
0 , sonst

Dabei ist A eine beliebige positive reelle Zahl. Die Dichtefunktion heifit
auch Poisson-Dichte.

’Die Poisson-Verteilung wird aus diesem Grunde hiufig auch als Gesetz der ,seltenen®
Ereignisse bezeichnet.
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(iv) Erwartungswert und Varianz

[e.e]

E(X) = ) x-
=0

o 5 e 2
VX)) = Y a? —— =X =)
x=0 :

= A

e A\T
x!

x

(v) Grenzwerteigenschaft
Die Poisson-Verteilung ist der Grenzwert einer Binomialverteilung in fol-

gendem Sinne:

Sei X eine binomialverteilte Zufallsvariable mit der Dichtefunk-
tion b(-;n,p). Falls fiir n — oo und p — 0 der Erwartungswert
= np konstant bleibt, so gilt

b(x;n,p) —  plz;p).

Beispiel 6.8

Bei der Herstellung von Gegenstidnden aus Glas konnen Blasen auftreten, welche
dazu fithren, dafl das Produkt fiir den Verkauf ungeeignet ist. Bekannt sei, dafl
im Mittel eins von tausend produzierten Stiicken eine oder mehrere Blasen habe.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 sich in einer Zufallsstichprobe von
achttausend Stiicken weniger als sieben defekte Teile befinden?

Loésung

Dieser Versuch ist im wesentlichen ein Experiment, welches von einer binomial-
verteilten Zufallsvariable mit n = 8 000 und p = 0.001 gesteuert ist. Da n recht
grol und p sehr klein ist, kann dieser Versuch durch einen Poisson-Prozefl mit
dem Parameter

p = np = 8000-0.001 = 8

modelliert werden. Fiir die Zufallsvariable
X <= Anzahl der Blasen

erhélt man dann nédherungsweise

6
P(X <T7) = ) b(z;8000,0.001)

=0
6 6 g7 .
~ Yo = Y e
=0 =0

= 0.3134 = 31,34%.
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6.1.4.2 Geometrische Verteilung

(1)

(ii)

(iii)

(iv)

(v)

Auftreten

Binomialverteilte Zufallsvariablen lassen sich interpretieren als die Anzahl
der Erfolge bei n-maliger unabhingiger Durchfithrung eines Bernoulli-
Experimentes. Haufig interessiert man sich nun fiir die Anzahl der Ver-
suche, die mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p (p € (0, 1)geeignet) durch-
gefithrt werden miissen, bis eine feste Anzahl von Erfolgen auftritt. An-
statt die Wahrscheinlichkeit von x Erfolgen in n Versuchen zu bestimmen,
ist man nun an der Wahrscheinlichkeit interessiert, dafl der k-te Erfolg im
z-ten Versuch auftritt. Zufallsvariable, die derartige Versuche beschrei-
ben, heilen negativ binomialverteilte Zufallsvariable. Fiir eine negativ
binomialverteilte Zufallsvariable ist W(X) = {k,k+ 1,k + 2,...}.

Dichtefunktion der negativen Binomialverteilung

Voneinander unabhéngige und wiederholt ausgefithrte Versuche mogen
mit Wahrscheinlichkeit p zum Erfolg und mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1—p
zum Miflerfolg fithren. Dann hat die Zufallsvariable

X = Anzahl der Versuche, bei denen
im k-ten Versuch ein Erfolg vorliegt

die Dichtefunktion

f(z) = b*(x;k,p) = { )P, (ref{kk+1,k+2,..})

0 , sonst

Die negativ binomialverteilte Zufallsvariable hat ihren Namen daher, dafl
jeder Term in der Binomialentwicklung von p¥(1 — ¢)~* zu dem entspre-
chenden Wert von b*(z; k, p) fiir x € {k,k + 1,k + 2, ...} korrespondiert.

Geometrische Verteilung

Ein Spezialfall der negativen Binomialverteilung liegt fiir £ = 1 vor und
heifit geometrische Verteilung. Hier liegt eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung vor fiir die Anzahl der erforderlichen Versuche, bis zum ersten Mal
Erfolg eintritt.

Dichtefunktion der geometrischen Verteilung

z—1 N

Erwartungswert und Varianz der geometrischen Verteilung

BX)=_ . VX)= ]%
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Beispiel 6.9

Zu einer bestimmten Tageszeit mogen die Mitarbeiter in der Telephonzentra-
le einer Versicherungsgesellschaft nahe ihrer Kapazitédtsgrenze arbeiten. Jeder
neue Anruf landet dann entweder in einer Warteschleife oder ist sofort besetzt.
Von Interesse ist hier die Anzahl der Versuche, welche ein Anrufer unternehmen
muf, bis er eine Verbindung erhélt.

Sei p := 0.05 die (Erfolgs-)Wahrscheinlichkeit einer sofortigen Verbindung.
Welches ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, im 5. Versuch eine erfolgreiche
Verbindung zu erlangen?

Losung

Benutzt man die geometrische Verteilung mit den Parametern z = 5 und
p = 0.05, so erhélt man

P(X =5) = g(zx=5;p=0.05) = 0.05-0.95* = 0.041 = 4,1%.

6.2 Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

In diesem Abschnitt werden haufig auftretende stetige Verteilungen betrachtet;
zur Definition einer stetigen Zufallsvariable s. Definition 4.4, p. 76.

6.2.1 Gleichverteilung

Unter der Gleichverteilung iiber dem Intervall (a,b) versteht man die Verteilung
einer Zufallsvariable X, deren Dichtefunktion gegeben ist durch?

) = , x€(a,b)
f(x) == f(z;a,b) = m'X(a,b)(x) = { bo , sonst

Die Dichte dieser Verteilung ist also nur iiber dem Intervall (a,b) von Null
verschieden, und sie hat dort den Wert ﬁ. Ublich sind auch die Begriffe
Rechteckverteilung oder uniforme Verteilung. Vollkommen analog 148t sich die
Gleichverteilung iiber dem abgeschlossenen Intervall [a, b] definieren.

Der Erwartungswert und die Varianz einer stetigen gleichverteilten Zufallsva-
riable X sind gegeben durch

b

1 b

a

b

v = gt - (1) = T

a

3xm bezeichne, wie in der mathematischen Literatur iiblich, die sog. charakteristische
1, zeM

Funktion der Menge M: Xm(T) == 0 v d M
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Aufgabe

Warum 148t sich auf einem unbeschriinkten Intervall, etwa auf (—oo,0), (0, 00)
oder R = (—o00, 00), keine stetige Gleichverteilung definieren?

6.2.2 Normalverteilung

Die mit Abstand wichtigste stetige Verteilung bzw. Verteilungsart ist die sog.
GauB-Verteilung oder Normalverteilung.

Definition 6.5

Eine Zufallsvariable X mit Wertebereich W (X) = R heifit normalverteilt mit
den Parametern i und o oder auch Gauf-verteilt, wenn ihre Dichtefunktion f
gegeben ist durch (Abb. 6.3)

o3 () (x € R).

f(@) = n(z;p,0) =

p (@) =n(z;p,0)

g

p—o I p+o
Abbildung 6.3: Dichtefunktion einer normalverteilten Zufallsvariable

Die Normalverteilung spielt eine zentrale Rolle in der Statistik. Die Erfahrung
lehrt, da8 die Normalverteilung ein addquates Modell fiir viele Zufallsvaria-
blen darstellt, die bei Experimenten und Beobachtungen in der Praxis auftreten.

Beispiele

e Meffehler bei physikalischen Messungen, die von ,zufilligen“ Ungenauig-
keiten der MeBapparatur herriithren, also nicht durch apparaturbedingte
systematische Fehler erzeugt werden.

e Oft ist die Abweichung von der Normgrofie bei der Produktion von Arti-
keln durch eine Maschine normalverteilt.
Bemerkung

(i) Der Funktionsgraph I'y von f ist symmetrisch in bezug auf die vertikale
Achse = = p.
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(ii) An der Stelle x = p hat f ein globales Maximum, an den Stellen x = p+o
jeweils einen Wendepunkt.

(e}

(iii) / n(x;p,o0)de = 1 (neR, o€ (0,00))

— 00

(iv) Ist X eine stetige Zufallsvariable mit einer Normalverteilung als Dichte-
funktion, so gilt

(v) Eine Normalverteilung ist durch die beiden Kenngréfien p und o eindeutig
festgelegt.

(vi) Die Verteilungsfunktion der allgemeinen Normalverteilung besitzt die fol-
gende Integraldarstellung:

F(z) == N(z;p,0) = \/%U /e%(taH)th (r € R).

(vii) Beweis von (i) - (vi): Hausaufgabel!

Problem

Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit,
dafl X einen Wert im Intervall (x;, z2] annimmt?

2
Lésung Plx1 < X <x9) = /n(x;u,a) dx

1

Die Frage bleibt, wie man dieses Integral denn nun ausrechnet, also etwa eine
Stammfunktion zu n(-; p, o) bestimmt. Nun ist bekannt, da§ die Funktion

2

exp(r;a) = e (x € R)

fiir keine Zahl a # 0 eine elementare Stammfunktion besitzt.

Man muf} das Integral also numerisch 16sen oder auf tabellierte Werte zuriick-
greifen. Da man schlecht fiir jede Kombination von Parametern p und o eine
Tabelle halten kann, tut man das fiir die ausgezeichnete Kombination u = 0,
o = 1 und transformiert alle anderen Normalverteilungen auf diese.
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6.2.2.1 Standard-Normalverteilung

Definition 6.6

Die Normalverteilung mit den Parametern p = 0 und ¢ = 1 heifit Standardnor-
malverteilung, oder auch standardisierte Normalverteilung. Ihre Dichtefunktion
ist (Abb. 6.4)

f(z) == (z) = n(z;0,1) = o 2 (z € R).

Abbildung 6.4: Dichtefunktion einer standardnormalverteilten Zufallsvariable

mit der zugehorigen Verteilungsfunktion

x
1 1,2
F(x) = ®(z) := N(x;0,1 :/e2tdt z €R).
(@) = ) = N@01) = = @eR)
— 0o
Satz 6.2
Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit den Parametern p := px und
02 := 0%. Seien a,b € R mit a # 0 und sei

Y = g(X) := aX + 0.

Dann ist Y ebenfalls normalverteilt mit den Parametern puy = ap + b und

2 _ 2 2
oy = a“o”.
Beweis

Sei @ > 0. Dann sind die folgenden Ereignisse dquivalent:

y<y = x=Y-toub
a a
und letzteres hat die Wahrscheinlichkeit
y=b
plx<?20) = /e—;«ﬁ .
S, N |
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Mit der Variablensubstitution

t::u_b , dt:d—u
a a

geht dieses Integral iiber in das Integral

1 [ 1wty 2
P(Yﬁy)zmaa/e2 ao du.

—0o0

Das zeigt, dafl auch Y normalverteilt ist mit den Parametern py = ap + b und

0% = a%02. Eine analoge Rechnung fithrt auch bei a < 0 zum Ziel.

Y ist eine lineare Funktion von X, daher gilt fiir den Erwartungswert und die
Varianz nach Satz 5.6

EY)=au+b ) V(Y) = a®0>

Auf die normalverteilte Zufallsvariable X wird nun die Standard-
Transformation angewandt. Das ergibt dann den folgenden Satz:

Satz 6.3

Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit den Parametern E(X) = p := pux
und V(X) = 0? := 0c%. Sei

Dann ist Z standardnormalverteilt, hat also die Parameter E(Z) = uz = 0
und V(Z) = 0% = 1.

Die Transformation aus Satz 6.3 bildet also jede normalverteilte Zufallsvariable
X auf die standardnormalverteilte Zufallsvariable Z ab; sie heifit daher Stan-
dardtransformation.

Fiir eine normalverteilte Zufallsvariable X geniigt es daher, die spezielle Funk-
tion ®(-) = N(,u = 0,02 = 1) zu kennen, alle anderen Funktionen N (-; 1, o)
werden nicht bendétigt.

Satz 6.4

Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit den Parametern E(X) = p := ux
und V(X) = 0? := 0%. Sei

®(z) := N(z;p=0,02=1).

Dann gilt

Pla<X <b) = @(b_“) - cb(‘”’“‘). (6.1)

g o
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Diese Beziehung gestattet es, Wahrscheinlichkeiten fiir beliebige Normalvertei-
lungen auf solche fiir die Standardnormalverteilung umzurechnen, s. Abb. 6.5
und Abb. 6.6.

, f(2) =n(z;p,0) , ¢(z) = n(z;0,1)

Gleiche Flachen

7

, , ST , -
a 7 b a—p b—p
o o
Abbildung  6.5:  Dichtefunktion Abbildung  6.6:  Dichtefunktion
und  Wahrscheinlichkeiten  einer und  Wahrscheinlichkeiten  einer
normalverteilten Zufallsvariable standardnormalverteilten Zufallsva-
riable
Beweis
Fiir die standardnormalverteilte Zufallsvariable Z := gilt:
a < X=0Z+p — 1a”h -z
o
b—p
b > X=0Z+pu <— > 7
o

& Pla<X<b) = P(%<Z§b?%) - @(b_“) - @(“_“).

g

Die Funktionswerte der Verteilungsfunktion ® = N(+;0, 1) der standardnormal-
verteilten Zufallsvariable Z sind tabelliert. Die Berechnung des Funktionswertes
®(—x) erfolgt dabei anhand der Formel (Abb. 6.7)

O(—z) = 1 — O(x) (x € R).

Beispiel 6.10

Die Zufallsvariable X sei normalverteilt mit dem Erwartungswert E(X) = 10
und der Varianz V(X)) = 4.

Welcher prozentuale Anteil der Werte liegt dann im Intervall [5, 12]7
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. H(x)

O(—u) 1—®(u) = P(—u)

—Uu u

Abbildung 6.7: Dichtefunktion und Wahrscheinlichkeiten einer standardnormal-
verteilten Zufallsvariable

Losung
510 12 — 10
< = <
P(r<x<12) = P — <Z<— )
= P<—7<Z<1)
5
- o1 —cp(—f>
1)~ (-

= 0.8413 + 0.9938 — 1

= 0.8351 = 83.5%

Beispiel 6.11

Eine Maschine packe Lebkuchenpakete ab, deren Nettomasse normalverteilt sei
mit dem Erwartungswert E(X) = 248 ¢ und der Varianz V(X) = (4g)?.

Fiir eine Lieferung sei ein Toleranzbereich von (250 & 5) g vorgesehen. Welcher
Anteil ist dann auerhalb dieses Bereiches zu erwarten (der sog. AusschuBanteil,
s. Abb. 6.8)?

y f(x) =n(z;p=248g,0 = 4¢g)

Ausschuf Ausschuf3

. - T
245g 248¢g 255 g

Abbildung 6.8: Ausschulanteil bei der Verpackung von Lebkuchenpaketen
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Loésung
245 g — 248 255 g — 248
P(245g < X < 255g) = P( g 8 <7< M)
4g

- o(}) - ( 7

= ®(1.75) — [1 — @(0.75)]

= 09599 + 0.7734 — 1

= 0.7333 = 7333% = 1-26.67%
Genauer:

o P(X <245g) = ®(—0.75) = 0.2266 = 22.7%
e P(X >255g) = 1-P(X <255g) = 1—[1-®(1.75)] = 0.0401 = 4%

Ein Anteil von 4 % ist zu schwer — was den Abnehmer vermutlich nicht stéren
wiirde —, ein Anteil von 22.7% ist zu leicht. Beide Anteile zusammen ergeben
26.7 %.

Beispiel 6.12

Eine Maschine packe Lebkuchenpakete ab, deren Nettomasse normalverteilt
sei mit dem Erwartungswert F(X) = 1000g und der Varianz V(X) = (5g)%.
Fiir eine Lieferung sei ein Toleranzbereich von (1000 + 15) g vorgesehen. Der
Gesetzgeber schreibe vor, dafl 95 % aller Pakete ein Gewicht von mindestens
985 g aufweisen miissen.

(i) Welcher Anteil der Pakete enthilt mindestens 985 g7

(ii) Auf welchen Sollwert 148t sich die Verpackungseinstellung bei dieser Ge-
nauigkeit absenken, damit immer noch 95 % aller Pakete ein Gewicht von
mindestens 985 g aufweisen; s. Abb. 6.97

s f()

/\

> T
985¢ 993.5g 1000 g

Abbildung 6.9: Absenkung des Sollwertes bei der Verpackung von Lebkuchen-
paketen
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Loésung
(i) Anteil der Pakete, die mindestens 985 g enthalten:

P(X >985g) = 1— P(X <985g)

1 (985 —51000>

= 1-9(=3) = 1-[1-2(3)] = @(3)
= 0.9987 = 99.87%

(ii) Absenkung des Verpackungssollwertes:

P(X > 985 g)

1 — P(X <985g)

1 _(I)<985—m>
5

S 095
<~
<I><9855_m> < 1-095 = 0.05
<~
(1)
9855_7” < 371(0.05) 5 — 3 1(1-0.05) = —1.645
<
m > 98548225 = 993.225

wobei in (1) benutzt wurde, da mit ® auch die Umkehrfunktion ®~! streng
monoton wachsend ist. (2) kommt zustande, weil fiir die Werte v der Umkehr-
funktion !, also die Argumente der Verteilungsfunktion ® selbst, wegen der
Symmetrie von ® die folgende Beziehung gilt (Abb. 6.10):

o) = p —  u = ol
O(—u) = 1—p — —u = & Y(1-p)
— u, = ®p) = —d 1 -p) = —uy

Der vom Gesetzgeber zugelassene Ausschuflanteil wird in diesem Beispiel al-
so auch dann nicht unterschritten, wenn man den Sollwert der Maschine auf
993.225 g einstellt, statt auf den geforderten Wert von 1000 g.

Bemerkung

Aus der Tabelle der Standardnormalverteilung liest man die folgende Faustregel
fiir eine N (u, 0?)-verteilte Zufallsvariable X ab:

Plu—o<X<pu+o) =~ 0.680 = 68.0%
Plu—20<X<pu+20) ~ 0955 = 95.5%
P(u—30<X<p+30) ~ 0997 = 99.7%
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Abbildung 6.10: Dichtefunktion und Wahrscheinlichkeiten einer standardnor-
malverteilten Zufallsvariable

Somit liegen etwa 99.7 % aller Werte einer normalverteilten Zufallsvariable in
einem Intervall der Breite +30 um den Erwartungswert p herum.

Aufgabe
Man schatze die Wahrscheinlichkeiten

Plu—o<X<pu+o)
P(p—20 <X < p+20)
Plp—30 <X < pu+30)

mit Hilfe der Tschebyschev-Ungleichung (Satz 5.4) ab.

6.2.2.2 Quantile der Standard-Normalverteilung

In den letzten Beispielen sind u.a. schon folgende Probleme aufgetreten:

eine normalverteilte Zufallsvariable X soll mit einer vorgegebenen Wahrschein-
lichkeit p einen Wert

e unterhalb,
e oberhalb oder

e innerhalb

bestimmter Grenzen (Schranken) annehmen. Aufgaben dieser Art treten im Zu-
sammenhang mit Parameterschétzungen und statistischen Priifverfahren (Sig-
nifikanztests) auf. Bei einer Abgrenzung nach oben beispielsweise mufl dann
die zur vorgegebenen Wahrscheinlichkeit p gehérende Schranke x;, bestimmt
werden (Fy : Verteilungsfunktion von X):

P(X <zp) = Fx(zp) = p
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Definition 6.7
Seien X eine Zufallsvariable und p € (0, 1). Ein Wert z,, mit
P(X <z, >p und P(X>z,) > 1-p

heifit p-Quantil der Zufallsvariable X (bzw. p-Quantil der Verteilungsfunktion
Fx von X).

Das p-Quantil heifit auch Percentil der Ordnung p. Statt 0.1-Quantil sagt man
auch 10 %-Quantil. Die 25 %- bzw. 75 %-Quantile heiflen auch Quartile, das
50 %-Quantil Median der Verteilung.

Satz 6.5

Die Ungleichungen von Definition 6.7 sind dquivalent zu

p < Fx(zp) < p+ P(X =)

Beweis
a) P(X <zp) = Fx(zp)
b) P(X>z,) = 1- P(X<a,)

—_ = =

Fiir eine stetige Zufallsvariable, insbesondere also fiir die (stetige) Normalver-
teilung, vereinfacht sich die obige Bedingung wegen

P(X=a) =0 (a € R)

zu der Bedingung
Fx(zp) = p = P(X < xp).

Bemerkung

Fiir eine stetige Zufallsvariable X ist die Verteilungsfunktion F'x stetig und
streng monoton wachsend, also injektiv und damit umkehrbar. Das p-Quantil
ist somit das Urbild von p unter Fx:

Fx(rp) = p — zp = Fx'(p)

Die Quantile der Standardnormalverteilung Z lassen sich prinzipiell aus der
Wertetabelle der Verteilungsfunktion ® = Fz ermitteln. Da solche Probleme in
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den Anwendungen jedoch hiufig auftreten, ist es sinnvoll, die gédngigen Werte
in einer zweiten Tabelle zu sammeln.

Beispiel 6.13  (einseitige Abgrenzung nach oben)

Die standardnormalverteilte Zufallsvariable Z soll mit der Wahrscheinlichkeit
p = 0.95 einen Wert aus dem Intervall (—oo, ¢) annehmen. Gesucht ist also das
zum Wert p = 0.95 gehérende Quantil ¢ = x;,, der Standardnormalverteilung:

P(Z<¢) = ®(c) =095 — ¢ = 2995 = 1.645

Beispiel 6.14  (einseitige Abgrenzung nach unten)

Die Werte der normalverteilten Zufallsvariable X mit ¢ = FE(X) = 8 und
0? = V(X) = 16 sollen mit der Wahrscheinlichkeit p = 0.9 oberhalb der unbe-
kannten Schranke x,, liegen:

P(X>xz,) = 1 — P(X<ux)
T, — 8
- 1 - P(Z< P )
<
_ 1 (I)<xp—8>
4
<09
<~
@(xp_8) -~ 1-09 = 01
4
<
xp4_8 = &101) = —® N (1-0.1) = —1.282
e
zp —  8-4-1282 = 2872

Beispiel 6.15  (zweiseitige Abgrenzung)

Eine zweiseitige Abgrenzung 148t sich sinnvollerweise nur fiir einen symmetri-
schen Bereich um den Erwartungswert p einer normalverteilten Zufallsvariable
durchfithren: man sucht hierbei ein symmetrisches Intervall mit p als Mittel-
punkt, in welchem die Werte der Zufallsvariable mit einer vorgegebenen Wahr-
scheinlichkeit liegen.

Seien also X eine normalverteilte Zufallsvariable, h, > 0 und p € (0,1). Ge-
sucht ist das Intervall [p — hy, o + hyp], in welchem die Werte von X mit der
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Wahrscheinlichkeit p liegen, etwa mit p := 0.95:

Plu—hy < X < p+hy) = p(w< _W)

1+ 0.
qu( +20 95) — $1(0.975) = 1.960

1.960 o

Damit ist das gesuchte Intervall gegeben durch (Abb. 6.11)

T := [p—hp,p+hy] = [p—19600, p+1.9600].

4 f(l’) = ”(%Mﬂ)

Wahrscheinlichkeit p

= hyp I pt hy

Abbildung 6.11: Zweiseitige Abgrenzung bei einer Normalverteilung

6.2.2.3 Logarithmische Normalverteilung

Viele Verteilungen laufen als positiv schiefe oder linkssteile Verteilungen rechts
flach aus, s. Abb. 6.12. Ein bekanntes Beispiel ist die Haufigkeitsverteilung der
Einkommen in einem Lande: je weiter man nach oben steigt, desto diinner
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wird die Luft. Aulerdem kann das Einkommen als Merkmal einen bestimmten
Schrankenwert (hier: Null) nicht unterschreiten und ist daher nach dieser Seite
hin in seiner Variationsmoglichkeit gehemmt.

s fz)

Abbildung 6.12: Positiv schiefe, linkssteile Verteilung

Beispiele 6.16

(i) Linkssteile Verteilungen:

Wartezeiten, Einkommen in Euro, Alter bei der EheschlieBung

(ii) Rechtssteile Verteilungen:

Tragzeit bei Saugetieren, Kopfumfang von Neugeborenen

Besonders dann, wenn die Verteilung links durch den Wert Null begrenzt
ist, kommt man durch Logarithmieren annéhernd zu normalverteilten Werten.
Durch das Logarithmieren wird der Bereich im Intervall (0,1) in den Bereich
(=00, 0) tiberfiihrt und stark gestreckt, wihrend der Bereich im Intervall (1, co)
stark gestaucht wird.

Die Entstehung einer logarithmischen Normalverteilung, kurz: Lognormalver-
teilung genannt, 148t sich darauf zuriickfithren, daf} viele Zufallsgroflen multi-
plikativ zusammenwirken. Dagegen kommt die Normalverteilung selbst durch
additives Zusammenwirken vieler Zufallsgréfien zustande. Daher ist die Lognor-
malverteilung insbesondere bei Merkmalen aus der Biologie und der Wirtschaft
vorherrschend, da sie multiplikative Wirkungen in additive transformiert.

Definition 6.8

FEine stetige positive Zufallsvariable X heifit logarithmisch normalverteilt
(lognormal-verteilt), wenn In X normalverteilt ist. Sie hat daher die Wahr-
scheinlichkeitsdichte

Es gilt , s
B(X) = et/ V(X) =M (7 7).
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Aufgabe

Man leite die Verteilungsfunktion der logarithmischen Normalverteilung aus
der Verteilungsfunktion einer ,,gewthnlichen“ Normalverteilung her.

Hinweis Aus X =InY & Y =¥ folgt

z=Iny
" 1 ,1(@)2
P(X<z=lny) = PY <y=¢") = e 2\"e /) dt.
2o
—00

Jetzt fithre man die Substitution ¢ := In z durch.

6.2.3 Approximation der Binomialverteilung durch die
Normalverteilung

In Abschnitt 6.1.4.1 wurde beschrieben, daf sich die (diskrete) Binomialvertei-
lung durch die (diskrete) Poisson-Verteilung approximieren 148t, falls n hinrei-
chend grofl und p hinreichend klein sind, so daf§ das Produkt p := np konstant
bleibt:

n—oo, p—0, pu=mnp konstant

= b(z;n,p) — p(a;p) (z € R)

Manchmal 148t sich die (diskrete) Binomialverteilung auch gut durch die (ste-
tige) Normalverteilung approximieren, ndmlich dann, wenn die Anzahl n der
unabhéngigen Bernoulli-Versuche hinreichend grof§ ist. Den diesbeziiglich ge-
nauen Sachverhalt beschreibt der néchste Satz.

Satz 6.6  (Grenzwertsatz von Moivre-Laplace)

Sei { X}, }nen eine Folge von binomialverteilten Zufallsvariablen mit dem Erwar-
tungswert p, = E(X,) = np und der Varianz 02 = V(X) = npq. Sei {Z, }nen
eine Folge von Zufallsvariablen, definiert durch

Xn - HMn Xn -
T = o _ np (n € IN).

On v 1Pq

Dann ist die Folge {Z, }nen asymptotisch normalverteilt, d.h. es gilt die Kon-
vergenz lim Z,, = ®(-) in folgendem Sinne:
n—oo

X, —
lim P(Zn:”np < x) = O(2)
n—oo NEw

fir alle (z € R)
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In Worten:

Wenn bei dem der Binomialverteilung zugrundeliegenden Bernoulli’schen Ver-
suchsschema die Anzahl der Versuche gegen unendlich strebt, dann konvergiert
die Verteilungsfunktion der standardisierten binomialverteilten Zufallsvariable
gegen die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung. Man sagt, die
Binomialverteilung sei asymptotisch normalverteilt.

Bemerkung

Dieser Satz 1d8t sich dahingehend erweitern, dafl die Glieder der Folge
{Xn}new von (identisch verteilten) Zufallsvariablen nicht notwendig mehr
binomialverteilt zu sein brauchen. Er heifit dann Zentraler Grenzwertsatz oder
Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg und Levy.

Auch schon dann, wenn n nicht so sehr grof} ist, stellt die Normalverteilung eine
ziemlich gute Approximation einer Binomialverteilung dar; s. dazu das folgende
Beispiel.

Beispiel 6.17

Man betrachte die Binomialverteilung b(-;n,p) fir n = 15 und p = 0.4. Eine
entsprechende Zufallsvariable hat

den Erwartungswert uw = np =26

und die Varianz 02 = np(l—p) = 3.6.

Die entsprechende approximierende Normalverteilung ist in Abb. 6.13 zu sehen.

y ()

> T

0123456789101112131415

Abbildung 6.13: Approximation einer Binomialverteilung durch eine Normal-
verteilung

Sei nun X die binomialverteilte Zufallsvariable, dann gilt, etwa fiir den Wert
X < 4:
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(i) Korrekte Berechnung:

4
P(X<4) = ) b(z;n=15p=04)
=0
B i<15>.<4)$.<6>15—m
=\ 10 10
= ([— |11 15-4- 2T T 42,
(10) 104[ 07154674 0

15-14-13 15-14-13-12
& e N
1-2-3 6+ 1-2-3-4

= 0.2172776 = 21.73%

(ii) Approximative Berechnung mit Hilfe der Normalverteilung:

(iii)

_ 4 —
P<21:?/£ < Z < \/£:22) — P(=3.16 < Z < —1.05)

= ®(—1.05) — &(—3.16)
1—®(1.05) — (1— ®(3.16))
®(3.16) — ®(1.05)

0.9992 — 0.8531

= 0.1461 = 14.61%

Ein Vergleich mit (i) zeigt, daf§ dieses Ergebnis so richtig iiberzeugend
nicht ist. Man kann es allerdings verbessern:

Bei der Approximation einer Binomialverteilung durch eine Normalvertei-
lung sollte eine sog. Stetigkeitskorrektur erfolgen in dem Sinne, daf die
Intervallgrenzen a und b jeweils um 0.5 nach aufien hin verschoben werden.
Das liegt daran, dafl die Binomialverteilung diskret, die Normalverteilung
hingegen stetig ist, cf. Abb. 6.13:

Pla<X<b) =~ @(w) - @(m).

g g

Von daher wird jetzt die approximative Berechnung mit Hilfe der Nor-
malverteilung unter Beriicksichtigung der o.a. Stetigkeitskorrektur noch
einmal wiederholt:

—-0.5— 44+0.5—
0-05-6 < +0.5 6222)

Pz = <
<zl 1.897 = 71.897

= P(-343 < Z < —0.79)
= &(—0.79) — ®(—3.43)
= 0.9997 — 0.7852

= 0.2145 = 21.45%
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Die Abweichung vom wahren Wert P(X < 4) = 0.2173 ist kleiner als 1.3 %.

Beispiel 6.18

Mit Hilfe unabhéngiger Versuche ist die Wahrscheinlichkeit eines zufélligen Er-
eignisses niherungsweise durch seine relative Haufigkeit zu bestimmen. Mit dem
Grenzwertsatz von Moivre-Laplace soll nun untersucht werden, wie grof3 die An-
zahl der unabhéngigen Versuche sein muf}, damit mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 99 % das Ergebnis mit einem Fehler behaftet ist, der kleiner als
0.05 ist.

Die Losung dieser Aufgabe beruht auf der Tatsache, dafl die relative Haufig-
keit eines Ereignisses A wegen h,(A) = % mit Hilfe der binomialverteilten
Zufallsvariable X,, beschrieben wird. Sei p := P(A), dann ist die Anzahl n der
unabhéngigen Versuche aus der Beziehung

Xn
P(|5% = p| < 0.05) = 0.99
zu bestimmen. Dazu:

X
P<‘—n—p’<0.05) — P(|X, — np| < 0.05n)
n

I
s

(1x
(\ . %)

X—np f005
% )
(o

I
"U

\/np 1—p \/pl—
>> o C°_°i>
- 2@(%) =

Hierbei wurde, da p in der Regel unbekannt ist, die Abschéitzung
(1 ) = 1 ( 1)2 < 1
p p) = 4 p 9 =7

sowie das monotone Wachstum von ® benutzt. Damit lautet eine hinreichende
Bedingung zur Erfiillung der Aufgabenstellung

¢<M)f1 _ M(M)fl > 0.99.
1v/0.25 0.5

Q
A

also

@(‘1/?) > 0.995.

Das 0.995-Quantil der Standardnormalverteilung ist gegeben durch
= &71(0.995) = 2.576 = ®(xp) = 0.995.
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Gesucht ist also die kleinste natiirliche Zahl n mit der Eigenschaft

‘1/(;7 > 92576 =  n > 664

Beispiel 6.19  (Galton’sches Brett)

Das Galton’sche Brett liefert eine experimentelle Bestéitigung der Moglichkeit,
die Binomialverteilung b(-;n,p = 1/2) durch eine Normalverteilung zu appro-
ximieren.

Das Galton’sche Brett enthilt n Reihen von Pflocken s. Abb. 6.14. Eine durch
die n Reihen herunterrollende Kugel geeigneter Grofle trifft in jeder Reihe auf
einen Pflock und wird mit der Wahrscheinlichkeit p = 1/2 nach links oder nach
rechts abgelenkt. Danach trifft sie auf einen Pflock der néchsten Reihe und so
weiter, bis sie schliefilich in einem der n + 1 Fécher unterhalb der Pflockreihen
landet.

-
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Abbildung 6.14: Galton’sches Brett

Diese n + 1 Fécher seien von links nach rechts mit den Nummern 0,1,2,...,n
durchnumeriert. Wird die Kugel an den n Pflocken, die sie unterwegs trifft, k
mal nach rechts und n — k& mal nach links abgelenkt, so landet sie im Fach mit
der Nummer k (k € {0,...,n} geeignet).

Dies erfolgt mit der Wahrscheinlichkeit

__(n 1\* 1 1\"* _(n \"

Pe= k) 2 2 —\k)\2)
Nach dem Bernoulli’schen (schwachen) Gesetz der grofien Zahlen (Beispiel 6.3,
p. 110) stimmt der Anteil der Kugeln im Fach mit der Nummer £ an der Zahl
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aller Kugeln ungefihr mit der Wahrscheinlichkeit pj iiberein. Im Experiment
zeigt dann die Verteilung der Kugeln iiber die n+ 1 Fécher die typische Gestalt
der Gaufi’schen Glockenkurve.

6.2.4 Exponentialverteilung

Sei A > 0. Eine Zufallsvariable X mit dem Wertebereich W (X) = (0, c0) heif}t
exponentialverteilt mit dem Parameter A\, wenn ihre Dichtefunktion gegeben
ist durch

-z
flx) = f(x;N) = )\e_’\x'X(O,oo)(iU) = { )\eo : $ES()(r?s’tOO)

Die Exponentialverteilung ist als Modell fiir die Lebensdauer verschiedenster
Objekte in Gebrauch (Beispiel 4.7, p. 78) und auch eng mit der Poisson-
Verteilung verbunden. Die Poisson-Verteilung (Abschnitt 6.1.4.1) ist eine Ver-
teilung der verschiedensten Zahlvariablen, welche die Hiufigkeit bestimmter
Ereignisse wihrend einer bestimmten Zeitperiode beschreiben. Es 148t sich zei-
gen:

Ist X eine Zé&hlvariable mit einer Poisson-Verteilung, so hat die Va-
riable T, welche die Zeitspanne zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Ereignissen mif}t, die durch X gezéhlt werden, eine Exponentialver-
teilung.

Auch die Exponentialverteilung 148t sich durch die Eigenschaft der ,,Ged#cht-
nislosigkeit* charakterisieren:

Satz 6.7
Seien X eine Zufallsvariable und X, xz,y € R. Dann gilt

X ist A-exponentialverteilt <<= P(X>z+y|X >y) = P(X >x).

Beweis

Greiner /Tinhofer: Stochastik fiir Studienanféinger der Informatik 3.5.3, p. 78

Bemerkung
Die ,,Restverteilung® P(X < x + 1y | X > y) ist also mit der urspriinglichen
Verteilung identisch:

PX<z+4+y|X>y) = P(X <uz).

Diese Eigenschaft gilt nur fiir die Exponentialverteilung, d.h. durch die Eigen-
schaft der ,,Geddchtnislosigkeit® ist die Exponentialverteilung bereits eindeutig
festgelegt. Umgangssprachliche Bemerkungen wie ,,Das Gerét ist ja wie neu*
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deuten bereits an, dafl exponentialverteilte Zufallsvariable besonders gut zur
Modellierung der Lebensdauer von technisch ausgereiften Produkten (solchen
ohne , Kinderkrankheiten*) bis zum ersten Auftreten von Alterserscheinungen
geeignet sind.

Erwartungswert und Varianz der Exponentialerteilung

[e.9]

1
EX) = /u-)\e_’\“du =3

0

r Cha 1 1
V(X) = /uz-)\e)‘ du— 15 = 33

0

6.2.5 Weitere stetige Verteilungen
6.2.5.1 Gamma-Verteilung

Seien «, 3 > 0. Eine stetige Zufallsvariable X hat eine I'-Verteilung mit den
Parametern a und 3, wenn ihre Dichtefunktion gegeben ist durch

#e_m/ﬁ , $>0

f(l‘) = f(x;a,ﬁ) = { BT ()

0 , sonst

Dabei ist die Fuler’sche Gamma-Funktion definiert durch

Fiir @ = 1 erhélt man die Exponentialverteilung.

6.2.5.2 Weibull-Verteilung

Seien «, 3 > 0. Eine stetige Zufallsvariable X hat eine Weibull-Verteilung® mit
den Parametern o und 3, wenn ihre Dichtefunktion gegeben ist durch

1 —agh
afzPle=” x>0
z) = flr;a =
f@) = floia,p) = { OO T
Auch diese Verteilung wird haufig zur Beschreibung von Ermiidungserscheinun-
gen von Werkstoffen herangezogen. Die Lebensdauer T eines Gerétes oder einer
Maschine besitzt dann eine Verteilungsfunktion vom Typ

Fz) = 1—e (z > 0).

4Nach dem Schwedischen Physiker Waloddi Weibull, der diese Verteilung 1939 einfiihrte
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Aufgabe
Man zeige: F'(z) = f(x) (x> 0).

Fiir 8 = 1 erhélt man die Exponentialverteilung.
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Mehrdimensionale Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen

7.1 Stichprobenvariable und Testverteilungen

Wenn Werte einer Zufallsvariable X in einem Versuch ermittelt werden sollen,
der aus mehreren identischen Einzelexperimenten besteht, so beschreibt man
diesen Versuch durch eine Folge von identischen Zufallsvariablen X1, ..., X,
die angeben, welchen Wert man bei dem ersten, zweiten, ..., n-ten Experiment
gefunden hat. Man benutzt den Index damit nur zur Kennzeichnung desjenigen
Einzelexperimentes, fiir welches die Zufallsvariable X; ,,zustédndig“ ist.

Die X; heiflen Stichprobenvariable fir X. Jedes X; (i € {1,...,n}) besitzt
daher

e denselben Wertebereich: W(X;) = W(X),
e dieselbe Dichtefunktion: fxi = fx,
e dieselbe Verteilung;: Fx, = Fx

wie X selbst. Werden die Einzelexperimente des Versuches unabhéngig vonein-
ander durchgefiihrt, so spiegelt sich das in der Unabhéngigkeit der Zufallsva-
riablen X; wider, und die gemeinsame Verteilung hat dann die Dichtefunktion
5 n
fr,.an) = fla)- flx) - flan) = [] @) (7.1)
i=1
und die Verteilungsfunktion
n
F(z1,...,xn) = F(x1)-F(za)-...- F(zn) = [[F(2:). (7.2)
i=1

Im folgenden wird unter dem Begriff Stichprobenvariable einer Zufallsvariable
X stets eine Folge X1, ..., X, von unabhéngigen und identisch wie X verteilten
Zufallsvariablen verstanden, deren gemeinsame Verteilung durch (7.1) und (7.2)
gegeben ist.
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7.1.1 Chi-Quadrat-Verteilung

Die Chi-Quadrat-Verteilung ist eine der beiden sog. Testverteilungen, welche in
der Statistik eine grofie Rolle spielt.

X1,..., X, seien stochastisch unabhéngige Zufallsvariable, welche alle der Stan-
dardnormalverteilung N(u = 0,0 = 1) geniigen. Die Zufallsvariable

X2 = Xi4 .+ X2 (n € IN geeignet)

ist eine stetige Zufallsvariable mit dem Wertebereich [0, 00). Sie heifit Chi-
Quadrat-Verteilung und besitzt die Dichtefunktion (Abb. 7.1 bis 7.3)

0.5

f(x)

0.47

0.3r

0.2

0.1;

0

1 2 3 4 5 6 748

Abbildung  7.1:  Chi-Quadrat- Abbildung  7.2:  Chi-Quadrat-
Verteilung fiir n = 1 (rot) und Verteilung fiir n = 3 (rot) und
n =2 (blau) n =4 (blau)
0.1
=
0.08r
0.06-
0.04r
0.02r
0 ‘ ‘ ‘
10 20 30 40 , 50

Abbildung 7.3: Chi-Quadrat-Verteilung fiir n = 10 (rot) und n = 20 (blau)

n—2 T
kn-z°2 -e72 , >0
xr) = .
fX?L() { 0 , ZUSO

Die Konstante k,, ist eine Normierungskonstante, damit die Flidche unter dem
Graphen der Dichtefunktion den Wert 1 bekommt. Sie berechnet sich daher aus
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der Bedingung [ fi2(z) dz =1, und man erhilt

1

2% 1(3)

n =

mit der Euler’schen Gammafunktion, definiert durch
INa) := /ex o 0 (a>0).
0

Die natiirliche Zahl n heif3t Anzahl der Freiheitsgrade der Verteilung. Sie bedeu-
tet die Anzahl unabhingiger Informationen zur Berechnung von statistischen
Aussagen. Fiir n € {1,2} fallen die Kurven streng monoton, fiir n > 2 haben
sie ein absolutes Maximum bei x =n — 2.

Die y2-Verteilung besitzt die folgenden Kennwerte, welche nur von der Anzahl
n der Freiheitsgrade abhéingen:

Erwartungswert : E(x2) = n
Varianz : V(x32) = 2n

Fiir grofie Freiheitsgrade n (n > 100) 148t sich die x2-Verteilung durch eine
Normalverteilung mit dem Erwartungswert g = n und der Varianz o? = 2n
approximieren.

7.1.2 t-Verteilung von ,,Student*

Eine weitere wichtige Testverteilung ist die sog. ¢-Verteilung von Student!.

X und Y seien zwei stochastisch unabhéngige Zufallsvariable, fiir die gilt:

e X ist standardnormalverteilt, also eine N(0, 1)-Zufallsvariable;

o YV ist y?-verteilt mit n Freiheitsgraden, d.h. es existieren n N(0,1)-

n
Zufallsvariablen Y1,...,Y, mit Y := > Y2
i=1

Die aus diesen Zufallsvariablen gebildete Grofie
T, = X
VY/n

'Diese Verteilung wurde 1908 von dem Mathematiker William Sealey Gosset entwickelt. Er
hatte festgestellt, dafl der standardisierte Erwartungswert normalverteilter Daten nicht mehr
normalverteilt ist, wenn die Varianz des Merkmals unbekannt ist und mit Hilfe der Stichpro-
benvarianz geschétzt werden mufl. Parametertests in der Statistik, bei denen ¢-Verteilungen
Verwendung finden, bezeichnet man als ¢-Tests.

Gosset war zu dieser Zeit bei der irischen Brauerei Guinness angestellt, welche Forschungs-
publikationen ihrer Angestellten verboten hatte. Er publizierte seine Arbeit daher unter dem
Pseudonym ,,Student*.
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ist eine stetige Zufallsvariable mit der Dichtefunktion (Abb. 7.4)

fr.(x) = kn ———— (x € R),

kp = —27 .

0.4-

f(x)

0.35%
0.3r
0.25
0.2r
0.15%

0.1- \
i ¥
0 I I I

6 -4 -2 0 2 4 4 6

Abbildung 7.4: t-Verteilung fiir f = 2 (rot), f = 8 (blau) und Standardnormal-
verteilung (griin)

Bemerkung

(i) Die t-Verteilung hat ungefihr das Aussehen der Standardnormalvertei-
lung, ist allerdings fiir kleine Werte von n breiter als diese.

(ii) Fiir n = 1 heifit die t-Verteilung auch Cauchy-Verteilung. Die Cauchy-
Verteilung hat keinen Erwartungswert und keine Varianz.

(iii) Fiir n > 1 hat die T-Verteilung den Erwartungswert E(7},) = 0.

(iv) Fiir n € {1,2} hat die ¢-Verteilung keine Varianz. Fiir die anderen n gilt

V(T,) = (neN,n > 2).

(v) Fiir n > 30 darf die ¢-Verteilung in guter N#herung durch die Standard-
normalverteilung ersetzt werden; es gilt

lim fr, (r) = 6(z) (z € R);

hierbei ist ¢ die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung.
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Kapitel 8

Inhalt der Statistik

8.1 Klassifikation der Statistik

Die Statistik 148t sich wie folgt unterteilen:

I Deskriptive Statistik
II Induktive Statistik

(i) Festlegung von Zufallsbereichen
(ii) Parameterschitzungen

(iii) Hypothesentests

Zu I: Deskriptive Statistik

Zahlreiche Erkenntnisse entstammen der Analyse grofler Datenmengen:

e Wahlen
e Meinungsumfragen
e Laboruntersuchung vieler Proben

In der Regel sammelt man Daten iiber ein Merkmal X, das an den Ele-
menten einer umfangreichen Beobachtungsmenge (von Individuen oder
Objekten) in unterschiedlicher Auspridgung zu erkennen ist. Anstelle
von Beobachtungsmenge sagt man auch Grundgesamtheit. Ein erstes
Ziel der Datenanalyse ist die Gewinnung einer moglichst aufschlufirei-
chen numerischen oder graphischen Beschreibung der Verteilung dieser
Auspragung iiber die gesamte Beobachtungsmenge. Unter einer stati-
stischen Aussage iiber X versteht man dann eine Aussage iiber diese
Verteilung.
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Zu II:

Beispiel 8.1

Der Fachbereich Elektrotechnik einer grofien Hochschule startet eine
Umfrage unter seinen ehemaligen Studenten, welche in den letzten fiinf
Jahren ihren Abschluf} erreicht hatten.

(i) Wieviele Monate dauerte es vom Erwerb Ihres Abschlusses bis zu
Threr ersten Anstellung?

(ii) Sind Sie

selbstdndig erwerbstétig,

e an einem Hochschul- oder Forschungsinstitut,
e in einem grofien (n > 200) Unternehmen,
e in einem mittelgrofien (30 < n < 200) Unternehmen,
e in einer kleinen Firma (n < 30),
e noch ohne Anstellung?
(iii) Wie schitzen Sie Ihr Gehalt im Vergleich zu Informatikern in
Threm oder in einem vergleichbaren Unternehmen ein?
e besser,
e etwa gleich oder
e niedriger?

Die Umfrage hat zum Ziel, ein Berufsbild der Elektrotechniker zu zeich-
nen. Die gestellten Fragen beziehen sich dabei auf unterschiedliche

GroBen:
(i) Quantitatives Merkmal X3
(ii) Qualitatives Merkmal X5
(iii) Rangmerkmal X3

Quantitative Merkmale werden weiterhin unterschieden in

e Diskrete Merkmale (Frage (i) des Beispiels)
e Stetige Merkmale (Zeit, Linge, Fléche, etc.)

Aufgabe der deskriptiven (= beschreibenden) Statistik ist es, Daten in
eine tibersichtliche Form zu bringen, sie auch graphisch aufzubereiten.

Induktive Statistik

Hier soll eine Verbindung hergestellt werden zwischen der bis jetzt
entwickelten Theorie (der Wahrscheinlichkeit) und der Wirklichkeit.
Dabei stellt man die folgenden Fragen:

(i) Wie lassen sich ,,Zufallsbereiche“ definieren? Diese erhélt man aus
einer bekannten Grundgesamtheit dadurch, dal man ihr Stich-
proben entnimmt und bestimmte Stichprobenkenngréfien bildet.
Dann fragt man nach Bereichen, in denen diese Stichproben-
kenngréBen mit einer festgelegten Wahrscheinlichkeit (der sta-
tistischen Sicherheit) auftreten werden (direkter Schluf).
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(ii) Welche Schliisse lassen sich von einer Stichprobe auf die zugehori-
ge Grundgesamtheit ziehen (indirekter Schluf})?

(iii) Welche Zuverldssigkeit besitzen solche Schliisse?

Zu (i) Beispiel fiir die Festlegung eines Zufallsbereiches:
Anhand einer erfolgten Wahl sollen fiir die n&chste Wahl
Stimmbezirke bestimmt werden, in denen das erzielte Ergeb-
nis mit dem Gesamtergebnis in bezug auf moglichst viele De-
terminanten iibereinstimmte, sog. , repriasentative” Stimmbe-
zirke.

Zu (ii) Beispiel fiir eine Parameterschitzung:

Ein Politiker méchte die Chancen seiner Wiederwahl an Hand
einer Meinungsumfrage unter hundert zuféllig ausgesuchten
Wiéhlern ermitteln (Schétzen des Erwartungswertes).

Zu (iii) Beispiel fiir einen Hypothesentest:
Ein 100-maliges Werfen einer Miinze liefert die statistische

Hypothese
1
P(Kopf) = P(Wappen) = 3

Wie sicher ist dieser ,,Schluf3“?

Zusammenfassung

Ziel der deskriptiven Statistik:

Vorhandene Daten sollen in eine iibersichtliche Form gebracht und auf gemein-
same Merkmale hin untersucht und angeordnet werden.

beschreiben ——  deskriptive Statistik

Ziel der induktiven Statistik:

Aus der Beobachtung und Auswertung eines relativ kleinen Teiles (Stichprobe)
einer groflen Menge (Grundgesamtheit) von Daten soll auf GesetzméBigkeiten
geschlossen werden, welche dann auch in der groen Menge gelten (sollen!).

schlieBen —— induktive Statistik

8.2 Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Die Statistik fafit Daten zu sinnvollen Groflen zusammen und ermittelt Para-
meter, aus denen sich mit den Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung Vor-
aussagen fiir Ergebnisse zukiinftiger Versuche ableiten lassen, vgl. die Ubersicht
in den Tabellen 8.1 und 8.2.
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Rohdaten Zufallsvariable
i} Schritt 1:

Stichprobe Art der Verteilung
1 —

geordnete Stichprobe Erwartungswert

!

Mittelwert Statistik Varianz der Verteilung

empirische Varianz
emp. Standardabweichung Standardabweichung

Tabelle 8.1: Von den Daten zur theoretischen Verteilung

Zufallsvariable Berechnung von
Schritt 2:
Art der Verteilung Wahrscheinlichkeiten
—
Erwartungswert zukiinftig eintretender
Wahrscheinlich-
Varianz der Verteilung Ereignisse dieser
keitsrechnung
Standardabweichung Art von Versuchen

Tabelle 8.2: Von der Verteilung zu Wahrscheinlichkeiten
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Deskriptive Statistik

9.1

Stichprobe und Grundgesamtheit

Definition 9.1

(i)

(iii)

Grundgesamtheit

Eine Menge (2 von Elementen, welche hinsichtlich eines bestimmten Merk-
mals untersucht werden soll. Das interessierende Merkmal wird dabei
durch eine Zufallsvariable X beschrieben.

Stichprobe

Darunter versteht man jede Teilmenge einer Grundgesamtheit. Eine nach
dem Zufallsprinzip herausgegriffene Teilmenge von n Elementen heifit eine
Zufallsstichprobe vom Umfang n.

Die beobachteten Merkmalswerte 1, ..., z, der n Elemente einer Stich-
probe sind Realisierungen einer Zufallsvariable X und heiflen Stichproben-
werte. Man beachte, dafl diese Stichprobenwerte x; oder, wie man auch
sagt, die Merkmalsauspragungen, nicht alle verschieden sein miissen.

verzerrt, unverzerrt (biased sample)

Eine Stichprobe heifit verzerrt, wenn ihr Zustandekommen vom untersuch-
ten Merkmal selbst abhéngt.
Beispiel

Die Meinung der Bevélkerung in bezug auf die Politik der SPD wird an-
hand einer Zufallsstichprobe ermittelt, welche aus den Mitgliedern einer
Parteiversammlung der CDU gebildet wird. Hier ist die Grundgesamtheit
schon vorsortiert.

Haben alle Elemente der Grundgesamtheit die gleiche Chance, ausgewéhlt
zu werden, so heiffit die Stichprobe unverzerrt.
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(iv)

(vii)

représentative Stichprobe

Der Begriff ,reprisentative Stichprobe“ nimmt den Zufall schon etwas
an die Leine; hier wird das Terrain der Mathematik ein wenig verlassen,
da die Stichprobe absichtlich im Hinblick auf das Zustandekommen ih-
res Ergebnisses ausgewéhlt wird. Mit reprédsentativen Stichproben wird
insbesondere in der empirischen Sozialforschung gearbeitet.

Beispiel

Vor der Durchfiihrung der Befragung einer Stichprobe von Personen in
bezug auf ihre Meinung zur Arbeitsmarktpolitik der Regierung wird eine
Vorauswahl getroffen anhand von

o Alter
e Wohnsitz

e Beruf

o 777

Fiir z € R sei g(z) die Anzahl derjenigen Werte in einer Stichprobe vom
Umfang n, welche gleich x sind. Es gilt also

g(x) #0 — x€{ry,...,on}

g(z) heiBt absolute Héufigkeit von z, und h(z) := 1 . g(z) heifit relative
Haufigkeit von x. Die dadurch definierte Funktion h : R — R heif3t Hiufig-
keitsfunktion oder empirische Dichte des Merkmals X bei der Stichprobe

{.731, oo ,l‘n}.

Fir x € R sei G(z) die Anzahl derjenigen Werte in einer Stichprobe
vom Umfang n, welche kleiner oder gleich = sind. G(z) heifit absolute
Summenhéufigkeit von z, und die Grofie H(z) := 1 - G(z) heiit rela-
tive Summenhéufigkeit an der Stelle z. Die dadurch definierte Funktion
H : R — R heifit empirische Verteilungsfunktion des Merkmals X bei der
Stichprobe {z1,...,x,}. Es handelt sich dabei um eine monoton steigende
Treppenfunktion, jeder Stichprobenwert z; ist eine Sprungstelle von H.

Beispiel
Gegeben sei die Grundgesamtheit 2 := {1,2,...,10} und die Stichprobe
A:=A{z,...,z7} mit 1 =23 =25 =27 =1, x9 = 2,24 = 4 und 24 = 6.

Dann gelten:

4 , =1, 1 z=1,
1, z=2, 1, z=2
g(z) =< 1 | x=4, h(z) =4 % , z=4,
1 , =6, i, z=6,
0 , sonst 0 , sonst
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0, <1, 0, =<1,
4, 1<z<?2, 1, 1<z<2,
glx) =< 5 , 2<x<A4, G(z) =4 2 , 2<z <4,
6 , 4<x<6, S, 4<z<s,
7T, 6z 1, 65z

Tabelle 9.1 liefert eine Ubersicht iiber die Zusammenhinge zwischen Griofen
der Wahrscheinlichkeitstheorie und solchen der empirischen Statistik.

Gruppierung der Stichprobenwerte in Klassen

Bei umfangreichen Stichproben mit vielen verschiedenen Werten gruppiert man
diese zweckméfBigerweise in sog. Klassen.

(i)

Die Stichprobe wird geordnet, und es werden ihr kleinster und ihr gréfiter
Wert Zmin und xmax bestimmt. Dadurch wird ein Intervall Z definiert, in
dem alle Stichprobenwerte liegen.

Das Intervall Z wird in k Teilintervalle AZ der gleichen Breite Az zerlegt
(sog. Klassen gleicher Breite).

Die Mitte Z; eines jeden Klassenintervalles AZ heifit Klassenmitte. Die
Einteilung sollte dabei so gewéhlt werden, dafl die Klassenmitten durch
moglichst einfache Zahlen (z. B. ganze Zahlen) charakterisiert werden.

Féllt ein Stichprobenwert in einen der beiden Randpunkte einer Klasse,
so zdhlt man ihn je zur Hélfte den beiden angrenzenden Klassen zu.

Wenn man iiber den Klassen Rechtecke gleicher Breite Ax = Ax; errichtet,
deren Hohen den relativen Klassenhéufigkeiten entsprechen, so entsteht
ein sog. Histogramm, s. Abb. 9.1. Die Fliacheninhalte der Rechtecke sind
dann den relativen Klassenhéufigkeiten proportional.

y fz)

Abbildung 9.1: Histogramm einer gruppierten Stichprobe
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Wahrscheinlichkeitstheorie

empirische Statistik

Ergebnismenge ()

Ereignis A C Q

Zufallsvariable X

W(X) : Realisierungen von X

Dichtefunktion fx

Verteilungsfunktion Fx

Fx(z)= > [fx(®)
{iwi<z}

Erwartungswert u = E(X)

E(X) =i fx (@)

Varianz 02 = V(X)
V(X) = 22 — p)* fx ()

(2

Grundgesamtheit (2
Stichprobe A C )
Merkmal X
Stichprobenwerte x1, ..., x,
relative Haufigkeit h
empirische Verteilungsfunktion H
H(z)= > h(x)
{i:x; <z}

(empirischer) Mittelwert =

=1
oder
A2 1 < 2
Sx = P Z:l(xz — x)
1=

Tabelle 9.1: Ubericht iiber wahrscheinlichkeitstheoretische - und statistische

Grofien
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9.2 Statistische Parameter

Jede Stichprobe 148t sich durch ihre Haufigkeitsverteilung vollsténdig beschrei-
ben, also entweder durch ihre

e empirische Dichtefunktion h oder

e empirische Verteilungsfunktion H.

Man kann eine Stichprobe aber auch durch bestimmte statistische Kennwerte
(auch MaBzahlen genannt) charakterisieren, wenn auch, wie schon bei manchen
Zufallsvariablen, in unvollstdndiger Weise. In diesem Zusammenhang spricht
man von empirischen Kennwerten, im Unterschied zu den Kennwerten einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung. Diese Kennwerte sollen dariiber Auskunft geben,
wo die ,Mitte“ der beobachteten Werte ist und wie grofl der Bereich ist, iiber
den sich die Werte ,,im wesentlichen® erstrecken.

9.2.1 Mittelwert

Definition 9.2

Seien n € N und A := {z1,...,x,} eine Stichprobe, also A eine Stichprobe vom
Umfang n.

(i) Die Grofe
_ 1 ¢
xr = ﬁ Z_Zl ZT;

heifit arithmetischer Mittelwert der Stichprobe, auch Stichprobenmittel.

(ii) Ordnet man die Werte der Stichprobe der Gréfle nach, so heifit die ent-
stehende Zahlenreihe

x(l), ey .CL‘(n)
mit z(p) < ... < z(,) die zugehdrige geordnete Stichprobe.
(iii) Die Zahl
T(ni1) , m ungerade
T = 1 2
5 [x(%) + x(%+1)} , n gerade
heilt Median der Stichprobe.

(iv) Falls ein Wert in einer Stichprobe am hiufigsten auftritt, so heifit dieser
Wert Modalwert.

Beispiel 9.1

Kleinwagen haben laut Liste einen durchschnittlichen Benzinverbrauch von
5,51/100 km, Mittelklassewagen einen von 7,51/100 km und Geléindewagen einen
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von 10,51/100 km. Ein Mietwagenhéndler besitze eine Flotte von 100 Kraftfahr-
zeugen, davon 50 Kleinwagen, 30 Mittelklassewagen und 20 Geldndewagen. Je
nach Wahl des Durchschnittswertes hat diese Flotte einen unterschiedlichen
Benzinverbrauch:

(i) arithmetischer Mittelwert: Verbrauch auf 100 km: 7,11
(ii) Median: Verbrauch auf 100 km: 6,51
(iii) Modalwert: Verbrauch auf 100 km: 5,51

Je nachdem, ob man in einer Argumentation an einem hohen oder niedrigen
Benzinverbrauch interessiert ist, zieht man dann den einen oder anderen Mit-
telwert zu Rate.

Bemerkung

(i) Stichprobenmittelwert, Median oder Modalwert geben Auskunft iiber die
Lage der beobachteten Werte auf der Zahlengerade. Sie heilen daher auch
Lageparameter. Der Median ,teilt“ eine geordnete Stichprobe in zwei
gleich umfangreiche Teile, so daf sich links von ihm genauso viele Stich-
probenwerte befinden wie rechts von ihm.

(ii) Jeder der drei Parameter hat eine gewisse Optimalititseigenschaft. Sie er-
geben sich aus der Forderung, die Stichprobe ,optimal“ durch eine einzige
Zahl zu représentieren. Ein solcher Reprisentant sollte also ,,moglichst
nahe®“ an allen z; gleichzeitig liegen.

(iii) Der Median Z minimiert die Summe der betragsméfiigen Abweichungen
von den Werten x; der Stichprobe:

n
T = mln{2|ml—m|}
zeR (4
=1

(iv) Das Stichprobenmittel Z minimiert die Summe der quadratischen Abwei-
chungen von den Werten z; der Stichprobe:

T = ;Iélﬁl{Z(l‘l—x)Q}

i=1

Aufgabe

Man beweise Teil (iv) der voranstehenden Bemerkung durch eine Extremwert-
berechnung.
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9.2.2 Empirische Varianz und Standardabweichung

Empirische Verteilungen mit demselben Mittelwert kénnen vollig verschieden
aussehen. Daher reicht die Angabe des Mittelwertes & zur Charakterisierung
der Haufigkeitsverteilung allein nicht aus. Da die einzelnen Stichprobenwerte x;
um ihren Mittelwert  — ihren Schwerpunkt — streuen, benttigt man noch ein
geeignetes Streuungsmaf, welches die Grofle ,aller® dieser Abweichungen mifit.

Definition 9.3

Seien n € N und A := {z1,...,x,} eine Stichprobe, also A eine Stichprobe vom
Umfang n.

(i) Die Spannweite der Stichprobe ist die Differenz zwischen gréfitem und
kleinstem Wert:

vt e = e m

(ii) Die Zahl

1 n
2 . =\2
i Z(xz—ac)
=1
heifit Varianz der Stichprobe, auch empirische Varianz.

(iii) Die Zahl

1
N L 7)2
Sy = n—1 E (:CZ .%')

=1

heifit Stichprobenstreuung oder Standardabweichung der Stichprobe.

Bemerkung

(i) Die eben genannten Parameter geben Auskunft dariiber, wie sehr die
Stichprobenwerte um ihr Zentrum ,,streuen®, sie heiflen daher auch Streu-
ungsparameter.

(ii) Die Stichprobenstreuung s, hat gegeniiber der Stichprobenvarianz s den
Vorteil, dafl sie dieselbe Einheit wie die beobachtete Grofle selbst hat.

(iii) Die Stichprobenvarianz s2 ist bei festem Stichprobenmittel Z eine Funk-
tion von n — 1 Variablen: z. B. 148t sich x,, aus der Gleichung

n
E T, = n-T
i=1

ausrechnen und in den Ausdruck fiir s2 einsetzen. Dies ist eine (die
schwichere) Erklarung fiir den Faktor ﬁ anstelle von %, die andere ist
die Erwartungstreue der Varianz.
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(iv) Alle Werte der Stichprobe liegen im Intervall
I .= [i—\/n—l-sx, a’:—i—\/n—l'sx},

denn fiir jedes k € {1,...,n} folgt

n

() < Y (@i—2)” = (n—1)-5

i=1
— T—vn—1-5; < xp < x+vVn—1-s,.

Dies zeigt deutlich, wie die Stichprobenstreuung die ,,Ausdehnung“ der
Stichprobenwerte 1, ..., x, auf der Zahlengerade beschreibt.

Dieses mit Hilfe von s, angegebene Intervall ist jedoch i.a. viel grofler
als die Stichprobenspannweite v angibt. Das kommt daher, dafl obige In-
tervallabschétzung fiir alle Stichproben mit dem Mittelwert £ und der
Standardabweichung s, gilt und daher sehr grofiziigig ausfallt, wihrend
die Spannweite selbst an Hand einer speziellen Stichprobe ermittelt wird.

(v) Zur praktischen Berechnung der (empirischen) Varianz ist, wie bei Zu-
fallsvariablen auch, der Satz von Steiner oft besser geeignet:

1 n
592C e <;xf — n-:iQ).

Stichprobenmittelwert und Stichprobenvarianz sind Niherungswerte fiir die ih-
nen zugeordneten theoretischen Analoga Erwartungswert und Varianz einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung. Es ist eine zentrale Aufgabe der induktiven Sta-
tistik zu berechnen, wie gut diese Nidherungswerte (Schitzwerte) quantitativ
sind.
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Kapitel 10

Induktive Statistik

10.1 Statistische Schitzverfahren

10.1.1 Problemstellung

Betrachtet wird eine Grundgesamtheit €2 hinsichtlich eines bestimmten Merk-
mals X. Diese Grundgesamtheit ist durch die Dichtefunktion fx oder die Ver-
teilungsfunktion Fx der entsprechenden Zufallsvariable X vollsténdig charak-
terisiert.

Nun sei die Verteilungsfunktion von der Art her zwar bekannt, enthalte jedoch
noch unbekannte Parameter. Beispielsweise liege eine Normalverteilung vor,
deren bestimmende Parameter ¢ und ¢ noch unbekannt seien.

Dann ergeben sich die folgenden Fragen:

1. Wie erhilt man auf der Basis einer konkreten Stichprobe Schitz- oder Nihe-
rungswerte fiir diese unbekannten Parameter?

2. Wie genau und wie sicher sind solche Schitzwerte?

Die Beantwortung der ersten Frage fiihrt auf sog. Schétzfunktionen, mit de-
ren Hilfe sich Schétzwerte fiir die unbekannten Parameter einer Verteilung er-
mitteln lassen. Daher bezeichnet man diese Art der Schitzung auch als eine
Punktschétzung.

Die Beantwortung der zweiten Frage fithrt zu sog. Konfidenz- oder Vertrauens-
intervallen. Diese sind durch Stichprobenuntersuchungen bestimmte Intervalle,
die einen oder mehrere unbekannte Parameter der Verteilung mit einer vor-
gegebenen Wahrscheinlichkeit {iberdecken. Man spricht daher hier von einer
Intervall- oder Bereichsschitzung.
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10.1.2 Schétz- und Stichprobenfunktionen

Beispiel 10.1

Beim radioaktiven Zerfall eines bestimmten chemischen Elementes zerfallen die
einzelnen Atomkerne ungeordnet und unabhéngig voneinander, eine definitive
Aussage dariiber, wann ein bestimmter Atomkern zerfillt, ist nicht moglich.

Die diskrete Zufallsvariable

X ;<= Anzahl der Atomkerne, die in einem

bestimmten Zeitintervall zerfallen

geniigt einer Poisson-Verteilung mit der Dichtefunktion
flz) = P(X=2) = —-e ¥ (x € IN).

Der dabei unbekannte Parameter p in dieser Verteilung ist der Erwartungs-
wert von X und gibt an, wieviele Atomkerne ,,im Mittel“ (Was versteht man
darunter?) in dem gewihlten Zeitintervall zerfallen. Es liegt dann nahe, den
arithmetischen Mittelwert T einer konkreten Stichprobe als einen Schitzwert
fiir p heranzuziehen:

/_L%:Z’: =

n
ri+x2+...+xy
E Tr; — .
- n

=1

Problem

Warum den arithmetischen Mittelwert und nicht einen anderen, beispielsweise
den Median oder den Modalwert? Weiterhin mufl ein Kriterium definiert
werden, wann ein Verfahren zur Gewinnung eines Schétzwertes fiir einen
Parameter als ,,optimal“ angesehen werden kann.

Situation

X sei eine (diskrete oder kontinuierliche) Zufallsvariable, deren Art der Vertei-
lung (Normalverteilung, Poisson-Verteilung, etc.) bekannt sei, etwa dadurch,
dafl man die zugehorige Dichtefunktion fx(-,#) kennt, welche von einem ein-
oder mehrdimensionalen Parameter 6 abhéingt.

Ziel
Durch Analyse einer Stichprobe fiir X will man Aufschluf} iiber den konkreten
Wert von 6 erhalten.

Das aktuelle ,Experiment“, welches auf die Zufallsvariable X fiihrt, werde n-
mal unabhéngig voneinander wiederholt; beispielsweise das n-malige Werfen
einer Miinze. Die Stichprobe fiir X bestehe somit aus einer Mefireihe x1, ...,y
von Daten.
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Jeder der Werte z; lafit sich auffassen als Beobachtung (Realisierung) einer
Zufallsvariable X; (i € {1,...,n}), welche den Ausgang der i-ten Beobachtung
beschreibt. Somit ist jedes X; eine Art ,Kopie“ von X und besitzt dieselbe
Verteilung. Die X; heiflen Stichprobenvariable fiir X und bilden ein n-Tupel
von unabhéngigen Zufallsvariablen, also einen n-dimensionalen Zufallsvektor

X1
Xn
Diejenigen n-Tupel, die man beobachten kann, also beispielsweise das Tupel
(x1,...,Ty), bilden die Elementarereignisse desjenigen Versuchs, der in der Ent-
nahme der aktuellen Stichprobe besteht. Ein Schétzwert 6 fiir den unbekannten
Parameter 6 wird somit dadurch gewonnen, dal man die jeweiligen Realisierun-

gen x; der Zufallsvariable X;, welche sich aufgrund einer konkreten Stichprobe
ergeben, als Variable in eine geeignete Funktion einsetzt.

Definition 10.1

Seien n € IN (Stichprobenumfang) und X := (X; ... X,)7 ein n-dimensionaler
Zufallsvektor, dessen Komponenten aus Zufallsvariablen mit derselben Vertei-
lung bestehen.

(i) Ein beliebiger Term T'(X1, ..., X,) der Variablen Xi,..., X, heifit eine
Statistik.

(ii) Betrachtet man die X; als reelle Variable in einer geeigneten Menge
D C R", so liefert der Term T'(X7, ..., X,) eine Funktion

T: R">2D — RA (d > 1 geeignet),

welche als Funktion von Zufallsvariablen selbst eine Zufallsvariable ist und
Stichprobenfunktion heifit.

(iii) Sei W C R der gemeinsame Wertebereich aller ,,identischen“ Zufallsvaria-
blen X; und sei D := W". Ein Schiitzwert 0 fiir den unbekannten Parame-
ter 6 ist die Auswertung der Stichprobenfunktion 7" auf den Werten einer
konkreten Stichprobe:

T : D =W — © CR¢

(X1,...,2p) —  T(x1,...,2,) =:0.

(iv) Eine Stichprobenfunktion zur Ermittelung des Schitzwertes 0 fiir einen
Parameter 6 heifit Schatzfunktion, Schitzvariable oder Schétzer.

Im folgenden sollen zwei Schatzfunktionen untersucht werden, mit Hilfe derer
sich die unbekannten Parameter u = F(X) (Erwartungswert) und o2 = V(X)
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(Varianz) einer Verteilung mit Hilfe einer Stichprobe schétzen lassen. Insbeson-
dere fiir eine Normalverteilung sind dieses die beiden wichtigsten Schétzfunk-
tionen.

Beispiel 10.2

Sei X eine Zufallsvariable mit dem unbekanntem Erwartungswert p := E(X)
und der unbekannten Varianz o2 := V(X).

(i) Schétzwert fiir den Erwartungswert p = E(X):

1
Stichprobenmittelwert T = —in

(ii) Schitzwert fiir die Varianz o2 = V(X):

1
Stichprobenvarianz §% = = Z(xl —z)?

Definition 10.2

(i) Jeder Wert z; ist ein beobachteter Wert der Zufallsvariable X;, daher ist
Z ein beobachteter Wert der aus den X; abgeleiteten Zufallsvariable

1 n
X = N\(Xy,...,X,) = EZXZ»,
=1

welche ebenfalls als Stichprobenmittel bezeichnet wird.

(ii) Die Stichprobenvarianz

=1

ist ein beobachteter Wert der Zufallsvariable

§? = T(Xy,.. ., Xp) = =) (X - X)?,

welche ebenfalls als Stichprobenvarianz bezeichnet wird.

Problem

Diese beiden Schéatzfunktionen sind anhand von Schétzwerten, welche man
schlieBlich aus ihnen erzeugen will, konstruiert worden. Es ist noch nicht be-
kannt, wie gut die Werte prinzipiell sind, welche sie liefern, wenn jeweils eine
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konkrete Stichprobe als Argument eingesetzt wird. Gibt es beispielsweise syste-
matische Abweichungen zu den wahren, hier aber noch unbekannten Parame-
tern = E(X) und o2 = V(X)?

Definition 10.3

Sei T eine Schétzfunktion (Schétzer) fiir den unbekannten Parameter 6 einer
Zufallsvariable X.

(i) T heiBt erwartungstreu <= E(T)=26.

Eine erwartungstreue Schétzung enthélt keinen systematischen Fehler,
d.h. ihr Erwartungswert — der Schwerpunkt der Verteilung — stimmt mit
dem zu schétzenden Parameter iiberein.

(ii) T heiBt asymptotisch erwartungstreu :<=  lim E(T) = 0;

n—oo

hierbei bedeutet n den Stichprobenumfang.

(iii) T heiit konsistent, wenn T fiir n — oo in Wahrscheinlichkeit gegen 6
konvergiert oder die Folge {T(X)}nen dem schwachen Gesetz der groflen
Zahlen unterliegt, genauer:

N Plw: IT(X)(w) -0l >¢}) — 0;

£>0 (n—00)
hierbei bedeutet n wieder den Stichprobenumfang. Kurzschreibweise:

N\ P(T-0>¢) — 0

£>0 (n—00)

(iv) T heifit effizient, wenn gilt:

(a) T ist erwartungstreu.

(b) Fiir 6 gibt es keine andere erwartungstreue Schitzfunktion mit kleine-
rer Varianz, d.h. jede andere erwartungstreue Schitzfunktion 7 erfiillt
die Bedingung V(T') < V(T).

Die Schitzung eines unbekannten Parameters 6 erfolgt also mit einer geeigneten
Stichprobenfunktion, die in diesem Zusammenhang als Schétzfunktion fiir den
Parameter 6 fungiert. Sie wird als ,,optimal“ betrachtet, wenn sie die oben
genannten Kriterien erfiillt.

Satz 10.1

Sei X eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert ;1 = E(X) und der Varianz
o? =V (X).

(i) Die Schitzfunktion

1
X = Ti(Xy,...,X,) = EZXi

fiir den Erwartungswert ist erwartungstreu, konsistent und effizient.
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(ii) Die Schitzfunktion
. 1 _
S? = Th(Xy,...,X,) = — X, — X)?
2( 1 ) ) nZ( )

fiir die Varianz ist nicht erwartungstreu.

(iii) Die Schétzfunktion

S? = Ty(Xy,...,X,) = n_I;(Xi—X)2
fiir die Varianz ist erwartungstreu.
Beweis
(i) (a) Erwartungstreue
B - (2 x) = IS e = Lameo - B
n (E linear) 7 = n

(b) Konsistenz

Die Behauptung ist gerade das schwache Gesetz der groflen Zahlen
fiir identisch verteilte Zufallsvariablen, welches in Kapitel 6 fiir den
Spezialfall von binomialverteilten Zufallsvariablen bewiesen worden
ist (Beispiel 6.3):

A P(‘:LZ”:XiE(X))>e) — 0 (n — o),
i=1

e>0

d.h. Konvergenz in Wahrscheinlichkeit von
1 n
- g X; — EX) (n — o0).
n
i=1

(c) Effizienz
Cramér-Rao Ungleichung

n

(i) (1) Mit X = 1 3 X; folgt

=1
V(X) = V(;Z:X) - ?;V(Z:X) = nlzéV(Xi)
= L V(X) = V(X),

da sich die Varianzen voneinander unabhéngiger Zufallsvariablen ad-
dieren! und sich bei der Varianz ein konstanter Faktor als Quadrat
herausziehen 148t.

'Fiir beliebige Zufallsvariablen X und Y gilt
VIX+Y) = V(X)+V(Y) + 2-Cov(X,Y),
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n _
(2) Sei p= E(X), dann ist mit » X; =nX:
i=1

X=X = ) (K- -2> (Xi— (X —p) + ) (X —p)?
=1 =1 =1 =1
= > (Xi—p® =2 (X —p)* + n(X - p)’
=1
= D (Xi—p)? —n(X —p)?
i=1

mit der sog. Kovarianz von X und Y. Sie ist definiert durch

Cou(X,Y) = E [X — B(X)]-[Y - E(Y)] = E(X-Y) — E(X) E(Y).

Zum Beweis der letzten Gleichung multipliziere man aus und wende die Regeln fiir das Rechnen
mit Erwartungswerten an.

Aus der letzten Beziehung erkennt man, daf3 die Kovarianz fiir unabhéngige Zufallsvariablen
verschwindet, denn fiir die Erwartungswerte unabhéngiger Zufallsvariablen gilt die Bezichung

E(X-Y) = E(X)-E(Y).

Damit wird die Additionsregel fiir die Varianz zu

VIX+Y) = V(X) + V(Y).

Die Kovarianz zweier Zufallsvariablen kann als ein Maf§ fiir die ,,Stdrke ihrer Abhéngigkeit*
bezeichnet werdeen. Da der Wert von Cov(X,Y) jedoch vom verwendeten Maflstab abhéngt,
verwendet man als solches Mafl besser den normierten Ausdruck

den man als Korrelationskoeffizienten von X und Y bezeichnet.
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folgt daraus
B(S*) = E(ii(}g—)‘(ﬁ)
=1
= ZFE n(Xi—X)Q
P 7)
_ 1 v 2 - Y
5 P ) s )
= SR - p)?) - B(K - )
v V(%)
VX)=V(X)] = Lon-V(X) - V(X)

3

n—1

—V(X) < V(X)

(iii) Damit ist 52 keine erwartungstreue Schitzfunktion fiir die Varianz V(X).
Aus dem letzten Ergebnis folgt jedoch wegen der Linearitit des Erwar-
tungswertes die Aussage

E(S*) =

=1
n &2
n—lE(S)
n n—1
. X
n—1 n VI )
V(X),

also die Erwartungstreue der Schitzfunktion S2. Diese Schitzfunktion ist
im tibrigen auch konsistent.

Ergebnis

Fiir den Erwartungswert = F(X) und die Varianz 02 = V(X) einer Zufalls-
variable X liegen damit jeweils eine erwartungstreue und konsistente Schétz-

funktion vor:

Schétzfunktion fiir p = F(X):

1
X = Ti(Xy,...,X,) = gZXi
=1
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€Ty ‘ T ‘ xT9 ‘ e ‘ In

|
P(X =) = f(xi;0) ” f(z1;0) , f(332;9), ,f(wn;H)

Tabelle 10.1: Wahrscheinlichkeitstabelle fiir n Stichprobenwerte

Schétzfunktion fiir 02 = V(X):

1 _
2 ._ _ )2
§* = Ty(Xn,.., Xa) = —— E'_lj(xz X)

10.1.3 Maximum-Likelihood-Methode

Es gibt eine Reihe von Verfahren zur Gewinnung von Schéatzfunktionen fiir die
unbekannten Parameter einer Wahrscheinlichkeitsverteilung. Das wohl bedeu-
tendste ist die sog. Maximum-Likelihood-Methode.

10.1.3.1 Beschreibung des Verfahrens

(1) X sei eine Zufallsvariable, deren Wahrscheinlichkeitsfunktion f(-) noch
einen unbekannten Parameter 6 enthalte. Dieser Parameter soll aus ei-
ner Zufallsstichprobe mit n voneinander unabhéngigen Stichprobenwerten
T1,...,Ty geschitzt werden; es liegt somit der in Tabelle 10.1 beschriebene
Sachverhalt vor.

(2) Die Stichprobenwerte sind voneinander unabhéngig. Damit ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, gerade diese Stichprobe zu erhalten, also eine Stichpro-
be zu erhalten, die gerade aus den vorliegenden Werten z1, ..., z, besteht,
gegeben durch

n

L(Z0) = f(@1;0) ...« f(zn;0) = ] f(@i:0). (10.1)

=1

Diese Funktion L ist bei festem 6 eine Funktion der n Variablen x; oder,
die Rollen von x; und 6 vertauscht, bei festen Stichprobenwerten x1,...,z,
eine Funktion von 6.

Definition 10.4

Die Funktion L, bei festem & = (x1,...,z,) als Funktion von 6 aufgefafit,
heifit Likelihood-Funktion der Stichprobenwerte.

(3) Die Maximum-Likelihood-Methode ist nun durch die etwas vage Aussicht
motiviert, daf} ein Ereignis, welches beobachtet wird, d.h. fiir welches die Zu-
fallsvariable X die Werte x1, ..., x, der vorliegenden Stichprobe annimmt,
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gerade durch einen solchen Wert fiir den Parameter 6 beschrieben wird, der
die Wahrscheinlichkeit L(Z;6) fiir sein Eintreten moglichst grof§ macht.

Definition 10.5

(i) Bin Maximum-Likelihood-Schiitzwert (kurz: ML-Schéiitzwert) 6 ist ein
Wert fiir den unbekannten Parameter 6 einer Wahrscheinlichkeitsver-
teilung, fiir den die Likelihood-Funktion in der Parametermenge © ihr
Maximum annimmt:

N\ L(#0) < L(F0).
0cO

(ii) Der Schitzwert g ist natiirlich von Z abhingig. Die zugehérige Zu-
fallsvariable
X — TX) = T(X1,...,Xpn)

heifit Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 0.

Bemerkung

(i)

Die Verwendung der ML-Methode beruht weniger auf der oben beschrie-
benen vagen Motivation als vielmehr auf der guten Qualitit der durch sie
gewonnenen Schétzfunktionen.

Im Falle einer stetigen Zufallsvariable X mufl die Likelihood-Funktion
L(Z;-) mit der entsprechenden stetigen Dichtefunktion f(Z;-) gebildet wer-
den.

Man hat zur Bestimmung eines ML-Schétzwertes 0 bei gegebener Stich-
probe ¥ = x1,...,x, eine Extremwertaufgabe zu losen. Das ist oft mit
den Hilfsmitteln der Analysis moglich.

Aufgrund des in (10.1) auftretenden Produktes ist es technisch oft einfa-
cher, statt L(Z;-) die Funktion In L(Z;-) zu untersuchen, da der Logarith-
mus eines Produktes gleich der Summe der Logarithmen ist.

Aufgabe

Man begriinde, warum L(Z,-) genau dort ein relatives Minimum bzw.
Maximum hat, wo die Funktion In L(Z, -) ein relatives Minimum bzw. Ma-
ximum hat.

Das iibliche Procedere ist daher wie folgt:
a) Man bilde L(Z;-), danach In L(Z; ).

b) Man differenziere In L(Z; -) zweimal nach der Variablen 6.

—_— N~

c) Man setze die erste Ableitung gleich Null (Extremwertaufgabe).

d) Man iiberpriife die erhaltene(n) Nullstelle(n) mit Hilfe der zweiten
Ableitung auf Maximum oder Minimum (Hesse-Matrix bei mehreren
Parametern).

—~
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10.1.3.2 Anwendung des ML-Verfahrens auf spezielle Wahrschein-
lichkeitsverteilungen

Binomialverteilung Eine n-fache Ausfithrung eines Bernoulli-Experimentes
fiihrt zu einer Binomialverteilung mit der Dichtefunktion

<n>]oﬁtq”_fC , v€{0,...,n}

x
0 , sonst

(a) Um den Wert des unbekannten Parameters p — die Erfolgswahrscheinlich-
keit — abzuschétzen, wird der Grundgesamtheit eine Stichprobe {x1,...,z,}
vom Umfang n entnommen. Die Gesamtwahrscheinlichkeit dieser Stichpro-
be ist gegeben durch? — es wird L(p) geschrieben anstelle von L(F,p) —

n

Lp) = [[f@sp) = []p" ¢ xqo13(x)
=1 ]

= =1
P P
= p (i:lmi> .q (nii:1xi> . XQ(J_;)
= P " xo(F) (p € [0,1]).

Dieser Ausdruck ist die Likelihood-Funktion.
(b) Logarithmieren (aus technischen Griinden):
L*(p) = I[L(p)] = Wn[p"* - (1—p)" """ Inxo(7)]

= Inp™ + In(1 —p)" ™ + Inxo(Z)
= nZ-lnp + (n—nZ) -In(1 —p) + Inxo(¥)

(c) Ableitung nach p:

dL*
dp

(p) = nz-

(d) Notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum:

dL* | nx n — nt
dp p 1—p
_ > T
[0,1] n n

2xs bezeichne die sog charakteristische Funktion einer Menge S, d.h.

1, z€8

xs(@) = 0 , sonst ’

Q bezeichne die Eckenmenge des n-dimensionalen Einheitswiirfels, also Q = {0,1}".
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(e) Hinreichende Bedingung fiir ein lokales Extremum:

d2L* nT n —nk
2D =\ ae
dp p (1-p)

also liegt bei p = p ein lokales Maximum vor.

pme (1 -2)

Der so erhaltene Schétzwert p fiir p ist nichts Anderes als die empirisch be-
stimmte relative Haufigkeit p(A) des Ereignisses A, welches in der n-fachen
Ausfithrung des Bernoulli-Experimentes besteht. Die zugehorige Schatzfunk-
tion ist die Stichprobenfunktion

T(X) := %

fiir die binomialverteilte Zufallsvariable

X = Anzahl der Erfolge bei einer n-fachen
Ausfiithrung des Bernoulli-Experimentes

Exponentialverteilung Die Ermittlung einer Schétzfunktion fiir den Para-
meter A einer Exponentialverteilung mit Hilfe des ML-Verfahrens ist Inhalt
einer Hausaufgabe.

Normalverteilung Hier miissen die unbekannten Parameter p und o einer
Normalverteilung mit der Dichtefunktion

1 1 z—pN\2 1 _(@=w)?
. — —3(58)? 2
T, o) = e 2s = ‘e 20
f(@ip.0) Vm o Vm o
anhand einer Stichprobe {x1,...,z,} geschitzt werden.

(a) Likelihood-Funktion:

L(p,o) = H f(zisp,0)

Dieser Ausdruck ist die Likelihood-Funktion, aufgefafit als Funktion von p
n

und o. Zur Abkiirzung werde im folgenden o := >~ (z; — p)? gesetzt, so daf
i=1
die Likelihood-Funktion gegeben ist durch

L(p,0) = (&ﬁ)n-e_z?l’.
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(b) Logarithmieren (aus technischen Griinden):

L*(p,0) = In[L(p,0)]
1 " _ e
N IHK\/ﬁ‘UZ © 202]
] (o)

= Inl — ln(\/%-a)n -

202
!
= —n-ln(\/27r~a) ~ 5,2
1 < )
= —n-(InV2r 4+ Ino) — 252 ;(xz — )
(c) Partielle Ableitungen nach p und o:
oL* 1 O
TM(MU) = —@'ZQ(%—M)'(—U
i=1
1 n
= 'Z(xi — )
i=1
oL 1 g
o) = e = (=207 (i )
i=1
n R
= - ; + g ($z - ,u)2
i=1
o?L* n
3M2 (,M,O') = - g
O°L* 9?L* 2 o
(n,0) = (1:0) = == > (wi—p)
opdo 0ol 0’
o*L* n 3 < )
02 (o) = Y (i — )

(d) Notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum:

OL* ! . 1 « _
B
i=1

[

oL L 2. 1 2
E(M»U) =0 g= Z(% 1)

=1

Die Maximum-Likelihood-Schéitzung fiir den Erwartungswert p fithrt auf
den arithmetischen Mittelwert Z der Stichprobe als Schitzwert, die zu-
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gehorige Schéitzfunktion ist die erwartungstreue Stichprobenfunktion
1 n
X = E;X
1=

Unter Beriicksichtigung des Ergebnisses ji = Z der ersten Gleichung der not-
wendigen Bedingung fithrt die ML-Methode fiir die Varianz o2 mittels der
~ n
zweiten der obigen Gleichung auf den Schitzwert 02 = £ - 3~ (z; — ). Die
i=1
dieser Schétzung zugrundeliegende Maximum-Likelihood-Schétzfunktion

§7 = L3
i=1
ist jedoch nicht erwartungstreu. Sie unterscheidet sich von der erwartungs-
treuen Schétzfunktion

(59 = 103X - X)?
i=1

um den konstanten Faktor ”T_l Es gilt

A -1
(9 = "= . ¢

n

(e) Hinreichende Bedingung fiir ein lokales Extremum:

2 * 27
Gy (1,9) o (1,0
* 2 T %

Hp-(p,0) = (

n
-5 -3 w-a)
= n i:%
- Zl(ml—i) ;@—%-2(%—%)2
1= 1=

also liegt bei
. - . 1 _
==z , 02:52 (x; — T)

ein lokales Maximum vor.

10.1.4 Konfidenzbereiche
10.1.4.1 Vertrauensintervalle und statistische Sicherheit

In den letzten beiden Abschnitten wurde einerseits untersucht, wie man aus
einer konkreten Stichprobe mit Hilfe geeigneter Schitzfunktionen — etwa X
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oder S? — Niherungs- oder Schitzwerte fiir die betreffenden Parameter erhélt,
andererseits, wie man solche Schétzfunktionen denn auch erhalten kann (ML-
Verfahren). Diese sog. Punktschétzungen ermoglichen jedoch keinerlei Aussagen
iiber die Genauigkeit oder Sicherheit einer solchen Schéitzung.

Es liegt daher nahe, anhand einer konkreten Stichprobe ein Intervall [c,, ¢,]
zu bestimmen, welches den unbekannten Parameter 6 enthélt, entweder mit
Sicherheit (7 = 1) oder mit einer Wahrscheinlichkeit v € (0,1), s. Abb. 10.1.

[ | | ~ Zahlengerade
Cy 0 €o

Abbildung 10.1: ,Fixes Vertrauensintervall“ fiir eine Punktschéitzung

Beh. 1

Es existiert kein nichttriviales Intervall Z, welches den unbekannten Parameter
mit Sicherheit, d.h. mit Wahrscheinlichkeit v = 1 enthélt.

Beweis

Absolut sichere Riickschliisse von einer Zufallsstichprobe auf die Grundgesamt-
heit sind grundsétzlich nicht moglich, von Trivialfillen abgesehen (etwa: mit
Wahrscheinlichkeit v = 1 ist der unbekannte Parameter im Intervall (—oo, 00)).

Beh. 2

Es existiert kein nichttriviales Intervall Z, welches den unbekannten Parameter
mit einer Wahrscheinlichkeit v (v € (0,1) geeignet) enthélt.

Beweis

Die Aussage 6 € [cy,co] ist

entweder richtig <= Py <0<¢,) =1
oder falsch <— Ple, <0<¢,) =0,

man weifl es nur nicht. Hier darf man nicht den Grad der Unwissenheit mit
einem Maf} versehen und dieses als Wahrscheinlichkeit — der sog. subjekti-
ven Wahrscheinlichkeit — interpretieren, mit der die Schétzung ,sicher® ist,
sondern mufl von den Daten einer konkreten Stichprobe ausgehen. Der Fall
P(ey <6 < ¢,) = v mit von der jeweiligen Stichprobe festen unabhingigen
Intervallgrenzen ¢, und ¢, ist also nicht moglich, falls man ~ € (0, 1) wéhlt.
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Ausweg

(i)

(i)

Man gibt eine Wahrscheinlichkeit v vor (die sog. Vertrauenswahrschein-
lichkeit) und bestimmt dazu zwei variable Intervallgrenzen ¢, und c,, wel-
che — aufler von v — nur noch von der vorliegenden Stichprobe abhéngen.
Diese beiden Intervallgrenzen schliefen dann den wahren, aber unbekann-
ten Parameter 8 mit der Wahrscheinlichkeit ~ ein:

Pey, <0<¢,) = 7.
Diese beiden variablen Intervallgrenzen erhélt man als Realisierungen
ey = gu(x1,...,Tp)
Co = Go(T1,...,xp)
der beiden Stichprobenfunktionen

O, = gu(le---’Xn)
O, = go(X1,...,Xp)

als deren Auswertung auf einer konkreten Stichprobe vom Umfang n. Diese
Stichprobenfunktionen sind Schétzfunktionen zur Bestimmung der beiden
Intervallgrenzen. Zugleich sind sie natiirlich auch Schéatzfunktionen des
Parameters 6, wenn auch keine sehr guten!

Definition 10.6

(i)

(ii)
(iii)

Das Intervall [c,, ¢,] heiBt Vertrauens- oder Konfidenzintervall.

Die Intervallrandpunkte ¢, und ¢, heiflen Vertrauens- oder Konfidenzgren-
zen.

~ heiflt statistische Sicherheit, Vertrauens- oder Konfidenzniveau.

« := 1 — v heifit Irrtumswahrscheinlichkeit.

Bemerkung

(i)

Das wor einer Stichprobenuntersuchung gewéhlte Konfidenzniveau
v = 1 —«a ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, aus einer konkreten Stichprobe
ein Konfidenzintervall zu erhalten, welches den wahren, aber unbekann-
ten Parameter 8 enthélt. In der Praxis wéhlt man meistens v = 0.95 oder
v =0.99.

Die Konfidenzgrenzen ¢, und ¢, hingen von den Stichprobenwerten
Z1,...,Tyn ab. I.a. verdndern sie sich also mit jeder neuen Stichprobe.
Von 100 Konfidenzintervallen enthalten dann ungefihr v - 100 Interval-
le den wahren Wert, und ungeféhr « - 100 Intervalle enthalten ihn nicht.
M.a.W., in rund v - 100 Féllen wird eine richtige, in rund « - 100 Féllen
eine falsche Entscheidung getroffen.
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(iii) Die Konfidenzgrenzen hingen nicht nur von den Stichprobenwerten
ZT1,...,Tyn ab sondern auch noch vom gewéihlten Konfidenzniveau
v =1 — «. Dabei gilt:

Je grofler v, um so linger werden die Konfidenzintervalle. Ei-
ne grofle statistische Sicherheit wird erkauft durch ein grofies
Konfidenzintervall. Es besteht also ein Gegensatz zwischen der
Schiirfe einer Aussage und der Sicherheit, mit der diese Aussage
getroffen werden kann:

Sichere Aussagen (Aussagen mit einer hohen Wahr-
scheinlichkeit) sind unscharf (groBe Bereiche); scharfe
Aussagen sind unsicher.

Die Lénge [ := ¢, — ¢, des Konfidenzintervalles, also das Maf
fiir die Genauigkeit der Parameterschitzung, verringert sich al-
lerdings mit zunehmendem Stichprobenumfang n.

10.1.4.2 Erwartungswert einer Normalverteilung bei
bekannter Varianz

X sei eine N(u,o?)-verteilte Zufallsvariable, also eine normalverteilte Zufalls-
variable mit dem Erwartungswert E(X) = g und der Varianz V(X) = o2.
In diesem Abschnitt wird vorausgesetzt, dafl die Varianz bekannt, der Er-
wartungswert aber unbekannt ist und anhand einer vorliegenden Stichprobe

geschitzt werden muf.

Ziel

Bestimmung eines Konfidenzintervalles fiir u

Praktische Bedeutung

Bei vielen Mefinstrumenten, Maschinen oder Automaten 143t sich die Varianz
o2 als Geritekonstante ansehen, als eine Art Giite des Geriites. Diese #indert sich
nicht, wenn beispielsweise eine Produktionsmaschine auf eine andere Grofien-
norm fiir die zu produzierenden Teile umgestellt wird. Der Erwartungswert u
wird als neuer Sollwert zwar ebenfalls eingestellt, es ist aber unbekannt, wie gut
er dann tatsichlich eingehalten wird.

Als Schéatzfunktion fiir den Erwartungswert wird die erwartungstreue Stichpro-

benfunktion
_ 1 &
X ==X
et
verwendet.
Beh. 1

X ist N(,u, "—2) - verteilt.

n
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Beweis  (s. auch den Beweis von Satz 10.1, p. 164)

X und die Kopien X; sind unabhingig und N(u, 0?)-verteilt. Eine nichttrivia-
le Linearkombination von unabhingigen normalverteilten Zufallsvariablen ist
wieder normalverteilt?. Fiir den Erwartungswert und die Varianz unabhéingiger
Zufallsvariablen gilt dariiberhinaus (s. Fuinote auf p. 165)

n

E(X) = E(%ZX) = :LZH:E(Xi)
=1

=1

_ %ZE(X) - %nE(X) — B(X),
=1
V(X) = v(%ZXi) %ZV(XJ
=1 i=1
= Lyven = Loven = tve
i=1

Beh. 2

Die zugehorige standardisierte Zufallsvariable

_X-EBEX) X-u
V(X)) o/vn

ist dann standardnormalverteilt, d.h. es gilt

Beweis

Lineare Funktionen von normalverteilten Zufallsvariablen sind normalverteilt,
und die Behauptungen iiber den Erwartungswert und die Varianz ergeben sich
wie folgt, s. auch Satz 6.3, p. 125:

E(Z) = J/i/ﬁ-(E(X)—u) - U/lﬁw—m .

2

I R I o R

3Greiner/Tinhofer: Stochastik fiir Studienanfanger der Informatik, Hanser-Verlag 1996,
Satz 5.4.2, p. 123
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Konstruktion eines Konfidenzintervalles fiir p

(i) Wahl eines Vertrauensniveaus 7. In der Praxis iibliche Werte sind

(i)

(iii)

v =095 =095% oder =099 =099%

Die standardisierte Zufallsvariable Z soll dann mit der gewéhlten Wahr-
scheinlichkeit v = 1 — o einen Wert aus dem symmetrischen Intervall
[—¢, ¢] annehmen, es muf} also gelten:

Unter Verwendung der Definition von Z 148t sich das Intervall darstellen
in der Form

X —p
—c < Z = <
c < a/\/ﬁ_c
—
_ o — g
X—c — < < X C—.
c\/ﬁ_,u,_ +C\/7z

Die Bedingung (ii) lautet also

= g = g
P(X— — < < X —) =1-
c\/ﬁ_u_ +C\/ﬁ «

N———— N————’

Die beiden Zufallsvariablen
O, = gu(X1,...,Xp) = X —c-

O, = go(X1,....Xpn) = X+c-

Slege

sind dabei die noch offen gebliebenen Schitzfunktionen fiir die gesuchten
Vertrauensgrenzen ¢, und c,.

Die Grofle % heifit Standardfehler oder Stichprobenfehler; dieser ist ein
Streuungsmaf fiir die Stichprobenverteilung und demzufolge ein Giitemaf
fiir den berechneten Mittelwert.

Die Berechnung dieser Vertrauensgrenzen erfolgt dann anhand einer kon-
kreten Stichprobe {z1,...,z,} dadurch, dal man den aus ihr berechneten
empirischen Mittelwert Z als Argument in diese Schétzfunktionen einsetzt.
Man erhilt
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(vi)

welches symmetrisch bzgl. des arithmetischen Mittelwertes T der aktuellen
Stichprobe ist, enthélt den wahren, aber unbekannten Erwartungswert
p = E(X) mit der Wahrscheinlichkeit (dem ,, Vertrauen“) - 100 %.

Wie man sieht, 148t sich eine Verkiirzung der Lénge | des Vertrauensin-
tervalles bei Aufrechterhaltung der Vertrauenswahrscheinlichkeit ~ stets
auch dadurch erreichen, dal man den Stichprobenumfang n vergréfert.

Zur Konstante c:

P(cu<u<co):P<f—c~L Si—i—c-i) =1l-a

<p< \/ﬁéu n

Das Problem, ein Konfidenzintervall fiir p zu bestimmen, ist damit zuriick-
gefithrt auf das Problem, die Losung ¢ der Gleichung

P(—c<Z<¢) = ®c) —P(—¢) = 1 -«

zu bestimmen, wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalver-
teilung ist:

1 xX
q)(flf) = \/ﬂ/eétz dt.

Wegen ®(z) =1— ®(—x) (x € R) ist obige Bedingung dquivalent zu

O(c) = -2 = c = <I>_1<1—g),

2 2
¢ ist also das (1 — «/2)-Quantil der Standardnormalverteilung,
s. Abb. 10.2.
f(x)

(10.2)
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Tabelle 10.2: Langenmessung von 12 Verbindungsnieten

Beispiel 10.3

Zwolf Verbindungsniete werden zufillig aus einem Karton ausgewéhlt und ihre
Lénge bestimmt. Es ergebe sich das Ergebnis aus Tabelle 10.2.

Vorausgesetzt wird, dafl diese Stichprobe aus einer bzgl. der Langenmessung
normalverteilten Grundgesamtheit mit der Varianz o? = (2mm)? stammt. Fiir
den unbekannten Erwartungswert p der Verteilung soll ein Vertrauensintervall
zum Vertrauensniveau v = 0.95 = 95 % bestimmt werden.

Konstruktion eines Konfidenzintervalles fiir

(iii)

Das Vertrauensniveau -y ist bereits vorgegeben: v = 0.95.

Bestimmung des Quantils c:

P(-c< Z<¢) = P(c) — P(—c) = ®(c) — [1 — @(c)]
— 20(c) -1 = 0.95

d(c) = 0975 — ¢ = d71(0.975) = 1.960

Mittelwert der Stichprobe:

1 121
T = 122}:@ = 5 mm = 10.083mm
1=
Berechnung der Intervallgrenzen:
o 2mm

. = 1960 - —— = 1.132mm
vn V12

Das Vertrauensintervall lautet dann
Z := [z—k,z+k] = [10.083—1.132, 10.083+1.132] = [8.951, 11.215],

und der unbekannte Erwartungswert p ist mit einer Wahrscheinlichkeit
von v = 0.95 darin enthalten.
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Beispiel 10.4

Einer normalverteilten Grundgesamtheit mit der Varianz ¢? = 25 soll eine

Stichprobe vom Umfang n entnommen werden. Wie grofl muf der Stichproben-
umfang gewihlt werden, damit das Vertrauensintervall fiir den unbekannten
Erwartungswert p bei einem Vertrauensniveau von v = 0.99 héchstens die
Lénge l,.x = 4 besitzt?

Loésung

Die Lénge des Vertrauensintervalles ist gegeben durch [ := 2¢7=, also gilt

2co

AT (s

200)2
lmax ’

Die noch unbekannte Konstante ¢ ist das (1 — «/2)-Quantil der Standardnor-
malverteilung, also gilt mit « =1 —~v = 0.01:

c = @*1(1—%) = 1(0.995) = 2.576.

Damit muf} der gesuchte Stichprobenumfang n mindestens

2co\2 2-2.576-5
s () - (2

’ 41.47
) o-u

lmax

betragen, also n > 42.

Héaufig ist man nicht an einer zweiseitigen Abgrenzung fiir den unbekannten
Erwartungswert interessiert sondern nur an einer einseitigen Abgrenzung nach
unten oder nach oben. Diese Betrachtungen fiithren auf sog. einseitige Konfidenz-
intervalle, und zwar

einseitiges unteres Konfidenzintervall 7, = (—o0, ¢,],

einseitiges oberes Konfidenzintervall ~ Z, = [¢,, 00).

Beispiel 10.5

Das Gewicht eines Waschmittels sei eine N(u,0?)-verteilte Zufallsvariable mit
der Varianz V(X) = o2 = (0.2kg)?. Von einer Tagesproduktion von 20000
Paketen werde eine Stichprobe vom Umfang n = 15 genommen und das Gewicht
eines jeden einzelnen Waschmittelpaketes dieser Stichprobe in kg gemessen.
Man erhalte als Mittelwert dieser Stichprobe den Wert

1 15
T = 152% = ... = 10.05kg.
1=

Man ermittele jeweils ein
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(i) zweiseitiges,
(ii) einseitiges unteres

(iii) einseitiges oberes

95 %-Konfidenzintervall fiir den unbekannten Erwartungswert p.

Loésung

T =100kg , 0=02kg , n=15 , a=0.05

(i) zweiseitiges 95 %-Konfidenzintervall:

X —
P(—CSZ: 'ugc):l—oz

o/\/n
<~
= o = o
P(X— L <u< X 7> -1
c n_,u_ —i—c\/ﬁ «

(6 (0%
Dlc) = 1- < = :<I>‘1<1—f),
(c) 5 c 5
c = <I>*1<1—%) = 1(0.975) = 1.960
Man erhélt
o 0.2
k= c—— = 1.960 —— = 0.1012
vn V15
T2 o — [10.05 — 0.1012, 10.05 +0.1012] = [9.95, 10.15] .

(ii) einseitiges unteres 95 %-Konfidenzintervall:

Einseitige Konfidenzintervalle der Form (—o0, ¢,] oder [¢,, 00) erhélt man,
indem man den Flichenanteil nur auf einer Seite der Normalverteilung
abschneidet, s. Abb. 10.3.

P(—oo<Z:§/?/'g§c) = l—-«
= P(X—c-%g,u<oo) = l—«a

(1 — @)-Quantil ¢ der Standardnormalverteilung:
P(Z<c¢) = &) = 1—«

= c = & '1-a) = ®71(0.95) = 1.645
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Man erhélt
o 0.2
k:=c — = 1645- — = 0.085
Vn V15
0.95 = (—00,10.05+ 0.085] = (—o0,10.135].

(iii) einseitiges oberes 95 %-Konfidenzintervall:

s f(z)

|
T
T

Abbildung 10.3: Unteres Vertrauensintervall bei einer normalverteilten Zufalls-

Cu

variable

P(—ch:X_M <oo> = 11—«
o/\/n
— P(—oo<,u§X—|—c-%) = l—-«a

Wieder muB jetzt das (1 — «)-Quantil ¢ der Standardnormalverteilung
bestimmt werden, was aber schon unter (ii) gemacht worden ist:

P(—c<Z) = 1—- P(Z<—¢)
= 1— ®(—c¢)
= 1-[1-9(c)]
= &) = 1-a

— ¢ = ®'1l-a) = 7095 = 1.645
Man erhéilt somit hier

0.2

o .
ki=c¢c — = 1645-—— = 0.085
vn V15
75 o5 = [10.05 —0.085,00) = [9.965, c0).
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Bemerkung

Die obere Konfidenzgrenze c, des unteren einseitigen Konfidenzintervalles ist
kleiner als die obere Konfidenzgrenze c, des zweiseitigen Konfidenzintervalles.
Analog ist die untere Konfidenzgrenze ¢, des oberen einseitigen Konfidenzin-
tervalles grofler als die untere Konfidenzgrenze ¢, des zweiseitigen Konfidenz-
intervalles, s. Abb. 10.4. Woran liegt das?

unteres Konfidenzintervall -

KT+
o
Q

zweiseitiges Konfidenzintervall f

Cu

Il
o
Q

oberes Konfidenzintervall [
Cu

K+

Abbildung 10.4: Vertrauensintervalle im Vergleich

10.1.4.3 Erwartungswert einer Normalverteilung bei
unbekannter Varianz

X sei eine N(u,o?)-verteilte Zufallsvariable, fiir deren unbekannten Er-
wartungswert u anhand einer konkreten Stichprobe ein Vertrauensintervall
angegeben werden soll.

Problem

Im Gegensatz zum letzten Abschnitt ist hier die Varianz o? = V(X) und

damit die Standardabweichung ¢ unbekannt. Auch diese Gréfien miissen daher
anhand der vorliegenden konkreten Stichprobe geschétzt werden. Wie?

Procedere

(i) Bei der Herleitung eines Vertrauensintervalles fiir den Erwartungswert pu
muf} die bisher verwendete standardnormalverteilte Zufallsvariable
X—pn
Z =
ag/vn
ersetzt werden durch die Zufallsvariable
X-u
S/yn’
hierbei ist S die erwartungstreue Schitzfunktion fiir die unbekannte Stan-
dardabweichung der Grundgesamtheit:

T =

1 _
== R 2
S n—lg(X’ X)2.

Welcher Verteilung geniigt die so modifizierte Zufallsvariable 77
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(ii) Es 148t sich zeigen, dafl die Zufallsvariable

1 & _
Y = ;Z(Xi—X)Z =
=1

einer x2-Verteilung geniigt. Diese hat allerdings nur n — 1 Freiheitsgrade,
da bei festem X = %2?21 X; durch die Abhéngigkeit der n Summanden
X; ein Freiheitsgrad gebunden wird und somit nur n — 1 Zufallsvariablen
frei wahlbar sind. Dann jedoch besitzt die Zufallsvariable

__Z
Y/(n—1)

definitionsgeméf eine t-Verteilung mit n—1 Freiheitsgraden. Nun gilt aber

L _
A 7 o/v/n X —u

T = —_-——e—— — 1 = = - 1 . — .
Y-y v V" SN

3

q

(iii) Die weitere Vorgehensweise bei der Konstruktion eines Konfidenzinterval-
les entspricht der Methode, wie sie im letzten Abschnitt bei bekannter
Varianz verwendet wurde. Hier sind im Unterschied dazu lediglich die
Quantile der entsprechenden t-Verteilung zu verwenden:

P(—c<T<¢) = v=1-«
— Fi(c) — Fi(—c¢) = Fic)— (1 — Ft(c)) = 2F(c)—-1 = 1—-«
— Fy(c) = 1—%,

und die gesuchte Konstante
1 «
Cc = Ft;n—l (1 — 5)

ist das (1 — %)—Quantil der ¢-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden. Sie
heifit auch Student-Faktor. Das Konfidenzintervall fiir den unbekannten
Erwartungswert p hat dann die Gestalt

i—c-%ﬁuﬁf—l—c-% (10.3)

Beispiel 10.6
Die Inhalte von sieben Milchkannen seien wie folgt verteilt, s. Tabelle 10.3.

Unter der Annahme, dafl die Verteilung eine Normalverteilung ist, finde man
ein 95 %-Konfidenzintervall fiir den unbekannten Erwartungswert p.
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1
7
1 7
s = 4= (z—10.0)2 = v0.08 = 0.283

Damit ist das 95 %-Konfidenzintervall fiir den unbekannten Erwartungswert
gegeben durch

Zo95 = [(10.00—0.26)1, (10.00 +0.26)1] = [9.741, 10.261] .

10.1.4.4 Varianz einer Normalverteilung

Ahnlich wie fiir den Erwartungswert y 168t sich auch fiir die Varianz o2 = V(X)
einer normalverteilten Grundgesamtheit anhand einer konkreten Stichprobe ein
Konfidenzintervall bestimmen. Als Schitzfunktion fiir die Varianz wird die er-
wartungstreue Stichprobenfunktion

S? = > (X - X)?

n—1

fiir den Schatzwert
1
§? = — E (z; — T)?

=1

verwendet. Damit wird dann die Zufallsvariable

52

2 =Y = (n— )—
o

gebildet, von der man zeigen kann, daf sie einer y2-Verteilung mit n — 1 Frei-

heitsgraden geniigt.

Die Berechnung eines Konfidenzintervalles erfolgt dabei aus der Bedingung

Plar<x’<e) =7 =1-a
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4 fx2 (JZ‘)

y=1—«

Cc1 C2

Abbildung 10.5: Vertrauensintervall einer y2-verteilten Zufallsvariable

Hierbei wird der Flidchenanteil der Irrtumswahrscheinlichkeit o anteilsméflig
gleich auf beide Seiten der Dichtefunktion verteilt, s. Abb. 10.5.

Fiir die Intervallgrenzen ¢; und co erhélt man dann

(0%
P(X2 Scl) = Fx2;n71(01) = 9
(0%
P(* <) = Flop_q1(c2) = 1— 5

Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich ¢; und ¢; mit Hilfe der tabellierten
Verteilungsfunktion F(-),2 der x*-Verteilung mit f = n — 1 Freiheitsgraden
leicht berechnen. Aus der Ungleichung
SQ
< x¥’=mn-1= <
1 = X (n )0_2 C2

folgt dann eine entsprechende Ungleichung fiir die unbekannte Varianz o?:

< (n-1= (10.4)

Bemerkung

(i) Das Vertrauensintervall besitzt die Linge

(ii) Aus diesem Vertrauensintervall erhélt man durch Radizieren ein Vertrau-
ensintervall fiir die Standardabweichung o.

Beispiel 10.7

Es wird noch einmal Beispiel 10.6 aufgegriffen und dafiir ein Vertrauensintervall
fiir die unbekannte Varianz o2 berechnet.
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1. Das Vertrauensniveau ist v = 0.95, die Irrtumswahrscheinlichkeit o = 0.05.

2. Ermittelung der Konstanten ¢; und co:

P(x*<c) = Fagla) = = 0.025

| R

POE<e) = Fagle) = 1—% = 0.975

Unter Verwendung der Tabelle fiir die Quantile der x2-Verteilung erhélt man
fir die f =n —1=7—1 = 6 Freiheitsgrade die folgenden Werte:

¢ = 5(0.025) = 1.24

1
1,(0.975) = 14.45

F
X2

o = F
2 X%

3. Die empirische Standardabweichung der Stichprobe wurde in Beispiel 10.6
zu s = 0.283 ermittelt mit der empirischen Varianz s? = 0.08.

4. Berechnung der beiden Vertrauensgrenzen:

s 0.08
= —_ 1 _—= - — = .
k1 (n—1) = iy — 0033
52 0.08
= — 1 _— = . —_— = .
ks (n )c1 615, 0.387

Das Vertrauensintervall fiir die unbekannte Varianz o der Grundgesamtheit
lautet damit
ki =0.0331> < 0% < 0.3871%2 = ko,

und der wahre, aber hier unbekannte Wert der Varianz liegt mit einem Ver-
trauen (= der Wahrscheinlichkeit) von 95 % in diesem Intervall.

5. Fiir die Standardabweichung o erhélt man bei derselben Irrtumswahrschein-
lichkeit o = 0.05 % das Vertrauensintervall

v0.0331=0.182]1 < o < 0.6221 = v0.3871

Aufgabe

Man berechne das Vertrauensintervall fiir die unbekannte Varianz, indem man
dieses Mal n = 14 Werte der Stichprobe nimmt, ansonsten aber dieselben
Groflen verwendet.

Bemerkung

Will man ein Vertrauensintervall fiir die unbekannte Varianz o angeben, so ist

fiir gewohnlich der Erwartungswert p = F(X) ebenfalls unbekannt und muf
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auch geschétzt werden, so wie im letzten Beispiel durchgefithrt. Manchmal ist
er jedoch bekannt, und dann 148t sich diese Kenntnis natiirlich ausnutzen.

Das geschieht dadurch, dafl man anstelle der Schitzfunktion

die Schatzfunktion

=1

verwendet und damit die Zufallsvariable

bildet, welche einer y2-Verteilung mit n Freiheitsgraden geniigt.

10.1.5 Toleranzintervalle

Konfidenzintervalle sind Intervalle, welche mit einer vorgegebenen Wahrschein-
lichleit v einen Parameter einer unbekannten Verteilung enthalten. Hiufig ist
man jedoch weniger an der Abschéitzung von Parametern interessiert als viel-
mehr daran, Grenzen zu bestimmen, innerhalb derer einzelne Werte der Zu-
fallsvariable fallen und die von (moglichst) wenigen Einzelwerten unter- oder
iiberschritten werden.

Beispiel 10.8

Fine Zufallsstichprobe von Scherbolzen wird in bezug auf die Héirte des ver-
wendeten Materials hin untersucht. Der Kéufer dieser Scherbolzen wird wahr-
scheinlich eine untere Grenze fiir die zuldssige Hérte vorgeben, unterhalb derer
er iiberhaupt keine Bolzen kauft.

Hier sind sog. Toleranzgrenzen fiir die einzelnen Bolzen viel wichtiger als
irgendwelche Mittelwerte.

FEine Methode, Toleranzgrenzen fiir Einzelwerte einer Grundgesamtheit anzu-
geben besteht darin, fiir einen festen Anteil dieser Grundgesamtheit — etwa
95 % — ein Konfidenzintervall anzugeben. Man betrachte beispielsweise eine Zu-
fallsstichprobe einer Normalverteilung mit bekanntem Erwartungswert u und
bekannter Varianz o2. Das Intervall, welches die mittleren (= um den Erwar-
tungswert p gruppierten) 95 % der Werte der Grundgesamtheit enthélt, ist dann
gegeben durch
Zogs) = [w—c-o,p+c o

mit ¢ := &1 (1 — %) = 1.96, dem (1 — %)-Quantil der Standardnormalver-
teilung.
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Dieses Intervall heifit Toleranzintervall, und es werden exakt 95 % der Mefwerte
von ihm {iberdeckt.

Problem

In der Praxis sind jedoch p und/oder o selten bekannt, und man mufl die
zugehorigen Schétzwerte z (Stichprobenmittel) und s (empirische Standardab-
weichung) einer Stichprobe verwenden, um Toleranzgrenzen zu berechnen.

Das Intervall [z — k - s,Z + k - s] ist nun selbst Wert einer Zufallsvariable,
und die Uberdeckung eines festen Anteils der Grundgesamtheit ist nicht mehr
exakt. Daher muf} auch hier mit dem Begriff des Konfidenzintervalles gearbeitet
werden.

Definition 10.7

Gegeben sei eine Normalverteilung mit unbekanntem Erwartungswert p und
unbekannter Standardabweichung o. Das Intervall [z — k- s, + k - s] heiit To-
leranzintervall mit minimaler Trefferwahrscheinlichkeit p und Sicherheitswahr-
scheinlichkeit v = 1 — o, wenn k so bestimmt wird, daf gilt:

Mit einer statistischen Sicherheit von 7 - 100 % liegen mindestens
p-100% der zukiinftigen Beobachtungswerte in diesem Intervall.

Beispiel 10.9

Fine Maschine produziere zylindrische Metallstifte. n = 9 dieser Metallstifte
besitzen die Werte £ = 1.0056 und s = 0.0245. Eine entsprechende Toleranzta-
belle? liefert fiir n = 9,p = 0.99, v = 0.95 den Wert k = 4.550.

Damit sind die Toleranzgrenzen gegeben durch 1.0056 +4.550 - 0.0245, und das
99 %-Toleranzintervall lautet

720.99) = [0894 y 1117]

Ergebnis

Mit einer statistischen Sicherheit von 99 % kann man annehmen, dafl das
Toleranzintervall 7(g 99y 95% der von der Maschine produzierten Metallstifte
enthilt.

4C. Eisenhart, M.W.Hastay und W. A. Wallis Techniques of Statistical Analysis, Chapter
2, McGraw-Hill Book Company, New York 1947
R. E. Walpole, R. H. Myers Probability and Statistics for Engineers and Scientists Table A.7,
Prentice Hall, Englewood Cliffs, 5" Edition
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Bemerkung

Berechnet man mit den angegebenen Werten das 99 %-Konfidenzintervall fiir
den unbekannten Erwartungswert p, so ergibt sich

024
)-i 1.0056 = 3.355. 0240

Vi v
1.0056 + 0.0274

[0.978,1.033].

_ o
T + tnfl(l—g

(1>

Zur selben statistischen Sicherheitswahrscheinlichkeit v = 1 — « ist das To-
leranzintervall fiir die einzelnen Werte der Stichprobe immer gréfler als das
Konfidenzintervall fiir den unbekannten Erwartungswert. Beide Intervalle sind
von der Form

T+ k-s
mit
kToleranz = 4.550
t5(0.995)
Ekonfidens = 20— 1118
Konfid \/g

10.2 Statistische Priifverfahren

Gegenstand der induktiven Statistik ist das Schliefen von Stichproben auf
Grundgesamtheiten, die Grundgesamtheit représentiert dabei den zu untersu-
chenden Aspekt der Realitédt. Eine Grundgesamtheit wird vollstéindig beschrie-
ben durch ihre Dichtefunktion f oder durch ihre Verteilungsfunktion F', welche
ihrerseits durch bestimmte Parameter charakterisiert werden, wie z.B. Erwar-
tungswert und Varianz bzw. Standardabweichung.

Im letzten Kapitel wurden Schitzverfahren fiir solche Parameter einer Vertei-
lungsfunktion untersucht und fiir konkrete Werte von Schétzfunktionen — die
Schétzwerte — Konfidenzintervalle angegeben.

In diesem Kapitel sollen Verfahren behandelt werden, die es gestatten, bestimm-
te Hypothesen zu iiberpriifen. Eine Hypothese ist dabei eine Aussage iiber die
Verteilungsfunktion einer Grundgesamtheit oder deren Parameter. Solche Ver-
fahren heiflen statistische Testverfahren oder kurz Tests.

10.2.1 Statistische Hypothesen und statistische Tests

Definition 10.8

(i) Eine statistische Hypothese ist eine Aussage iiber die Wahrscheinlichkeits-
verteilung einer Zufallsvariable oder iiber eine Grundgesamtheit und deren
Parameter.
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(ii) Ein statistischer Test ist ein statistisches Priifverfahren zur Priifung einer
statistischen Hypothese.

Eine statistische Hypothese kann wahr oder falsch sein. Thre Richtigkeit ist nicht
mit Sicherheit bekannt, falls nicht die gesamte Grundgesamtheit untersucht
wird. Anhand einer konkreten Stichprobe méchte man nun Entscheidungshilfen
fiir das Fiir und Wider einer (statistischen) Hypothese bekommen. Eine solche
Entscheidungshilfe 148t sich mit einem statistischen Test erzielen.

Mittels statistischer Tests lassen sich etwa die folgenden Hypothesen priifen:

(i) Parametertests
Hypothesen iiber die (unbekannten) Parameter einer (als bekannt voraus-
gesetzten) Wahrscheinlichkeitsverteilung
(ii) Nichtparametrische Tests
Hypothesen iiber die Lokalisation (Lage) oder die Streuung einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung bei unbekanntem Verteilungstyp
(iii) Anpassungstests

Hypothesen iiber die Art einer Verteilung

(iv) Unabhéngigkeitstests
Hypothesen iiber die Abhéngigkeit von Merkmalen

Ein statistischer Test besteht aus einem Paar (Hy, H;), wobei gilt:

Hy : Nullhypothese oder kurz: Hypothese
H, : Alternativhypothese oder kurz: Alternative

Man betrachte eine adidquate Priifgrofle oder Teststatistik. Darunter versteht
man eine Stichprobenfunktion

(X1,...,Xn) +— T :=g(X1,...,Xn),

die auf n unabhéngig verteilten Zufallsvariablen X7y, ..., X,, definiert ist, deren
Verteilung unter Zugrundelegung der Hypothese Hy — d.h. bei Vorliegen von
Hy — bekannt oder abschétzbar ist.

Die Priifgrofle wird anhand der Daten x1,...,x, der vorliegenden Stichpro-
be ausgewertet, und der erhaltene Schétzwert liefert dann eine Entscheidung
zugunsten von Hy oder zugunsten von Hj.

Bemerkung

Héufig werden die Begriffe

e Akzeptieren einer Hypothese oder
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e Verwerfen einer Hypothese

benutzt. Das Verwerfen einer Hypothese — etwa Hy — bedeutet den (statisti-
schen) Schluf}, daf} sie falsch ist. Die aus der konkreten Stichprobe gewonnenen
Daten liefern dann Anlafl zu der Annahme, dafl H; nicht nur zufallsbedingt rich-
tig ist. Die Akzeptanz der Hypothese Hj hingegen bedeutet lediglich, daf keine
Anhaltspunkte vorliegen, etwas anderes anzunehmen. Mehr nicht! Hy kann auf-
grund der Datenlage oder einfach nur zufallsbedingt richtig sein.

Aus diesem Grunde geht man bei Tests in der Regel so vor, dal man die zu
behauptende Hypothese als Alternativhypothese H; formuliert und dann aus
statistischen Uberlegungen anhand der vorliegenden Stichprobe die Nullhypo-
these Hy ablehnt.

Absolut sichere Riickschliisse von einer Stichprobe auf die Grundgesamtheit
sind dennoch grundsétzlich nicht moglich. Es besteht immer die Moglichkeit
eines Irrtums, d.h. einer falschen Entscheidung.

10.2.1.1 Parametertests

Ein Parametertest ist ein statistisches Priifverfahren fiir eine Hypothese iiber
einen unbekannten Parameter in der Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zu-
fallsvariable oder Grundgesamtheit, wobei die Art der Verteilung als bekannt
vorausgesetzt wird.

Beispiel 10.10

(i) Hypothese Hy:

Der Erwartungswert p der normalverteilten Zufallsvariable X liegt im
Intervall [—-2,2].

(ii) Hypothese Hy:
Die Erwartungswerte ux und py der beiden normalverteilten Zufallsva-
riablen X und Y sind gleich.
Ziel eines Parametertests

Herbeifithrung einer Entscheidung dariiber, ob man die Nullhypothese Hy an-
nehmen oder sie zugunsten der Alternativhypothese Hy verwerfen muf.

Beispiel 10.11

Im Zufallsexperiment ,, Wurf eines homogenen Wiirfels* sei das Experiment A
definiert durch
A < der Wuf liefert eine 6.

Nullhypothese H o p(A) =

Alternativhypothese H; : p(A) #

[N N
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Dieses Experiment ist ein sog. zweiseitiger Parametertest, da die Alternative
H, Parameterwerte nach beiden Seiten hin zulafit:

1
H, : p(4) < 6 oder  p(A) >

| =

Standardsituation

Die Art der Verteilung einer Zufallsvariable X sei bekannt; etwa dadurch, dafl
man die Dichtefunktion f(-;6) in Abhéingigkeit von einem ein- oder mehrdi-
mensionalen Parameter 6 kennt. Die zu testende Hypothese sei eine Aussage
iiber 6.

Definition 10.9

(i) O sei die Menge aller in Frage kommenden Werte fiir 6; © heifit Para-
metermenge oder Parameterraum. Man betrachtet dann eine disjunkte

Zerlegung
© = U6,

des Parameterraumes und entscheidet anhand der Daten einer konkreten
Stichprobe, ob
0 € B oder 0 € 6,

gilt.
(ii) Jede Hypothese tiber 6 &8t sich auf die Form
Hy : 0e€0
bringen. Hy heifit Nullhypothese, ©¢ heiit Hypothesenmenge.

(iii) Jede zu ©¢ disjunkte Teilmenge ©; von O kann zur Formulierung einer
Alternative
Hy : 0 c @1

dienen. O heifit Alternativenmenge.

Beispiel 10.12

Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit unbekanntem Erwartungswert
p = E(X) und bekannter Varianz 02 = V(X). Man vermutet, daf der unbe-
kannte Erwartungswert durch pg gegeben ist und interessiert sich infolgedessen
fiir die Irrtumswahrscheinlichkeit o der Nullhypothese

Ho : p = po,

d.h. man untersucht die Nullhypothese Hy auf dem Signifikanzniveau «.

Sei (z1,...,xy) eine Stichprobe vom Umfang n. Dann gilt fiir die Wahrschein-
lichkeit, daf3 der unbekannte Erwartungswert p im Konfidenzintervall

[a‘:—c'%,a_@—l—c-%]
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liegt, die Beziehung

P({ue [i—c-%,vac-%}}) — 20(c) — 1,

bzw. mit vertauschten Rollen von Z und p (warum ist das zuléissig?):

P({ie [u—c-% ,u-l-c-%]}) = 20(c) — 1;

hierbei ist ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Jetzt wahlt
man c als (1 — §)-Quantil dieser Verteilung:

20(c)—1 = v =1—-«a
— O(c) = 173 ) c:q)_l(lf—).
Wenn also fiir unsere Stichprobe die Bedingung
- e o N o }
z —c— c-—
1 N

NG

mit der Wahrscheinlichkeit v = 1 — « erfiillt ist, dann wird Hg akzeptiert
— zumindest provisorisch, d.h. bei alleiniger Untersuchung der aktuellen
Stichprobe; ist dies nicht erfiillt, so wird Hy abgelehnt.

Konkrete Rechnung

X sei normalverteilt mit 02> = V(X) = 100. Die Vermutung sei etwa
u = E(X) =800. Daraus resultiert die

Nullhypothese Ho : p = po := 800.

Verwendet wird das

Signifikanzniveau a = 0.06 = 5%.

o(c) = 1 —% = 0975 — ¢ = ®10.975) = 1.960.

Damit lautet die zu erfiillende Bedingung

o 19.6 19.6
,,u—i—c-%} - [800—%,800+%.

(i) Bei einer Stichprobe vom Umfang n = 10 und arithmetischem Mittelwert
Z = 805 lautet das Intervall

76[ o
z —c—=
H NG

T, = [800 —6.20, 800 + 6.20] = [793.8, 806.2],

und wegen T € 7Z; man hat keinen Grund, die Nullhypothese Hj auf-
grund dieser Stichprobe zu verwerfen. Man sagt, die aktuelle Abweichung
z = 805 vom vermuteten Wert 1o = 800 sei (auf diesem Niveau) nicht
signifikant.
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(ii) Bei einer zweiten Untersuchung liege eine Stichprobe vom Umfang n = 100
vor, es ergebe sich ebenfalls £ = 805. Das zu betrachtende Intervall ist
dann hier gegeben durch

Ty := [800 —1.96, 800 + 1.96] = [798.04, 801.96].
Nun gilt Z ¢ Zy, daher muf} die Nullhypothese Hj jetzt abgelehnt werden:

die Abweichung von 805 zu 800 ist auf diesem Niveau nun signifikant.

Natiirlich kann man trotzdem nicht ausschlieflen, dafl Hy dennoch zutrifft!
Die momentane Datenlage spricht allerdings zu 95 % dagegen.

Bemerkung

Beim Testen von Hypothesen schlieit man von Stichproben auf Grundgesamt-
heiten, d.h. aufgrund der beobachteten Mefireihe x4, ..., z, wird entschieden,
ob die betreffende Hypothese Hy anzunehmen oder abzulehnen ist.

Ein Test T ordnet also einem n-Tupel & := (x1,...,z,) aus dem Stichpro-
benraum X einen der beiden Zahlenwerte 1 (Annahme) oder 0 (Ablehnung) zu
und 148t sich damit als eine Abbildung des Stichprobenraumes X in die Menge
{0,1} auffassen:

T : X — {0,1}.

Andererseits kann im Prinzip jede solche Abbildung als Test dienen. Es fragt
sich nur, was solch ein Test leistet. Es werden einige Forderungen an die Abbil-
dung T zu stellen sein, damit man auch , verniinftige* Tests erhéalt.

Definition 10.10
Sei T ein Test, also eine Abbildung
T : X — H{0,1}

(i) Die Menge
S :=T'1) = {z: z€X, T(z)=1}

heifit Annahmebereich oder nicht-kritischer Bereich des Tests, auch Ak-
zeptanzbereich.

(ii) Die Menge
Sg == T7Y0) = {z: z€ X, T(z)=0}

heifit Ablehnungsbereich oder kritischer Bereich des Tests.

Ein Test T zerlegt also den Stichprobenraum disjunkt in einen Annahme- und
einen Ablehnungsbereich.
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Hy H,
Q) 0=6 0+ 6,
()  6<6 0> 6,
(iii) 0 >0, 0 < 6y

Tabelle 10.4: Beispiel eines Parametertests

10.2.1.2 Aufbau eines Parametertests

In Beispiel 10.12 des letzten Abschnittes klang an, wie ein Parametertest denn
aufgebaut ist. In diesem Abschnitt soll der Aufbau eines solchen Tests syste-
matisch beschrieben werden. Dessen Struktur besteht im wesentlichen aus den
folgenden sechs Schritten:

(1)

Aufstellen von Null- und Alternativhypothese
Nullhypothese Hy und Alternativhypothese H; werden anhand einer kon-

kreten Fragestellung formuliert, s. etwa das Beispiel in Tabelle 10.4. Bei
(i) spricht man von einem zweiseitigen-, bei (ii) oder (iii) von einseitigen
Tests.

Vorgabe der Irrtumswahrscheinlichkeit o

Man wéhlt jetzt eine Zahl «, genannt

e Signifikanzzahl,

e Signifikanzniveau oder

e Irrtumswahrscheinlichkeit.
Sie ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal die Nullhypothese Hy abgelehnt
wird, obwohl sie richtig ist (sog. Fehler erster Art oder a-Fehler). In der
Praxis wird oft « = 0.05 = 5% oder a = 0.01 = 1% gewihlt.
Wabhl einer geeigneten Priifgrofie T

Dieser Schritt ist bei einem konkreten Test wohl der schwierigste. Bei der
Priifgrofle T' handelt es sich um eine dem konkreten Problem angepafite
Stichprobenfunktion, also um eine Abbildung

g: R" — R
(X1,...,Xn) —  T:=g(X1,...,X5).

Die Zufallsvariablen Xi,...,X,, besitzen alle dieselbe Verteilung wie X,
sie sind ,,Kopien“ von X. Die Priifgréfie T" heifit auch Priifstatistik; es wird
hier vorausgesetzt, dafi ihre Verteilung bekannt ist.
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(4.) Bestimmung des kritischen Bereiches K

Auf der Basis der gewéhlten Signifikanzzahl o werden zwei kritische Gren-
zen ¢, und ¢, derart bestimmt, dafl die Priifgrofie T' mit der Wahrschein-
lichkeit v = 1 — a Werte aus dem Intervall ¢, < T < ¢, annimmt

(Abb. 10.6):
Plc,<T<c¢)m, =7 =1—-a

y=1-«a

a/2 /2

Cy Co
| |

Ablehnung Annahmebereich Ablehnung

Abbildung 10.6: Anahme- und Ablehnungsbereich bei einer normalverteilten
Zufallsvariable

Die Berechnung der kritischen Grenzen erfolgt dabei unter der Vorausset-
zung, dafl die Nullhypothese Hy tatséchlich zutrifft; aus diesem Grunde ist
das Symbol P mit dem Index ,,Hy* versehen.

(5.) Berechnung einer Realisierung der Priifgrofie T'

Jetzt wird der Wert ¢ der Testvariable T" aus einer vorgegebenen Stichprobe
x1,...,T, vom Umfang n berechnet. Das geschieht dadurch, daf} diese
Werte der Reihe nach fiir die unabhéngigen Zufallsvariablen X1, ..., X, in
T eingesetzt werden:

T = g(Xi,...,X,)  Prifvariable

t = g(x1,...,2p) Priifwert

(6.) Testentscheidung

Danach wird die Entscheidung iiber die Nullhypothese Hg einfach wie folgt
vorgenommen:

t € [ey, col — Hy wird nicht abgelehnt
t & [cu, col = Hy wird abgelehnt

Wird H, abgelehnt, so sagt man, der Schétzwert 6 des unbekannten Para-
meters 0 weiche signifikant vom vermuteten Wert 6y ab (etwa: 6 = Z # 6).
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Bemerkung

Der Begriff , signifikant* meint hier also etwas Anderes als in der Umgangsspra-
che gebréuchlich. Dort hat sich der Begriff signifikant als Synonym fiir alles und
jedes eingebiirgert, was lediglich einer Hervorhebung bedarf, ein anderes Wort
fiir wichtig sozusagen.

In der Statistik dagegen bezeichnet man einen Sachverhalt dann als signifikant,
wenn die vorhandene Datenlage darauf hindeutet, dafl man die gemachte Hy-
pothese mit grofler Wahrscheinlichkeit nicht dem Zufall in die Schuhe schieben
kann. Betrigt die Wahrscheinlichkeit dafiir mehr als 95 %, so bezeichnet man
diesen Sachverhalt als signifikant schlechthin, betrigt sie sogar mehr als 99 %,
so bezeichnet man ihn als hochsignifikant.

Nachdem in Beispiel 10.12 des letzten Abschnittes eine eine sog. einfache Hy-
pothese: i = pg behandelt wurde, soll jetzt ein Beispiel zu einer sog. zusam-
mengesetzten Hypothese: p > g untersucht werden.

Beispiel 10.13

Die Druckfestigkeit einer Betonsorte sei normalverteilt mit einer Standardab-
weichung von ¢ = 2.6 [MPa] (Megapascal). Aus einer konkreten Stichprobe
vom Umfang n = 10 wird fiir die Druckfestigkeit das arithmetische Mittel
T = 26.23 [MPa] ermittelt.

Frage

Entstammt diese Stichprobe einer (normalverteilten) Grundgesamtheit mit
dem Sollwert po = 28 [MPal?

Im vorliegenden Fall ist eine Unterschreitung des Sollwertes kritisch. Deshalb
wird die Hypothese
Hy : E(X) = 28

fiir den Fall einer einseitigen Fragestellung gepriift. Dabei orientiere ich mich
an dem vor diesem Beispiel aufgestellten Procedere.

Loésung
(1.) Aufstellen von Null- und Alternativhypothese

Hy : E(X) > pp = 28 Nullhypothese
Hy : E(X) < pp = 28 Alternativhypothese

(2.) Irrtumswahrscheinlichkeit a=005=5%

(3.) Wahl einer geeigneten Priifgrofie T’
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Zu einer Stichprobe (z1, . .., z,) vom Umfang n aus der N (u, 0?)-verteilten
Grundgesamtheit wird eine Priifgrofle gewéhlt, deren Verteilung man
kennt. Welche?

Da X eine N(u,0?)-Verteilung besitzt, besitzt die Zufallsvariable

X_MO _ \/E.X_,UO

4= m 7

eine N (0, 1)-Verteilung. Beachte: Diese Aussage ist nur dann richtig, wenn

o = E(X) = E(X) gilt. Das jedoch ist gerade die Nullhypothese.

Bestimmung des kritischen Bereiches IC

Bei einer einseitigen Fragestellung wird der kritische Bereich K aus der

Bedingung
X —
P( = n- Ho <—za) = «
Ho
> o
<~ P<X</Lo—za%):a
ermittelt.

Berechnung einer Realisierung der Priifgrofie T'

Anhand der konkret vorliegenden Stichprobe wird eine Realisierung der
Priifgroe berechnet:

Testentscheidung

Aus der Tafel fiir die Standardnormalverteilung ermittelt man fiir das
Quantil u,,

Za = 20.05 — 1.645,

und der kritische Bereich K ist gegeben durch

K = So = (—o0,—1.645).

Da t = —2.15 < —1.645 = z, ist, wird die Nullhypothese Hy abge-
lehnt, d.h. die (in der vorliegenden Stichprobe realisierte) Abweichung der
ermittelten Druckfestigkeit vom Sollwert ist signifikant.
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10.2.1.3 Beispiele von Parametertests
Einstichproben-Gauf3-Test

1. Verteilungsannahme :
X1,..., X, seien unabhingig, identisch N (u, o3)-verteilt,
02 sei bekannt.

2. Nullhypothese: Hp: p= pp.

3. TestgroBe: T(Xi1,...,Xpn) = vn (X — o).
a0

4. Kritischer Bereich: K ={7: &€ R", [T(Z)] > uj_q/2}-
5. Entscheidung : Wird ein £ mit

N
’ ’Q? - /’LO, > Ul—q/2
00
beobachtet, so wird Hy abgelehnt; ansonsten besteht

kein Grund, Hy abzulehnen.

Beispiele 10.12 und 10.13 sind Beispiele fiir einseitige bzw. zweiseitige sog.
Einstichproben-GauB-Tests. Hierbei bezieht sich die Nullhypothese auf den
unbekannten Erwartungswert einer Normalverteilung, iiber den anhand einer
Stichprobe eine statistische Aussage getroffen wird.

Oft hat eine Hypothese einen Vergleich zum Inhalt. Beispielsweise will man die
Erwartungserte px und py zweier normalverteilter (unabhéngiger) Zufallsva-
riablen X und Y vergleichen. Das kann aufgrund zweier Mefireihen x4, ...,z
und ¥y1,...,yn geschehen, zu denen die Stichprobenvariablen Xj,..., X, und
Y1,...,Y, gehoren. Sind die Varianzen Jg( von X und 052, von Y bekannt, so
kann man die Testgrofie

1 — — mn _ _
T(Xl,...,Xm,}/l,...,Yn) = ﬁ(Y—X) - m(Y—X)
Vi '

verwenden. Diese besitzt® im Falle yux = py eine Standardnormalverteilung,
und man kann einen Zweistichproben-Gauf-Test formulieren:

°Sind X1i,...,X, unabhingige normalverteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswerten
Wi, ..., n und Varianzen o%,...,02, dann ist die Zufallsvariable

Y = a1 Xi+...+anXn
normalverteilt mit dem Erwartungswert
py = aipr + ...+ anpin

und der Varianz
2 2 2 2 2
oy = ajo] + ...+ a,0n,.
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Zweistichproben-Gauf3-Test

1. Verteilungsannahme :
X1,...,X,, seien identisch N (u1,0?)-verteilt,
Y1, ..., Y, seien identisch N (jug,03)-verteilt,
alle Variable seien unabhéngig,
141, to seien unbekannt, a%, a§ seien bekannt.

2. Nullhypothese: Hp: p1 = po.

vymn — —
VIR (v - X).
noi + moj

3. TestgroBe: T(Xi1,...,Xm,Y1,...,Y,) =
4. Kritischer Bereich :
K= {<fvgj> : <f7g> € ]Rm+n7 ‘T(f7 g)‘ > ulfoz/Q}‘

5. FEntscheidung: Werden Stichprobenmittelwerte £ und § mit

1 19 - | |- >
—_— — X = —_— — X U1 _
[o? | o2 Y na% +ma§ Y 1-a/2
7_'_7
m n

beobachtet, so wird Hy abgelehnt; ansonsten besteht
kein Grund, Hj abzulehnen.

Beispiel 10.14

An zwei Fertigungsstraflen werden Widerstinde hergestellt. Gepriift werden
soll, ob die an jeder der beiden Fertigungsstrafien produzierten Widerstéinde
im Mittel den gleichen Widerstandswert besitzen. Bekannt sei, dafl beide Fer-
tigungsstraflen mit der Varianz Ug( = 012/ = 2.25 produzieren.

Die Nullhypothese
Hy E(X) = E(Y)

soll fiir die Irrtumswahrscheinlichkeit @ = 0.05 und eine zweiseitige Fragestel-
lung gepriift werden. Zur Priifung werden den Grundgesamtheiten die konkre-
ten Stichproben z1,...,z15 bzw. y1,...,y12 vom Umfang m = 15 bzw. n = 12
entnommen. Aus ihnen werden die beiden empirischen Mittelwerte

T = 152.5 und y = 1514

entnommen und damit eine Realisierung der Priifgrofie ermittelt:

15-12
- 11514 — 152.5| = 1.893.
Y \/12-2.25+15-2.25 15 52.5| 893

Das (1 — «/2)-Quantil der Standardnormalverteilung besitzt fiir die Irr-
tumswahrscheinlichkeit o = 0.05 den kritischen Wert u;_,/» = 1.960. Da
u = 1.893 > 1.960 ist, wird die Nullhypothese Hy abgelehnt.
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Beim Gauf3-Test wird die Kenntnis der Varianz vorausgesetzt. Ist diese Kenntnis
nicht vorhanden, so mufl man auch dafiir einen Schitzwert verwenden, und zwar

den Schatzwert
1
2 Y
57 = E (x; — )7,

i=1

welcher mit Hilfe der zugehorigen erwartungstreuen Schitzfunktion

1 _
§ = — D (X - X)?

=1

aus einer Stichprobe vom Umfang n ermittelt wird. Mit ihrer Hilfe wird die

Stichprobenvariable
n _
T(Xy,...,Xp) = @‘(X—Mo)

gebildet, welche nach Abschnitt 7.1.2 eine t-Verteilung mit n—1 Freiheitsgraden
besitzt. Damit verlduft der t-Test analog zum Gauf-Test, nur dafl dieses Mal
das (1 — a/2)-Quantil ¢, _;,;_,/2 verwendet wird.

t-Test

1. Verteilungsannahme :
X1,..., X, seien unabhingig, identisch N (u, 0?)-verteilt,
p und o2 seien unbekannt.

2. Nullhypothese: Hp: p= pp.

., n Ve
3. TestgroBe: T(Xi,...,X,) = 1/§ (X = po).
4. Kritischer Bereich: K ={7: € R", [T(Z)| > t,_1;1—a/2}-

5. Entscheidung: Werden Z und s? mit

n _
2 1T — pol > th_1;1-a/2

beobachtet, so wird Hy abgelehnt; ansonsten besteht
kein Grund, Hy abzulehnen.

Beispiel 10.15

In Beispiel 10.12 sei etwa die Varianz nun nicht bekannt und werde anhand
einer Stichprobe vom Umfang n = 20 zu s?> = 103 geschiitzt. Auf welchem
Niveau beginnt die Abweichung z = 805 vom vermuteten Wert pg = 800
signifikant zu werden?
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Loésung

Es ist dasjenige Niveau « zu bestimmen, fiir welches

n _
2 Z — po| = th-11-ay2
20
l19;1—a/2 = \/; |805 — 800| = 2.203.

Aus der t-Tabelle liest man fiir n = 19 Freiheitsgrade den Wert o = 0.02 = 2%
ab. Auf diesem Niveau beginnt die Abweichung z = 805 vom vermuteten Wert
o = 800 signifikant zu werden.

ist, also

Bemerkung

Auch beim ¢-Test gibt es wie beim Gauf-Test eine Fassung zum Vergleich zweier
Normalverteilungen, allerdings unter der Einschrinkung, dafl die beiden Vari-
anzen O'g( und U% identisch sein miissen. Als Testgrofie verwendet man dabei

die Stichprobenvariable

_ VYn+m-—2 _ Yy - X
R e s s2
von der gezeigt werden kann, daf} sie einer t-Verteilung mit m +n — 2 Freiheits-
graden geniigt; dabei sind S% und S% die Stichprobenvarianzen von X und

Y. Die Vorgehensweise beim Test ist analog zum geschilderten Fall bei einer
Stichprobe (fiir X).

T(X1,..., Xm, Y1,...,Yp)

)

Beispiel 10.16

Mit diesem Beispiel soll an Beispiel 10.14 angekniipft werden; hier sollen aller-
dings die (als gleich vorausgesetzten) Varianzen 03{ und 032/ unbekannt sein und
miissen daher empirisch geschétzt werden:

Empirische Mittelwerte : Tz = 152.5 und y = 1514

Empirische Varianzen  : s2 = 2.56 und S

Die Realisierung der Priifgroe lautet hier

JIZT 15 -2 1514 — 152.5
u = + | | — 1.975.

%Jr% V(15 —1)-2.56+ (12 — 1) - 1.44

Das (1 — «/2)-Quantil der t¢-Verteilung mit 15 + 12 — 2 = 25 Freiheits-
graden besitzt fiir die Irrtumswahrscheinlichkeit @ = 0.05 den kritischen
Wert t9.975.05 = 2.059. Da v = 1.975 < 2.059 ist, kann man dieses Mal die
Nullhypothese Hy auf dem 5 %-Niveau nicht ablehnen.
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x2-Varianztest

1. Verteilungsannahme :
X1,..., X, seien unabhingig und identisch N (u, o?)-verteilt,

p und o? seien unbekannt.

2. Nullhypothese: Hpy: 0% = ag.
3. TestgroBe: T(Xi,...,X,)=—— 5%

4. Kritischer Bereich :
K={Z: ZeR", T(Z) < Xo 1.2 V T@) >Xo 11 o}

5. Entscheidung: Wird ein Wert s mit

g5 < Xn—l;a/? oder g S > Xn—l;l—a/Q
of of
beobachtet, so wird Hy abgelehnt; ansonsten besteht

kein Grund, Hy abzulehnen.

Beispiel 10.17

Ein empfindliches Mefigerit eines medizinischen Labors, von dem man weif},
daB sein Meffehler einer N(u = 0,02 = 0.1)-Verteilung geniigt, ist versehent-
lich von einem Mitarbeiter beschidigt worden. Es wird daraufhin repariert
und neu geeicht. Durch n = 30 Probemessungen soll gepriift werden, ob nach
der Reparatur wieder die urspriingliche Mefigenauigkeit vorliegt; dabei ergibt
sich s2 = 0.13. Deutet dieses Ergebnis auf einen signifikanten Unterschied zur
Genauigkeit vor der Reparatur hin?

Losung

Es wird gesetzt
H020'2:0'(2) , H1:027$a(2) , n=30 |, a = 0.05.

Aus der Tabelle fiir die Quantile der x2-Verteilung entnimmt man die beiden
Werte
XBo0025 = 16.047  und  x3g0075 = 45.722.

Die Testgrofe T'(Xy,...,Xy) = "J—_Ql - 82 erhiilt den Wert
0

30-1
t = -0.13 = 37.7
0.1 ’

und es besteht kein Grund, Hy abzulehnen, d.h. der durch den Mitarbeiter
verursachte Schaden scheint behoben zu sein.
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Bemerkung

Bei der Beschreibung der Testverfahren werden manchmal sog. einfache Nullhy-
pothesen verwendet, etwa pu = pg. Die Alternative ist die Negation der Nullhy-
pothese. Wie im letzten Beispiel gezeigt, kann man auch Kombinationen davon
behandeln. In dem vorstehenden Varianztest beispielsweise wird die Qualitét
eines MeBgeriites durch die Varianz seines Mefifehlers beurteilt. Da das Gerit
umso besser erscheint, je kleiner diese Varianz ist, kann diese also gar nicht
klein genug sein, d.h. eine ,zu kleine“ Varianz macht hier keinen Sinn. Man
hétte daher anstelle von

Hy: o* = o} und Hy: o% # o}
besser die Hypothesen
Hy: o* < o? und Hy: o% > o}

verwenden sollen.

Aufgabe

Man formuliere den Varianztest aus Beispiel 10.17 als zweiseitigen Test.

Die Behandlung zusammengesetzter Hypothesen — z.B. Nullhypothese p < ug
gegen Alternativhypothese p > pg — unterscheidet sich von den Verfahren zur
Behandlung einseitiger Hypothesen jedoch nur durch die Wahl des kritischen
Bereiches, die jeweiligen Testgréflen bleiben in analogen Situationen gleich, und
auch der Testablauf ist derselbe. Der in Beispiel 10.13 durchgefiihrte Test ist
ein Beispiel fiir einen zweiseitigen Test.

10.2.2 Aquivalenz von statistischen Schitzverfahren und stati-
stischen Priifverfahren

In der induktiven Statistik wurden bisher zwei Arten von Problemen bespro-
chen:

(i) Berechnung von Konfidenzintervallen fiir unbekannte Parameter einer
Wabhrscheinlichkeitsverteilung

(ii) Testen von Hypothesen

Beide Methoden héngen miteinander zusammen, ja sie sind sogar zueinander
dquivalent, denn:

Der Test

Hy = p = po
Hy @ p # o
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auf dem Signifikanzniveau a besteht darin, fiir 4 ein 100 (1 — «)-

Konfidenzintervall IC zu berechnen und dann

Hy abzulehnen — po & K,
Hy nicht abzulehnen <= to € K.

Umgekehrt definieren Konfidenzintervalle fiir einen reellen Parame-

ter 6 einen Test auf dem Signifikanzniveau .

Satz 10.2
Seien a € (0,1) und

K = [cu,co] = [gu(x),g0(2)]

das 100 (1 — a)-Konfidenzintervall fiir einen reellen Parameter 6 von X.

Dann definiert das Konfidenzintervall I einen Test T fiir die Hypothese

Hy: 0 =60y mit dem Annahmebereich

S = {7: ZeR", e K}
und dem Ablehnungsbereich

Sc = {7: ZeR", 0y ¢ K}.

Beweis
Sei §:={7: £ € R", 6y € K} und definiere
T: X — {0,1}

r T(z1,...,2,) =:

Dann gilt fiir alle Stichproben vom Umfang n:

= K ist Konfidenzintervall fiir 8
= e K

= res

= TZ) =1

— Hy 0 = 6

sowie die Alternative

0 liegt auBlerhalb des Konfidenzintervalles
Oy ¢ K

¢S

T =0

Hy : 0 # 6

1reny
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Beispiel 10.18

T sei empirischer Mittelwert einer Stichprobe, welche einer Normalverteilung
mit der bekannten Varianz V(X) = 02 entstammt. Betrachte den Test

Hy :  p= o
Hy @ p# o
Dann gilt:
= Hy wird auf dem Niveau « nicht abgelehnt
T — po
= Uy < NG < Uqy2
o o
< x—ua/Q-%§M0<x+ua/2 %
= e [ 2 i+ 7
=|T—Uy;p—,T+u —
Ho a/2 \/ﬁ /2 \/ﬁ
Bemerkung

Die hier dargestellte Aquivalenz von Konfidenzintervallen und Hypothesentests
gilt auch fiir

e Tests bzgl. unbekannter Varianzen,
e Tests bzgl. der Differenz zweier Erwartungswerte,
e Tests bzgl. des Verhiltnisses zweier Varianzen,

e ctc.,
jedesmal natiirlich mit anderen Testverteilungen.

Es gibt allerdings auch Tests, welche sich nicht durch ein Konfidenz-Schétz-
verfahren erledigen lassen. Dazu gehoren alle nichtparametrischen Tests, also
etwa

e Anpassungstests,
e Verteilungstests,

e Unabhingigkeitstests.
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Hj ist wahr Hy ist falsch
Hy wird akzeptiert | Korrekte Entscheidung Fehler 2. Art
Hy wird verworfen Fehler 1. Art Korrekte Entscheidung

Tabelle 10.5: Fehler erster und zweiter Art

10.2.3 Fehler bei statistischen Priifverfahren

Am Ende eines Parametertests ist stets eine Entscheidung zu fillen, welche
entweder zugunsten der Nullhypothese Hy oder zugunsten der Alternative Hj
ausfallen kann. In beiden Fillen werden Riickschliisse von einer Zufallsstichpro-
be auf die entsprechende Grundgesamtheit gezogen.

Bei einer Testentscheidung besteht somit immer die Mdoglichleit eines Irrtums,
d.h. einer Fehlentscheidung. M.a.W., es besteht eine bestimmte Wahrschein-
lichkeit dafiir, dal die getroffene Entscheidung falsch ist.

Definition 10.11

(i) Ein Fehler erster Art oder a-Fehler liegt vor, wenn eine Nullhypothese
abgelehnt wird, obwohl sie wahr ist. Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers
erster Art wird mit a bezeichnet.

(ii) Ein Fehler zweiter Art oder (3-Fehler liegt vor, wenn eine Nullhypothese
nicht abgelehnt wird, obwohl sie falsch ist. Die Wahrscheinlichkeit eines
Fehlers zweiter Art wird mit § bezeichnet.

Beim Priifen einer statistischen Hypothese anhand einer Stichprobe kénnen
somit die in Tabelle 10.5 beschriebenen Fille eintreten.

10.2.3.1 Fehler erster Art

Beispiel 10.19

In einer Grundgesamtheit von Kondensatoren sollen alle Elemente dieselbe Ka-
pazitit aufweisen, nimlich C := 68 uF. Ihr wird eine Stichprobe von n = 36
Kondensatoren entnommen, um diese Hypothese zu testen.

Zum Nachweis dieser Hypothese wird ein zweiseitiger Parametertes vorgenom-
men.
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(1)

Nullhypothese, Alternativhypothese

Hy W= po = 68uF
Hy W # po = 68uF

Die Alternativhypothese &3t Parameterwerte nach beiden Seiten hin zu,
daher handelt es sich um einen zweiseitigen Parametertest:

u # 68 uF — w < 68uF VvV pu > 68uF.

Signifikanzniveau « (zunéchst unbestimmt)

Wahl einer geeigneten Priifgrofie

Die Standardabweichung dieser (nicht notwendig normalverteilten) Vertei-
lung sei bekannt:
o = 3.6uF.

Als Schitzfunktion fiir den unbekannten Erwartungswert p, also als ge-
suchte Priifgrofle, wird das Stichprobenmittel als die am besten geeignete
Schétzfunktion genommen:

_ 1 &
X = HZ;X

Nach dem zentralen Grenzwertsatz ist X approximativ normalverteilt®.
Hier gilt also
o 3.6

o = =
Y vn V36
Bestimmung des kritischen Bereiches IC (Fehler erster Art)

Ein Stichprobenwert, welcher nahe am vermuteten Wert 1o = 68 uF liegt,
wird als eine Bestétigung der Nullhypothese Hy angesehen. Wie nahe ist
nun ,,nahe“?

Dazu wéhlt man sich eine Vertrauenswahrscheinlichkeit v und bestimmt
dazu das Vertrauensintervall [c,, ¢,] mit der Eigenschaft

Plecy <X <c) =7 =1-q

die Berechnung des Vertrauensintervalles erfolgt dabei stets unter der Vor-
aussetzung, dafl die Nullhypothese auch zutrifft; im weiteren Verlauf dieser
Betrachtung darf also die Bedingung i = po benutzt werden.

5Dieses bemerkenswerte Resultat gilt auch dann, wenn die X; nicht normalverteilt sind.
Die Approximation von X durch eine Normalverteilung ist i.a. gut fiir n > 30. Ist n < 30, so
ist die Approximation nur dann gut, wenn die gemeinsame Verteilung der X; nicht zu stark
von einer Normalverteilung abweicht.

Ist die gemeinsame Verteilung der X; jedoch eine Normalverteilung, so ist die Verteilung
von X bekanntlich exakt normal, unabhingig von n.
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Das Signifikanzniveau unseres Tests, also die Wahrscheinlichkeit, die
richtige Nullhypothese Hy abzulehnen (Fehler erster Art), betrigt
(Abb. 10.7):

a = P(X <e¢, | Hp ist wahr) + P(X > ¢, | Hy ist wahr).

67uF p=68uF 69 uF
Abbildung 10.7: Kritischer Bereich fiir den Test p = 68 uF gegen u # 68 uF

(5.) Berechnung einer konkreten Realisierung der Priifgrofie

In welchem Intervall [c,, c,] mufl der Mittelwert z der Stichprobe liegen,
damit auf dem Signifikanzniveau o = 5% die Nullhypothese

Hg: M:M0:68MF

akzeptiert, d.h. nicht abgelehnt wird?

Loésung
v = 1—-a = Plc, £ X <¢,)
Cu — Ho X —po _ Co—Ho o
G < 2= < o) [ﬁ 06]

_ cp(c"_68) B (I)(cu—68)'
0.6 0.6

Es wird ein symmetrisches Vertrauensintervall um den Sollwert pg = 68 uF
gewahlt, d.h.
lco — 68| = |cy, — 68].

Dann folgt mit Hilfe von
co — 68 68 — ¢y cy — 68

CcC = = = —

0.6 0.6 0.6

und der {iblichen Bedingung fiir das (1 — %)—Quan‘cil der Standardnormal-
verteilung
=1l—-a = &(c) — &(—c) = 2®(c) — 1,

o
c = q>—1(1—%) - @‘1(1—¥) = $71(0.975) = 1.960.
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Damit ergeben sich die Vertrauensgrenzen zu

3.6
— 68— 1.960- 2 _ 66.82 uF
/36 K

= 68—1—1.960'ﬁ = 69.18 uF

V36

Cy = Mo —C-

Co = Mo+c:

RS

(6.) Testentscheidung
Auf dem Signifikanzniveau o = 5% kann die Nullhypothese

HO : n = Uy = 68/LF

aufgrund der verwendeten Stichprobe dann nicht abgelehnt werden, wenn
fiir den Stichprobenmittelwert gilt:

T € [66.82 uF, 69.18 uF).

Priif- oder Testwert y=1-—a Priif- oder Testwert
y=1—«
a2 /2 /2 a/2
| / |/
= -1 — 1
Cu t Co Cu CO t

Abbildung 10.8: Der Priif- Abbildung 10.9: Der Priif- oder

oder Testwert ¢ fillt in den Testwert # fillt in den kritischen Be-

nicht-kritischen Bereich (An- reich (Ablehnungsbereich), die Null-

nahmebereich), die Nullhypo- hypothese Hy : 6 = 0y wird daher

these Hy : 0 = 6y wird daher zugunsten der Alternativhypothese

angenomimen. H;: 0 # 6y abgelehnt.

Beispiel 10.20

(i) Wie groff mufl das Signifikanzniveau « sein, falls die Nullhypothese dann
nicht abgelehnt werden soll, falls z € [67 uF, 69 uF] gilt?

(ii) Auf welchen Wert kann das Signifikanzniveau « aus (i) verkleinert werden,
wenn der Stichprobenumfang auf n = 64 vergréfert wird?

Losung
(i) cw=po—c % — =YL (p—c)
— c = \/?;?6(68—67)MF = 1.67uF

— a = 1-[20(c)—1] = 2[1-9(c)]
= 2(1-0.9525) = 0.095 = 95%

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



10.2. STATISTISCHE PRUFVERFAHREN 213

(i) ¢ = YL (ug—c,) = Y (68u—67) = 2.22uF

— a = 1-[20(c)—1] = 2[1—-9(¢)]
= 2(1-0.9868) = 0.0264 = 2.64%

10.2.3.2 Fehler zweiter Art

Ein Fehler zweiter Art liegt vor, wenn eine Nullhypothese Hy angenommen
(= nicht verworfen) wird, obwohl sie falsch ist.

Liegt der aktuelle Priifwert  rechts von der kritischen Grenze c, so muf} die
angenommene Verteilung verworfen werden, Hy wird abgelehnt. Man begeht
einen Fehler erster Art, falls Hy dennoch wahr ist.

Liegt der aktuelle Priifwert ¢ links von der kritischen Grenze ¢, so muf die
angenommene Verteilung (vorerst) akzeptiert werden, Hy wird angenommen.
Man begeht dann einen Fehler zweiter Art, falls Hy falsch ist.

Ohne weitergehende Anderungen im Aufbau eines Versuches, beispielsweise eine
Erhohung des Umfanges n einer Stichprobe, fiihrt eine Verkleinerung des Fehlers
erster Art a zu einer Vergroflerung des Fehlers zweiter Art S und umgekehrt,
s. Abb. 10.10.

angenommene Verteilung tatséchliche Verteilung

Fehler 2. Art

Fehler 1. Art

9() C 91

Abbildung 10.10: Fehler erster und zweiter Art

Entscheidet man sich in einem konkreten Fall z.B. fiir ein sehr kleines «
(= geringes Risiko, die Nullhypothese ablehnen zu miissen), so nimmt man
gleichzeitig ein deutlich hoheres Risiko fiir einen Fehler zweiter Art in Kauf
(= hohes Risiko, eine evtl. falsche Nullhypothese zu akzeptieren).

Beispiel 10.21 (Wiederaufgriff von Beispiel 10.19)

Die Reduzierung des Signifikanzniveaus « allein ist also keine Garantie dafiir,
dafl der Test das gewiinschte Ergebnis liefert. Man muf3 die Wahrscheinlichkeit
0, also die Ablehnungswahrscheinlichkeit fiir diejenigen Alternativhypothesen
berechnen, welche unbedingt akzeptiert werden sollten, wenn sie zutreffen. Falls
es beispielsweise wichtig ist, Hy abzulehnen, falls ¢ < 66 uF oder p > 70 uF
gilt, so sollte die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler zweiter Art klein gehalten
werden.

Prof. Dr. A. Raphaélian HTW-Berlin



214 KAPITEL 10. INDUKTIVE STATISTIK

Auf dem Signifikanzniveau o = 5% gilt

B = P(66.82uF < X < 69.18 uF | H; ist wahr).

Aufgrund der Symmetrie der Normalverteilung braucht man nur eine der beiden
Alternativen p = 66 uF oder p = 70 uF zu betrachten, 0.B.d.A. die letzte, s.
Abb. 10.11.

Hy Hy

67 68 69 70

Abbildung 10.11: Fehler erster und zweiter Art

Die Stichprobe besteht aus n = 36 Kondensatoren, also ist \/n = 6. Weiterhin
ist 0 = 3.6 uF. Dann erhélt man die Werte

_ 66.82—70
N 0.6

_69.18 - 70

= —1.37
0.6

2 = 530 , oz

— B = P(-530<7Z<-1.37)
= ®(-1.37) — ®(-5.30)
= 1 - ®(1.37) — [1—(5.30)]
= ®(5.30) — ®(1.37)
= 1 - 09147
= 0.0853 = 8.53%

Wire die Alternativhypothese u = 66 uF, so wiirde man dasselbe Resultat
erhalten.

Bei einer Stichprobe vom Umfang n = 64 wére der Fehler 3 zweiter Art kleiner:
n = 64 = B = ®(7.07) — ¢(1.82) = 0.0344 = 3.44 %,

und damit wéare auch die Chance kleiner, eine falsche Nullhypothese zu akzep-
tieren.

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler zweiter Art wéchst schnell, wenn sich
der angenommene Wert Z fiir g dem wahren Wert p annéhert. In einer solchen
Situation stort es in der Regel jedoch nicht, wenn man einen Fehler zweiter Art
begeht.
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Ist etwa die Alternativhypothese

o - 1= 68.5uF

wahr, so ist der Fehler zweiter Art fiir den statistischen Schlufl

T = 68 uF == W= po = 68uF

nicht weiter schlimm. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen solchen Fehler ist grof,
auch fiir groffe Stichproben. Beispielsweise gilt fiir n = 64:

B = P(66.82uF < X <69.18uF | Hy : pu = 68.5uF),

66.82 — 68.5 573 69.18 — 68.5
z = — = —3. 2y 1=
! 0.45 ’ 2 0.45

= 1.51,
— B = P(-3.73<Z<151)

= ®(151) — [1—®(3.73)]

= ®(1.51) + ®(3.73) — 1

= 0.9345 + 0.999 — 1

= 09344 = 93.44%

Bemerkung

(i)

Zwischen den Wahrscheinlichkeiten o und S fiir die Fehler erster und zwei-
ter Art besteht ein relativ komplizierter Zusammenhang. Im allgemeinen
fithrt eine Verkleinerung der einen Gréfle zu einer Vergroflerung der ande-
ren und umgekehrt.

Unter Zuhilfenahme bedingter Wahrscheinlichkeiten lassen sich die Fehler
erster und zweiter Art folgendermafien schreiben:

a = P(Hy wird verworfen | Hy ist wahr)
B = P(Hy wird akzeptiert | Hy ist falsch)

Der a-Fehler ist der falsch-positive Fehler eines Tests und bedeutet damit
die Spezifitidt des Tests: Tests mit hoher Spezifitdt haben einen geringen
Fehler erster Art.

Der (-Fehler ist der falsch-negative Fehler eines Tests und bedeutet da-
mit die Sensitivitédt des Tests: Tests mit hoher Sensitivitit haben einen
geringen Fehler zweiter Art.
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Abbildung 10.12: Kritischer Wert der Priifgréfie T in Abhéngigkeit von o und
B (einseitiger Test)

10.2.3.3 Trennschirfe (Power) eines Tests

Ein Fehler a erster Art bedeutet die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese Hy
abzulehnen, obwohl sie richtig ist; diesen Fehler mochte man eigentlich klein
halten. Je kleiner nédmlich « ist, desto kleiner ist auch der kritische Bereich,
also der Ablehnungsbereich eines Tests, s. Abb. 10.12.

Jeder Problemstellung ist die Irrtumswahrscheinlichkeit o vorzugeben. Ist «
sehr klein, so wird Hy ,selten“ abgelehnt, mit allen sich daraus ergebenden
Konsequenzen, falls Hy doch einmal falsch ist. Beispielsweise kann dann die
Wahrscheinlichkeit § fiir einen Fehler zweiter Art recht grofl werden.

Ist nun Hy falsch, also H; richtig, so soll die Alternativhypothese Hp nicht
abgelehnt werden.

Definition 10.12

Die Trennschiirfe eines Tests (auch: Giite, Teststédrke, Power) ist definiert als
die Wahrscheinlichkeit, Hy abzulehnen unter der Bedingung, dal H; zutrifft:

Power := P(T € Sc | Hy).

Hierbei bedeuten T die jeweilige TestgroBle und Sc den kritischen Bereich
(Definition 10.10).

Die Power eines Tests ist demnach die Wahrscheinlichkeit, eine richtige Alter-
nativhypothese Hi auch als solche zu erkennen. Damit gilt also:

Power = 1— 4.

Bemerkung

(i) Der kritische Bereich (Ablehnungsbereich) sollte demnach so gew#hlt wer-
den, daf} gilt:

e Irrtumswahrscheinlichkeit o moglichst klein

e Trennschérfe 1 — G moglichst grof3
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(if)

(iii)

Hy ist wahr Hy ist falsch

Richtige Entscheidung Fehlentscheidung
Hy wird akzeptiert Fehler 2. Art

p1i=1—a p2 =

Fehlentscheidung Richtige Entscheidung
Hy wird verworfen Fehler 1. Art

p3 =« pai=1-p

Tabelle 10.6: Entscheidungsmoglichkeiten bei einem Hypothesentest

Die mit einem statistischen Test auftretenden vier moglichen Entschei-
dungen sollen an Hand der Tabelle 10.6 verdeutlicht werden.

Oft wird bei einem Parametertest nur die Irrtumswahrscheinlichkeit «
vorgegeben und auf eine Alternative H; verzichtet. Solch ein Test heifit
Signifikanztest.

Das Verwerfen einer Hypothese bedeutet den statistischen Schluf}, daf} sie
falsch ist, wihrend deren Akzeptanz lediglich bedeutet, da man (im Mo-
ment noch, bei Vorliegen der aktuellen Stichprobe) keine Anhaltspunkte
hat, das Gegenteil anzunehmen.

Aus diesem Grunde sollte man solche Aussagen als Nullhypothesen auf-
stellen, die man zu verwerfen gedenkt. Das Ziel sollte also eher sein, eine
Nullhypothese zu falsifizieren, anstatt sie zu verifizieren.

Aufgrund des Zusammenhanges zwischen Parametertests und Konfidenz-
intervallen erkennt man, daf§ man die Gréfle des Ablehnungsbereiches S¢
im Stichprobenraum, also die Wahrscheinlichkeit « fiir einen Fehler erster
Art, durch Anpassen der Grenzen ¢, und ¢, des Konfidenzintervalles K re-
duzieren kann. Geschieht dieses durch eine Vergroflerung des Stichproben-
umfanges n, so bewirkt das eine gleichzeitige Verkleinerung von a und 3.
Allerdings steigt damit auch der Testaufwand (Kosten).

Sei © := O; U O3 eine disjunkte Zerlegung des Parameterraumes eines
Tests. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler zweiter Art in Abhéngigkeit
vom Parameter 6 sei gegeben durch

B = b0) = P(T¢Sc|0ec6).

Da der wahre Wert von 6 nicht bekannt ist, 148t sich diese Wahrschein-
lichkeit nicht berechnen.
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Es 148t sich aber b als Funktion von @ iiber der Menge ©; untersuchen:
B = b(0) (0 €0O1).

Diese Funktion heifit Operationscharakteristik (operating characteristic
curve, Annahmekennlinie). Sie ist das Komplement der Trennschérfe:

Operationscharakteristik + Trennschirfe = 1
B = b(#) + 1—b(0) =1

Die Operationscharakteristik kann dazu dienen, verschiedene Tests fiir das
gleiche Testproblem miteinander zu vergleichen und somit moéglicherweise
unter allen Tests zum gleichen Niveau « fiir das vorliegende Problem einen
besten Test zu bestimmen.
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