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Bei der harmonischen Analyse des Stromes eines geschwindigkeitsmodulierten Elektro-
nenstrahls treten Integrale der Form

™

1

fm(J:) _ %/e—j(mt—xsint)dt (1)

—T

auf. Gliicklicherweise handelt es sich bei den f,,, um BESSELsche Funktionen. Wahrend-
dessen man [1] Abschnitt 9.2 die Beziehung

1 7 .
- fJ(mtf:Bsmt)dt 2
Ina) = 5 [e )
entnimmt, findet man in [2] Abschnitt 3.3.1.3.4.
17 .
Jon(z) = —/Cos(x sint) cos(2nt) dt (3)
T
0
L N
Jons1(z) = —/sm(m sint) sin[(2n + 1)t dt (4)
T
0

und in [3] Punkt 9.1.21 fiir natiirliche Zahlen n

Jn(z) = i/cos(nt — xsint) dt. (5)

Ich werde im folgenden die Giiltigkeit von (2) bis (5) fiir ganzzahlige m bzw. n nachweisen.
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1 ZUSAMMENHANG ZWISCHEN (2), (3) UND (4) 2

1 Zusammenhang zwischen (2), (3) und (4)

In diesem Abschnitt werde ich zeigen, da8 die rechte Seite von (2) fiir geradzahlige m mit
der rechten Seite von (3) und fiir ungeradzahlige m mit der rechten Seite von (4) identisch
ist. Dabei bleibt zunéchst offen, ob die rechten Seiten tatsdchlich BEsSSELsche Funktionen
erster Gattung représentieren.

Ubergang zu reellem Integranden.

Ich betrachte fiir ganze Zahlen m die Funktion

™

]' —j(mt—x sin
fm(x) — %/e j(mt Dt (6)

—Tr
™

17 i
= o5 / cos(mt — xsint)dt + QJTT / sin(mt — xsint) dt.
Fiir das erste Integral erhédlt man mittels der Substitution ¢t = —¢#'

™ —Tr

/ cos(mt — xsint)dt = /cos(mt —xsint)dt — / cos(mt — xsint) dt
-7 0 0
= /cos(mt —zsint)dt + /Cos(mt' — zsint’) dt’
0 0

= 2/cos(mt — xsint) dt.
0

wéahrenddessen man, wie erwartet, durch selbige Substitution fiir das zweite Integral
—T

/ sin(mt — xsint)dt = [ sin(mt — xsint)dt — / sin(mt — xsint) dt

/
/

0
sin(mt — xsint)dt — /sin(mt’ — zsint’) dt’
0

=0
erhélt. Es gilt also

™

fm(z) = 1/Cos(mt — xsint)dt, (7)

™
0

und man erhélt unter Verwendung eines Additionstheorems

™

fm(z) = i/sin(mt) sin(zsint)dt + i/cos(mt) cos(x sint) dt. (8)
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In den Abbildungen 1 bis 4 sind die Integranden aus (8) fiir m = 1 und m = 2 dargestellt.

. A sin ¢ ) A sin 2t sin(7sin t)
sin(7sint)
2m
0+ 0 e
T t
1 14
Abbildung 1: Die Funktionen sint und Abbildung 2: Die Funktionen sin(2¢) und
sin(7 sin t) sind auf [0, 7] nicht orthogonal. sin(7sint) sind auf [0, 7| orthogonal.
A . A :
13 cos(msint) 13 cos(msint)
cost cos 2t

0 : - 0
W N U U "
11 11

Abbildung 3: Die Funktionen cost und Abbildung 4: Die Funktionen cos(2t) und
cos(msint) sind auf [0, 7] orthogonal. cos(msint) sind auf [0, 7] nicht orthogonal

Offenbar verschwindet fiir m = 1 das zweite Integral aus (8), wihrenddessen das erste
Integral fiir m = 2 verschwindet. Ich werde nun zeigen, dafl dieser Zusammenhang allge-
mein fiir alle ungeradzahligen bzw. geradezahligen m besteht.

Vereinfachung fiir gerade m.

Fiir jede ganze Zahl n ist m = 2n gerade und es gilt

W /2 /2
/sin(mt) sin(zsint)dt = / sin(2nt) sin(zsint) dt — / sin(2nt) sin(x sint) dt
0 0 T
w/2 w/2
= / Sdt + / sin[2n(m — t')] sin[z sin(7 — ¢')] dt’
0 —sin(2nt’) sint/
= 0,

wobei im zweiten Integral t = m — ¢’ substituiert wurde. Mithin verschwindet fiir gerade
m das erste Integral in (8), (vgl. Abb. 2). Das zweite Integral verschwindet sicherlich
nicht fiir alle z, weil sonst f,, identisch verschwinden wiirde und dann keinesfalls eine
BEessELsche Funktion sein konnte.
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Vereinfachung fiir ungerade m.

Fiir jede ganze Zahl n ist m = 2n 4 1 ungerade und es gilt

iy w/2 w/2
/cos(mt) cos(xsint)dt = / cos[(2n + 1)t] cos(zsint)dt — / cos[(2n + 1)t] cos(x sint) dt
0 s
w/2 /2
= / codt + / cos[(2n + 1)(m — t")] cos[z sin(m — t)] dt’
—_————
0 0 — cos[(2n+1)t'] sin ¢/
= 0.

Im zweiten Integral wurde wieder ¢t = w—t substituiert. Mithin verschwindet fiir ungerade
m das zweite Integral in (8).

Die allgemeine Formel.

Es gilt also fiir alle ganzen Zahlen m und alle reellen Zahlen x

™

1 . .
- —j(mt—zsin t)dt —
2w /e

1 T
—/sin(mt) sin(zsint)dt wenn m gerade,
T

0

1 ™
—7 — / cos(mt) cos(xsint)dt wenn m ungerade.
7r
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2 f, ist BESSELsche Funktion m-ter Ordnung

Das Fundamentalsystem der BESSELschen Gleichung
L(y) = % + aj + (2®>-m?)y = 0 (10)

ist fiir jede ganze Zahl m durch die beiden Funktionen .J,,,(x) und Y;,(z), die BESSELschen
Funktionen erster und zweiter Gattung der Ordung m gegeben (siche z.B. [2]).
Bekanntlich sind die BESSELschen Funktionen erster Gattung auf ihrem Definitionsbereich
beschrankt, wihrenddessen die WEBERschen Funktionen (BESSELsche zweiter Gattung)
in x = 0 unbeschrankt sind. Geniigt folglich eine beliebige Funktion f(z) der BESSELschen
Gleichung (10) und ist auerdem auf ihrem Definitionsbereich beschrinkt, so ist sie pro-
portional zu J,,.

Ich werde im folgenden zeigen, dafl f,, diese beiden Eigenschaften besitzt, und dafl die
Proportionalitidtskonstante gerade eins betrigt (siehe auch [4], Anhang, Teil I, §4.1).

fm geniigt der BEsSELschen Gleichung.

GeméiB (8) 148t sich f,, als Summe der Funktionen g,, und h,, darstellen, wenn diese
als

™

17 1

Gm = —/sin(mt) sin(z sin t) dt, hm = —/cos(mt) cos(zsint) dt (11)

T T
0 0

erklart werden. Offenbar geniigt g,, aber der BESSELschen Gleichung, denn es ist

1
Gm = ;/Sm (mt) cos(z sint) sint dt,
0
. L7
Gm = %/ n(mt) sin(z sin t) sin?¢ dt,
0

O\:\

(z%cos?t — m?) sin(mt) sin(x sint) dt + m/sintsin(mt) cos(zsint) dt,
0

wobei die rechte Seite der letzten Gleichung verschwindet, was man mittels zweimaliger
partieller Integration

x/sintsin(mt) cos(zsint)dt =
0

= -z / —cost {m cos(mt) cos(z sint) — sin(mt) sin(z sint)x cos t} dt
0
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- m

St~

cos(mt) cos(zsint)x cost dt — / r?cos?t sin(mt) sin(z sin t) dt
0
= m

msin(mt) sin(x sint) dt — / r?cos®t sin(mt) sin(x sint) dt
0

(z%cos*t — m?) sin(mt) sin(zsint) dt,

O\ﬁ St—5

nachweist.! Es geniigt aber auch h,, der BESSELschen Gleichung, denn es ist

. 1
hpm = —= / cos(mt) sin(z sin t) sin t dt,
m

. 1
hpm = —=— / cos(mt) cos(z sin t) sin®¢ dt,
m

wL(h,) = /(.TQCOSQt —m?) cos(mt) cos(zsint)dt — = / sint cos(mt) sin(z sint) dt
0 0

= ...+ =z / - cost{—m sin(mt) sin(zsint) + cos(mt) cos(xsint)x cos t} dt
0

= ...+ m / sin(mt) sin(z sint)z costdt — /xQCOSQt cos(mt) cos(zsint) dt
0 0

= ...+ m / m cos(mt) cos(xsint)dt — /xzcoszt cos(mt) cos(zsint) dt

0
= 0.

Nun ist die BEssELsche Gleichung sowohl linear als auch homogen, weshalb sie mit g,
und h,, auch durch f,, = g, + h,, gelost wird.

fm ist beschrankt.

Die Funktion g, ist beschréinkt, denn 1 ist eine ihrer Schranken:

17 17
lgm| = — ‘/sm (mt) sin(x sint) dt’ < —/|sm(mt) sin(zsint)| dt <
% T
1 s
< —/dt ~ 1
s
0

Analog beweist man |h,,| < 1, weshalb nach der Dreiecksungleichung | f,,| < 2 gilt.

!Dies ist fiir alle ganzen Zahlen m der Fall. Fiir gerade m ist g,, die triviale Losung von (10).
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Es ist f, = Jn.

Den am Anfang dieses Abschnittes getitigten Uberlegungen zufolge existiert also zu jeder
ganzen Zahl m eine reelle Zahl ¢,,, so daf gilt

fm(x) = cm Jn(x). (12)

Fiir alle nichtnegativen m folgt daraus - die m-malige Differenzierbarkeit von f,, zunéchst
einmal vorausgesetzt - die Richtigkeit von

FA0) = ew JM(0), (13)

m

woraus die Koeffizienten wenigstens fiir m > 0 bestimmt werden kénnen.? Fiir den Wert
der m-ten Ableitung der BESSELschen Funktion hat man (sieche Anhang)

Jm) = —. (14)

Die m-te Ableitung von f,, berechne ich unter Verwendung ihrer komplexen Form (6) zu
flm) () = S /7T<J sin t)me’j(mt’“int)dt.
21
Fiir den Wert an der Stelle z = 0 gilt daher
17 A 11 A
(m) - i —jt - = = _ 20t
fam) = 27?_/ (Jsmte ) dt = o 27T/(1 e ) dt,

wobei das Integral offenbar 27 liefert

_] (1—e’2jt>mdt = /Wi

™

™

weshalb man schliefllich

2Wie iiblich ist f(©) = f zu setzen.
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erhélt. Mithin sind wegen (14) und (13) die Koeffizienten ¢,, fiir alle nichtnegativen Indizes
bestimmt; es gilt

em = 1 Ym > 0. (15)
Um nun die Koeffizienten negativen Index’ zu bestimmen, mache ich von der Eigenschaft
Jom(z) = (=17 Jm(z) (16)

der BEsSELschen Funktionen ganzzahligen Index’ Gebrauch (siche Anhang), weshalb ich
weiterhin nur nichtnegative m zu betrachten brauche. Offenbar besitzt f,, diese Eigen-
schaft auch, denn es ist wegen (11) f_,, = g—m + h—m = —gm + hm, Wobei g, fiir gerade
m und h,, fiir ungerade m verschwindet, so daf§ also gilt

fm(z) ,wenn m gerade

fom(@) = { —fm(x) ,wenn m ungerade } = (=D fnl2).
Wegen (12), (15) und (16) gilt daher
fom(@) = (=1)" () = Jom(2),
weshalb schieBlich fiir alle nichtnegativen m gilt ¢_,, = 1 bzw.
cn = 1 VmeG.

Damit ist endlich der Nachweis dafiir erbracht, dafl fiir alle ganzen Zahlen m und alle
reellen Zahlen x gilt

s

1 . )
Jnl@) = o / oimt=zsin) 4y (17)

—T
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A Definition und Eigenschaften der J,,

Es seien v und z komplexe Zahlen. Die komplexwertige BESSELsche Funktion erster Art
v-ter Ordnung des komplexen Arguments z ist definiert als

B 00 (_1)k 2 \V+2k
Toz) = k;k;! T(v+k+1) (2) ’ (18

wie man es in [2] 3.3.1.3.4. und in [3] 9.1.10 nachlesen kann. Sie ist in der ganzen z-Ebene
fiir jedes komplexe v analytisch, was im wesentlichen aus dem analytischen Verhalten der
Funktion 1/I'(z) geschlossen werden kann. Desweiteren besitzt sie die Eigenschaft

2, + 2J, + (2 —=1vHJ, = 0, (19)

d.h., sie 16st die BESSELsche Gleichung.

Ich werde mich im folgenden auf reelle Argumente x und ganzzahlige Indizes +m be-
schrénken, wobei m nun eine natiirliche Zahl darstellt. Dann erhdlt man aus (18) mit
v=mbzw. v=—m

00 -1 k T m+-2k
@) = 2 ((m—|>—k)! (2> ! (20)

k=0

Tow) = S et (3) @)

1
= —m)!
wobei die letzte Gleichung unter Verwendung der Beziehung

1 B 0 fir k< m,
L(k—m+1) 1/(k—m)! fir k>m

abgeleitet wurde. Durch Neuindizierung k := k — m in (21) erhélt man

T e I

= (m+ kKD \2
Jom(z) = (=1)" Jm(2). (22)

Fiir die Ableitungen erhélt man durch gliedweise Differentiation von (20)

-DF m+ 2k (x)m+2k—1
2 Y

: o
Tnle) =24 (m+k)! 2
(

k=0

!
—1F (m+ 2k)(m + 2k — 1) (x)m+2k_2
! 2 ’

IR Yy oy 22

¥
[e=]

< (=1)F  (mA+2k)(m+2k—1)...(2k+1) <x)zk
5)

@) = 3 (m + k)! 2m
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und damit folglich

. L& (-D)F (2k+m) o\
Tae) = %,;)k! (m+ k) (2k)! (2) '

Fiir negative Indizes erhélt man mittels Differentiation von (22) daher

i - () Sl St 6

= (m+k)!

Damit lauten die Werte an der Stelle x = 0°
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