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Die Variationsrechnung - eine Theorie zur fRndung optimaler Funktionen -
wird in der Ingenieursmathematik i.allg. nicht behand@ie folgende Abhandlung
Uber dieses Thema ist zum Selbststudium gedacht. Sie mms$tainem Skrip-
tum zur Analysis von LafVilhelm der ehemaligen Sektion Physik der Humboldt-
Universi@t zu Berlin aus dem Jahre 1977 [2].

1 Einleitung

Es seiM eine Gesamtheit von Funktionendie gewisse gemeinsame Eigenschaften besitzen
mogen. Wird jeder Funktion € M eine ZahlJ{u) zugeordnet, so nennt man die Zuordnung ein
auf M definiertes~unktional Man kann nairlich auch Funktionale von mehreren Funktionen
definieren:J{uy, U, ..., Up).

Beispiel M enthalte alle Funktioney= y(x), die in einem abgeschlossenen Intervail k,]
definiert sind, deren Ableitungeyi(x) im offenen Intervall X;, xo) existieren, stetig und be-
schi&ankt sind, und die die Randbedingunggr,) = yi, Y(X) = ¥, erfullen. Dann definiert

Yy = f VIt Y209 dx (1)

ein Funktional auM. Offenbar kann mad als Bogenhnge der ebenen Kurve= x, y = y(X),
X € [ Xy, Xo] interpretieren. Entsprechend definidit £wei Funktionery(x), z(x)

Y. 2%y = f VLT Y209 + 22(x) dx @)

ein Funktional, und kann als Boge#dnge der Raumkurve= X,y = y(X), Z = z(X), X € [X1, Xz]
interpretiert werden.

Gegenstand der Variationsrechnung ist die Theorie deeBwtrvon Funktionalen. Praktisch
sind vor allem solche Funktionale von Bedeutung, die Inlegtarstellen, bei denen die Funk-
tionenu oder deren Ableitungen Bestandteile der Integranden sisgollen daher hier auch
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nur solche Probleme betrachtet werden, bei denen eine aefeene Funktionen so zu bestim-
men sind, dal ein vorgegebenes ein- oder mehrdimensidnédgsal, dessen Wert von den zu
bestimmenden Funktionen &ltgt, ein Extremum annimmit.

Wichtig sind vor allem die folgendeviariationsprobleme

1.

Welche Funktiory(x), die den Randbedingungefix;) = vyi, Y(X2) = Y» gerigt, macht
das Integral

3y = f f(xy.y) dx 3)

bei gegebener Funktiohzu einem Extremum?

. Welche Funktioneg(x), z(x), die an den Stellery, x, die Wertey, y,, z1, Z annehmen,

machen bei gegebener Funktibrlas Integral
X2
W = [ fxyzy.z)ox (4)

zu einem Extremum? (Entsprecheiid €éndlich viele Funktionegy(X), y2(X), . . ., Yn(X).)

. Man bestimme die Funktioy(x), die das Integral

Ay = f f(xy.Y.y") dx (5)

zu einem Extremum macht und den Randbedinguygen = yi, y(X2) = Y2, Y (X1) = Y},
y (%) =y, gertigt.

Man bestimme eine Funktiaifx, y), die das Fhchenintegral

Fu = f f(X, ¥, u, uy, uy) dxdy (6)
B

zu einem Extremum macht undrigs der Randkurveé des Bereiche® gegebene Werte
annimmt.

. Isoperimetrisches ProbleniGegeben seien die beiden Funktionen dreie&Nderlicher

gund f, sowie die Konstanté@. Welche Funktiory(x), die den Randbedingung®(x,) =
Y1, Y(X2) = Y2 und der Nebenbedingung

X2
[aeyyrax = A @)
gerigt, macht das Integral
X2
My = f f(x.y.y) dx (8)

zu einem Extremum?



6. Extremum mit Nebenbedingung&esucht werden zwei Funktiong(x), z(x), die dem
Integral

Wy, = f f(xY.2Y.7) dx )

ein Extremum erteilen, die Gleichung
G(xy,.9 = 0 (10)

erfullen und an den Stellery, X, die Wertey,, Y», z1, Z annehmen. — @enbar niissen
(X1, Y1, 21) und (X, Y2, ) der Bedingung (10) gergen.

2 Fundamentalsatz der Variationsrechnung

Satz 1 Vorgelegt sei eine ay#, b] stetige Funktion ¢x). Verschwindet fur jede afif, b] stetig
differenzierbare und in den Endpunkten verschwindende Fursttigx) das Integral

b
ff(x) n(x) dx, (11)

so verschwindet (k) auf[a, b] identisch.

Beweis 1 Indirekt. Seif(¢) > 0 fiur ein gewisseg € (a,b) und 0.B.d.A! a < b. Aufgrund

ihrer Stetigkeit mul¥f auch in einer gewissen Umgebung vmpositiv sein. Mithin existiert
ein gewisses Teilintervally, 8) von [a, b] mit £ € («,B), so dal’f(x) > O fur alle x € (a,f).

Offenbar erillt

0 fir a<x<a
nx) = (x—a)’(x-pB)> fur a<x<p (12)
0 fur B<x<b

alle Voraussetzungen von Satz 1. Die (stetige) Funkfiprverschwindetiiberall aul3er auf
(a, B), wo sie positiv augfllt, so dafd ihr Integral ebenfalls einen positiven WeritaedDas aber
steht im Widerspruch zur Voraussetzung. g.e.d.

Dal} die Stetigkeit vorfi tatsichlich eine Notwendigkeit daf darstellt, aus dem Verschwinden des Integrals auf
das Verschwinden voh schliel3en zu &nnen, kann man durch Betrachtung der (unstetigen) Funktio

1 fur x=¢

9 = {o fr x# & (13)

leicht einsehen, denn diese bringt das Intediajdde(in x = £ definierte) Funktion; zum Verschwinden, ohne
selbst zu verschwinden.

Die Forderungen an bedirfen jedoch einer Erkrung, lonnte man doch dem Gedanken erliegen, Satz 1 fol-
gendermalien zyverallgemeinern“:

Satz 2 Vorgelegt sei eine ayk, b] stetige Funktion f. Verschwindet das Integral (11) furgdiber[a, b] inte-
grierbare Funktiony, so verschwindet f ayif, b] identisch.
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Beweis 2 Man verwendet als Testfunktiop= f. g.e.d.
Wie noch zu sehen sein wird, hat man es bei Variationspradteinallg. mit auf g, b] stetig diferenzierba-
ren und ina und b verschwindenden Funktionen zu tun. Diesdikeh ofenbar die Voraussetzungen von Satz 1
bediglichn, jene von Satz 2 jedodahichtt Um letzteren anwenden zwhknen, hat man das Verschwinden des Inte-

grals fir jede Uiberfa, b] integrable Funktiorsicherzustellen und nicht nuiif die echte Untermenge der aaf ]
differenzierbaren Funktionen. Man sollte also bestrebt seim Umfang der Testfunktionepdurch zuétzliche
Forderungen so weit wie dglich zu besclénken.

Der Fundamentalsatz der Variationsrechnung bleibt aucm dgltig, wenn der Funktion
n scharfere Bedingungen auferlegt werden. Beispielsweise kanmfordern, dal3 sie stetige
Ableitungenn-ter Ordnung besitzen soll. Der Beweis bleibt im wesentlicbhaveandert; in
Gleichung (12) setzt man als Exponent 1 anstelle der 2.

AulRerdem3t er sich auch auf Funktionen voiveranderlichen ausdehnen; man hat es dann
mit einemn-dimensionalen Integral zu tun. Den Bewdibift man analog; das Teilintervall wird
dann zum Innern einerdimensionalen Kugel vom Radigsund fir  wahlt man z.B. eine nur

. . . : . 2
im Innern der Kugel nicht verschwindende Funktion mit den‘rt\/(lé =3 - gi)Z) :

3 Die Eulersche Gleichung im einfachsten Falle

Betrachtet sei das Funktional
X2
Wy = f Foy.y) dx, (14)
X1

wobei die gegebene Funktidnnebst ihren partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnimg
einem Bereicl8 derx-y-Ebene @ir beliebige Werte vow' als stetig vorausgesetzt wird. Um die
Existenz des Funktionals (14) zu gé&lwleisten, wird von den Funktionesx) gefordert, auf
dem Intervall ki, x,] stetig diferenzierbar zu sein (der KlasSg anzugebren) und vollsindig
im Innern vong zu verlaufen. Sind beide Eigenschaften gegeben, wird igefuden gesagy,
gelore zur Klasse;.

Definition 1 Gegeben sei eine Zahl> 0 und zwei auf einem Intervall | definierte Funktionen
y(x) und gx). Es liegt g in dere-Umgebung von y, wenn fur alle | gilt |g(x) — y(X)| < €
(e-Umgebung odee-Nachbarschaff. Ordnung)?

Definition 2 Betrachtet seien nur der Klasse Kugehorige Funktionen. Das Funktional (14)
besitzt fur ¥x) ein relatives Maximum (Minimum), wenn sein Wert fur y nidairier (grof3er)
als fur beliebige andere in einerUmgebung von y liegende Funktionen ist.

Definition 3 Es sei D eine Klasse von Funktiongix)y fur die (14) einen Sinn hat. Das Funk-
tional (14) nimmt innerhalb von D ein absolutes Maximum (khitim) an, wenn sein Wert nicht
kleiner (grol3er) als fur alle anderen Funktionen aus D ist

Im folgenden werden nur relative Extrema und der Kld§sangeldrige Funktionen betrachtet.

2Gilt auBerdemg’ (x) — Y (X)| < €, so spricht man von einerUmgebung 1. Ordnung usw..



Es soll nun eine notwendige Bedingung ictaflesucht werden, dafl3 eine Funktig®) dem
Funktional (14) ein Extremum erteilt. Es sg(x) eine solche Funktion. Betrachtet man die
spezielle, vom Parameterabrangende Funktion

¥y = ¢(x) + an(x), (15)

wobein eine beliebige (abek; angeldrende, siehe oben) Funktion bedeutet, und setzt sie in
das Funktional (14) ein, so &ihh man

f fIX ¢(X) + an(x),¢'(X) + an'(¥] dx = J(a), (16)

also eine vorw ablangige Funktion. Bei beliebig vorgegebenem positiwdrefindet sichy(x)
fur alle hinreichend kleinen Werte vanin einere-Umgebung vory. Wenn nurny, wie voraus-
gesetzt, dem Funktional ein Extremum erteilt, so muf3 di&k&om (16) fur @ = 0 ein Extremum
haben. Eine notwendige Bedingung iglailst aber das Verschwinden ihrer ersten Ableituing f
a = 0.Dadf/da = f, = fyn+ f,n’ bediglichx unda stetig ist? darf (16) nach der kusnizschen
Regel unter dem Integralzeichertdrenziert werden, und man @thfur e = 0

X2

Y(0) = f (1% 600, 6/ W) + f[x 6.6’ W' (W) dx = 0. (17)

X1

Mittels partieller Integration des zweiten Summarfdemibt sich daraus

X2
X2 d
[fy,n]xl+fn(fy—&fy,) dx = 0. (18)

X1

Eine Funktiony(x), die das Funktional (14) zu einem Extremum machen soll, als@ not-
wendig eine [Bsung von Gleichung (18) bei beliebigerfx) sein.
Von der gesuchten Funktiognsei nun zuatzlich verlangt, daf3 sie détandbedingungen

y(X1) = ¥, y(X2) = Y2 (19)

gengt.
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