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Eine Gruppe ist eine Menge, in der eine assoziative und beiderseitig umkehrbare
algebraische Operation definiert ist. – Dieser Artikel bietet eine knappe Einführung
in die Gruppentheorie.

1 Einleitung

Gruppen – die wohl elementarsten Strukturen der abstraktenAlgebra – werden in der Inge-
nieurmathematik (wohl gerade wegen ihrer Abstraktheit) i.allg. nicht behandelt. Dieser durch-
aus versẗandliche Umstand ist zugleich höchst bedauerlich, offenbaren sich doch gerade in der
abstrakten Algebra Strukturen von bezaubernder Schönheit.

Diese Abhandlung entsteht parallel zu meinem späten Selbststudium der Elementarmathe-
matik. Ihr Zweck besteht vor allem darin, michselbst zu klarem Denken zu zwingen.

2 Algebraische Operationen

Gegeben sei eine nichtleere MengeM. Ordnet man jedemgeordnetenPaar (a,b) von Elemen-
ten ausM genau ein (d.h. ein eindeutig bestimmtes) Elementc ausM zu, dann hat man eine
(zweistellige) algebraische Operation inM definiert:

Definition 1 Eine in einer Menge M definierte algebraische Operation ist eine auf M× M
definierte Funktion mit Werten aus M.

Man beachte, daß der Definitionsbereich aller derartigen Funktionen die Mengealler geordne-
ten Paare von Elementen ausM ist. Jedes denkbare Paar muß als Urbild auch

”
drankommen“;

es gilt alsoD = M × M (Funktionauf M× M). Hingegen m̈ussen die Wertebereiche nicht mit
M zusammenfallen; es gilt alsoW ⊆ M (Werteaus M). Ferner k̈onnen gewisse Elemente aus
M auch mehrfach als Bilder

”
drankommen“.

Da es sinnlos ist, von Elementen einer leeren Menge zu sprechen, werden algebraische Ope-
rationen nur in nichtleeren Mengen definiert, d.h. nur in Mengen, die wenigstens ein Element
enthalten.

Ist verm̈oge einer algebraischen Operation (im folgenden einfach Operation genannt) dem ge-
ordneten Paar (a,b) das Elementc zugeordnet, so schreibt manf (a,b) = c, a+b = c, a−b = c,
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a ·b = c, a/b = c, a∗b = c, a⋆b = c, a⊙b = c, . . . .1 Die zugeḧorigen Operationen werden also
durch die Symbolef , +, −, ·, /, ∗, ⋆, ⊙, . . . bezeichnet. Sind keine Verwechslungen zu befürch-
ten, weil z.B. nur eine einzige Operation betrachtet wird, kann man das Operationssymbol auch
ganz weglassen:ab = c. Dieser Schreibweise wird ihrer K̈urze wegen im folgenden der Vor-
zug gegeben. Weiter nennt man die Elemente vonM auchOperandenund die Elemente von
W Resultate bez̈uglich der inM definierten Operation. Beispiele für algebraische Operationen
sind:

1. Die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Divisionim Bereich der rellen (und kom-
plexen) Zahlen, letztere unter Ausschluß der Null.

2. Die Vektoraddition nach der Parallelogrammregel.

3. Offenbar definiert auchab = a eine algebraische Operation in jeder nichtleeren Menge:
Jedem geordneten Paar (a,b) wird dabei das erste Element des Paares zugeordnet.

Gem̈aß obiger Definition sind die Operandenpaare geordnet, d.h.die Reihenfolge der Ope-
randenkann (und wird daher i.allg., siehe Beispiel 3) Einfluß auf dasResultat haben. Ist dies
für eine gegebene Operation (und zugrundegelegte Menge2) nicht der Fall, so nennt man sie
kommutativ:

Definition 2 Eine in einer Menge M definierte algebraische Operation heißt kommutativ, wenn
für alle a,b ∈ M gilt: ab = ba.

Beispiele:

1. Die Addition (a + b = b + a) und die Multiplikation (a · b = b · a), nicht jedoch die
Subtraktion (a − b , b − a) und die Division (a/b , b/a) im Bereich der rellen (und
komplexen) Zahlen sind kommutative Operationen.3

2. Die Vektoraddition nach der Parallelogrammregel ist kommutativ.

3. Bei der durchab = a definierten Operation handelt es sich im allgemeinen um keine
kommutative:4 Seienx undy beliebige (aber fest geẅahlte) Elemente ausM, dann gilt f̈ur
diesexy = x undyx = y. Lassen sichx undy derart ẅahlen, daßx , y gilt (d.h. besitzt
M mehr als ein Element), dann ist die Operation offenbar nichtkommutativ. Denn dann
existieren Elementea,b, für dieab, bagilt, nämlichx undy.

Das bedeutet jedoch nicht, daß die Operationab= a in jederMenge nichtkommutativ ist.
Wie das folgende Beispiel zeigt, spielt die betrachtete Menge eine entscheidende Rolle,
siehe Fußnote 2.

1Das Symbol
”
=“ bezeichnet identische, also nicht unterscheidbare (bzw.nicht zu unterscheidende) Elemente.

f (a,b) = c bedeutet also, daßf (a,b) undc dasselbe Element bezeichnen.
2Eine Operation ist gem̈aß Definition 1 nichtansichsondern stetsin einer gewissen Mengedefiniert.
3Das Symbol

”
,“ bezeichnet unterscheidbare, also nicht identische Elemente. Es ista , b die Negation der

Aussagea = b.
4Die Phrase

”
im allgemeinen“ wird gern mißverstanden, weshalb mir eine Definition angebracht erscheint: Es

seiM eine unendliche Menge. Eine AussageformA(x) ist genau dann
”
im allgemeinen“ f̈ur x ∈ M wahr, wenn

sie für
”
wenigstens ein“x ∈ M falsch ist. – Diese Definition ist durchaus diskussionswürdig. Sicherlich aber

soll eine
”
im allgemeinen“ wahre Aussageform in

”
mehr“ F̈allen wahr als falsch sein. Daß sie in keinem Fall

falsch (also immer wahr) ist, schließt man sinnvollerweiseaus, denn dafür hat ja schon den Begriff der wahren
Aussage. Also muß sie in wenigstens einem Fall falsch sein. Läßt man es dabei bewenden, hat man die obige
Definition.
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4. Alle auf jeder einelementigen Menge definierten Operationen sind kommutativ. – Besitzt
M genau ein Element, namentlichx, so gibt es auch genau ein geordnetes Paar, nämlich
(x, x). Wegenxx ∈ M muß alsoxx= x gelten, denn vonx verschiedene Elemente stehen
nicht zur Verf̈ugung.

Gem̈aß Definition 1 sind die Resultate einer Operation stets wieder der betrachteten Menge
angeḧorig; bildlich gesprochen führt eine algebraische Operation also nicht aus der betrachteten
Menge heraus: Hat man für zwei beliebige Elementea,b ∈ M die Operationab ausgef̈uhrt, so
kann man wegenab ∈ M dieses Element selbst der Operation unterwerfen, indem mansich
ein beliebigesc ∈ M hernimmt und die Operation (ab)c ausf̈uhrt.5 Mit derselben Begr̈undung
kann man dieselben Elementea,b, c zu a(bc) verküpfen, und es stellt sich die Frage, ob man
dabei auch zu demselben Resultat gelangt. Im allgemeinen istdiese Frage zu verneinen, d.h.
die Reihenfolge der Ausführung der Operationenhat Einfluß auf das Resultat. Ist dies für eine
gegebene Operation (und zugrundegelegte Menge) nicht der Fall, so nennt man sieassoziativ:

Definition 3 Eine in einer Menge M definierte algebraische Operation heißt assoziativ, wenn
für alle a,b, c ∈ M gilt: (ab)c = a(bc).

Nun besteht der Sinn der (nebenbei unterschobenen) Klammersymbolik gerade in der Kenn-
zeichnung der Operationsreihenfolge – spielt diese keine Rolle, so geht er verloren. Eine as-
soziative Operation ist also durch dieÜberflüssigkeit von Klammern in der Symbolik gekenn-
zeichnet. Und dies eben, obwohl mehr als zwei Operanden im Spiel sind und lediglich eine
einzige Operation betrachtet wird.6

Für assoziative Operationen (und nur für diese) definiert man daher den bequemen Ausdruck
abc durchabc = (ab)c = a(bc). Umgekehrt gilt: Trifft man jemals auf einen Ausdruckabc,
so hat man es mit einer assoziativen Operation zu schaffen – wenn man die Schulfibel einmal
außeracht l̈aßt.

Beispiele:

1. Die Addition ((a+b)+ c = a+ (b+ c)) und die Multiplikation ((a ·b) · c = a · (b · c)), nicht
jedoch die Subtraktion ((a− b)− c , a− (b− c)) und die Division ((a/b)/c , a/(b/c)) im
Bereich der rellen (und komplexen) Zahlen sind assoziative Operationen.

2. Die Vektoraddition nach der Parallelogrammregel ist assoziativ.

3. Die Operationab= a ist in jederMenge assoziativ, denn einerseits gilt (ab)c = (ab) = a,
und andererseits gilt aucha(bc) = a. Genauso zeigt man, daßab = b eine assoziative
Operation ist.

4. Alle auf jeder einelementigen Menge definierten Operationen sind assoziativ, weil als
Resultat jeweils nur das eine Element in Frage kommt (und sichselbst gleich ist).

Viele der gebr̈auchlichen Operationen sind sowohl kommutativ als auch assoziativ, und es
stellt sich die Frage, ob nicht ein genereller Zusammenhangzwischen diesen Attributen besteht.
Konkret: Darf man aus der Kommutativität einer Operation auf deren Assoziativität schließen

5Die Klammern werden im̈ublichen Sinn verwendet: Geklammerte Operationen sind zuerst auszuf̈uhren. – Ein
Ausdruck der Gestaltabc ist (bislang) undefiniert.

6Da, wie noch zu sehen sein wird, Gruppen eine assoziative Operation implizieren, k̈onnte man sagen: Ein Grup-
pentheoretiker ist ein Mensch, der nicht weiß, was Klammernsind. – In Anlehnung an den bekannten Witz, ein
Topologe sei ein Mensch, der nicht zwischen Kreis und Quadrat unterscheiden kann.
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oder umgekehrt? – Dies ist im allgemeinen (d.h. für beliebige Mengen und Operationen) nicht
möglich. Zum Beweis zeigt man, daß sowohl kommutative und assoziative, kommutative und
nichtassoziative, nichtkommutative und assoziative als auch nichtkommutative und nichtasso-
ziative Operationen existieren, und zwar in ein und derselben Menge:

Betrachtet sei die aus den (beiden) Elementen 0 und 1 bestehende MengeM, also M =

{0,1}.7 Dann gilt M × M = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}, und es definiert die Abbildung (0,0) 7→
0, (0,1) 7→ 0, (1,0) 7→ 0, (1,1) 7→ 0 (alsoab = 0 für alle a,b ∈ M) eine kommutative
und assoziative Operation inM: Die MengeW der Resultate enthält genau das Element 0,
alsoW = {0}, weshalb alle Resultate, wie auch immer sie mittels der Operation gewonnen
werden, identisch sein m̈ussen. Damit liegttrivialer Weisesowohl Kommutativiẗat als auch
Assoziativiẗat vor. Zweckm̈aßig gibt man die Operation in Form einer Tabelle an:

a b ab
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 0

In derselben MengeM kann man folgende Operation definieren:

a b ab
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0

Wegen 01= 0 = 10 ist diese offenbar kommutativ, nicht jedoch assoziativ, denn es gilt z.B.
(00)1= 11= 0 aber 0(01)= 00= 1. Weiter ist die Operation

a b ab
0 0 0
0 1 1
1 0 0
1 1 0

weder kommutativ noch assoziativ, denn für sie gilt 01= 1 , 0 = 10 und (10)1= 01 = 1 aber
1(01)= 11= 0. Schließlich ist

a b ab
0 0 0
0 1 0
1 0 1
1 1 1

wegen 01, 10 zwar nichtkommutativ, aber assoziativ. Um letzteres einzusehen, braucht man
nicht alle 23 Variationen zu untersuchen, denn die Operation ist vom Typab = a, deren Asso-
ziativität im Beispiel 3 sogar für jede(nichtleere) Menge gezeigt wurde.

70 und 1 sind lediglich Bezeichner für die Elemente und nicht etwa Zahlen. Anstelle von 0 und 1 könnte man
genausogut x und y (oderx undy) schreiben – allein der̈Ubersichtlichkeit wegen wird hier der ersten Methode
der Vorzug gegeben. Ferner gilt 0, 1, denn ẅaren 0 und 1 nicht zu unterscheiden, bestünde die Menge nur
aus einem Element, siehe auch Fußnoten 1 und 3.
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Anscheinend lassen sich inM = {0,1} genau 24 = 16 verschiedene Operationen angeben (allgemein:n(n2) bei
n Elementen), wie es die folgende Tabelle nahelegt. Es stehenk unda für kommutativ und assoziativ,̄k und ā für
nichtkommutativ und nichtassoziativ:

a b f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10 f11 f12 f13 f14 f15

0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

ka kā k̄ā k̄ā k̄ā k̄ā ka k̄a ka ka k̄a k̄ā k̄a k̄ā ka ka

3 Umkehrung von Operationen

Ist f eine inM definierte Operation, so kann man zunächsteinmal die zugehörige Umkehrab-
bildung betrachten, d.h. jedem Resultatf (a,b) sein Operandenpaar (a,b) zuordnen. Definiti-
onsgem̈aß verlangt jede Operation jedoch nach einer eindeutigen Abbildung vonM × M in M;
damit auch die Umkehrabbildung eindeutig sein kann, müßte sichM ×M bijektiv auf M bezie-
hen lassen, was offenbar nur im Ausnahmsfalle m̈oglich ist (n̈amlich dann, wennM genau ein
Element entḧalt). Die zu einer Operation gehörende Umkehrabbildung ist daher im allgemeinen
mehrdeutig und somit nur von geringem Wert.

Zu einer realistischen Chance, von Resultaten auf Operanden schließen zu k̈onnen, gelangt
man erst, wenn man jedem Resultat wenigstens einen Operandenbeifügt.

4 Gruppen

Definition 4 Ein Element e∈ G heißt neutrales Element der Gruppe G, wenn für alle a∈ G
gilt: ea = ae= a.

Satz 1 In jeder Gruppe existiert genau ein neutrales Element.

Beweis 1 Existenz.
Eindeutigkeit.
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