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Satz1l 1. Sei {x) auf[A, B] stetig, A< a< b < B.
2. Sei x= ¢(t) auf[a, B] stetig dfferenzierbar.
3. Firjedes t [a, 8] seig(t) € [A, B].

4. Seip(a) = aundgp(B) = b.
Dann gilt:

b B
f fdx = f fo]6 (1) ct. (1)

Beweis1 Wegen Voraussetzung 1 besitfi) auf [A, B] eine Stammfunktior-(x), und es gilt

b
ff(x)dx = F(b) - F(a). ()

Wegen der Voraussetzungen 2 und 3d¢t) = F[¢(t)] wohldefiniert auf f, 5] und dort sogar
stetig diferenzierbar. Nach der Kettenregel gilt

() = Fle®le’'() = fla]e'(), 3
d.h.®(t) = F[¢(t)] ist eine Stammfunktion vori[#(t)]¢’(t). Mithin gilt

fﬁ fleMl’' (O dt = ©B)-D(a) = Flp(B)] - Flg()], (4)

und mit der Vor;ussetzung 4 folgt schlieRlich
fﬁ fle(Ml¢’' M dt = F(b) - F(a). ()
a g.e.d.
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1. Das besondere an Gleichung (1) ist, daf3 die Umkehrfumkibo x = ¢(t) nicht berdtigt
wird, wie es beim unbestimmten Integral der Fall ist. Mehehn@ mul3 auf dem betrach-
teten Intervall §, 8] nichteinmal umkehrbar sein! Es gégt, irgendwelchéNertea und
B zu finden, die der Voraussetzung 4 ggen, wie das folgende Beispiel zeigt.

2. In Satz 1 kann maiberallA = aund B = b setzen, ohne dal3 er seinéltgkeit verbre.
In der obigen Gestalt ist er jedoch allgemeiner.

Als Beispiel seifirr > 0 (reelle Konstante) das bestimmte Integral

r

2

f\/rz—xzdx - % 6)
0

berechnetf(x) = Vr2 — x2ist stetig auf [Qr], d.h. die Voraussetzung list &t mit A=a=0

undB = b = r. Zur Substitution vorx bietet sich die auf gani stetig diferenzerbare Funktion

X = ¢(t) = rsint an. Es ist a = r costdt und ¢(0) = 0 sowie¢(n/2) = r, d.h.a = 0 und

B = n/2 genigen der Voraussetzung 4. Ferner gaint € [0, r], so dal’ auch der Voraussetzung

3 geruge getan wird. Nach Gleichung (1) gilt also

/2

r
f\/rz—xzdx = f\/rz—rzsinztrcostdt (7)
0 0
/2
= rzf\/1—sin2t cost dt (8)
0
/2
= rzfcosztdt (9)
0
- r—zz[t+costsint]g/2 (10)
r’n
- 52 (11)

Alle Voraussetzungen von Satz Zaven auchir A= -r, B=rund z.B.a = —n, 8 = 51/2
erfullt. Obwohl x = ¢(t) = r sint auf [-x, 57/2] nicht umkehrbar ist, gilt trotzdem

5n/2

r
f\/rz—xzdx = f\/rz—rzsinztrcostdt. (12)
0 -

Nur bereitet die Auswertung des rechtsseitigen IntegrélBeye Mihe, weil nun das Vorzeichen
des Kosinus beachtet werden muﬁ — sirft = | cost|.
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