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1 Motivation

Jede gewhnliche, lineare Oferentialgleichung (kurz: Dgln-ter Ordnung

YO + paaY" D) + - + pOY () + po®YE) = u(t) 1)

fur die unbekannte Funktioyft) lal3t sich in ein System audinearen Diterentialgleichungen
erster Ordnungiberfihren. Setzt man z.B.

() = y), (2
%) = Yy, 3)
Xoo1(t) = YAt (4)
X1 = y"h(), %)

so erfalt man durch Dfferentiation von (2) und Vergleich mit (3) daraxigt) = x(t). Dieselbe
Vorgehensweise mit (3) bis (5) liefert zusammen mit deffddentialgleichung (1)

Xt = x(b), (6)
X(t) = X(t), (7)
X1 = (D), (8)
X0 = —=Pn-a(O)Xa(t) — - = PL(t)X2(t) — Po(t)Xa(t) + u(t). (9)

Der Ubersichtlichkeit halber verwendet man gern die Matrixsitiweise

X4 (t) 0 1 - 0 Xq(t) 00--0 0
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kurz

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), (11)
bzw.

x(t) = A()x(t) + b(t). (12)

Gegebenenfalls zu bigeksichtigende Anfangswertgto) = Yo, Y (to) = Y1, - - -, Y I(to) = Y1
gehen d@fenbaruber in die Anfangsbedingung

X(to) = Xp. (13)

Der Vorteil, von einer Gleichung-ter Ordnung (1) zu einem System au&leichungen (12)
iberzugehen, besteht also achst in einem Gewinn adbersichtlichkeit, was zum einen der
Matrixschreibweise, zum anderen der Reduktion der Ordnesgtyildet ist. Wie noch zu sehen
sein wird, bleibt das Problem debkungsfindung im Kern davon allerdings urildet.

Oftmals stellt sich ein konkretes Problem fast direkt inrfRaines Diferentialgleichungs-
systems (kurz: Dgls.). Die Funktioneg(t), deren Einiihrung als Ableitungen voyn(t) weiter
oben etwas willirlich anmuten mag, besitzen im allgemein@nmich eine unmittelbare physi-
kalische Bedeutung: Ihre Anzahkann als Anzahl der Energiespeicher und ihr Quadrat als im
i-ten Speicher enthaltene Energie gedeutet werden. In dgégi@theorie nennt man digt) Zu-
standsvariablen und die Spaltenmat{X) Zustandsvektor (kurz: Zustand) des beschriebenen
linearen Systems. Die Anfangswerte stellen damit deraleiti Systemzustand dar.

AbschlieRend sei zutdbergang von (1) nach (12) noch folgendes angemerkt: Digerer
dete Vorschriftx(t) := yi=1(t) ist nur eine von vielen fglichen, um zu einerdquivalenten

|
Differentialgleichungssystem zu gelanggit) := > y¢~3(t) ware eine weitere. Wie auch im-

mer eine solche Vorschrift gealt wird: Wesentlii:ﬁ ist, daf? diedefinierten Funktionem;(t)
linear unabhangigsind, wie es bei den angédirten Methoden der Fall ist. In engem Zusam-
menhang damit steht diRegularitatder Matrix A(t). Offenbar istA(t) genau dann regat (d.h.

es gilt detf) # 0), wennpg(t) nicht identisch verschwindet — man entwickle dgthach der
letzten Zeile. Beipy(t) = 0 lalt sich die Dgl. (1) um eine Ordnung und @iquivalentes Dgls.
um eine Gleichung reduzieren.

2 Grundlegendes
Auf dem Intervall ¢, B) seienn? stetige komplexwertige Funktionex)(t) undn stiickweise ste-

tige komplexwertige Funktiondn(t) der reellen Veiinderlichert gegebeni(j = 1,...,n). Ge-
sucht sinch komplexwertige Funktioner(t), die auf @, 8) folgenden Gleichungen gégen:

() = an(®xu(t) + ap®xe(t) + -+ + an®Xt) + byt
() = an()xu(t) + ax®xe(t) + -+ + an(X(t) + ba(t) (14)
W) = au®a) + Al + - + %@ + b
Zur Vereinfachung der Schreibweise seien folgende Matriediniert:
aqg(t) awa(t) -+ an(t) by (t)
AQ) = azf(t) azf(t) aZr:(t) ’ b(t) 1= bzz(t) , (15)
an(t) an(t) -+ ann(t) bn(t)



(1) 10
Xz:(t) ’ X(t) - Xz.(t)

Xn.(t) ).(n.(t)

Mit den uiblichen Definitionenir die Addition typengleicher Matrizen, die Multiplikahcei-
ner Matrix mit einem Skalar und die Multiplikation zweierrietteter Matrizend3t sich das
System (14) nun kurz schreiben als

X@® = ADx() +b(t), (1

wobei dien x n-Matrix A(t) und dienx 1-Matrix b(t) gegeben und diex 1-Matrix x(t) gesucht
sind. Dienx 1-Matrizen werden im Folgenden auch als Vektorfunktiongerdurz als/ektoren
bezeichnet.

() ist die allgemeine Form eindimearen Djferentialgleichungssystems erster OrdnLivigy-
schwindet die sogenannted®iing oder Erregunf(t) identisch, d.h.dr allet € (a,8), nennt
man das Systernomogen

x(t) := (16)

xt) = AQXO. (H)

Anderenfalls nennt man eshomogertf Unter den beizglich A(t) und b(t) gefatigten Voraus-
setzungen gilt der folgende

Satz 1 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz) Das Anfangswertproble

X(t) A®X(t) + b(t), (17)
X(t)) = Xo (18)

besitzt bei gegebener Anfangsstellarid gegebenem Anfangsvektggenau eine Losungt).

Zwischen losungen des homogenen Systems (H) und des inhomogenemSygtbestehen
nun folgende Zusammeahge:

Satz 2 Fur jede Losung,(t) der homogenen Gleichung (H) und jede Losun() der inho-
mogenen Gleichung (1) ist;(t) + xo(t) eine Losung der inhomogenen Gleichung (1).

Beweis 2 Seix; eine beliebige bsung von (H) und, eine beliebige bsung von (1), d.h. es ist
X1 = AXy undX, = AX, + b. Dann Bstx := X; + X, offenbar (I), denn es gilt

X = )-(1+).(2 = AX1+(AX2+b) = A(X1+X2)+b = AX +b.
g.e.d.

Satz 3 Fur jedes Paax;(t), xo(t) von Losungen der inhomogenen Gleichung (Ixigt) — x»(t)
eine Losung der homogenen Gleichung (H).

1Dies ist der Tatsache geschuldet, da die Mengendet-Matrizen aus komplexen Zahlen einen Vektorraum
bilden, welcher allerdings hier nicht weiter von Intereisse

2Nach dieser — durchauigblichen — Definition ngt die Homogeritt des Systems (1) eigentlich vau(t) ab. Da
jedoch der Algorithmus zurdsung dieses Systems den Spezialiftl] = 0 stets mit einschliel3t, nennt man es
oft auch dann inhomogen, weiiberb(t) gar nichts vorausgesetzt wird.



Beweis 3 Seienxy, X, beliebige losungen von (1), d.h. es i&f = Ax; + b undx, = Ax, + b.
Dann bstx := X; — X, offenbar (H), denn es gilt

X = Xg—X2 = (AXg+b)—(Ax2+b) = A(Xy +X2) = AX.
g.e.d.

Offenbar gelten die&@ze 2 und 3 auchuf b(t) = 0, d.h. fur homogene Systeme.
Uber die Struktur der dsungsmenge des inhomogenen Gleichungssysttisich daher
folgendes aussagen:

Satz 4 Ist xp(t) eine partikulare Losung der inhomogenen Gleichung ()l durchlauftxu(t)
alle Losungen der homogenen Gleichung (H), so durchi&uf) + xs(t) alle Losungen der
inhomogenen Gleichung ().

Beweis 4 Zunachsteinmal ist jede nach dem Schexpa x, gewonnene Funktion geifi Satz
2 tatsachlich eine bsung von (I). Andererseits kann nach diesem Schema abér kairoe
Losung von (I) ausgelassen werden, denn@g@atz 3 mullif jede Losungx von (1) X — X
eine Losung von (H) sein und daher vapdurchlaufen werden. g.e.d.

Jede spezielle @sung einer Gleichung nennt man epertikulare Losung dieser Gleichung;
die Losungsmenge einer Gleichung nennt man éligemeine_osung?® Satz 4 &Rt sich daher
auch folgendermaf3en formulieren: Die allgemeidsiing der inhomogenen Gleichung ergibt
sich als Summe einer ihrer partiémén Losungen und der allgemeineddung der zugdirigen
homogenen Gleichung.

Damit ist die Losung der inhomogenen Gleichung auf die Bestimmung @suhgsmen-
ge der zugebrigen homogenen Gleichung und die Bestimmung einer paéti&n Losung der
inhomogenen Gleichung zickgefihrt. Mit diesen beiden Problemen werden wir uns im Fol-
genden getrennt besitigen.

3 Die homogene Gleichung

Setzt man in Satz B(t) = 0, so erlalt man die Aussage, daf3 die Summe zweigslungen der
homogenen Gleichung wieder einédung dieser Gleichung sein mul3. In erweiterter Form hat
man damit

Satz 5 Sind x4(t), X2(t), ..., Xk(t) Losungen der homogenen Gleichung (H), so ist auch jede
Linearkombination £x;(t) + coXo(t) + - - - + cXk(t) eine Losung dieser Gleichung.

Beweis 5 Laut Voraussetzung ist; = AXy, ..., Xk = AXk. Daher gilt fir x = ¢;xy + - - - + CeX
X = CXg+ -+ CXk = CIAXy + -+ + CGAXk = A(CiXg + -+ + CXk) = AX.
g.e.d.
Die Losungsmenge der homogenen Gleichung (H) bildet also dinearen Raunt Daher

3In diesem Sinne sind die partikuken Losungen die Elemente der allgemeineising.

“Dieser Raum ist nicht zu verwechseln mit dem Vektorralifnder n x 1-Matrizen aus komplexen Zahlen!
Der C" stellt nur die Bildmenge des hier angesprochenen Raumssedélementdbbildungen- namlich
Funktionen der reellen Vanderlichert — und nicht Matrizen sind. Das neutrale Element @8sst 0, die aus
der komplexen Zahl 0 gebildetex 1-Matrix. Das neutrale Element debtungsmenge von (H) hingegen ist die
FunktionO(t), jene Abbildung, die jedeme («, 8) die n x 1-Matrix 0 zuordnet. Da nun keine Verwechslungen
zu befirchten sind, wird(t) kurz alsO geschrieben.



spielt dielineare Unabhangigkeivon Losungen dieser Gleichung eine wichtige Rolle. Diese
wird wie bei skalaren Funktionen definiert:

Definition 1 Die Funktionenx,(t), X»(t), ..., Xk(t) heien linear unabhangig ag#, 3), wenn
die auf(a,B) definierte Bestimmungsgleichungxgt) + cxo(t) + - -+ + cXk(t) = O fur die
komplexen Konstanten bis g nur die triviale Losung besitzt.

Die Betonung liegt auhur, denn die Gleichung ist homogen und besitzt damit autootatis
die triviale Losungc, = ¢, = --- = ¢ = 0. Ferner sei bemerkt, dal3 die lineare Uriifig-
keit an ein Intervall gebunden ist; Funktionen, die auf gifdatervall linear unabéingig sind,
konnen durchaus auf einem anderen Intervall lineaaagiy sein. Alle weiteren Betrachtungen
beziehen sich auf das Intervadi,(3).

Definition 2 Die Funktionerx,(t), xo(t), ..., Xk(t) heil3en linear abhangig aif, 8), wenn die
auf(a, B) definierte Bestimmungsgleichungt) + coxo(t) + - - - + Xk (t) = O fur die komplexen
Konstanten ¢bis g eine nichttriviale Losung besit2t.

Wenn alsok komplexe Konstanter; bis ¢, existieren, von denen wenigstens eine ungleich
Null ist, so daficix () + cXo(t) + - - - + cxk(t) fur alle t € (a, B) verschwindet, dann ist das
Funktionensystertxy, X, . .., X} linear ablkingig®

Die Frage, olk beliebig vorgelegte Funktionen

X11(t) Xg2(t) X1k(t)
X(t) = Xzf(t) LX) = Xzf(t) T O Xzf(t) (19)
X (1) Xna(1) Xok(t)

nun linear unabéingig sind oder nicht, beantwortet die lineare Algebra.&xtten wir zuachst
den Fall, daf3 genausoviele Funktionen gegeben sind, weeHedktion Zeilen hak = n. Dann

laf3t sich aus diesen Funktionen durch Aneinanderreiheichsheina x n-Matrix und daraus
wiederum eine Determinante, die sogenannteWkische Determinante dieser Funktionen
bilden

X11(t)  Xao(t) -+ Xan(t)
WXy Xo. .. X:)(1) o= Xzf(t) Xzf(t) Xz’j(t) , (20)
X1 () Xn2(t) --- Xan(t)

und es gilt folgender

Satz 6 Sind die Funktionem,(t), Xx(t), ..., X,(t) linear abhangig, so verschwindet ihvéron-
skideterminante identisch.

Beweis 6 Laut Voraussetzung (siehe Definition 2) besitzt das lin€deichungssystem

Xp1(t) Xeot) --+ Xaa(t) [ €1 0
X21:(t) Xzz:(t) : er:(t) sz _ 0 (1)
X1(t) X2(t) -+ Xn(t) )\ Cq 0

5,linear unabhngig® ist also dasselbe wjgicht linear abangig®.

5Der Fallk = 1 wird nicht ausgeschlossenffénbar gilt: Eine Funktiom(t) ist linear abkngig genau dann, wenn
sie auf ¢, B) identisch verschwindet.

’Joseph Marie Wronski, 1778-1853, polnischer Philosoph uathematiker



fur jedest € (a, ) eine nichttriviale lbsung. Wie die lineare Algebra lehrt, ist dies aber genau
dann der Fall, wenn seine Kfigientendeterminante — die Abiskideterminante der Funktio-
nenxy, Xo, ..., X, — auf @, 8) identisch verschwindet. g.e.d.

Das Verschwinden der Wnskideterminante ist alsnotwendigfur die lineare AbBngigkeit
der Funktionenhinreichendist ihr Verschwinden jedoch nicht. Z.B. verschwindet di@dd*
skideterminante der alt stetig diferenzierbaren Funktionen

2
( to ) sofern t<0 ( 8 sofern t<0
Xa(t) = Cox® =1 e (22)
(O) sofern t>0 ( O) sofern t>0

identisch, obwohk, X, aufR linear unab&ngig sind: Aus;X; + X, = 0 folgt namlichc; = 0
furt < Oundc, = 0fart > 0. Dac; undc, fur alle t € R gleich gevahlt werden rissen
(Konstanten bdmlich t), folgt ¢c; = ¢, = 0. Allerdings lonnen derartige Funktionen keine
Losungen der Dierentialgleichung (H) sein, denn es gilt

Satz 7 Verschwindet dieNVronskideterminante der Losungen(t), Xo(t), ..., X,(t) von (H)
identisch, so sind sie linear abhangig.

Beweis 7 Laut Voraussetzung verschwindet die Kientendeterminante von (21) identisch,
so dal3 das Gleichungssysteim jeded € («, 8) eine nichttriviale losung besitzt. Diesednte
jedoch fir jedest anders ausfallen, d.h. dig konnten vont abhangig seirf. Dies wird nun
aber dadurch ausgeschlossen, dafl3 die Funktionemalsgen der Dierentialgleichung (H)
vorausgesetzt sind: Wir betrachten die nichttriviatesiing von (21) an einer festen Steije
und bilden mit diesen (nichésntlich verschwindender) die Vektorfunktionx(t) = cyx,(t) +
CoXo(t) + - - - + CXn(t). Genald Satz 5 isx(t) eine Losung von (H). AuRerdem ig(ty) = 0, denn
die ¢; sind die Losungen von (21)iUfr t = to. Nun ist sicherlich die VektorfunktioB(t) = 0
eine Losung von (H), und wegen des Eindeutigkeitssatzes, Satt &sidieeinzigeLosung
zum Anfangsweri(ty) = 0. Dann muf3x(t) mit dieser losung zusammenfallen, d.h. es ist
X(t) = c1Xa(t) + CXo(t) + - - - + Xy (t) = 0, ohne dald alle; verschvanden. g.e.d.

Zusammenfassend hat man daher:
Satz 8 Sindx(t), Xa(t), ..., Xy(t) Losungen von (H), dann gilt:
X1(t), Xo(1), ..., Xn(t) sind linear abhéngig < W[Xy,Xa,...,X,](t) = 0.

Der Beweis von Satz 7 hat zazlich folgendes gezeigt: Die k¥nskideterminante von &sun-
gen von (H) verschwindet entweddirfalle oder @ir keint € (a,). Damit hat man ein sehr
einfaches Kriterium zum Test der linearen Alplgigkeit vonn beliebigen bsungen von (H):
Man berechne ihre Wonskideterminantan einer einzigen Stellg € (a, 8). Verschwindet sie,
so sind die Funktionen auf(g) linear abl&angig, anderenfalls sind sie linear unahbig.

Werden nicht genan Funktionen vorgelegk # n, kann man den Rang der aus den betrach-
teten Vektoren gebildeten Matrix untersuchen. DieseriBablei Losungen von (H) allerdings
von geringerem praktischen Interesse, wie die folgendgneShahelegen:

Satz 9 Es existiert ein System von n linear unabhangigen Losurga (H).

8Dies gereichte nicht zur linearen Afahgigkeit deixy, X», .. ., X,, denn diec; milssen ge@i Definition 2 Kon-
stanten, d.h. vohunabtangige Zahlen sein.



Beweis 9 Seiency, ¢, ..., C, linear unabhAngige, konstante Vektoren, z.B. die Spaltenrder
reihigen Einheitsmatrix. Geafd Satz 1 existieren Losungenx,(t), Xx(t), ..., X,(t) von (H)
mit den Eigenschaftem;(ty) = ci1, Xo(tp) = C2, ..., Xn(to) = Cn, Wobeity € (a,B) belie-
big gewahlt sei. Diese Funktioneniimsen aber autyg) linear unabBngig sein, denn es ist
W[X1, Xo, ..., Xn](to) = detfcy, Cy, ..., Ch] # 0. g.e.d.

Satz 10 Seienx,(t), X»(t), ..., Xy(t) linear unabhangige Losungen von (H), und =é) eine
beliebige Losung von (H). Dann existieren eindeutig lbestie komplexen Konstanten ¢,
.., G, so dal fur alle € (a,B) qilt:

X(t) = ciXg(t) + caXo(t) + - - - + CXn(t). (23)

Beweis 10 Existenz:Seity € (,8) beliebig gevahlt. Dann istW[xy, Xa, . .., Xp](to) # 0, wes-
halb (23) an der Stellg eine eindeutig bestimmtedsungc,, C,, ..., C, besitzt. Mit diesen
Konstanten bilden wir die wohldefinierte Funktig(t) = cixy(t) + coXa(t) + - - - + C,X,(t). Dann
ist X(to) = X(to). Andererseits sind undx beides [Bsungen von (H), so daf} sie wegen gleicher
Anfangswerte zusammenfallenissen. Die lediglichifr t = t; berechneten Konstantenpas-
sen alsoiir allet € (a,B).

Eindeutigkeit:Seiency, ¢, ..., ¢, die (wieder eindeutig bestimmten) Konstantén ff = t;.
Dann ist sowohk(t) als auchk(t) = ¢;xa(t) + C,Xa(t) + - - - + CiXn(t) eine Darstellung vom(t),
d.h. esisk(t) = x(t) = X(t) und mithin €, — )X (t) + (C2 — C)Xo(t) + ... + (Cn — C)Xn(t) = O.
Die Koeffizientendeterminante dieses linearen Systémslie c; — ¢ verschwindet als \Rbn-
skideterminate dex;(t) nirgends, so dal3 das System nur die triviadsiingc — ¢ = 0 besitzt.
Also gilt ¢ = ¢, womit die Darstellung voix als Linearkombination dex;, Gleichung (23),
eindeutig ist. g.e.d.

Der Losungsraum von (H) besitzt also die Dimensigrund jedes System von linear un-
abhangigen losungen von (H) ist dort eine Basis.

Definition 3 Jede Basis des Losungsraumes von (H) nennt man Fundasyetésh von (H).

Gemal Satz 10 iseedeLdsung von (H) darstellbar als Linearkombination der Eleim&mes
Fundamentalsystems von (H). Anders ausgeklr. Ist{xi, Xo, ..., Xy} €in Fundamentalsystem
von (H), so ist (23) — mit frei @hlbaren Konstanteq — ihre allgemeinelL 6sung. Die homo-
gene Gleichung darf also als get betrachtet werden, sobald eines ihrer Fundamentaiagst
gefunden wurde.

Sofern die Elemente der Matrik Konstanten, d.h. nicht vonabhangig sind, &(3t sich ein
Fundamentalsystem veittinisnaf3ig einfach angeben. Allerdings werdenidadinige weniger
elementare Bedtie und Zusammer@mge aus der linearen Algebra bBégt, welche nun in
knapper Form dargestellt werden. Eine @bhshichere Darstellung bietet [4].

4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Es seiA einen x n-Matrix, x einen x 1-Matrix (Vektor),E die n x n-Einheitsmatrix undl eine
komplexe Zahl. Wir betrachten das vom Paramgtabrangige lineare Gleichungssystém

(A-AE)X = O. (24)

9Gleichung (24) ishquivalent zLAX = AX.



Definition 4 Besitzt (24) fur ein gewisseaseine nichttriviale Losung, so nennt man einen
Eigenwert vorA und jede zugehorige nichttriviale Losurg@inen zum Eigenweatgehorenden
Eigenvektor.

Der Nullvektor ist also explizit ausgeschlossen.
Offenbar gilt:1 ist Eigenwert vorA < det(A — AE) = 0.

Definition 5 P(1) = det(A — AE) nennt man charakteristisches Polynom vian

Die Eigenwerte der MatriR sind also die Nullstellen ihres charakteristischen PalysdDaher
besitztA hochstensy paarweise verschiedene Eigenwerte. Die GleichHafg = 0 nennt man
auch charakteristische Gleichung van

Definition 6 Ist A eine Nullstelle der Vielfachheit des charakteristischen Polynoms vnso
nennt manm Eigenwert vorA mit der (algebraischen) Vielfachheit'©

Besitzt die MatrixA genauk paarweise verschiedene Eigenwettenit den Vielfachheiter;,
SOoistay +as+ -+ ax =n.

Satz 11 Seienty, A5, ..., A paarweise verschiedene Eigenwerte YarDann ist jedes System
von zugehdorigen Eigenvektorén, x,, . .., Xk} linear unabhangig.

Die 4; kbnnen durchaus mehrfache Eigenwerte sosein.

Satz 12 Ist A ein Eigenwert vorA mit der Vielfachheity, so besitzt die Gleichung
(A-AE)x = 0 (25)
genaua linear unabhangige Losungeq, Xs, ..., X,.

Im Fallea = 1 ist (25) identisch mit (24), so dal3 dann jede nichttriviatesung auch ein
Eigenvektor vorA zum Eigenwertl ist. Im allgemeinen sind dig jedoch keine Eigenvektoren!
Beispiele:

1. Die Matrix( 2 é ) besitzt zwei einfache Eigenwerte, denn ihre charaktedlsé Glei-

chungA? - 1 = 0 hat die beiden tsungent; = 1 undA, = —1. Die Vielfachheiten
sind folglicha; = y; = 1 unda, = y, = 1. Zugeldrige Eigenvektoren @aren z.B.

und x, = 1 ) Offenbar ist — Satz 11 begigend — das Systeffix,, X,}

X1 = 1

1

1
linear unabBAngig.

2. Das charakteristische Polynom \(o% 2 ) ist P(1) = A2 — 24 + 1, weshalb die Matrix

nur den Eigenwert = 1 besitzt. Folglich istr = 2. Weil der Rang vorﬁ 8 8 ) Null ist,

gilt ¥ = 2, d.h. die Matrix besitzt zwei linear unadgige Eigenvektoren, z.%.l ) und

0
( (1) ) Diese Vektoren sindféenbar gleichzeitig nichttriviale @&sungen von (25).

10Den Losungsraum von (24) nennt man Eigenraum %»onum Eigenwert; bis auf den Nullvektor ist jedes
seiner Elemente ein Eigenvektor vArzum Eigenwerfl. Die Dimension des Eigenraums nennt man auch die
geometrische Vielfachheijt des jeweiligen EigenwertsiiF jeden x n-Matrix A und jeden ihrer Eigenwerte
git: 1L <y<a<n



3. FUr( é i ) ist ebenfallst = 1 unda = 2, jedoch besitzt diese Matrix nur einen linear

(1) ,d.h. esisty = 1. Wie es Satz 12 zufolge sein muf3,
hat (25) aber zwei linear unaéhgige (und daher nichttriviale)dsungen, denn der Rang
der Kodfizientenmatrix ist Null.

unablangigen Eigenvektor, z.

5 Fundamentalsysteme bei konstanter Matrix A
In diesem Abschnitt besélftigen wir uns mit der Bestimmung eines Fundamentalsystems
x(t) = Ax(t). (H)

Dabei wird dien x n-Matrix A als konstant, d.h. als nicht varabrangig vorausgesetzt.

5.1 Der EuLersche Ansatz

Um zu einer ldsung von (H) zu gelangen, machen wir den naciek!! benannten Ansatz
xt) = e'c (26)

wobei A eine komplexe Konstante uredd# O einen konstanten Vektor bezeichnen. Einsetzen
in (H) liefert Aet'c = e"*Ac, und Multiplikation mit e liefert Ac = Ac. (26) ist also genau
dann eine nichttriviale &sung von (H), wenm ein Eigenwert vorA und c ein zugeliriger
Eigenvektor ist.

Fur ein Fundamentalsystem von (H) ligigen wirn linear unabBngige losungen. Wie diese
zu bestimmen sind,dngt von der Gestalt des charakteristischen Polynomg\ain.

5.2 A habe nur einfache Eigenwerte

Besitzt A ausschlief3lich einfache Eigenwerte, sassen diese paarweise verschieden sein. —
Waren sie es nicht, d.h. fielen wenigstens zwei Eigenwertaraoeen, dann handelte es sich
ja um einen mehrfachen Eigenwert. — Die zuiygélpen Eigenvektoren fissen dann Satz 11
zufolge linear unaldngig sein. Wir vermuten, daf3 dann auch die mittelsskschem Ansatz
(26) erzeugten Funktionen linear unablgig sind. Dazu beweisen wir den folgenden

Satz 13 Ahabe n paarweise verschiedene Eigenwagted,, ..., 4,. Sindcy, ¢y, ..., C, die
zugehorigen Eigenvektoren, dannfistc,, e?'c,, ..., e'c,} ein Fundamentalsystem von (H).

Beweis 13 DaR die é'c; Losungen von (H) sind, wurde bereits im vorigen Abschnitieigz
Es verbleibt also nur noch, ihre lineare Unahpigkeit zu beweisen. Dazu untersuchen wir ihre
WRronskideterminante. @enbar gilt

W[el'c,, e'c,, ..., eM'c,] = ete™...eldet[cy, Cy, ..., Crl.

Genal} Satz 11 sind die Eigenvektorert; linear unabBngig, weshalb die aus ihnen gebildete
Determinante (rechts) nicht verschwindet. Weil auch dienirgends verschwinden, kann die

11| eonhard Euler, 1701-1783, schweizer Mathematiker



Wronskideterminante (links) keine Nullstelle besitzen. GéSatz 8 sind die'éc; daher linear
unablangig. g.e.d.

Beispiele:

4. Wir suchen die allgemeingdsung von
5(1 _ 1 2 X1
(o) = (2 5)0%) e

1-4 2
2 1-4

Wegen
A-JE = (
ist P(1) = det(A — AE) = (1 - 1)? -4 = (1 + 1)(4 — 3); die Matrix A hat also die

beiden einfachen Eigenwerig = —1 und, = 3. Um zu einem zWw; = —1 geldrigen
Eigenvektorc; von A zu gelangen,dsen wir & — A;E)c; = 0, also

a-wee = (5 3)(8) - (o)

und erhalten als eine nichttrivialédsung z.Bc;; = 1, ¢;; = —1, also

1
1 -1)
Analog erhalten wir aus

woee = (35 ) &)

einen zul, = 3 gelorigen Eigenvektor vor:

o - (1)

Die allgemeine bsung von (27) lautet daher

Xl _ _t 1 3t 1
(Xz) = de (_1)+dze (1) (28)
5. Wir bestimmen ein Fundamentalsystem von
: -5 3
X = ( _15 7) X. (29)

Es istP(1) = A% — 21 + 10 und mithind; = 1+ 3j, 1, = 1 - 3j. Die Eigenwerte sind
einfach. Als nichttriviale Bsungen vonA — 4;E)c; = Ound A — 2;E)c, = Owahlen wir

CL= 1 bzw. ¢, = 1
17\ 2+ T 2-j )

Die Eigenvektoren sind — wie es gafh Satz 11 sein mul3 — linear unabbig. Ein Fun-
damentalsystem von (29)ake folglich

nf 1 nf 1
(1+3))t (1-3))t
ot el ) =

10



Wie das Beispiel zeigt, kann ein nach Satz 13 erzeugtes Flerdataystem komplex ausfal-
len, obwohl die dem Problem zugrundeliegende Matrix rasglid.h. nur aus reellen Elementen
besteht. Komplexe Eigenwerte einer reellen Matrix treteeratets konjugiert auf, weil die
Koeffizienten des charakteristischen Polynoms einer reelleniVilbst reell sind. D.h. ist
ein komplexer Eigenwert einer reellen Matrix, soAstbenfalls ein Eigenwert dieser Matrix.
Dasselbe giltifir die Eigenvektoren, so daf? in einem nach Satz 13 erzeugtsttementalsy-
stem konjugiert komplexe Elemente auftaucheffe@ar kann man anstelle eines konjugiert
komplexen Paares auch Real- und Imagieil eines der beiden Elemente verwenden:

Satz 14 SeiA reell und habe n paarweise verschiedene Eigenwgrt8eienty, ..., 1, reell
undApq, ..., Aqg SOWi€dp,1, ..., Aq komplext? Sindcy, ... ,Cp die zuAy, ..., A, undCp.y, ...,
Cq die zudp,q, ..., Aq gehdrigen Eigenvektoren, dann ist

{etley, ... e¥'ey, Re®ep.], F[e'epal. ..., Rleey], T[eticy])
ein reelles Fundamentalsystem von (H).
Beispiel:

6. Wir bestimmen ein reelles Fundamentalsystem von (29)kddae reellen Eigenwerte
existieren, haben wir lediglich Real- und Imagiteil eines der beiden (konjugiert kom-
plexen) Elemente von (30) zu berechnen. Wegen

e 1 ; cos3 +jsin3t

el1+3) | = € : ; .

+] cos3-sin3) +j(cos3 + 2sin
2 (2 3 3) +j(cos3 + 2sin 3)

lautet ein reelles Fundamentalsystem von (29)

¢ cos 3 ; sin3
{e(Zcos?o—sinfi)’e(0053+23in3)}' (31)

5.3 A habe mehrfache Eigenwerte (allgemeiner Fall)

Ist A ein Eigenwert vorA mit der Vielfachheite > 1, so besitztA — AE)*c = 0 genaua li-
near unab@ingige losungert; (Satz 12). Die Funktionen'&; sind dann sicherlich auch linear
unablangig, wie der Beweis von Satz 13 zeigt. Weil djem allgemeinen aber keine Eigen-
vektoren vomA zum Eigenwerfl sind, werden die‘tc; auch (H) nichtdsen. Jedoch lassen sich
aus dert; derartige losungen erzeugen:

Satz 15 Ist A ein Eigenwert vorA mit der Vielfachheitr, und sindcy, .. ., c, linear unabhangi-
ge Losungen vo(A — AE)*c = 0, so sind die Funktionen

+ ta—l (A - /?'E)a_l

xi(t) = e"|E+t(A-AE)+--- @1 G

(32)

miti=1,2,...,a linear unabhangige Losungen von (H).

PEsistp+2(q-p) = n.

11



Diesea Funktionen lassen sich auch folgendermal3en schreiben:

a-1
x(t) = eﬂt[ztl(A_—/uz)l

T G. (33)
I=0 )

Der Beweis dieses Satzes erfolgt im Abschnitt 9.6.
Wendet man Satz 15 nacheinander auf alle EigenwerteAvan, so erhlt man ein Funda-
mentalsystem von (H):

Satz 16 Ahabe genau k paarweise verschiedene Eigenwgrte ., Ax mit den Vielfachheiten
@i, ..., d.h.esistry +- - -+ = n. Zu jedem Eigenwen; liefert Satz 15 genaw; linear un-
abhangige Losungen von (H). Diese insgesamt n Funktignbitden ein Fundamentalsystem
von (H).

Ein reelles Fundamentalsystem &lthman bei reeller Matrix wie im vorigen Abschnitt gezeigt.
Beispiel:

7. Man ermittle die allgemeinedsung von
21 3
x =102 -1|x (34)
00 2
Es ist
2-1 1 3
P = detA-AE) = detf 0 2-a1 -1 | = (2-2)5%
0 0 2-2

d.h. die Matrix besitzt genau einen Eigenwe#michA = 2 mit der Vielfachheitr = 3.
Ferner ist

01 3) 00 -1\(0 1 3 000
A-262 = |00-1| = |00 0]loo-1|=1]00 0|,
00 O oo oJ)loo o 000

d.h. die Matrix & — 2E)® hat den Rang 0, weshalb drei linear unabyige Vektorert;
beliebig wahlbar sind:

i} <l 03

Weiter gilt
v 100 01 3) .,(00 -1
E+t(A—2E)+t2¥ - |o1o0f+tj0 0 -1 +tE 00 0
: 010 00 0 00 0
1t 3t-t?/2
- lo1 -t |
00 1

12



Durch Nachmultiplizieren mit deq erhélt man
1 t 3t-t?/2
Xl(t) = 82t 01, Xz(t) = GZt 1], Xz(t) = eZt —t s
0 0 1

was gendfl3 Satz 16 ein Fundamentalsystem von (34) ist. Die allgengisung von (34)
lautet daher:

1 t 3t-t%/2
X(t) = é* d1[0]+d2[1]+d3[ -t (35)
0 0 1
6 Die inhomogene Gleichung - Variation der Parameter
Die Matrix A darf nun wieder vorn abhangig sein, d.h. wir betrachten
X(t) = Ax(t) +b(t) 0
und
x(®) = ADx(), (H)
und suchen eine partikade Losung von (1). Dazu machen wir den Ansatz
X(t) = ca(t)xa(t) + ca(t)xa(t) + - - - + Calt)Xn(t), (36)

wobei {X;1(t), X2(1), ..., Xn(t)} ein (bereits bekanntes) Fundamentalsystem von (H) seiyend
suchen die skalaren Funktione(t) derart zu vahlen, dafX(t) zur Losung von (1) wird. Wegen
Xi(t) = A(t)x;(t) liefert Einsetzen von (36) in (1)

Co(O)xa(t) + Co(t)x2(t) + - - + Ca(O)Xn(t) = Db(t), (37)

ein lineares Gleichungssysterr fdie ¢;(t), das wegen der linearen Undabigigkeit derx;(t)
eine eindeutig bestimmtedsung besitzt. Integration liefert die gesuchten Funleios(t) und
damit verndge (36) schliel3lich eine partikule Losung von (1).

Beispiel:

8. Wir bestimmen eine partikafe Losung von

(e ve ). ), )

Ein Fundamentalsystem der zugeigen homogenen Gleichung ist

wO=( ) e[,

wie man leicht nachrechnet. — B3t sich &fenbar nicht wie im Abschnitt 5 angegeben
berechnen, weil nicht konstant ist. — Der Ansatdt) = c;(t)x1(t) + co(t)xo(t) fuhrt auf

das lineare System
Ut 1\[(¢e ) [t
-1 tJ\&) — \e)

13



Die Koeffizientendeterminante ist konstant 2; die daher eindeusgromte Losung ist
nach der @amerschen Reget;(t) = 0, ¢,(t) = t. Fur die partikuére Losung knnen die
Integrationskonstanten entfaller(t) = 0, c,(t) = t?/2, weshalb schlieflich

(2
<0 = (s ) (39
eine partikudre Losung von (38) ist. Ihre allgemeinésung lautet folglich
[ t3)2 1/t 1
X(t) = (t3/2)+dl( —1)+d2(t) (40)
mit den frei wahlbaren Konstanteay undd,.

7 Losung des Anfangswertproblems

Da genal3 Satz 1 jedes Anfangswertproblem ei@siing besitzt, mul3 diese in der allgemeinen
Losung enthalten sein. Zubkung eines Anfangswertproblems hat man als@chst die allge-
meine Losung der (inhomogenen) Gleichung zu bestimmen und aeg8ehd die frei d@hlbaren
Konstanten derart anzupassen, dal’ der Anfangsbedingniageggetan wird.

Beispiel:

9. Das Anfangswertproblem bestehend aus déeBintialgleichung (38) und der Anfangs-

0 ) wird gebst, indem die Konstantefy

bedingung(1) = ( : ) alsoto = 1 undx = ( °

undd, aus (40) passend gawlt werden:

o - [12)sa( 5)pa) + (2)

Dies ist ein lineares Systeriirfd,, d,

1 1\(d\ (-1/2

-1 1)\ dy) 1/2
mit der (natirlich eindeutig bestimmten)dsungd; = —1/2 undd, = 0. Die Losung des
Anfangswertproblems ist also

2 _
= 3t (@1)

8 Fundamental- und Transitionsmatrix
Durch die Einfihrung zweier, allein durchA(t) bestimmter Matrizen, der sogenannten Funda-

mentalmatrixX(t) und der Transitionsmatrisb(t, s), lassen sich die &sungen der homogenen
und der inhomogenen Gleichung in eiieersichtlichere Form bringen.

14



8.1 Die Fundamentalmatrix X

Wir betrachten wieder die homogene Gleichung
x(t) = A()x(). (H)
Sei{x1(t), Xo(1), ..., Xy(t)} ein Fundamentalsystem von (H). Dann ist
Xu(t) = ciXq(t) + Coxo(t) + - - - + CXn(t) (42)

mit frei wahlbaren Konstantea, ..., c, die allgemeine bsung von (H). Verwendet man die
Xi(t) als Spalten einer MatriX(t)

X(@) = [Xu(1),%2(1), ..., Xn()] (43)

und diec; als Zeilen eines Vektors

C1
C2
c = 1, (44)
Cn
dann &Rt sich (42) kurz schreiben als
xu(t) = X(t)c. (45)

Bei frei wahlbarem konstanten Vektoiist dies also die allgemeingdsung von (H).

Definition 7 Jede MatrixX(t), deren Spalten aus n linear unabhangigen Losungen von (H)
besteht, heil3t Fundamentalmatrix von (H).

Satz 17 Eine nx n-Matrix X(t) ist Fundamentalmatrix von (H) genau dann, wenn fur allett gil

X({t) = A@M®X() (46)
detX(t)] # O. (47)
Beweis 17 Sind die Spalten einar x n-Matrix X Losungen von (H), dann gégt X offenbar

der Gleichung (46), denn diete Spalte vorX erzeugt dia-te Spalte vorX. Sind die Spalten
obendrein linear unaféimgig, dann verschwindet d¥i( als Wkonskideterminate der &sungen

X; nirgends.
Hat man umgekehrt irgendeiné&ungX von (46), dann ist jede ihrer Spaltenaus o.9.
Grund eine Bsung von (H). (47) sichert die lineare Unalpigigkeit der;. g.e.d.

Satz 18 SeiX(t) eine Fundamentalmatrix von (H) uné(t) eine beliebige x n-Matrix. Es ist
Y (t) eine Fundamentalmatrix von (H) genau dann, wenn eine regulad konstante x n-
Matrix C existiert, so daf3 fur alle t giltY (t) = X(t)C.

Beweis 18SeiY (t) eine Fundamentalmatrix von (H). Dann sind ihre Spajtendsungen von
(H) und somit als Linearkombination der Spaltgrvon X darstellbar

yi(t) = Xg(t)Cy + Xa(t)Coi + - - - + Xn(t)Cni (48)
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miti =1,2,...,n. Diesen Gleichungen lauten in Matrixschreibweise

Y(t) = X(@{)C (49)
mit
Ci1 --- Cin
C=1: - : ] (50)
Ct - Cun

Wegen 0+ det(Y) = det(XC) = det(X) det(C) folgt det(C) # 0, dennX war als Fundamental-
matrix vorausgesetzt. _ _

Sei umgekehrty = XC mit det(C) # 0. Dann ist einerseit¥y = XC = AXC = AY und
andererseits det() = detX)det(C) # 0, denn es ist deX) # 0 (Fundamentalmatrix) und
det(C) # 0 nach Voraussetzung. g.e.d.

Beispiel:

10. Die Fundamentalmatrix der (38) zugeordneten homogéieinhung ist

1/t 1)

X(t) = (_1 , (51)

Denn es ist einerseits

W = (48] = (4 (4 ) - oo e

und andererseits detf = 2 # 0.

8.2 Lo6sung des homogenen Anfangswertproblems

Die Losung des Anfangswertproblems

X(t) A(D)x(1) (53)
X(to) = Xo (54)

mit gegebenelty undxy muf3 sich aus der allgemeinehdung

x(t) = X(t)c (55)
durch passende Wahl der Konstantdrestimmen lassen. Mit= t, folgt aus (55) und (54)

X(to)e = Xo,
ein lineares Systeniif ¢, das wegen deX)) # O eine eindeutige &sung besitzt, und zwar

c = X7to)o.
Einsetzen in (55) liefert diedsung des Anfangswertproblems (53), (54):
X(t) = XX (to)Xo. (56)

Beispiel:

16



11. Wir berechnen diedsung des Anfangswertproblems

_ 2
R e () e

vgl. Beispiele 8 bis 10. Es ist

(1t 1 (1 1) g 1(1 -1\ 1(
xo=(1 T)xw-( 4 T)xw-3(1 7 )caa-3( )
weshalb die Bsung von (57) lautet

X(t) = % ( 11‘+1t/ t ) . (58)

8.3 Ldsung des inhomogenen Anfangswertproblems

Die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems

Xt = AMDXD) + b(t) (59)
X(to) = Xp (60)

laft sich durch Variation der Parameter berechnen. Unteveretung der Fundamentalmatrix
machen wir also den Ansatz

x(t) = X()c(t) (61)

und bestimmen den nunmehr vomabhangigen Vektorc derart, dafk sowohl der Diferenti-
algleichung geiigt als auch die Anfangsbedingungigitt Einsetzen von (61) in (59) liefert
wegenx = Xc + XcundAX = X

X(t)ct) + X(O)e) = X)) + b(t), (62)
und damit als Bedingundif die unbekannte Funktiast)
et) = X“Yt)b(t). (63)

— Dieser Ausdruck ist wegen d&f( # 0 wohlbestimmt. — Also ist(t) bei freier Wahl der
Konstantert, undcy genafd

t

ct) = co+fX‘1(s)b(s)ds (64)

to

zu wahlen®® und fur jedes feste Konstantenpdgrc, ist dann

x(t) = X(t)co+ f X ()X 1(9b(s) ds (65)

130ffenbar giltc(to) = Co.
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eine Losung der inhomogenen fierentialgleichung (59). ffenbar handelt es sich hierbei sogar
um die allgemeine &sung von (59), denn das bestimmte Integral stéliti¢de Wahl vort,
eine partikuhre Losung von (59) darcf = 0), und die allgemeine &sung der zugdirigen
homogenen Gleichung ist bei freier Wahl der Konstargedurch X(t)c, gegeben, Gleichung
(45).

Um auch der Anfangsbedingung (60) gee zu tun, ist nocle, passend zu @ahlen. Glei-
chung (65) lieferi(tg) = X(to)co < Xo und mithincy = X~1(tg)Xo. Damit ergibt sich die bsung
des inhomogenen Anfangswertproblems (59), (60) zu

MO::X®X4%thfX®X4©M$$i (66)
8.4 Die Transitionsmatrix @

Die in (66) gleich zweimal auftauchende Matdixt)X 1(s) besitzt eine besondere Bedeutung.
Zunachsteinmal ist sie - im Gegensatz zur Fundamentalmxiftix- eindeutig bestimmt: Es
sei Y (t) eine weitere Fundamentalmatrix von (H). Dann existierhg@ Satz 18 eine regare
konstante MatrixC mit der Eigenschafl (t) = X(t)C. Dann giltY=%(s) = CX"%(s) und
folglich Y (t)Y1(s) = X()CC1X(s) = X(t)X1(9). Also ist X(t)X~1(s) unabtangig von der
zugrundegelegten Fundamentalmaifift), so dal3 folgende Definition sinnvoll ist:

Definition 8 Ist X(t) eine Fundamentalmatrix von (H) bz#(t), so nennt man

O(t,s) = XX (9 (67)
die zu (H) bzwA(t) gehorige Transitionsmatrix.
Gemald Gleichung (56) giltiir jede Losungx(t) der homogenen Gleichung (H)

X(t) = XOX(9)x(9). (68)

Der Ubergang vom Funktionswert an der Stedleum Funktionswert an der Stell&kann also
einfach durch Vormultiplikation degalten* Wertesx(s) mit ®(t, s) erfolgen. Deshalb nennt
man® auch Transitions- oddbdbergangsmatrix. Sie besitzt folgende leicht zu verifizete
Eigenschaften:

det[®(t,s)] # O, (69)
o(t,t) = E, (70)

d(t, 9d(s,r) = D(t,r), (71)
Ot = D(st) (72)
%(I)(t, s = A(@)D(t,s) (73)

Bei Verwendung der Transitionsmatrix lautet di@édung des inhomogenen Anfangswertpro-
blems kurz

t

X(t) = @, to)Xo + f d(t, s)b(s) ds. (74)

to

18



9 Die Matrix e

Im folgenden istA wieder eine Konstante.

9.1 Definition

Die skalare Diferentialgleichung = ax mit der Konstantema hat bekanntlich die allgemeine
Losungx(t) = e*'c, worin c eine frei wahlbare Konstante bezeichnet. Wir betrachten die vekto-
rielle Differentialgleichung = Ax mit der konstanten MatriA und folgern in Analogie zum
skalaren Fall, daR dam(t) = €*'c mit dem frei wahlbaren konstanten Vektordie allgemeine
Losung ist. Dazu muR die MatriX‘edefiniert werden.

Definition 9 SeiA eine beliebige x n-Matrix. Wir definieren

& Ai A2 A3 A4
e = — = E+A+ =+ —+—+-. 75
; i AT T Tt (75)
Man kann zeigen, dal} diese Reilie jede MatrixA konvergiert; die Definition ist daher sinn-
voll.

Beispiel:

12. Wir berechnen‘efur

1 0 0
A =10 -30].
0 0 O
Dann ist
1 0 01 0 O 100
A2 =10 -301||l0-30| =1]0090
0O 0 0Jlo 0 O 000
und

1 0 0)(1 00 1 0 O
A> = |0 -30(|09 0] =0 -27 0.

Allgemein gilt daher

Fur die Partialsummen folgt

Al A"

S, = E+H+---+H
1 00 1 * 0 O 1 1" O O
= (O 1 0]+F[0 (-3)! O]+---+H[O (-3)" 0]
0 01 L0 0O O L 0 O O
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1+L 4.4 2 0 0
= 0 1+ (‘1—3)1 4o EX 0
! n! " N
0 0 1+%+--+ 2
- et 0 O
- 0 e 0 |.
0O 0 #é
Folglich gilt
1 0 O
0 -30 ¢ 0 0
a0 0 0) _ 0 €3 0
0 0 ¢&
13. Allgemein kann man zeigen: Ist
A1 0 0
0 A4, 0
A = . b
0O O An
Sso gilt
et 0 0
0 et 0
=1 . .
0O O gl
14. Im Falled; = 2, = --- = 1, = A hat manA = AE, und es folgt
et = ¢e'E. (76)

Speziell ist & = E, wie man auch Definition 9 direkt entnehmen kann.

9.2 Rechenregeln f Ur e*

Sind die MatrizerA undB vertauschbar, ist alsAB = BA, so sind auch die Matrizerfaind
€B vertauschbar, und es gilt

B = b (77)
Ferner gilt fir jede quadratische Matri

et = e’ (78)
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9.3 Rechenregeln f ir e

Genald Definition 9 ist

et = E+At+%+%+---. (79)
DaAt undAsfur jedes Paat;, svertauschbar sind, ist nach Gleichung (77)
s = Alghs (80)
Analog gilt
@t = e, (81)
Ferner kann man zeigen, dal3 die Reihe (79) gliedweiserdnziert werden darf, d.h. es gilt
%ef“ = 0+A+ 22!2t + 3'2?2
= A(E+At+¥+---)
und mithin
() = Ae (82)

9.4 Bedeutung von e

Gleichung (82) besagt, dafit@ine Losung der Matrixdferentialgleichungk = AX ist. An der
Stellet = 0 gilt offenbar det[€°] = det[E] = 1 # 0, weshalb detf¥] nirgends verschwindet
und daher

X(t) = &M (83)

gental Satz 17 eine Fundamentalmatrix voas Ax (bzw.A) ist und zwar jene mit der Eigen-
schaftX(0) = E. Weiter gilt X ()X () = eMe”s = A9, Esist alsé

ot,s) = 9 (84)

die Transitionsmatrix vVoR = Ax (bzw.A).
Damit kann man die &sung des Anfangswertproblems= Ax + b, X(ty) = Xg in sctbner
Analogie zum skalaren Fall auch folgendermal3en schreiben:

x(t) = ety 4 f A 9p(s) ds. (85)
to

MGefahrlaufend, mich zu wiederholefi:ist eine konstante MatriXA(t — ) ist also dast(— s)-fache der Matrix
A und nicht ihr Wert an der Stelle- s.
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9.5 Praktische Berechnung von et

In der Praxis bleibt es leider bei der $etheit der Analogie, weil sichemittels der Definition

9 bzw. Gleichung (79) nurdthst beschwerlich berechnédt. Stattdessen geht man umgekehrt
vor: Man berechne ein Fundamentalsystem). . ., x,} von X = Ax und stelle diese Vektoren
zu einer Fundamentalmatrk(t) zusammen. Geétfs (67) und (84) ist dann

et = X)X (0). (86)
Beispiel:

15. Wir losen das inhomogene Anfangswertproblem

1 0 O 0 0
x—(z 1 —2]x+[ 0 } x(O)—[l] (87)
32 1 e cos2 1

mittels der Formel (85). Um”& berechnen zu dnnen, beitigen wir zurachsteinmal
ein Fundamentalsystem von= Ax. Die charakteristische Gleichung d&t¢ AE) =
(1 - DX - )?+ 4] = 0 liefert die drei einfachen Eigenwertg = 1, 1, = 1 - 2],
Az = 1+ 2] = 2,. Zugeldrige Eigenvektoren @&ren z.B.

2 0 0
= -3 |, =11, c=| 1 |=cy,
2 j -]

2 0 0
X = €| -3 cos2 -sin2
2 sinZ2 cosz

weshalb

eine reelle Fundamentalmatrix vénist. Probe:

. 2 0 0 0 0 0

X = é| -3 cos2 -sin2 |+€]| 0 -2sin2 -2cos2 |,
2 sinz cos2 0 2cos?2 -2sinz

2 0 0
AX = €| -3 cos2-2sinZ2 —-sin2-2cos2 |.
2 2cos?2+sinZ2 -2sinZz+cos2

X(0) undX~%(0) berechnen sich zu

2 00 1/2 0 0
X(O):[—B 1 OJ, x1(0):(3/2 1 o],
2 01 -1 01

und genal (86) folgt

1 0 0
e = €| -2+3cos2+sin2 cos2 -sin2 |. (88)
1+2sin2-cos2 sin2 cosz
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Weiter gilt

0
e\'x(0) = €| cos2-sin2 |,
sin2t + cos 2

t t 0
fe‘Asb(s)ds = f sin2scos X | ds
9 9 cog 2s

t
1 0
= 3 —-cosdk
4s+sinds |
0
1
= 3 1-cos4 |,
4t + sin4

I
|
M

! 1 0 0 0
1
ef“fe‘Asb(s)ds | -2+3cos2+sin2 cos2 -sin2 || 1-cos4
3 1+2sin2-cos2 sin2 cos2 ) 4t+sin4

0
_ o] cos 2(2 sirf 2t) — sin (4t + 2 sin & cos 2) ]

8 | sin 2A(2 sirf 2t) + cos 2(4t + 2 sin 2 cos 2)
0
= %et —4t Sln Z .
2sin + 4tcos 2

und genal3 (85) folgt schliellichifr die Losung des Anfangswertproblems (87)

x@t) = €

0
cos2-(1+3)sin2 |. (89)
(1+3)cos2+2sin2

Man filhre die Probe durch!
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9.6 Beweis von Satz 15

Beweis 15Da €' eine Fundamentalmatrix der homogenen Gleichung
x(t) = AXx(t) (H)

ist, liefert jede Nachmultiplikation mit einem konstantégktor c eine Losungx(t) dieser Glei-
chung, d.h. die Funktionerf'e; sind — unablngig von der Wahl der konstanten Vektogr-
stets Losungen von (H). Wegen det{¥ + 0 sind die é'c; genau dann linear unabhgig, wenn
die ¢ linear unabBAngig sind.

Wir versuchen nun,”éc; zu berechnen. Gleichung (79) liefert uns aahst

e = [E+At+ — +

A2t2 ASt3
( TR TR

Die Auswertung des Klammerausdrucks ist aber — wie bereigemerkt — im allgemeinen
nicht mbglich. Es zeigt sich jedoch, dal3 die Reihe zu einer (endticBamme wird, wenn man
die ¢; geschickt vahlt: Es istAt = (A — AE)t + AEt, und wegermAE = EA sind die Matrizen
A — AE und AEt fur alle A, t vertauschbar. Geafd (77) und (76) ist daher

fle = A Bt
eltelA-1Elte

Mit der Definition der Matrix &5, Gleichung (75), folgt

eAt Ci

Il
%
—
8
| =+
)
>
I
&
I
~
———
o

a-1 © il
et (; lt—!(A - /lE)')Ci + et Z (It—!(A - /lE)'Ci). (90)

l=a

Wahlt man diec; als Losungen von
(A-2aE)c = 0, (91)

so ist dfenbar A — AE)'c; = Ofur allel > a, und der zweite Summand in (90) verschwindet:

el = e (E +(A-AE)t+ -+ (A - lE)a_lta_l) i

(@ —1)! (92)

Ist A ein a-facher Eigenwert voA, so besitzt (91) geafd Satz 12 genawu linear unabhngige
Losungert;, und (92) erzeugt damit linear unabBAngige Losungen von (H). g.e.d.
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