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1 Motivation

Jede geẅohnliche, lineare Differentialgleichung (kurz: Dgl.)n-ter Ordnung

y(n)(t) + pn−1(t)y
(n−1)(t) + · · · + p1(t)y

′(t) + p0(t)y(t) = u(t) (1)

für die unbekannte Funktiony(t) läßt sich in ein System ausn linearen Differentialgleichungen
erster Ordnung̈uberf̈uhren. Setzt man z.B.

x1(t) := y(t), (2)

x2(t) := y′(t), (3)
...

xn−1(t) := y(n−2)(t) (4)

xn(t) := y(n−1)(t), (5)

so erḧalt man durch Differentiation von (2) und Vergleich mit (3) darausx′1(t) = x2(t). Dieselbe
Vorgehensweise mit (3) bis (5) liefert zusammen mit der Differentialgleichung (1)

ẋ1(t) = x2(t), (6)

ẋ2(t) = x3(t), (7)
...

ẋn−1(t) = xn(t), (8)

ẋn(t) = −pn−1(t)xn(t) − · · · − p1(t)x2(t) − p0(t)x1(t) + u(t). (9)

Der Übersichtlichkeit halber verwendet man gern die Matrixschreibweise
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kurz

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), (11)

bzw.

ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t). (12)

Gegebenenfalls zu berücksichtigende Anfangswertey(t0) = y0, y′(t0) = y1, . . . ,y(n−1)(t0) = yn−1

gehen offenbarüber in die Anfangsbedingung

x(t0) = x0. (13)

Der Vorteil, von einer Gleichungn-ter Ordnung (1) zu einem System ausn Gleichungen (12)
überzugehen, besteht also zunächst in einem Gewinn an̈Ubersichtlichkeit, was zum einen der
Matrixschreibweise, zum anderen der Reduktion der Ordnung geschuldet ist. Wie noch zu sehen
sein wird, bleibt das Problem der Lösungsfindung im Kern davon allerdings unberührt.

Oftmals stellt sich ein konkretes Problem fast direkt in Form eines Differentialgleichungs-
systems (kurz: Dgls.). Die Funktionenxi(t), deren Einf̈uhrung als Ableitungen vony(t) weiter
oben etwas willk̈urlich anmuten mag, besitzen im allgemeinen nämlich eine unmittelbare physi-
kalische Bedeutung: Ihre Anzahln kann als Anzahl der Energiespeicher und ihr Quadrat als im
i-ten Speicher enthaltene Energie gedeutet werden. In der Systemtheorie nennt man diexi(t) Zu-
standsvariablen und die Spaltenmatrixx(t) Zustandsvektor (kurz: Zustand) des beschriebenen
linearen Systems. Die Anfangswerte stellen damit den initialen Systemzustand dar.

Abschließend sei zum̈Ubergang von (1) nach (12) noch folgendes angemerkt: Die verwen-
dete Vorschriftxi(t) := y(i−1)(t) ist nur eine von vielen m̈oglichen, um zu einem̈aquivalenten

Differentialgleichungssystem zu gelangen;xi(t) :=
i
∑

ν=1
y(ν−1)(t) wäre eine weitere. Wie auch im-

mer eine solche Vorschrift gewählt wird: Wesentlich ist, daß dien definierten Funktionenxi(t)
linear unabhängigsind, wie es bei den angeführten Methoden der Fall ist. In engem Zusam-
menhang damit steht dieRegularitätder MatrixA(t). Offenbar istA(t) genau dann regulär (d.h.
es gilt det(A) . 0), wennp0(t) nicht identisch verschwindet – man entwickle det(A) nach der
letzten Zeile. Beip0(t) ≡ 0 läßt sich die Dgl. (1) um eine Ordnung und einäquivalentes Dgls.
um eine Gleichung reduzieren.

2 Grundlegendes

Auf dem Intervall (α, β) seienn2 stetige komplexwertige Funktionenai j (t) undn stückweise ste-
tige komplexwertige Funktionenbi(t) der reellen Ver̈anderlichent gegeben (i, j = 1, . . . ,n). Ge-
sucht sindn komplexwertige Funktionenxi(t), die auf (α, β) folgenden Gleichungen genügen:

ẋ1(t) = a11(t)x1(t) + a12(t)x2(t) + · · · + a1n(t)xn(t) + b1(t)
ẋ2(t) = a21(t)x1(t) + a22(t)x2(t) + · · · + a2n(t)xn(t) + b2(t)
...

...
...

...
...

ẋn(t) = an1(t)x1(t) + an2(t)x2(t) + · · · + ann(t)xn(t) + bn(t)

(14)

Zur Vereinfachung der Schreibweise seien folgende Matrizen definiert:

A(t) :=
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x(t) :=
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Mit den üblichen Definitionen f̈ur die Addition typengleicher Matrizen, die Multiplikation ei-
ner Matrix mit einem Skalar und die Multiplikation zweier verketteter Matrizen l̈aßt sich das
System (14) nun kurz schreiben als

ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t), (I)

wobei dien×n-Matrix A(t) und dien×1-Matrix b(t) gegeben und dien×1-Matrix x(t) gesucht
sind. Dien×1-Matrizen werden im Folgenden auch als Vektorfunktionen oder kurz alsVektoren
bezeichnet.1

(I) ist die allgemeine Form eineslinearen Differentialgleichungssystems erster Ordnung. Ver-
schwindet die sogenannte Störung oder Erregungb(t) identisch, d.h. f̈ur alle t ∈ (α, β), nennt
man das Systemhomogen:

ẋ(t) = A(t)x(t). (H)

Anderenfalls nennt man esinhomogen.2 Unter den bez̈uglich A(t) undb(t) geẗatigten Voraus-
setzungen gilt der folgende

Satz 1 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz) Das Anfangswertproblem

ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t), (17)

x(t0) = x0 (18)

besitzt bei gegebener Anfangsstelle t0 und gegebenem Anfangsvektorx0 genau eine Lösungx(t).

Zwischen L̈osungen des homogenen Systems (H) und des inhomogenen Systems (I) bestehen
nun folgende Zusammenhänge:

Satz 2 Für jede Lösungx1(t) der homogenen Gleichung (H) und jede Lösungx2(t) der inho-
mogenen Gleichung (I) istx1(t) + x2(t) eine Lösung der inhomogenen Gleichung (I).

Beweis 2Seix1 eine beliebige L̈osung von (H) undx2 eine beliebige L̈osung von (I), d.h. es ist
ẋ1 = Ax1 und ẋ2 = Ax2 + b. Dann l̈ostx := x1 + x2 offenbar (I), denn es gilt

ẋ = ẋ1 + ẋ2 = Ax1 + (Ax2 + b) = A(x1 + x2) + b = Ax + b.

q.e.d.

Satz 3 Für jedes Paarx1(t), x2(t) von Lösungen der inhomogenen Gleichung (I) istx1(t)−x2(t)
eine Lösung der homogenen Gleichung (H).

1Dies ist der Tatsache geschuldet, daß die Menge dern × 1-Matrizen aus komplexen Zahlen einen Vektorraum
bilden, welcher allerdings hier nicht weiter von Interesseist.

2Nach dieser – durchausüblichen – Definition ḧangt die Homogenität des Systems (I) eigentlich vonb(t) ab. Da
jedoch der Algorithmus zur L̈osung dieses Systems den Spezialfallb(t) ≡ 0 stets mit einschließt, nennt man es
oft auch dann inhomogen, wennüberb(t) gar nichts vorausgesetzt wird.
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Beweis 3 Seienx1, x2 beliebige L̈osungen von (I), d.h. es istẋ1 = Ax1 + b und ẋ2 = Ax2 + b.
Dann l̈ostx := x1 − x2 offenbar (H), denn es gilt

ẋ = ẋ1 − ẋ2 = (Ax1 + b) − (Ax2 + b) = A(x1 + x2) = Ax.

q.e.d.

Offenbar gelten die S̈atze 2 und 3 auch für b(t) ≡ 0, d.h. f̈ur homogene Systeme.
Über die Struktur der L̈osungsmenge des inhomogenen Gleichungssystems läßt sich daher

folgendes aussagen:

Satz 4 Ist xp(t) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (I), und durchläuftxh(t)
alle Lösungen der homogenen Gleichung (H), so durchläuftxp(t) + xh(t) alle Lösungen der
inhomogenen Gleichung (I).

Beweis 4 Zunächsteinmal ist jede nach dem Schemaxp + xh gewonnene Funktion gem̈aß Satz
2 tats̈achlich eine L̈osung von (I). Andererseits kann nach diesem Schema aber auch keine
Lösung von (I) ausgelassen werden, denn gemäß Satz 3 muß für jede L̈osungx von (I) x − xp

eine L̈osung von (H) sein und daher vonxh durchlaufen werden. q.e.d.

Jede spezielle L̈osung einer Gleichung nennt man einepartikuläre Lösung dieser Gleichung;
die Lösungsmenge einer Gleichung nennt man ihreallgemeineLösung.3 Satz 4 l̈aßt sich daher
auch folgendermaßen formulieren: Die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung ergibt
sich als Summe einer ihrer partikulären L̈osungen und der allgemeinen Lösung der zugeḧorigen
homogenen Gleichung.

Damit ist die L̈osung der inhomogenen Gleichung auf die Bestimmung der Lösungsmen-
ge der zugeḧorigen homogenen Gleichung und die Bestimmung einer partikulären L̈osung der
inhomogenen Gleichung zurückgef̈uhrt. Mit diesen beiden Problemen werden wir uns im Fol-
genden getrennt beschäftigen.

3 Die homogene Gleichung

Setzt man in Satz 2b(t) ≡ 0, so erḧalt man die Aussage, daß die Summe zweier Lösungen der
homogenen Gleichung wieder eine Lösung dieser Gleichung sein muß. In erweiterter Form hat
man damit

Satz 5 Sindx1(t), x2(t), . . . , xk(t) Lösungen der homogenen Gleichung (H), so ist auch jede
Linearkombination c1x1(t) + c2x2(t) + · · · + ckxk(t) eine Lösung dieser Gleichung.

Beweis 5 Laut Voraussetzung isṫx1 = Ax1, . . . , ẋk = Axk. Daher gilt f̈ur x = c1x1 + · · · + ckxk

ẋ = c1ẋ1 + · · · + ckẋk = c1Ax1 + · · · + ckAxk = A(c1x1 + · · · + ckxk) = Ax.

q.e.d.

Die Lösungsmenge der homogenen Gleichung (H) bildet also einenlinearen Raum.4 Daher

3In diesem Sinne sind die partikulären L̈osungen die Elemente der allgemeinen Lösung.
4Dieser Raum ist nicht zu verwechseln mit dem VektorraumCn der n × 1-Matrizen aus komplexen Zahlen!

Der Cn stellt nur die Bildmenge des hier angesprochenen Raumes, dessen ElementeAbbildungen– nämlich
Funktionen der reellen Veränderlichent – und nicht Matrizen sind. Das neutrale Element desCn ist 0, die aus
der komplexen Zahl 0 gebildeten×1-Matrix. Das neutrale Element der Lösungsmenge von (H) hingegen ist die
Funktion0(t), jene Abbildung, die jedemt ∈ (α, β) dien× 1-Matrix 0 zuordnet. Da nun keine Verwechslungen
zu bef̈urchten sind, wird0(t) kurz als0 geschrieben.
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spielt dielineare Unabhängigkeitvon Lösungen dieser Gleichung eine wichtige Rolle. Diese
wird wie bei skalaren Funktionen definiert:

Definition 1 Die Funktionenx1(t), x2(t), . . . , xk(t) heißen linear unabhängig auf(α, β), wenn
die auf (α, β) definierte Bestimmungsgleichung c1x1(t) + c2x2(t) + · · · + ckxk(t) ≡ 0 für die
komplexen Konstanten c1 bis ck nur die triviale Lösung besitzt.

Die Betonung liegt aufnur, denn die Gleichung ist homogen und besitzt damit automatisch
die triviale Lösungc1 = c2 = · · · = ck = 0. Ferner sei bemerkt, daß die lineare Unabhängig-
keit an ein Intervall gebunden ist; Funktionen, die auf einem Intervall linear unabḧangig sind,
können durchaus auf einem anderen Intervall linear abhängig sein. Alle weiteren Betrachtungen
beziehen sich auf das Intervall (α, β).

Definition 2 Die Funktionenx1(t), x2(t), . . . ,xk(t) heißen linear abhängig auf(α, β), wenn die
auf (α, β) definierte Bestimmungsgleichung c1x1(t)+c2x2(t)+ · · ·+ckxk(t) ≡ 0 für die komplexen
Konstanten c1 bis ck eine nichttriviale Lösung besitzt.5

Wenn alsok komplexe Konstantenc1 bis ck existieren, von denen wenigstens eine ungleich
Null ist, so daßc1x1(t) + c2x2(t) + · · · + ckxk(t) für alle t ∈ (α, β) verschwindet, dann ist das
Funktionensystem{x1, x2, . . . , xk} linear abḧangig.6

Die Frage, obk beliebig vorgelegte Funktionen
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nun linear unabḧangig sind oder nicht, beantwortet die lineare Algebra. Betrachten wir zun̈achst
den Fall, daß genausoviele Funktionen gegeben sind, wie jede Funktion Zeilen hat,k = n. Dann
läßt sich aus diesen Funktionen durch Aneinanderreihen zunächst einen× n-Matrix und daraus
wiederum eine Determinante, die sogenannte Wsche7 Determinante diesern Funktionen
bilden

W[x1, x2, . . . , xn](t) :=
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und es gilt folgender

Satz 6 Sind die Funktionenx1(t), x2(t), . . . ,xn(t) linear abhängig, so verschwindet ihreW-
determinante identisch.

Beweis 6 Laut Voraussetzung (siehe Definition 2) besitzt das lineareGleichungssystem
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5
”
linear unabḧangig“ ist also dasselbe wie

”
nicht linear abḧangig“.

6Der Fallk = 1 wird nicht ausgeschlossen. Offenbar gilt: Eine Funktionx(t) ist linear abḧangig genau dann, wenn
sie auf (α, β) identisch verschwindet.

7Joseph Marie Wronski, 1778-1853, polnischer Philosoph und Mathematiker
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für jedest ∈ (α, β) eine nichttriviale L̈osung. Wie die lineare Algebra lehrt, ist dies aber genau
dann der Fall, wenn seine Koeffizientendeterminante – die Wdeterminante der Funktio-
nenx1, x2, . . . ,xn – auf (α, β) identisch verschwindet. q.e.d.

Das Verschwinden der Wdeterminante ist alsonotwendigfür die lineare Abḧangigkeit
der Funktionen,hinreichendist ihr Verschwinden jedoch nicht. Z.B. verschwindet die W-
determinante der aufR stetig differenzierbaren Funktionen

x1(t) :=































(

t2

0

)

sofern t ≤ 0
(

0
0

)

sofern t > 0
, x2(t) :=































(

0
0

)

sofern t ≤ 0
(

t2

0

)

sofern t > 0
(22)

identisch, obwohlx1, x2 aufR linear unabḧangig sind: Ausc1x1+c2x2 ≡ 0 folgt nämlichc1 = 0
für t ≤ 0 undc2 = 0 für t > 0. Da c1 und c2 für alle t ∈ R gleich geẅahlt werden m̈ussen
(Konstanten bez̈uglich t), folgt c1 = c2 = 0. Allerdings k̈onnen derartige Funktionen keine
Lösungen der Differentialgleichung (H) sein, denn es gilt

Satz 7 Verschwindet dieWdeterminante der Lösungenx1(t), x2(t), . . . , xn(t) von (H)
identisch, so sind sie linear abhängig.

Beweis 7 Laut Voraussetzung verschwindet die Koeffizientendeterminante von (21) identisch,
so daß das Gleichungssystem für jedest ∈ (α, β) eine nichttriviale L̈osung besitzt. Diese könnte
jedoch f̈ur jedest anders ausfallen, d.h. dieci könnten vont abḧangig sein.8 Dies wird nun
aber dadurch ausgeschlossen, daß die Funktionen als Lösungen der Differentialgleichung (H)
vorausgesetzt sind: Wir betrachten die nichttriviale Lösung von (21) an einer festen Stellet0
und bilden mit diesen (nicht sämtlich verschwindenden)ci die Vektorfunktionx(t) = c1x1(t) +
c2x2(t)+ · · ·+ cnxn(t). Gem̈aß Satz 5 istx(t) eine L̈osung von (H). Außerdem istx(t0) = 0, denn
die ci sind die L̈osungen von (21) für t = t0. Nun ist sicherlich die Vektorfunktion0(t) ≡ 0
eine L̈osung von (H), und wegen des Eindeutigkeitssatzes, Satz 1, ist es dieeinzigeLösung
zum Anfangswertx(t0) = 0. Dann mußx(t) mit dieser L̈osung zusammenfallen, d.h. es ist
x(t) = c1x1(t) + c2x2(t) + · · · + cnxn(t) ≡ 0, ohne daß alleci verschẅanden. q.e.d.

Zusammenfassend hat man daher:

Satz 8 Sindx1(t), x2(t), . . . ,xn(t) Lösungen von (H), dann gilt:

x1(t), x2(t), . . . ,xn(t) sind linear abhängig ⇐⇒ W[x1, x2, . . . , xn](t) ≡ 0.

Der Beweis von Satz 7 hat zusätzlich folgendes gezeigt: Die Wdeterminante von L̈osun-
gen von (H) verschwindet entweder für alle oder f̈ur kein t ∈ (α, β). Damit hat man ein sehr
einfaches Kriterium zum Test der linearen Abhängigkeit vonn beliebigen L̈osungen von (H):
Man berechne ihre Wdeterminantean einer einzigen Stelle t0 ∈ (α, β). Verschwindet sie,
so sind die Funktionen auf (α, β) linear abḧangig, anderenfalls sind sie linear unabhängig.

Werden nicht genaun Funktionen vorgelegt,k , n, kann man den Rang der aus den betrach-
teten Vektoren gebildeten Matrix untersuchen. Dieser Fallist bei Lösungen von (H) allerdings
von geringerem praktischen Interesse, wie die folgenden Sätze nahelegen:

Satz 9 Es existiert ein System von n linear unabhängigen Lösungen von (H).

8Dies gereichte nicht zur linearen Abhängigkeit derx1, x2, . . . ,xn, denn dieci müssen gem̈aß Definition 2 Kon-
stanten, d.h. vont unabḧangige Zahlen sein.
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Beweis 9 Seienc1, c2, . . . , cn linear unabḧangige, konstante Vektoren, z.B. die Spalten dern-
reihigen Einheitsmatrix. Gem̈aß Satz 1 existierenn Lösungenx1(t), x2(t), . . . , xn(t) von (H)
mit den Eigenschaftenx1(t0) = c1, x2(t0) = c2, . . . , xn(t0) = cn, wobei t0 ∈ (α, β) belie-
big geẅahlt sei. Diese Funktionen m̈ussen aber auf (α, β) linear unabḧangig sein, denn es ist
W[x1, x2, . . . , xn](t0) = det[c1, c2, . . . , cn] , 0. q.e.d.

Satz 10 Seienx1(t), x2(t), . . . , xn(t) linear unabhängige Lösungen von (H), und seix(t) eine
beliebige Lösung von (H). Dann existieren eindeutig bestimmte komplexen Konstanten c1, c2,
. . . , cn, so daß für alle t∈ (α, β) gilt:

x(t) = c1x1(t) + c2x2(t) + · · · + cnxn(t). (23)

Beweis 10 Existenz:Sei t0 ∈ (α, β) beliebig geẅahlt. Dann istW[x1, x2, . . . , xn](t0) , 0, wes-
halb (23) an der Stellet0 eine eindeutig bestimmte Lösungc1, c2, . . . , cn besitzt. Mit diesen
Konstanten bilden wir die wohldefinierte Funktion̄x(t) = c1x1(t) + c2x2(t) + · · · + cnxn(t). Dann
ist x̄(t0) = x(t0). Andererseits sind̄x undx beides L̈osungen von (H), so daß sie wegen gleicher
Anfangswerte zusammenfallen müssen. Die lediglich f̈ur t = t0 berechneten Konstantenci pas-
sen also f̈ur allet ∈ (α, β).
Eindeutigkeit:Seienc′1, c′2, . . . , c′n die (wieder eindeutig bestimmten) Konstanten für t = t1.
Dann ist sowohl̄x(t) als auch̃x(t) = c′1x1(t) + c′2x2(t) + · · · + c′nxn(t) eine Darstellung vonx(t),
d.h. es ist̄x(t) ≡ x(t) ≡ x̃(t) und mithin (c1 − c′1)x1(t) + (c2 − c′2)x2(t) + . . . + (cn − c′n)xn(t) ≡ 0.
Die Koeffizientendeterminante dieses linearen Systems für dieci − c′i verschwindet als W-
determinate derxi(t) nirgends, so daß das System nur die triviale Lösungci − c′i = 0 besitzt.
Also gilt c′i = ci, womit die Darstellung vonx als Linearkombination derxi, Gleichung (23),
eindeutig ist. q.e.d.

Der Lösungsraum von (H) besitzt also die Dimensionn, und jedes System vonn linear un-
abḧangigen L̈osungen von (H) ist dort eine Basis.

Definition 3 Jede Basis des Lösungsraumes von (H) nennt man Fundamentalsystem von (H).

Gem̈aß Satz 10 istjedeLösung von (H) darstellbar als Linearkombination der Elemente eines
Fundamentalsystems von (H). Anders ausgedrückt: Ist {x1, x2, . . . , xn} ein Fundamentalsystem
von (H), so ist (23) – mit frei ẅahlbaren Konstantenci – ihre allgemeineLösung. Die homo-
gene Gleichung darf also als gelöst betrachtet werden, sobald eines ihrer Fundamentalsysteme
gefunden wurde.

Sofern die Elemente der MatrixA Konstanten, d.h. nicht vont abḧangig sind, l̈aßt sich ein
Fundamentalsystem verhältnism̈aßig einfach angeben. Allerdings werden dafür einige weniger
elementare Begriffe und Zusammenhänge aus der linearen Algebra benötigt, welche nun in
knapper Form dargestellt werden. Eine ausführlichere Darstellung bietet [4].

4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Es seiA einen× n-Matrix, x einen× 1-Matrix (Vektor),E dien× n-Einheitsmatrix undλ eine
komplexe Zahl. Wir betrachten das vom Parameterλ abḧangige lineare Gleichungssystem9

(A − λE)x = 0. (24)

9Gleichung (24) isẗaquivalent zuAx = λx.
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Definition 4 Besitzt (24) für ein gewissesλ eine nichttriviale Lösungx, so nennt manλ einen
Eigenwert vonA und jede zugehörige nichttriviale Lösungx einen zum Eigenwertλ gehörenden
Eigenvektor.

Der Nullvektor ist also explizit ausgeschlossen.
Offenbar gilt:λ ist Eigenwert vonA ⇐⇒ det(A − λE) = 0.

Definition 5 P(λ) = det(A − λE) nennt man charakteristisches Polynom vonA.

Die Eigenwerte der MatrixA sind also die Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms. Daher
besitztA höchstensn paarweise verschiedene Eigenwerte. Die GleichungP(λ) = 0 nennt man
auch charakteristische Gleichung vonA.

Definition 6 Ist λ eine Nullstelle der Vielfachheitα des charakteristischen Polynoms vonA, so
nennt manλ Eigenwert vonA mit der (algebraischen) Vielfachheitα.10

Besitzt die MatrixA genauk paarweise verschiedene Eigenwerteλi mit den Vielfachheitenαi,
so istα1 + α2 + · · · + αk = n.

Satz 11 Seienλ1, λ2, . . . ,λk paarweise verschiedene Eigenwerte vonA. Dann ist jedes System
von zugehörigen Eigenvektoren{x1, x2, . . . , xk} linear unabhängig.

Die λi können durchaus mehrfache Eigenwerte vonA sein.

Satz 12 Ist λ ein Eigenwert vonA mit der Vielfachheitα, so besitzt die Gleichung

(A − λE)αx = 0 (25)

genauα linear unabhängige Lösungenx1, x2, . . . ,xα.

Im Falle α = 1 ist (25) identisch mit (24), so daß dann jede nichttrivialeLösung auch ein
Eigenvektor vonA zum Eigenwertλ ist. Im allgemeinen sind diexi jedoch keine Eigenvektoren!

Beispiele:

1. Die Matrix

(

0 1
1 0

)

besitzt zwei einfache Eigenwerte, denn ihre charakteristische Glei-

chungλ2 − 1 = 0 hat die beiden L̈osungenλ1 = 1 undλ2 = −1. Die Vielfachheiten
sind folglich α1 = γ1 = 1 undα2 = γ2 = 1. Zugeḧorige Eigenvektoren ẅaren z.B.

x1 =

(

1
1

)

und x2 =

(

1
−1

)

. Offenbar ist – Satz 11 bestätigend – das System{x1, x2}

linear unabḧangig.

2. Das charakteristische Polynom von

(

1 0
0 1

)

ist P(λ) = λ2 − 2λ + 1, weshalb die Matrix

nur den Eigenwertλ = 1 besitzt. Folglich istα = 2. Weil der Rang von

(

0 0
0 0

)

Null ist,

gilt γ = 2, d.h. die Matrix besitzt zwei linear unabhängige Eigenvektoren, z.B.

(

1
0

)

und
(

0
1

)

. Diese Vektoren sind offenbar gleichzeitig nichttriviale L̈osungen von (25).

10Den Lösungsraum von (24) nennt man Eigenraum vonA zum Eigenwertλ; bis auf den Nullvektor ist jedes
seiner Elemente ein Eigenvektor vonA zum Eigenwertλ. Die Dimension des Eigenraums nennt man auch die
geometrische Vielfachheitγ des jeweiligen Eigenwerts. Für jeden× n-Matrix A und jeden ihrer Eigenwerteλ
gilt: 1 ≤ γ ≤ α ≤ n.
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3. Für

(

1 1
0 1

)

ist ebenfallsλ = 1 undα = 2, jedoch besitzt diese Matrix nur einen linear

unabḧangigen Eigenvektor, z.B.

(

1
0

)

, d.h. es istγ = 1. Wie es Satz 12 zufolge sein muß,

hat (25) aber zwei linear unabhängige (und daher nichttriviale) Lösungen, denn der Rang
der Koeffizientenmatrix ist Null.

5 Fundamentalsysteme bei konstanter Matrix A

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit der Bestimmung eines Fundamentalsystemsvon

ẋ(t) = Ax(t). (H)

Dabei wird dien× n-Matrix A als konstant, d.h. als nicht vont abḧangig vorausgesetzt.

5.1 Der Esche Ansatz

Um zu einer L̈osung von (H) zu gelangen, machen wir den nach E
11 benannten Ansatz

x(t) = eλtc, (26)

wobei λ eine komplexe Konstante undc , 0 einen konstanten Vektor bezeichnen. Einsetzen
in (H) liefert λeλtc = eλtAc, und Multiplikation mit e−λt liefert Ac = λc. (26) ist also genau
dann eine nichttriviale L̈osung von (H), wennλ ein Eigenwert vonA und c ein zugeḧoriger
Eigenvektor ist.

Für ein Fundamentalsystem von (H) benötigen wirn linear unabḧangige L̈osungen. Wie diese
zu bestimmen sind, hängt von der Gestalt des charakteristischen Polynoms vonA ab.

5.2 A habe nur einfache Eigenwerte

BesitztA ausschließlich einfache Eigenwerte, so müssen diese paarweise verschieden sein. –
Wären sie es nicht, d.h. fielen wenigstens zwei Eigenwerte zusammen, dann handelte es sich
ja um einen mehrfachen Eigenwert. – Die zugehörigen Eigenvektoren m̈ussen dann Satz 11
zufolge linear unabḧangig sein. Wir vermuten, daß dann auch die mittels Eschem Ansatz
(26) erzeugten Funktionen linear unabhängig sind. Dazu beweisen wir den folgenden

Satz 13 Ahabe n paarweise verschiedene Eigenwerteλ1, λ2, . . . , λn. Sindc1, c2, . . . , cn die
zugehörigen Eigenvektoren, dann ist{eλ1tc1,eλ2tc2, . . . ,eλntcn} ein Fundamentalsystem von (H).

Beweis 13Daß die eλi tci Lösungen von (H) sind, wurde bereits im vorigen Abschnitt gezeigt.
Es verbleibt also nur noch, ihre lineare Unabhängigkeit zu beweisen. Dazu untersuchen wir ihre
Wdeterminante. Offenbar gilt

W[eλ1tc1,e
λ2tc2, . . . ,e

λntcn] = eλ1teλ2t · · · eλnt det [c1, c2, . . . , cn].

Gem̈aß Satz 11 sind dien Eigenvektorenci linear unabḧangig, weshalb die aus ihnen gebildete
Determinante (rechts) nicht verschwindet. Weil auch die eλi t nirgends verschwinden, kann die

11Leonhard Euler, 1701-1783, schweizer Mathematiker
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Wdeterminante (links) keine Nullstelle besitzen. Gemäß Satz 8 sind die eλi tci daher linear
unabḧangig. q.e.d.

Beispiele:

4. Wir suchen die allgemeine Lösung von
(

ẋ1

ẋ2

)

=

(

1 2
2 1

) (

x1

x2

)

. (27)

Wegen

A − λE =

(

1− λ 2
2 1− λ

)

ist P(λ) = det(A − λE) = (1 − λ)2 − 4 = (λ + 1)(λ − 3); die Matrix A hat also die
beiden einfachen Eigenwerteλ1 = −1 undλ2 = 3. Um zu einem zuλ1 = −1 geḧorigen
Eigenvektorc1 von A zu gelangen, l̈osen wir (A − λ1E)c1 = 0, also

(A − λ1E)c1 =

(

2 2
2 2

) (

c11

c21

)

=

(

0
0

)

,

und erhalten als eine nichttriviale Lösung z.B.c11 = 1, c21 = −1, also

c1 =

(

1
−1

)

.

Analog erhalten wir aus

(A − λ2E)c2 =

(

−2 2
2 −2

) (

c12

c22

)

=

(

0
0

)

,

einen zuλ2 = 3 geḧorigen Eigenvektor vonA:

c2 =

(

1
1

)

.

Die allgemeine L̈osung von (27) lautet daher
(

x1

x2

)

= d1e
−t

(

1
−1

)

+ d2e
3t

(

1
1

)

. (28)

5. Wir bestimmen ein Fundamentalsystem von

ẋ =

(

−5 3
−15 7

)

x. (29)

Es istP(λ) = λ2 − 2λ + 10 und mithinλ1 = 1 + 3j, λ2 = 1 − 3j. Die Eigenwerte sind
einfach. Als nichttriviale L̈osungen von (A − λ1E)c1 = 0 und (A − λ2E)c2 = 0 wählen wir

c1 =

(

1
2+ j

)

bzw. c2 =

(

1
2− j

)

.

Die Eigenvektoren sind – wie es gemäß Satz 11 sein muß – linear unabhängig. Ein Fun-
damentalsystem von (29) wäre folglich

{

e(1+3j)t

(

1
2+ j

)

, e(1−3j)t

(

1
2− j

)}

. (30)
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Wie das Beispiel zeigt, kann ein nach Satz 13 erzeugtes Fundamentalsystem komplex ausfal-
len, obwohl die dem Problem zugrundeliegende Matrix reell ist, d.h. nur aus reellen Elementen
besteht. Komplexe Eigenwerte einer reellen Matrix treten aber stets konjugiert auf, weil die
Koeffizienten des charakteristischen Polynoms einer reellen Matrix selbst reell sind. D.h. istλ
ein komplexer Eigenwert einer reellen Matrix, so istλ̄ ebenfalls ein Eigenwert dieser Matrix.
Dasselbe gilt f̈ur die Eigenvektoren, so daß in einem nach Satz 13 erzeugten Fundamentalsy-
stem konjugiert komplexe Elemente auftauchen. Offenbar kann man anstelle eines konjugiert
komplexen Paares auch Real- und Imaginärteil eines der beiden Elemente verwenden:

Satz 14 SeiA reell und habe n paarweise verschiedene Eigenwerteλi. Seienλ1, . . . , λp reell
undλp+1, . . . ,λq sowieλ̄p+1, . . . , λ̄q komplex.12 Sindc1, . . . , cp die zuλ1, . . . ,λp undcp+1, . . . ,
cq die zuλp+1, . . . ,λq gehörigen Eigenvektoren, dann ist

{

eλ1tc1, . . . ,e
λptcp,ℜ[eλp+1tcp+1],ℑ[eλp+1tcp+1], . . . ,ℜ[eλqtcq],ℑ[eλqtcq]

}

ein reelles Fundamentalsystem von (H).

Beispiel:

6. Wir bestimmen ein reelles Fundamentalsystem von (29). Dakeine reellen Eigenwerte
existieren, haben wir lediglich Real- und Imaginärteil eines der beiden (konjugiert kom-
plexen) Elemente von (30) zu berechnen. Wegen

e(1+3j)t

(

1
2+ j

)

= et

(

cos 3t + j sin 3t
(2 cos 3t − sin 3t) + j(cos 3t + 2 sin 3t)

)

lautet ein reelles Fundamentalsystem von (29)
{

et

(

cos 3t
2 cos 3t − sin 3t

)

, et

(

sin 3t
cos 3t + 2 sin 3t

)}

. (31)

5.3 A habe mehrfache Eigenwerte (allgemeiner Fall)

Ist λ ein Eigenwert vonA mit der Vielfachheitα ≥ 1, so besitzt (A − λE)αc = 0 genauα li-
near unabḧangige L̈osungenci (Satz 12). Die Funktionen eλtci sind dann sicherlich auch linear
unabḧangig, wie der Beweis von Satz 13 zeigt. Weil dieci im allgemeinen aber keine Eigen-
vektoren vonA zum Eigenwertλ sind, werden die eλtci auch (H) nicht l̈osen. Jedoch lassen sich
aus denci derartige L̈osungen erzeugen:

Satz 15 Ist λ ein Eigenwert vonA mit der Vielfachheitα, und sindc1, . . . ,cα linear unabhängi-
ge Lösungen von(A − λE)αc = 0, so sind die Funktionen

xi(t) = eλt
[

E + t(A − λE) + · · · + tα−1 (A − λE)α−1

(α − 1)!

]

ci (32)

mit i = 1,2, . . . , α linear unabhängige Lösungen von (H).

12Es istp+ 2(q− p) = n.
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Dieseα Funktionen lassen sich auch folgendermaßen schreiben:

xi(t) = eλt














α−1
∑

l=0

tl
(A − λE)l

l!















ci . (33)

Der Beweis dieses Satzes erfolgt im Abschnitt 9.6.
Wendet man Satz 15 nacheinander auf alle Eigenwerte vonA an, so erḧalt man ein Funda-

mentalsystem von (H):

Satz 16 Ahabe genau k paarweise verschiedene Eigenwerteλ1, . . . ,λk mit den Vielfachheiten
α1, . . . ,αk, d.h. es istα1+ · · ·+αk = n. Zu jedem Eigenwertλ j liefert Satz 15 genauα j linear un-
abhängige Lösungen von (H). Diese insgesamt n Funktionenxi bilden ein Fundamentalsystem
von (H).

Ein reelles Fundamentalsystem erhält man bei reeller Matrix wie im vorigen Abschnitt gezeigt.
Beispiel:

7. Man ermittle die allgemeine L̈osung von

ẋ =





















2 1 3
0 2 −1
0 0 2





















x. (34)

Es ist

P(λ) = det(A − λE) = det





















2− λ 1 3
0 2− λ −1
0 0 2− λ





















= (2− λ)3,

d.h. die Matrix besitzt genau einen Eigenwert, nämlichλ = 2 mit der Vielfachheitα = 3.
Ferner ist

(A − 2E)3 =





















0 1 3
0 0 −1
0 0 0





















3

=





















0 0 −1
0 0 0
0 0 0









































0 1 3
0 0 −1
0 0 0





















=





















0 0 0
0 0 0
0 0 0





















,

d.h. die Matrix (A − 2E)3 hat den Rang 0, weshalb drei linear unabhängige Vektorenci

beliebig ẅahlbar sind:

c1 =





















1
0
0





















, c2 =





















0
1
0





















, c3 =





















0
0
1





















.

Weiter gilt

E + t(A − 2E) + t2
(A − 2E)2

2!
=





















1 0 0
0 1 0
0 1 0





















+ t





















0 1 3
0 0 −1
0 0 0





















+
t2

2





















0 0 −1
0 0 0
0 0 0





















=





















1 t 3t − t2/2
0 1 −t
0 0 1





















.
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Durch Nachmultiplizieren mit denci erḧalt man

x1(t) = e2t





















1
0
0





















, x2(t) = e2t





















t
1
0





















, x2(t) = e2t





















3t − t2/2
−t
1





















,

was gem̈aß Satz 16 ein Fundamentalsystem von (34) ist. Die allgemeine Lösung von (34)
lautet daher:

x(t) = e2t





















d1





















1
0
0





















+ d2





















t
1
0





















+ d3





















3t − t2/2
−t
1









































. (35)

6 Die inhomogene Gleichung - Variation der Parameter

Die Matrix A darf nun wieder vont abḧangig sein, d.h. wir betrachten

ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t) (I)

und

ẋ(t) = A(t)x(t), (H)

und suchen eine partikuläre L̈osung von (I). Dazu machen wir den Ansatz

x(t) = c1(t)x1(t) + c2(t)x2(t) + · · · + cn(t)xn(t), (36)

wobei {x1(t), x2(t), . . . , xn(t)} ein (bereits bekanntes) Fundamentalsystem von (H) sei, undver-
suchen die skalaren Funktionenci(t) derart zu ẅahlen, daßx(t) zur Lösung von (I) wird. Wegen
ẋi(t) = A(t)xi(t) liefert Einsetzen von (36) in (I)

ċ1(t)x1(t) + ċ2(t)x2(t) + · · · + ċn(t)xn(t) = b(t), (37)

ein lineares Gleichungssystem für die ċi(t), das wegen der linearen Unabhängigkeit derxi(t)
eine eindeutig bestimmte Lösung besitzt. Integration liefert die gesuchten Funktionenci(t) und
damit verm̈oge (36) schließlich eine partikuläre L̈osung von (I).

Beispiel:

8. Wir bestimmen eine partikuläre L̈osung von

ẋ =

(

−1/(2t) 1/(2t2)
1/2 1/(2t)

)

x +
(

t
t2

)

. (38)

Ein Fundamentalsystem der zugehörigen homogenen Gleichung ist

x1(t) =

(

1/t
−1

)

, x2(t) =

(

1
t

)

,

wie man leicht nachrechnet. – Es läßt sich offenbar nicht wie im Abschnitt 5 angegeben
berechnen, weilA nicht konstant ist. – Der Ansatzx(t) = c1(t)x1(t) + c2(t)x2(t) führt auf
das lineare System

(

1/t 1
−1 t

) (

ċ1

ċ2

)

=

(

t
t2

)

.
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Die Koeffizientendeterminante ist konstant 2; die daher eindeutig bestimmte L̈osung ist
nach der Cschen Regel ˙c1(t) = 0, ċ2(t) = t. Für die partikul̈are L̈osung k̈onnen die
Integrationskonstanten entfallen:c1(t) = 0, c2(t) = t2/2, weshalb schließlich

x(t) =

(

t2/2
t3/2

)

(39)

eine partikul̈are L̈osung von (38) ist. Ihre allgemeine Lösung lautet folglich

x(t) =

(

t2/2
t3/2

)

+ d1

(

1/t
−1

)

+ d2

(

1
t

)

(40)

mit den frei ẅahlbaren Konstantend1 undd2.

7 Lösung des Anfangswertproblems

Da gem̈aß Satz 1 jedes Anfangswertproblem eine Lösung besitzt, muß diese in der allgemeinen
Lösung enthalten sein. Zur Lösung eines Anfangswertproblems hat man also zunächst die allge-
meine L̈osung der (inhomogenen) Gleichung zu bestimmen und anschließend die frei ẅahlbaren
Konstanten derart anzupassen, daß der Anfangsbedingung genüge getan wird.

Beispiel:

9. Das Anfangswertproblem bestehend aus der Differentialgleichung (38) und der Anfangs-

bedingungx(1) =

(

0
1

)

, alsot0 = 1 undx0 =

(

0
1

)

, wird gel̈ost, indem die Konstantend1

undd2 aus (40) passend gewählt werden:

x(1) =

(

1/2
1/2

)

+ d1

(

1
−1

)

+ d2

(

1
1

)

!
=

(

0
1

)

.

Dies ist ein lineares System für d1, d2

(

1 1
−1 1

) (

d1

d2

)

=

(

−1/2
1/2

)

mit der (naẗurlich eindeutig bestimmten) L̈osungd1 = −1/2 undd2 = 0. Die Lösung des
Anfangswertproblems ist also

x(t) =
1
2

(

t2 − 1/t
t3 + 1

)

. (41)

8 Fundamental- und Transitionsmatrix

Durch die Einf̈uhrung zweier, allein durchA(t) bestimmter Matrizen, der sogenannten Funda-
mentalmatrixX(t) und der TransitionsmatrixΦ(t, s), lassen sich die L̈osungen der homogenen
und der inhomogenen Gleichung in eineübersichtlichere Form bringen.
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8.1 Die Fundamentalmatrix X

Wir betrachten wieder die homogene Gleichung

ẋ(t) = A(t)x(t). (H)

Sei{x1(t), x2(t), . . . , xn(t)} ein Fundamentalsystem von (H). Dann ist

xH(t) = c1x1(t) + c2x2(t) + · · · + cnxn(t) (42)

mit frei wählbaren Konstantenc1, . . . , cn die allgemeine L̈osung von (H). Verwendet man die
xi(t) als Spalten einer MatrixX(t)

X(t) := [x1(t), x2(t), . . . , xn(t)] (43)

und dieci als Zeilen eines Vektorsc

c :=



































c1

c2
...

cn



































, (44)

dann l̈aßt sich (42) kurz schreiben als

xH(t) = X(t)c. (45)

Bei frei wählbarem konstanten Vektorc ist dies also die allgemeine Lösung von (H).

Definition 7 Jede MatrixX(t), deren Spalten aus n linear unabhängigen Lösungen von (H)
besteht, heißt Fundamentalmatrix von (H).

Satz 17 Eine n×n-Matrix X(t) ist Fundamentalmatrix von (H) genau dann, wenn für alle t gilt

Ẋ(t) = A(t)X(t) (46)

det[X(t)] , 0. (47)

Beweis 17Sind die Spalten einern × n-Matrix X Lösungen von (H), dann genügt X offenbar
der Gleichung (46), denn diei-te Spalte vonX erzeugt diei-te Spalte vonẊ. Sind die Spalten
obendrein linear unabhängig, dann verschwindet det(X) als Wdeterminate der L̈osungen
xi nirgends.

Hat man umgekehrt irgendeine LösungX von (46), dann ist jede ihrer Spaltenxi aus o.g.
Grund eine L̈osung von (H). (47) sichert die lineare Unabhängigkeit derxi. q.e.d.

Satz 18 SeiX(t) eine Fundamentalmatrix von (H) undY(t) eine beliebige n× n-Matrix. Es ist
Y(t) eine Fundamentalmatrix von (H) genau dann, wenn eine reguläre und konstante n× n-
Matrix C existiert, so daß für alle t gilt:Y(t) = X(t)C.

Beweis 18SeiY(t) eine Fundamentalmatrix von (H). Dann sind ihre Spaltenyi Lösungen von
(H) und somit als Linearkombination der Spaltenxi vonX darstellbar

yi(t) = x1(t)c1i + x2(t)c2i + · · · + xn(t)cni (48)
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mit i = 1,2, . . . ,n. Diesen Gleichungen lauten in Matrixschreibweise

Y(t) = X(t)C (49)

mit

C =























c11 · · · c1n
...
. . .

...

cn1 · · · cnn























. (50)

Wegen 0, det(Y) = det(XC) = det(X) det(C) folgt det(C) , 0, dennX war als Fundamental-
matrix vorausgesetzt.

Sei umgekehrtY = XC mit det(C) , 0. Dann ist einerseitṡY = ẊC = AXC = AY und
andererseits det(Y) = det(X) det(C) , 0, denn es ist det(X) , 0 (Fundamentalmatrix) und
det(C) , 0 nach Voraussetzung. q.e.d.

Beispiel:

10. Die Fundamentalmatrix der (38) zugeordneten homogenenGleichung ist

X(t) =

(

1/t 1
−1 t

)

, (51)

Denn es ist einerseits

Ẋ(t) =

(

−1/t2 0
0 1

)

=

(

−1/(2t) 1/(2t2)
1/2 1/(2t)

) (

1/t 1
−1 t

)

= A(t)X(t) (52)

und andererseits det(X) = 2 , 0.

8.2 Lösung des homogenen Anfangswertproblems

Die Lösung des Anfangswertproblems

ẋ(t) = A(t)x(t) (53)

x(t0) = x0 (54)

mit gegebenent0 undx0 muß sich aus der allgemeinen Lösung

x(t) = X(t)c (55)

durch passende Wahl der Konstantenc bestimmen lassen. Mitt = t0 folgt aus (55) und (54)

X(t0)c = x0,

ein lineares System für c, das wegen det(X) , 0 eine eindeutige L̈osung besitzt, und zwar

c = X−1(t0)x0.

Einsetzen in (55) liefert die L̈osung des Anfangswertproblems (53), (54):

x(t) = X(t)X−1(t0)x0. (56)

Beispiel:
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11. Wir berechnen die L̈osung des Anfangswertproblems

ẋ =

(

−1/(2t) 1/(2t2)
1/2 1/(2t)

)

x, x(1) =

(

0
1

)

, (57)

vgl. Beispiele 8 bis 10. Es ist

X(t) =

(

1/t 1
−1 t

)

,X(1) =

(

1 1
−1 1

)

,X−1(1) =
1
2

(

1 −1
1 1

)

,X−1(1)x(1) =
1
2

(

−1
1

)

,

weshalb die L̈osung von (57) lautet

x(t) =
1
2

(

1− 1/t
1+ t

)

. (58)

8.3 Lösung des inhomogenen Anfangswertproblems

Die Lösung des inhomogenen Anfangswertproblems

ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t) (59)

x(t0) = x0 (60)

läßt sich durch Variation der Parameter berechnen. Unter Verwendung der Fundamentalmatrix
machen wir also den Ansatz

x(t) = X(t)c(t) (61)

und bestimmen den nunmehr vont abḧangigen Vektorc derart, daßx sowohl der Differenti-
algleichung gen̈ugt als auch die Anfangsbedingung erfüllt. Einsetzen von (61) in (59) liefert
wegenẋ = Ẋc + Xċ undAX = Ẋ

Ẋ(t)c(t) + X(t)ċ(t) = Ẋ(t)c(t) + b(t), (62)

und damit als Bedingung für die unbekannte Funktionc(t)

ċ(t) = X−1(t)b(t). (63)

– Dieser Ausdruck ist wegen det(X) , 0 wohlbestimmt. – Also istc(t) bei freier Wahl der
Konstantent0 undc0 gem̈aß

c(t) = c0 +

t
∫

t0

X−1(s)b(s) ds (64)

zu wählen,13 und für jedes feste Konstantenpaart0, c0 ist dann

x(t) = X(t)c0 +

t
∫

t0

X(t)X−1(s)b(s) ds (65)

13Offenbar giltc(t0) = c0.
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eine L̈osung der inhomogenen Differentialgleichung (59). Offenbar handelt es sich hierbei sogar
um die allgemeine L̈osung von (59), denn das bestimmte Integral stellt für jede Wahl vont0
eine partikul̈are L̈osung von (59) dar (c0 = 0), und die allgemeine L̈osung der zugeḧorigen
homogenen Gleichung ist bei freier Wahl der Konstantenc0 durchX(t)c0 gegeben, Gleichung
(45).

Um auch der Anfangsbedingung (60) genüge zu tun, ist nochc0 passend zu ẅahlen. Glei-

chung (65) liefertx(t0) = X(t0)c0
!
= x0 und mithinc0 = X−1(t0)x0. Damit ergibt sich die L̈osung

des inhomogenen Anfangswertproblems (59), (60) zu

x(t) = X(t)X−1(t0)x0 +

t
∫

t0

X(t)X−1(s)b(s) ds. (66)

8.4 Die Transitionsmatrix Φ

Die in (66) gleich zweimal auftauchende MatrixX(t)X−1(s) besitzt eine besondere Bedeutung.
Zunächsteinmal ist sie - im Gegensatz zur FundamentalmatrixX(t) - eindeutig bestimmt: Es
seiY(t) eine weitere Fundamentalmatrix von (H). Dann existiert gemäß Satz 18 eine reguläre
konstante MatrixC mit der EigenschaftY(t) = X(t)C. Dann gilt Y−1(s) = C−1X−1(s) und
folglich Y(t)Y−1(s) = X(t)CC−1X−1(s) = X(t)X−1(s). Also ist X(t)X−1(s) unabḧangig von der
zugrundegelegten FundamentalmatrixX(t), so daß folgende Definition sinnvoll ist:

Definition 8 Ist X(t) eine Fundamentalmatrix von (H) bzw.A(t), so nennt man

Φ(t, s) := X(t)X−1(s) (67)

die zu (H) bzw.A(t) gehörige Transitionsmatrix.

Gem̈aß Gleichung (56) gilt f̈ur jede L̈osungx(t) der homogenen Gleichung (H)

x(t) = X(t)X−1(s)x(s). (68)

Der Übergang vom Funktionswert an der Stelles zum Funktionswert an der Stellet kann also
einfach durch Vormultiplikation des

”
alten“ Wertesx(s) mit Φ(t, s) erfolgen. Deshalb nennt

manΦ auch Transitions- oder̈Ubergangsmatrix. Sie besitzt folgende leicht zu verifizierende
Eigenschaften:

det[Φ(t, s)] , 0, (69)

Φ(t, t) = E, (70)

Φ(t, s)Φ(s, r) = Φ(t, r), (71)

Φ−1(t, s) = Φ(s, t) (72)
∂

∂t
Φ(t, s) = A(t)Φ(t, s) (73)

Bei Verwendung der Transitionsmatrix lautet die Lösung des inhomogenen Anfangswertpro-
blems kurz

x(t) = Φ(t, t0)x0 +

t
∫

t0

Φ(t, s)b(s) ds. (74)

18



9 Die Matrix eAt

Im folgenden istA wieder eine Konstante.

9.1 Definition

Die skalare Differentialgleichung ˙x = ax mit der Konstantena hat bekanntlich die allgemeine
Lösungx(t) = eatc, worin c eine frei ẅahlbare Konstante bezeichnet. Wir betrachten die vekto-
rielle Differentialgleichunġx = Ax mit der konstanten MatrixA und folgern in Analogie zum
skalaren Fall, daß dannx(t) = eAtc mit dem frei ẅahlbaren konstanten Vektorc die allgemeine
Lösung ist. Dazu muß die Matrix eAt definiert werden.

Definition 9 SeiA eine beliebige n× n-Matrix. Wir definieren

eA :=
∞
∑

i=0

A i

i!
= E + A +

A2

2
+

A3

6
+

A4

24
+ · · · . (75)

Man kann zeigen, daß diese Reihe für jede MatrixA konvergiert; die Definition ist daher sinn-
voll.

Beispiel:

12. Wir berechnen eA für

A =





















1 0 0
0 −3 0
0 0 0





















.

Dann ist

A2 =





















1 0 0
0 −3 0
0 0 0









































1 0 0
0 −3 0
0 0 0





















=





















1 0 0
0 9 0
0 0 0





















und

A3 =





















1 0 0
0 −3 0
0 0 0









































1 0 0
0 9 0
0 0 0





















=





















1 0 0
0 −27 0
0 0 0





















.

Allgemein gilt daher

An =





















1n 0 0
0 (−3)n 0
0 0 0





















.

Für die Partialsummen folgt

Sn = E +
A1

1!
+ · · · +

An

n!

=





















1 0 0
0 1 0
0 0 1





















+
1
1!





















11 0 0
0 (−3)1 0
0 0 0





















+ · · · +
1
n!





















1n 0 0
0 (−3)n 0
0 0 0




















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=























1+ 11

1! + · · · +
1n

n! 0 0

0 1+ (−3)1

1! + · · · +
(−3)n

n! 0
0 0 1+ 01

1! + · · · +
0n

n!























(n)
→





















e1 0 0
0 e−3 0
0 0 e0





















.

Folglich gilt

e



































1 0 0
0 −3 0
0 0 0



































=





















e1 0 0
0 e−3 0
0 0 e0





















.

13. Allgemein kann man zeigen: Ist

A =



































λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...
...
. . .

...

0 0 · · · λn



































,

so gilt

eA =



































eλ1 0 · · · 0
0 eλ2 · · · 0
...
...
. . .

...

0 0 · · · eλn



































.

14. Im Falleλ1 = λ2 = · · · = λn = λ hat manA = λE, und es folgt

eλE = eλE. (76)

Speziell ist e0 = E, wie man auch Definition 9 direkt entnehmen kann.

9.2 Rechenregeln f ür eA

Sind die MatrizenA undB vertauschbar, ist alsoAB = BA, so sind auch die Matrizen eA und
eB vertauschbar, und es gilt

eA+B = eAeB. (77)

Ferner gilt f̈ur jede quadratische MatrixA

(eA)−1 = e−A . (78)
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9.3 Rechenregeln f ür eAt

Gem̈aß Definition 9 ist

eAt = E + At +
A2t2

2!
+

A3t3

3!
+ · · · . (79)

DaAt undAs für jedes Paart, s vertauschbar sind, ist nach Gleichung (77)

eA(t+s) = eAteAs. (80)

Analog gilt

(eAt)−1 = e−At. (81)

Ferner kann man zeigen, daß die Reihe (79) gliedweise differenziert werden darf, d.h. es gilt

d
dt

eAt = 0+ A +
2A2t
2!
+

3A3t2

3!
+ · · ·

= A
(

E + At +
A2t2

2!
+ · · ·

)

und mithin
(

eAt
)′
= AeAt. (82)

9.4 Bedeutung von eAt

Gleichung (82) besagt, daß eAt eine L̈osung der MatrixdifferentialgleichunġX = AX ist. An der
Stelle t = 0 gilt offenbar det[eA0] = det[E] = 1 , 0, weshalb det[eAt] nirgends verschwindet
und daher

X(t) = eAt (83)

gem̈aß Satz 17 eine Fundamentalmatrix vonẋ = Ax (bzw.A) ist und zwar jene mit der Eigen-
schaftX(0) = E. Weiter giltX(t)X−1(s) = eAte−As = eA(t−s). Es ist also14

Φ(t, s) = eA(t−s) (84)

die Transitionsmatrix voṅx = Ax (bzw.A).
Damit kann man die L̈osung des Anfangswertproblemsẋ = Ax + b, x(t0) = x0 in scḧoner

Analogie zum skalaren Fall auch folgendermaßen schreiben:

x(t) = eA(t−t0)x0 +

t
∫

t0

eA(t−s)b(s) ds. (85)

14Gefahrlaufend, mich zu wiederholen:A ist eine konstante Matrix.A(t − s) ist also das (t − s)-fache der Matrix
A und nicht ihr Wert an der Stellet − s.
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9.5 Praktische Berechnung von eAt

In der Praxis bleibt es leider bei der Schönheit der Analogie, weil sich eAt mittels der Definition
9 bzw. Gleichung (79) nur ḧochst beschwerlich berechnen läßt. Stattdessen geht man umgekehrt
vor: Man berechne ein Fundamentalsystem{x1, . . . , xn} von ẋ = Ax und stelle diese Vektoren
zu einer FundamentalmatrixX(t) zusammen. Gem̈aß (67) und (84) ist dann

eAt = X(t)X−1(0). (86)

Beispiel:

15. Wir lösen das inhomogene Anfangswertproblem

ẋ =





















1 0 0
2 1 −2
3 2 1





















x +





















0
0

et cos 2t





















, x(0) =





















0
1
1





















(87)

mittels der Formel (85). Um eAt berechnen zu k̈onnen, ben̈otigen wir zun̈achsteinmal
ein Fundamentalsystem voṅx = Ax. Die charakteristische Gleichung det(A − λE) =
(1 − λ)[(1 − λ)2 + 4] = 0 liefert die drei einfachen Eigenwerteλ1 = 1, λ2 = 1 − 2j,
λ3 = 1+ 2j = λ̄2. Zugeḧorige Eigenvektoren ẅaren z.B.

c1 =





















2
−3
2





















, c2 =





















0
1
j





















, c3 =





















0
1
−j





















= c̄2,

weshalb

X = et





















2 0 0
−3 cos 2t − sin 2t
2 sin 2t cos 2t





















eine reelle Fundamentalmatrix vonA ist. Probe:

Ẋ = et





















2 0 0
−3 cos 2t − sin 2t
2 sin 2t cos 2t





















+ et





















0 0 0
0 −2 sin 2t −2 cos 2t
0 2 cos 2t −2 sin 2t





















,

AX = et





















2 0 0
−3 cos 2t − 2 sin 2t − sin 2t − 2 cos 2t
2 2 cos 2t + sin 2t −2 sin 2t + cos 2t





















.

X(0) undX−1(0) berechnen sich zu

X(0) =





















2 0 0
−3 1 0
2 0 1





















, X−1(0) =





















1/2 0 0
3/2 1 0
−1 0 1





















,

und gem̈aß (86) folgt

eAt = et





















1 0 0
−3

2 +
3
2 cos 2t + sin 2t cos 2t − sin 2t

1+ 3
2 sin 2t − cos 2t sin 2t cos 2t





















. (88)
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Weiter gilt

eAtx(0) = et





















0
cos 2t − sin 2t
sin 2t + cos 2t





















,

t
∫

0

e−Asb(s) ds =

t
∫

0





















0
sin 2scos 2s

cos2 2s





















ds

=
1
8





















0
− cos 4s

4s+ sin 4s





















t

0

=
1
8





















0
1− cos 4t
4t + sin 4t





















,

eAt

t
∫

0

e−Asb(s) ds =
1
8

et





















1 0 0
−3

2 +
3
2 cos 2t + sin 2t cos 2t − sin 2t

1+ 3
2 sin 2t − cos 2t sin 2t cos 2t









































0
1− cos 4t
4t + sin 4t





















=
1
8

et





















0
cos 2t(2 sin2 2t) − sin 2t(4t + 2 sin 2t cos 2t)
sin 2t(2 sin2 2t) + cos 2t(4t + 2 sin 2t cos 2t)





















=
1
8

et





















0
−4t sin 2t

2 sin 2t + 4t cos 2t





















,

und gem̈aß (85) folgt schließlich f̈ur die Lösung des Anfangswertproblems (87)

x(t) = et





















0
cos 2t − (1+ t

2) sin 2t
(1+ t

2) cos 2t + 5
4 sin 2t





















. (89)

Man führe die Probe durch!
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9.6 Beweis von Satz 15

Beweis 15Da eAt eine Fundamentalmatrix der homogenen Gleichung

ẋ(t) = Ax(t) (H)

ist, liefert jede Nachmultiplikation mit einem konstantenVektorc eine L̈osungx(t) dieser Glei-
chung, d.h. die Funktionen eAtci sind – unabḧangig von der Wahl der konstanten Vektorenci –
stets L̈osungen von (H). Wegen det(eAt) , 0 sind die eAtci genau dann linear unabhängig, wenn
dieci linear unabḧangig sind.

Wir versuchen nun, eAtci zu berechnen. Gleichung (79) liefert uns zunächst

eAtci =

(

E + At +
A2t2

2!
+

A3t3

3!
+ · · ·

)

ci .

Die Auswertung des Klammerausdrucks ist aber – wie bereits angemerkt – im allgemeinen
nicht möglich. Es zeigt sich jedoch, daß die Reihe zu einer (endlichen) Summe wird, wenn man
die ci geschickt ẅahlt: Es istAt = (A − λE)t + λEt, und wegenAE = EA sind die Matrizen
A − λE undλEt für alleλ, t vertauschbar. Gem̈aß (77) und (76) ist daher

eAtci = e(A−λE)teλEtci

= eλte(A−λE)tci .

Mit der Definition der Matrix e(A−λE)t, Gleichung (75), folgt

eAtci = eλt














∞
∑

l=0

tl

l!
(A − λE)l















ci

= eλt














α−1
∑

l=0

tl

l!
(A − λE)l















ci + eλt
∞
∑

l=α

(

tl

l!
(A − λE)lci

)

. (90)

Wählt man dieci als Lösungen von

(A − λE)αc = 0, (91)

so ist offenbar (A − λE)lci = 0 für alle l ≥ α, und der zweite Summand in (90) verschwindet:

eAtci = eλt
(

E + (A − λE)t + · · · +
(A − λE)α−1tα−1

(α − 1)!

)

ci . (92)

Ist λ einα-facher Eigenwert vonA, so besitzt (91) gem̈aß Satz 12 genauα linear unabḧangige
Lösungenci, und (92) erzeugt damitα linear unabḧangige L̈osungen von (H). q.e.d.
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