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Die Bestimmung einer Stammfunktion zu einer gegebenen kmist die Um-
kehrung der Diferentiation. Daher lassen sich sowohl die Produkt- als alieh
Kettenregel gewinnbringend verwenden.

1 Partielle Integration

Satz 1 Seien (x) und (x) auf dem Interval[a, b] stetig dfferenzierbat Dann gilt auf[a, b]:
f uxXv(x)dx = u(x)v(x) — f U’ (X)v(X) dx. (1)

In Worten: Man erhlt jede Stammfunktion voav dadurch, da3 man vauv alle Stammfunk-

tionen vonu'v abzieht.
Beweis1 Alle Aussagen beziehen sich auf das Intervalbj.

1. Die Funktionenuv und u’v sind nach Voraussetzung stetig, so dal’ sie (jeweils) eine
Stammfunktion besitzeh.

2. Seif; eine Stammfunktion vonv und f, eine Stammfunktion voo’v. Dann ist wegen
der Linearitit des Dfferenzierend; + f, eine Stammfunktion voov + u'v.
Offenbar istuv eine weitere Stammfunktion varv + u’v, denn geraf3 der Voraussetzung
ist uv differenzierbar, und nach der Produktregelus)’(= uv + u'v.
Dann ldnnen sichf; + f, unduv nur durch eine additive Konstanfeunterscheiden, d.h.
esgiltfy =uv- f, + C.
Schreibt man in dieser Gleichurfg, f, als unbestimmte Integrale und bedenkt, dal3 es
sich nun um Mengen von Stammfunktionen handelt, kann diestéoneC entfallen, und

man erkalt schliel3lich (1). O
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!Definition: Eine Funktion heift (auf einem Intervall) stedifferenzierbar, wenn sie (auf diesem Intervall) eine

stetige Ableitung besitzt.
2DaR eine auf dem Intervall stetige Funktionf(x) eine Stammfunktion besitzt, wurde in der Vorlesung nicht

gezeigt. Dies kann man unter Verwendung des bestimmtegrhitez.B. folgendermalRen einsehen: 8ei
eine feste Stelle aus dann existiert aufgrund der Stetigkeit vdnfir alle x € | das bestimmte Integral
X

Fo(X) := f f(£) d¢. Wie in der Vorlesung gezeigt wurde, i8b(X) differenzierbar, und es gify(x) = f(x).

Cc
Also besitztf (x) aufl eine Stammfunktion, denffy(X) ist offenbar eine solche.



Anmerkung: Im Beweis ist bewul3t auf die Verwendung des liadlegmbols verzichtet worden,
weil dies erfahrungsgeaf® einer Verwechslung zwischen bestimmtem und unbestimrirte
tegral Vorschub leistet. Die Eigenschaften unbestimmitagrale ergeben sich allein aus der
Differentialrechnung. Oder, noch deutlichBie Eigenschaften unbestimmter Integrale sind
gerade die der dferenzierbaren Funktioneenn der Ausdruck

f f(x) dx )

ist lediglich ein Symboliir die Menge der Stammfunktionen vd(x).

Mittels partieller Integrationdf3t sich ein gegebenes unbestimmtes Integral zwar nicht un-
mittelbar berechnen, mit etwas Geschick jedoch derart umdn, dal3 man rechtsseitig ein
Grundintegral erdlt. Die folgenden Beispiele @gen das illustrieren:

1. Gesucht seien alle Stammfunktionen wa\. Wir setzenu(x) = x undv'(x) = €*. Dann
ist(x) = 1 undv(x) = €*. (Die Rechnung bleibt richtig, wenn mafx) = e* + C setzt,
aber das ist uritig.) Es sindu undv auf R stetig diferenzierbar, und es gilt nach Satz 1:

fxe"dx = xex—fexdx,

= (x-1)€&+C.

2. Gesucht seien alle Stammfunktionen vée*. Wir setzeru(x) = x2 undv'(x) = €. Dann
istu(x) = 2xundv(x) = €. Satz 1 und Beispiel 1 liefern

fxzexdx = xzex—zfxexdx,

= xe-2(x-1)e+C,
= (¥*-2x-2)¢+C.

(Die Integrationskonstante ist hier eine andere als in Balig¢p — Unter Umsinden muf3
man also mehrfach partiell integrieren. Dabei sollte siak derbleibende Integral von
Schritt zu Schritt vereinfachen dtte man beispielsweise geset@t) = € undv'(x) = X2,
so folgteu’(x) = € undv(x) = x3/3, und es tite keine Vereinfachung ein.

3. Gesucht sei eine Stammfunktion von TrsWir setzenu(x) = V'(X) = cosx. Dann ist
u'(x) = —sinxundv(x) = sinx, und partielle Integration liefert

fco§xdx = sinxcosx+fsin2xdx.

Die partielle Integration von sfrx filhrt lediglich zu einer Ideriit; stattdessen verwenden
wir den Satz desHHocoras Sirf X = 1 — cog x und erhalten

fcoéxdx = sinxcosx+fldx—fcoszxdx.

Das erste Integral auf der rechten Seite ist ein GrundiateBringt man das zweite Inte-
gral auf die linke Seite, so hat man

choszxdx = siNXcosx + X + Cy,



und daher

fco§xdx = W+C. (3)

Also ist (x + sinxcosx)/2 eine Stammfunktion von cos.
Anmerkung: Wegen sin2= 2 sinx cosx (Additionstheorem)adf3t sich (3) auch als

fco§xdx = w&c

schreiben; diese Darstellung findet man in manchen Formehsangen [2].

4. Manchmal ist es zweckafig, sich das Produkt gewissermal3éndtlich zu erzeugen:
Wir suchen eine Stammfunktion von|ki und setzen dazu(x) = In|x undv'(x) = 1.
Dann istu’(x) = 1/xundv(x) = x, so dal3 partielle Integration liefert

fln|x|dx = xIn|x|—f)}(xdx,

fln|x|dx = X(In|x-1)+C.

also

Folglich istx(In |x| — 1) eine Stammfunktion von Ix|.

2 Partielle Integration bei bestimmten Integralen

Satz 2 Seien (x) und (x) auf dem Interval[a, b] stetig dfferenzierbar. Dann gilt:

b b

f ux)v(x)dx = u(x)v(x)b— f U’ (X)v(X) dx. 4)

a a

Beweis2 Nach der Produktregel istig)’ = u'v+uv auf [a, b], folglich uveine Stammfunktion
vonuv + U'v, und nach dem Hauptsatz deri@rential- und Integralrechnung gilt

b

f ux)v(x) + U(Xv(x) dx = u(b)v(b) — u(a)v(a). (5)
Definiert man zur Ablrzung fir eine ina undb definierte Funktion
b
f(X) . = f(b)- f(a), (6)

so hat man mit der Lineaét des bestimmten Integrals

a

b b
f u(x)v'(x) dx + f uU(Xv(x)dx = u(x)v(x)b (7)



und nach Subtraktion des zweiten Integrals schliel3lichcBilmg (4). Die Existenz der be-
stimmten Integrale folgt aus der Stetigkeit der Integrande O

Beispiel: Gesucht sei folgendes bestimmte Integral:
2n
f sinxcosxdx.
0

Wir setzenu(x) = sinx, V'(X) = cosx, U'(X) = cosx, V(X) = sinx und erhalten nach Satz 2

2r o 2n

fsinxcosxdx = sifx —fsinxcosxdx. (8)
0

0 0

Wegen sin G= sin 2r = 0 verschwindet der erste Summand der rechten Seite. EirlésZaber
genau dann gleich ihrem Negativen, wenn sie verschwindst #ul} das bestimmte Integral
verschwinden, d.h. es ist

2n
fsinxcosxdx = 0.
0

Naturlich hatte man auch zuthst eine Stammfunktion von stcosx bestimmen knnen, um
dann den Haupsatz anzuwenden.



3 Substitution in unbestimmten Integralen

Satz 3 Gegeben seienffiene, halbg@ene oder abgeschlossene Intervalle | updhlt nicht ver-
schwindenden Intervallangen.

1. Sei {(x) auf | stetig.
2. Sei x= ¢(t) auf I, differenzierbaf
3. Fur jedes e I, seig(t) € 1.

Dann gilt auf k:

[ oo - [ [ f(x)dx] . ©)
X=¢(t)

In Worten: Besitztf (x) eine Stammfunktion, so eilt man jede Stammfunktion vairj¢(t)]¢’ (t)
dadurch, da3 man in allen Stammfunktionen ¥¢xr) dasx durch¢(t) ersetzt.

Beweis 3 Aufgrund ihrer Stetigkeit, Voraussetzung 1, besitgt) auf | eine Stammfunktion,
welche nach Definition aufdifferenzierbar ist, siehe Ful3note 2 auf Seite 1.

SeiF(x) aufl eine Stammfunktion vofi(x) und mithinF’(x) = f(x). Dann ist wegen Vorausset-
zung 3 die mittelbare Funktio@(t) := F[¢(t)] wohldefiniert aufl,;, und wegen Voraussetzung
2 ist sie geral3 der Kettenregel dort auchfi@girenzierbar:

M) = Fle@®ls’®) = fle®le'®.

Also istd(t) = F[a(t)] = F(X)lx-4q aufly eine Stammfunktion vorfi[¢(t)]¢’(t).

DurchlauftC alle reellen Zahlen, so durcéhift F(x) + C alle Stammfunktionen vofi(x). Wegen
[F(X) + Clx=pty = F(X)xepy + C = @(t) + C werden folglich auctalle Stammfunktionen von
fl[p(t)]¢’(t) durchlaufen. Schreibt man dies mittels unbestimmterghatie, ertalt man Glei-
chung (9). O

Mittels Satz 3 lassen sich also Stammfunktioneffiaden, wenn die gegebene Funktion
(zufallig) die Formf[¢(t)]¢’(t) hat, wie folgende Beispiele zeigen:

1. Gesucht werden alle Stammfunktionen vor? saost. Diese Funktion hatfeenbar ge-
rade die @ir Satz 3 erforderliche Gestalt. Setzt mg(x) = x2 und ¢(t) = sint, so folgt
f[(t)]¢'(t) = sin*tcost, und nach Satz 3 gilt:

fsin?’tcostdt fx3dx

x=sint
= E +C,
4 x=sint
- 4t
_ 5'2 +C. (10)

3¢’ wird nicht als stetig vorausgesetzt!



2. Es wird eine Stammfunktion varsint? gesucht. Setzt man(x) = sinx und ¢(t) = t2,
hat f[¢(t)]¢’(t) = 2t sint? bis auf den Ko#izienten bereits die gesuchte Form. Also gilt

. 1 .
ftsmtzdt 5f2ts|nt2dt,
= %fsinxdx

COSX
2

9
x=t2

+ C,

x=t2

cost?
= - +C,
2

weshalb-(cost?)/2 eine Stammfunktion vobsint? darstellt.

3. Seiu = ¢(x) irgendeine dierenzierbare Funktion, unidu) = u. Dann istf[¢(X)]¢’(X) =
#(X)¢’'(X), und nach Satz 3 gilt:

fgb(x)qﬁ'(x) dx = fudu

Sei weiterhinu = ¢(x) irgendeine dferenzierbare Funktion, abd(u) = u* mit der
reellen Konstantek. Dann istf[#(X)]¢’(X) = ¢¥(X)¢’(X), und es gilt

[owomax = [ i)
u=4(9

k+1
Furk = 1 hat man gerade Gleichung (11), und (12) ist ukf# —1 sinnvoll. Rirk = -1
hat manf(x) = 1/u mit der Stammfunktion lfu], weshalb

¢ 4x = f du
$(X) u
Zusammenfassend hat man algolfeliebige Konstantek

¢k+1(X)
f¢k(x)¢'(x) dx = C+! k+1° sofern k# -1 "

In|p(x)|, sofern k=-1

2
o - P

U2
2

+C. (11)

u=¢(x) u=¢(X)

uk+1
k+1

+C. (12

u=¢(x)

- In|u|' +C = Inj¢(X)|+C. (13)
u=¢(x) H=004

oder alternativK := —k) ebenfalls @ir beliebigek

’ 1 sofern k#1
f ‘/’k(x) dx = C+{ 1-k¢<i(x)’ . (15)
¥ In|p(X)I, sofern k=1

4. Als,Zahlenbeispiel @ir die Anwendung von (15) dges(X) = X2+ px+q mit beliebigen
reellen (oder komplexen) Konstantprundq dienen. kr k = 1 folgt aus (15)

fﬂdx = In|x® + px+q +C, (16)



und fur k # 1 gilt nach (15)

2X+p 3 1 1
f (@ + px+ q)k T IK(®t pxrgrl c. (17)
Diese Formeln werden bei der Integration gebrochenradgofanktionen bedtigt.
5. Ein weiteres Beispielir die Anwendung von (15) eéft man mit¢(x) = sinxundk = 1.
Es ist danny’(x) = cosx und folglich¢’(x)/¢(x) = cotx. Daher gilt:
fcotxdx = In|sinx +C. (18)

Wie ist¢(X) zu wahlen, um mittels (15) eine Stammfunktion von ¥azu gewinnen?

6. Als letztes Beispiel wird eine Stammfunktion von sitosx bestimmt, vgl. Abschnitt 2.
Mit ¢(Xx) = sinx undk = 1 folgt aus Gleichung (14):

fsinxcosxdx = Slr;2X+C. (29)

Hat eine unbestimmt zu integrierende Funktion nun abett miehForm f[¢(t)]¢’(t), so Aft
sich oftmals der folgende Satz anwenden:

Satz 4 Gegeben seienffiene, halbgfene oder abgeschlossene Intervalle | updhit nicht ver-
schwindenden Intervallangen.

1. Sei {(x) auf | stetig.

2. Sei x= ¢(t) auf |, differenzierbaf:
3. Fur jedes te |, seig(t) € 1.

4. Seig'(t) # 0im Innern von |.°

Dann gilt auf I:

[ roax = [ [ f[¢(t)]¢'(t)dt] . (20)
t=¢~1(X

In Worten: Man erhlt alle Stammfunktionen vofx) dadurch, daf3 man eine umkehrbare Funk-
tion x = ¢(t) wahlt, alle Stammfunktionen vof[¢(t)]¢’(t) bestimmt, und in diesehdurch
¢~1(X) ersetzt. — Hier bezeichnet? (im Unterschied zum Beispiel 3 dieses Abschnitts) die
Umkehrfunktion zup und nicht etwa ihr Reziprokes.

Merkregel zu (20)x = ¢(t), dx = ¢'(t)dt.

Beweis 4 Es ist zu zeigen, daB(x) auf |l und f[¢(t)]¢’(t) auf 1, jeweils eine Stammfunktion
besitzen, da@(t) umkehrbar ist und dal? zwischen den Stammfunktionen deardoenhang
(20) bestent.

4Auch hier wirdg’ nicht als stetig vorausgesetzt!
SDies ist die einzige zidzliche Voraussetzung gedgerer denen von Satz 3.



1. Aufgrund der Voraussetzung 1 besitZix) auf | eine Stammfunktion, siehe Ful3note 2
auf Seite 1.

2. SeiF(x) aufl eine Stammfunktion voifi(x). Wegen Voraussetzung 3 B{¢(t)] wohlde-
finiert aufl; und wegen Voraussetzung 2 nach der Kettenregel dort sofjarestizierbar:
%F[¢>(t)] = F'[p(1)]¢' () = flp(t)]¢’(t). Mithin besitzt f[¢(t)]¢’(t) auf I, eine Stamm-
funktion, ramlich z.B.F[¢(1)].

3. Wegen der Voraussetzungen 2 und 4 mtlp auf I, streng monoton sein, wei (x) im
Innern vonl; entwederiiberall positiv odefiberall negativ ist. Letzteres folgt aus dem
Satz von Dreoux.® Nach diesem riRte amlich, ware¢’(x;) > 0 und¢’(x,) < O fir
gewisse innere Punkte, x, von |1, ¢’(X) an einer Stellx € (Xq, Xo) verschwinden, was
im Widerspruch zur Voraussetzungjistle. Die strenge Monotonie vaeit) gereicht aber
zu deren Umkehrbarkeit; also existier: ¢=1(x) aufl.

4. NebenF[¢(1)] sei G(t) eine Stammfunktion vorf[#(t)]¢’(t). Dann existiert eine Kon-
stanteCy, so daliG(t) = F[¢(t)] + C, fur allet € I, gilt. Dann gilt fur alle x € | folglich
Gl 1(X)] = F{¢[¢~1(X)]} + C1 = F(X) + Cy, d.h.G[¢p71(X)] ist auf | eine Stammfunktion
von f(X).
Durchlauft C alle reellen Zahlen, so durchift G(t) + C alle Stammfunktionen von
f[p(t)]¢’ (). Dann durchiwft [G(t) + Cli-y-1 = G[¢~}(X)] + C = F(X) + C, + C aberalle
Stammfunktionen vorf(x). Schreibt man diesen Zusammenhang mittels unbestimmter
Integrale, hat man gerade (20). O

Anstelle der Rifung aller Voraussetzungen des Satzes kann man im konkfatke auch (20)

mehr oder weniger blind anwenden und im Nachgang p&ei@intiation piafen, ob es sich bei

der gewonnenen Funktion tatshlich um eine Stammfunktion der gegebenen Funktion hande
Die folgenden Beispiele sollen die Anwendung von Satz 4 destnienen:

7. Gesucht wird eine Stammfunktion vd(x) = V1 — x2. Hierbei ist das Problem die Dif-
ferenz unter der Wurzel. Um letztere ziehen pmken, ist der Term 4 X2 in ein Quadrat
zu verwandeln, was — stets den Satz desiktoras im Kopf — mittels der Substitution

X = ¢(t) = sint auch gelingt: V1 - sir‘t = |cost|. Bevor nun Satz 4 in Anwendung
kommt, werden dessen Voraussetzungen auflEséin gepiift:

a) f(X) = V1 - x@ist stetig auf {1, 1].

b) #(t) = sint ist differenzierbar autr/2, 7/2].

c) Hirjeded € [-n/2, /2] ist sint € [-1, 1].

d) Esist¢’(t) = cost > 0 auf (~n/2,7/2).

Also gilt (20) auf [-1, 1]. Auf [-7/2, /2] ist f[¢(t)] = V1 - sirt = cost. — Achtung:
Der Betrag darf nur deshalb entfallen, wedn das Intervall{x/2, 7/2] gebunden ist!

SDieser Satz besagt, daR die Ableitufigx) einer auf einem abgeschlossenen Intenalb] (im eigentlichen
Sinne) diferenzierbaren Funktiofi(x) im Innern dieses Intervalls jeden zwischen den beiden Rartdn
f’(a) # f’(b) gelegenen Wert wenigstens einmal annehmen muf3. — Er miaoh¢iaeahnliche Aussage wie
der Zwischenwertsatz; letzterer setzt aber im Gegensatdassouxschen Satz die Stetigkeit der betrachteten
Funktion voraus.



— Weiter istg’(t) = cost, f[¢(t)]¢’(t) = cogt und¢1(x) = arcsinx. Daher liefert (20)
unter Verwendung von (3)

f\fl—xzdx = [fco§tdt] _ |+ sintcost ]
t=arcsinx 2 t=arcsinx

und wegen sinarcsixi= X

f N arcsinx + xzcos arcsirx ‘c (21)
Wegen co$ = V1 - sirft (siehe oben) ist

cosarcsix = V1-sirfarcsinx = VI— . (22)
Folglich gilt auf [-1, 1]
1 .
f\/l—x2dx = é(arcsmx+x 1—x2)+C, (23)

und (arcsin + x V1 — x2)/2 entpuppt sich als Stammfunktion voiiL — x2.

. Gesucht seien alle Stammfunktionen vix) = (e* — 1)/(e* + 1). f ist auf ganzR

definiert. Um die Exponentialfunktionen zu eliminierereteit sich die Substitutior =

#(t) = Int an; positivet gerilgen, um mittelg) ganzR zu erzeugen. Wir jiifen, ob die
\Voraussetzungen von Satz dnstlich erfillt sind:

a) € ist stetig aufR.

b) Intist differenzierbar auf (@o).
c) Hir jeded € (0, ) istInt € R.
d) Esist (Int) = 1/t > 0 auf (Q ).

Also gilt auf R zurachsteinmal:

ot el

Wird der rechtsseitige Integrand in Parti@lbhe zerlegt, so folgt

ex_ldx - fiolt—fg - [2|n|t+1|—|n|t|] +C,
e+1 t+1 t ] t=e"

wegent > 0 kdnnen die Betige entfallen,

-1
e+1

dx = 2In(e‘+1)-x+C. (24)

Die rechte Seite kann man auch als 2 In cagh) + C; schreiben. Warum?



9.

10.

Es wird eine Stammfunktion vofi(x) = 1/ /(1 + x?)® gesucht. Mitx = ¢(t) = tant wird

) = dsint cogt+sinft Letar?t - 1
¢ ~ dtcost cot B © cogt’

Die rechte Gleichung zeigt den Sinn der Substitutioatant: Der Term 1+ x? 1Rt sich
damit in ein Quadrat umwandeln, so dal? die Wurzel gezogedemetann f ist definiert
auf ganzR und dort stetigy ist auf (~7/2, 7/2) (sogar stetig) dierenzierbar und bildet
seinen Definitionsbereich auf den vdnab, und ihre Ableitung ist als Quadraberall
positiv. Es giltt = ¢~1(x) = arctanx, und nach Satz 4 ist:

dx f dit [ f , dt ]
—_ = |cost |° ——
f 1 (1 + X2)3 \/ (1 + ta.n2 t)3 CO§ ]t arctanx C0§t t=arctanx

= f|cost|dt = [fcost dt]
L t=arctanx t=arctanx

[sint + C] = tant

—— + C]
t=arctanx 1+ tarét t=arctanx

und schlief3lich
X

dx
fm‘m*

Zur Integration gebrochenrationaler Funktionendbigih man meist eine Stammfunktion
von f(X) = 1/(X* + px+ (), worin p undq reelle Konstanten sind. Je nach Anzahl reeller
Polstellen vonf sind folgende drei &le abzuhandeln:

a) p? > 4q: f besitzt zwei reelle Polstellen, und zwar = —p/2 — +/p?/4 - g und
Xo = —p/2 + /p?/4 — q. Die Partialbruchzerlegung vahnliefert

1 1 1 1 1

(25)

(X=X)(X=X)  Xi—XoX—X X3—XpX—X'

weshalb — Integrale sind vom Tyj/¢ mit ¢(X) = X — X;, Gleichung (13) —

f X 3 1 ‘x— X1 e
(X = X1)(X = %) X=X IX=X '
und mit eingesetzten Polstellen
1 P*-4q
= In +C. 26
f(X2+IOX+CI) PP—4q |2x+p+ /PP —4q (20)

b) p? = 4q: f besitzt eine doppelte reelle Polstellesp = —p/2, weshalbf(x) =
1/(x + p/2)>. Das Integral ist vom Tyg'/¢? mit ¢ = x + p/2, weshalb gel
Gleichung (15) mik = 2 gilt:

- ! ¢ (27)

f(x2+ pX+ Q) X+ p/2

10



c) p? < 4q: f besitzt keine reelle, also zwei konjugiert komplexe Pdkste Mittels
guadratischer E&dnzung &Rt sich der Nenner in eine Summe aus zwei Quadraten
umformen, wobei der zweite Summand eine Konstante ist; emitestllenKonstan-

tena = 1 /4q - p? gilt
X2+ px+q = (X+p/27°+a
und verndge der Substitutior + p/2 = atant erhalt man ein Quadrat:

a2
cogt’

g)2+32 = a’tarft+a’® = a’(l+tarft) =

X+ px+q = (x+

Setzt man alsa& = ¢(t) = —p/2+atant, soist¢’(t) = a/ cog't > 0 auf dem Intervall
I, = (=n/2,7/2), es giltt = p~1(X) = arctan(k + p/2)/a), mithin

dx cogt a t
f(x2+ pPX+0) [f a2 0032tdt B [_+C]

t= arctanx“'p/z a t= arctan”p/2
und folglich
dx 2
- = arctan— +C. (28)
fX2+ PX+q ,/4q_ p2 /4q p2

Zusammenfassend gilt also:

! In P -4
P-4 |2x+p+ VP-4
IL = C+ 1 bei p?=4q (29)

X2 + px+q X+ p/2

bei p?>4q

arctanﬂ bei p?<4q

4 Substitution in bestimmten Integralen
Satz 5 Vorgelegt seien die Funktionerfx) und ¢(t).

1. Sei {(x) auf[A, B] stetig, A<a< b < B.

2. Sei x= ¢(t) auf[a, B] differenzierbar.

3. Firjedes t [a, 8] seig(t) € [A, B].

4. Seip(a) =aunde(B) =b

Dann gilt:

b B
f fdx = f o] (1) ct. (30)

11



Beweis5 Wegen Voraussetzung 1 besitfi) auf [A, B] eine Stammfunktior-(x), und es gilt

b
j}umx: F(b) - F(a). (31)

Wegen Voraussetzung 3 $(t) := F[¢(t)] wohldefiniert auf {, 8] und wegen Voraussetzung 2
dort sogar dierenzierbar. Nach der Kettenregel gilt

'(t) = Flo®le'(t) = fla®l4' (1), (32)
d.h.®(t) = F[¢(t)] ist eine Stammfunktion vori[#(t)]¢’(t). Mithin gilt

B
f fle(lg’' (M dt = O(B) - D(a) = F[sB)] - Flg(a)], (33)
und mit der Voraussetzung 4 folgt schlie3lich
B
f fleOl¢’' () dt = F(b) - F(a). (34)
O

Anmerkungen:

1. Das besondere an Gleichung (30) ist, dal3 die Umkehrfumkting nicht berdtigt wird,
wie es beim unbestimmten Integral der Fall ist (stattdesséssen aber die Integrati-
onsgrenzen substituiert werden). Mehr naogimufl3 auf dem betrachteten Intervatl p]
nichteinmal umkehrbar sein! Es degt, irgendwelchéMertea undg zu finden, die den
Voraussetzungen 3 und 4 gagen, wie das folgende Beispiel zeigt.

2. In Satz 5 kann maiberallA = aundB = b setzen, ohne dal er seinéltgkeit verbre.
In der obigen Gestalt ist er jedoch allgemeiner.

Als Beispiel seifirr > 0 (reelle Konstante) das bestimmte Integral

r
2

erZ—XZ dx = % (35)

0

berechnetf(x) = Vr2 — x2ist stetig auf [Qr], d.h. die Voraussetzung list&lt mit A=a=0
undB = b = r. Zur Substitution vorx bietet sich die auf ganR stetig diferenzerbare Funktion
X = ¢(t) = rsint an. Es ist & = r costdt und ¢(0) = 0 sowie¢(n/2) = r, d.h.a = 0 und

B = n/2 genigen der Voraussetzung 4. Ferner gaint € [0, r], so dal’ auch der Voraussetzung
3 genige getan wird. Nach Gleichung (30) gilt also

/2

r
f\/rZ—xzdx = f\/rz—rzsinztrcostdt (36)
0 0
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/2

= rzf\/1—sin2t cost dt (37)

0
/2
= rzfcosztdt (38)
0
e a2 39
= §t+costsmt]0 (39)
r’n
- LT 40

Alle Voraussetzungen von Satz Sven auchir A= -r,B=rund z.B.a = —-n, 8 = 57/2
erfullt. Obwohl x = ¢(t) = r sint auf [-r, 57/2] nicht umkehrbar ist, gilt trotzdem

5r/2

f Vrz—x2dx = f Vr2 —r2sirft r cost dt. (41)
0 -

Nur bereitet die Auswertung des rechtsseitigen IntegréiBeye Mihe, weil nun das Vorzeichen
des Kosinus beachtet werden muﬁ — sirft = | cost|.
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