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Vorgelegt seiem reelle Zahlery, undmnreelle Zahlerg;;, i = 1,2,...,m, j = 1,2,...,n.
Gesucht sinah reelle Zahlerx;, so daR gilt

1 ... X1 Y1
: : : = : (1)
am]_ “ee amn Xn ym
oder kurz
Ax = . (2)

Die lineare Algebra lehrt, dal3 (2) genau dadsbar ist, wenn der Rang der Matxkleiner
oder gleichn ist. Im ersten Falle, ) < n, existieren unendlich vieledsungenx, und im
zweiten Falle, i) = n, ist die Losungx eindeutig bestimmt. Ist jedochA} > n, wasm > n
impliziert, ist das System nicht$bar; man nennt das Gleichungssystem oddann auch
uberbestimmt.

In diesem Falle kann man aber vielleicht eirfiinden, das (2) wenigstensnerungsweise
lost, d.h. den Vektoy — Ax moglichst, klein“ macht. Als Mal3 iir die,,Grof3e" einesn-zeiligen
Vektorsv bietet sich das Produkt mit sichselbst an:

VIV = V4 VB4 + V2, (3)

Dies ist dfenbar ein quadratisches Mal3, weshalb man von eiddeNing nach deviethode
der kleinsten Quadratspricht. Wir verlangen also, daf3

fx) = (y-AX)"(y—-Ax) = y'y—2y"Ax +x"ATAx (4)

— eine reellwertige Funktion des variablen Vektars minimal wird. Dann nissen notwendi-
gerweise alle partiellen Ableitungen vdrnverschwinden

gradf(x) = -2y'A+2X'ATA = 0, (5)
und durch Transponieren éihman daraus das quadratische System

ATAx = Aly. (6)

*solyga@gmx.de



Jede geeignete @herungsisungx von (2) muf3 also der Gleichung (6) degen. Hinreichend
fur ein Minimum vonf ist, daf® aul3erdem die Matrix der zweiten Ableitungen

fx1x1 fxlxn

= ATA (7)
anX1 anXn

positiv definit ist. Nun isATA sicherlich positiv semidefinit, der@(x) = x"ATAx = (Ax)"(Ax)
kann als Summe von Quadratair keinx negativ werden. Eine positiv semidefinite Matrix ist
aber genau dann positiv definit, wenn sie régugt! D.h. ATA ist genau dann positiv definit,
wenn (6) eindeutigdsbar ist, weshalb gilt:

Satz 1 Besitzt (6) eine eindeutig bestimmte Losungo handelt es sich dabei gerade um die
Naherungslosung von (2) im Sinne der Methode der kleinSteadrate.

Ferner verschwinde®(x) dann und nur dann, wenx = 0 ist. Folglich istATA genau dann
regulr, wenn rA) > n gilt. Damit ergibt sich @r die ggf. raherungsweise dsung von (2)
folgendes Bild:

1. Istr(A) < n, so besitzt (2) beliebig viele (exaktepsungerx. Diese bsen dann nétlich
auch (6), was man durch Vormultiplikation von (2) mit sofort einsieht. Die bsungs-
mengen rissen aber nicht identisch sein.

2. Istr(A) = n, so besitzen (2) und (6) dieselbe (exaktésungx.

3. Istr(A) > n, soist (2) zwar nicht exakt, aber im Sinne der Methode deng&ten Quadrate
naherungsweis@tkbar. Die Niherungsisungx ist als Losung von (6) eindeutig bestimmt.

Ein Spezialfall der eben besprochenen Ausgleichsrechistidge lineare Regression: Gege-
ben seien zwei-zeilige Vektorernx undy. Gesucht sind reelle Zahlgnundq, so daf3

n
f(pa) = > Ivi-(px+q) (8)
i=1
minimal wird. Dazu betrachten wir das anssleichungen bestehende System
X 1 o Y1
- |(h) - | ©
X 1 Yn
oder kurz
Ap =Y. (10)

Im Fallen = 1 existieren unendlich viele (exaktepsungen, und im Falle = 2 existiert eine
eindeutig bestimmte &isung, soferrx; # x,. Die Ausgleichsrechnung greift im FalleA) > 2,
und zwar erhalten wir die besteaNerunggisung von (10) als @sung von

ATAp = Aly. (11)

1Beweis: Eine Matrix ist genau dann positiv definit (semid&fimenn sie nur positive (nichtnegative) Eigenwer-
te besitzt (Satz). Andererseits ist eine Matrix genau degukr, wenn keiner ihrer Eigenwerte verschwindet
(Satz).
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folgt nach der @amerschen Regel
n n n
D 1 N2 XYi— 2, X 2. Yi
p = — i=1 i=1 =1
(q) v o (2| RS- 33 Xy
ni;lxiz_(iglxi) a5’ ara™

n n
Mit nx:= Y x; undny := Y y; erhalt man daraus die bekannten Formeln

i=1 i=1
iz“l XY — nX7
p = _n ’
> X2 —nx?
i=1
Y X X — XY, XY
i=1 i=1
q = o
> X2 —nx?
i=1
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