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Darüber, daß mathematische Abhandlungen im allgemeinen nichtbesonders un-
terhaltsam sind, besteht sicherlich kein Zweifel. Wohl aber dar̈uber, ob eine natürli-
che Zahl im allgemeinen nicht durch 3 teilbar ist [1]. – Dieser Aufsatz wagt und
diskutiert eine logisch exakte Definition der Phrase

”
im allgemeinen“.

1 Motivation

”
Bei der durchab = a definierten Operation handelt es sich im allgemeinen um keine kommu-

tative.“ Diesen Satz schrieb ich vor geraumer Zeit selbst und fragte mich etwas später, was er
konkret besagt und ob erüberhaupt wahr ist. Was wollte ich mit diesem Satz zum Ausdruck
bringen? Daß die Operation für alle mehr als ein Element enthaltenden Träger nicht kommuta-
tiv ist; nur (und genau) dann, wenn der Träger genau ein Element enthält, ist sie (trivialerweise)
kommutativ. Nun existieren sicherlich unendlich viele Mengen mit genau einem Element; gibt
es

”
mehr“ Mengen, die genau zwei, drei, vier, . . . Elemente enthalten?

2 Recherche

Wenig sp̈ater stieß ich bei D auf folgenden Satz̈uber naẗurliche Zahlena,b [1]:
”
. . . weil

im allgemeinenab
, ba . . . ist . . .“. Interessanterweise ist er mit folgender Fußnote versehen:

”
Die Verwendung der Ẅorter

’
im allgemeinen‘ bedeutet einen sehr starken Appell an das rich-

tige Sprachgef̈uhl, so daß gr̈oßte Vorsicht am Platz ist. Es ist zum Beispiel richtig, zu sagen,
daß die naẗurlichen Zahlen im allgemeinen größer als 3 sind, weil es nur drei natürliche Zahlen
gibt, n̈amlich 1, 2, und 3, die nicht größer als 3 sind. Aber es wäre v̈ollig falsch, zu sagen, daß
die naẗurlichen Zahlen im allgemeinen nicht durch 3 teilbar sind.“

Worin besteht der Unterschied zwischen diesen beiden Aussagen? Im ersten Fall existieren
genau drei, jedenfalls endlich viele Ausnahmen von der in unendlich vielen1 Fällen zutreffenden
Regel

”
naẗurliche Zahlen sind gr̈oßer als 3“. Im zweiten Fall trifft die Regel

”
naẗurliche Zahlen
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1Das Wort

”
unendlich“ bedeutet dasselbe wie

”
nicht endlich“ im Mengensinne: IstM eine Menge, so sei eine auf

M definierte AussageformA(x) genau dann f̈ur
”
unendlich viele“x ∈ M wahr, wenn die Menge{x|x ∈ M∧A(x)}

unendlich (nicht endlich, siehe z.B. [3]) ist. Offenbar ist dies nur dann (aber nicht genau dann) der Fall, wenn
M selbst unendlich ist.
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sind nicht durch 3 teilbar“ in unendlich vielen Fällen zu, aber es existieren auch unendlich viele
Ausnahmen. Ds Fußnote ließe sich also in folgende Definition verwandeln:

Definition 1 Sei A(x) eine Aussageform über dem Grundbereich B, einer unendlichen Menge.
A(x) ist im allgemeinen für x∈ B wahr genau dann, wenn A(x) für fast alle x∈ B wahr ist und
ein x∈ B existiert, für das A(x) falsch ist.

Dabei sei unter
”
fast alle“ wieüblich

”
alle bis auf ḧochstens endlich viele“ (also m̈oglicherweise

kein) verstanden. Nach Definition 1 träfe eine Regel also in unendlich vielen Fällen zu und
würde in ḧochstens endlich vielen Fällen versagen, wenigstens jedoch in einem Fall. Ist es das,
was man unter einer

”
im allgemeinen“ g̈ultigen Regel verstehen will?

Untersuchen wir Ds Aussage, f̈ur naẗurliche Zahlena,b sei im allgemeinenab
, ba

hinsichtlich ihrer Vertr̈aglichkeit mit der soeben aufgestellten Definition. Zunächsteinmal ist
festzustellen, daß sie in unendlich vielen Fällen wahr ist, z.B. f̈ur a = 1 und alleb > 1. Aber sie
ist auch in unendlich vielen F̈allen falsch, n̈amlich für a = b (und alle naẗurlichen Zahlenb). Im
Sinne der Definition 1 ist die Regelab

, ba daher nicht
”
im allgemeinen“ wahr.

Ist sie dann etwa (in selbigem Sinne)
”
im allgemeinen“ falsch, alsoab

= ba

”
im allgemeinen“

wahr? Anscheinend auch nicht, denn dann dürfte es nur endlich viele Paarea,b mit ab
, ba

geben, was offenbar nicht der Fall ist.
Dieser Widerspruch entsteht allerdings nur dann, wenn man die Negation von

”
im allgemei-

nen gilt“ mit
”
im allgemeinen gilt nicht“ gleichsetzt. Dann wäre tats̈achlich f̈ur gewisse Aussa-

genA(x) (und unendliche MengenB) nicht entscheidbar, ob sie
”
im allgemeinen“ gelten oder

nicht, z.B. eben f̈ur die Aussage

A(x, y) := (xy
, yx) (1)

mit (x, y) ∈ N×N. Es ist also
”
nicht im allgemeinen gilt“ wohl zu unterscheiden von

”
im allge-

meinen gilt nicht“, genauso wie
”
nicht für allex gilt“ von

”
für allex gilt nicht“ zu unterscheiden

ist.2 Insofern sollte es damit keine ernsthaften Probleme geben.
Betrachten wir weitere Beispiele für die Verwendung von

”
im allgemeinen“ in der Mathema-

tik. P statuiert in [3] f̈ur positive reelle Zahlena,b, daß
”
im allgemeinenab

, ba

ist“. Diese Aussage deckt sich praktisch mit der Ds.
K̈ und G̈ illustrieren in [4] den Unterschied zwischen einer irreflexiblen und

einer nicht reflexiblen Relation3 R (in der Menge aller zu einem gewissen Zeitpunkt lebenden
Menschen) wie folgt:

”
Ebenso ist die Relation

’
ist verliebt in‘ nicht reflexiv, aber auch nicht

irreflexiv, dennxRxgilt zwar im allgemeinen nicht, ist aber richtig z.B. für x = Narziß.“ Inter-
pretiert man

”
xRxgilt im allgemeinen nicht“ als

”
im allgemeinen istx nicht verliebt inx“, wäre

dies richtig im Sinne der Definition 1, wenn es nur endlich viele sich selbst liebende Menschen
gäbe. – Ist die Selbstliebe tatsächlich derart selten? – Aber diese Aussage ist zu nebulös, um
hier weiterzuhelfen.

Ein besser geeignetes Beispiel liefern sie weiter hinten in [4]:
”
Die Nacheinanderausführung

von Transformationen in einer MengeM ist im allgemeinen eine nichtkommutative Operation,

2Vielmehr ist
”
nicht für allex gilt A(x)“ äquivalent zu

”
es existiert einx, so daßA(x) nicht gilt“, und

”
es existiert

kein x, so daßA(x) gilt“ ist äquivalent zu
”
für allex gilt A(x) nicht“.

3Zitat aus [4]:
”
Eine RelationR in M heißt reflexiv genau dann, wennxRxfür alle x ∈ M gilt. Ist hingegenxRx

für kein x ∈ M erfüllt, heißtR irreflexiv.“ Also ist R in M genau dann nicht reflexiv, wenn einx ∈ M existiert,
für dasxRxnicht gilt.
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. . .“.4 Ähnlich äußert sich P in [3]:
”
Für den Fall, daßM mehr als zwei Elemente

entḧalt, ist die Permutationsgruppe vonM nicht kommutativ.“ Eine klare Aussage, da sie ohne

”
im allgemeinen“ auskommt. Ihr Beweis besteht darin, daß für M = {1,2,3} zwei Permuta-

tionen existieren, deren Nacheinanderausführung je nach Reihenfolge zu zwei verschiedenen
Permutationen f̈uhrt. Er schließt daraus:

”
. . . der Wert eines Produkts hängt im allgemeinen von

der Reihenfolge der Faktoren ab“. Mit anderen (meinen) Worten:
”
Permutationsgruppen sind

im allgemeinen nicht kommutativ.“
Im Sinne der Definition 1 ist diese Aussage anscheinend falsch, denn es gibt unendlich viele

Ausnahmen: Jede aus genau einer natürlichen Zahl bestehende Menge führt zu einer Ausnahme,
und von diesen Mengen gibt es gewiß nicht nur endlich viele. Allerdings sind die Permutations-
gruppe der Menge{1} und jene der Menge{2} isomorph, d.h. im Hinblick auf die betrachteten
Beziehungen nicht unterscheidbar, und dies gilt für jedes Mengenpaar{i}, { j}mit i, j ∈ N. Auch
jedes Paar aus Zweiermengen erzeugt ein Paar isomorpher Permutationsgruppen. Faßt man iso-
morphe Permutationsgruppen zusammen, erhält man zwar nur endlich viele Klassen, was die
obige Aussage wiederum fragwürdig erscheinen läßt, derÜbergang auf Transformationsgrup-
pen bringt den Sinn jedoch zurück.

Hilft uns Isomorphie auch bei der Aussage, für naẗurliche (oder gar reelle) Zahlena,b sei im
allgemeinenab

, ba? Sind 1 und 2 hinsichtlich der betrachteten Beziehungen isomorph? Und
wie wäre Definition 1 zu modifizieren, um Isomorphie inM auszuschließen?

3 Fazit

Im konkreten sollte man auf
”
im allgemeinen“ verzichten.5
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thematik, Band 1 (Arithmetik). Hochschulbücher f̈ur Mathematik Band 7. VEB Deutscher
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4Als Transformation inM bezeichnet man jede eineindeutige Abbildung der MengeM auf sichselbst. Die Menge
G aller Transformationen inM ist eine Gruppe bez̈uglich der Operation Nacheinanderausführung zweier (ggf.
identischer) Transformationen inM, man nenntG die Transformationsgruppeder MengeM. Ist M endlich,
spricht man auch von derPermutationsgruppevon M; jede Transformation ist hier eine Permutation (Umord-
nung) der Elemente vonM. Der obige Satz besagt also, daß die Transformationsgruppeeiner MengeM im
allgemeinen nicht kommutativ ist.

5Zugegebenermaßen sind gewisse Aussagen im allgemeinen besser versẗandlich. Ds
”
Gefühl“ spielt hier

eine nicht zu unterschätzende Rolle.
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