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Daruber, dald mathematische Abhandlungen im allgemeinen logsunders un-
terhaltsam sind, besteht sicherlich kein Zweifel. Wohlratzaiiber, ob eine nétli-
che Zahl im allgemeinen nicht durch 3 teilbar ist [1]. — Die8afsatz wagt und
diskutiert eine logisch exakte Definition der Phrase allgemeinen®.

1 Motivation

»Bei der durchab = a definierten Operation handelt es sich im allgemeinen umekiemmu-
tative.“ Diesen Satz schrieb ich vor geraumer Zeit selbst fusgte mich etwas sjer, was er
konkret besagt und ob éberhaupt wahr ist. Was wollte ich mit diesem Satz zum Auddru
bringen? Dal} die Operatioiirfalle mehr als ein Element enthaltendeader nicht kommuta-
tiv ist; nur (und genau) dann, wenn de@@er genau ein Element eith ist sie (trivialerweise)
kommutativ. Nun existieren sicherlich unendlich viele Men mit genau einem Element; gibt
es,mehr* Mengen, die genau zwei, drei, vier, ... Elemente dtgha

2 Recherche

Wenig sgater stield ich bei Bscuek auf folgenden Satiaber naiirliche Zahlera, b [1]: ,,. .. weil
im allgemeinere® # b? ...ist ...". Interessanterweise ist er mit folgender FuBn@rsehen:
»Die Verwendung der Wtter,im allgemeinen‘ bedeutet einen sehr starken Appell an @das ri
tige Sprachgefhl, so dal’ gif3te Vorsicht am Platz ist. Es ist zum Beispiel richtig, zuesag
dal3 die nairlichen Zahlen im allgemeinen@ger als 3 sind, weil es nur drei Gaiche Zahlen
gibt, mmlich 1, 2, und 3, die nicht gRer als 3 sind. Aber esake Wllig falsch, zu sagen, dal3
die natirlichen Zahlen im allgemeinen nicht durch 3 teilbar sind.”

Worin besteht der Unterschied zwischen diesen beiden Aas®alm ersten Fall existieren
genau drei, jedenfalls endlich viele Ausnahmen von der endfich vielen Fallen zutréfenden
Regel,natirliche Zahlen sind gi3er als 3*. Im zweiten Fall tifit die Regel,natirliche Zahlen
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1Das Wort,unendlich* bedeutet dasselbe wigicht endlich* im Mengensinne: 184 eine Menge, so sei eine auf
M definierte Aussagefora(x) genau dannifr,,unendlich viele“x € M wahr, wenn die Menggx € MAA(X)}
unendlich (nicht endlich, siehe z.B. [3]) istffl®nbar ist dies nur dann (aber nicht genau dann) der Fall, wenn
M selbst unendlich ist.



sind nicht durch 3 teilbar” in unendlich vieleralen zu, aber es existieren auch unendlich viele
Ausnahmen. Dscueks Ful3note liel3e sich also in folgende Definition verwandeln:

Definition 1 Sei Ax) eine Aussageform Uber dem Grundbereich B, einer unerafisfhenge.
A(X) ist im allgemeinen fur x B wahr genau dann, wenn(d fur fast alle xe B wahr ist und
ein xe B existiert, fur das &) falsch ist.

Dabei sei untegfast alle” wieliblich,,alle bis auf ldchstens endlich viele" (alsodglicherweise
kein) verstanden. Nach Definition 1ate eine Regel also in unendlich vieleallen zu und
wirde in lochstens endlich vielendlen versagen, wenigstens jedoch in einem Fall. Ist es das,
was man unter eingim allgemeinen” gltigen Regel verstehen will?

Untersuchen wir Dscaeks Aussage,ifr natirliche Zahlena, b sei im allgemeinera® # b?
hinsichtlich ihrer Vertaglichkeit mit der soeben aufgestellten Definition. Zdnsteinmal ist
festzustellen, daf3 sie in unendlich vielew|En wahr ist, z.B.iira = 1 und alleb > 1. Aber sie
ist auch in unendlich vielendfen falsch, @mlich fur a = b (und alle naiirlichen Zahlerb). Im
Sinne der Definition 1 ist die Rega? # b daher nicht,im allgemeinen® wahr.

Ist sie dann etwa (in selbigem Sinn@h allgemeinen® falsch, alsa® = b* ,im allgemeinen*
wahr? Anscheinend auch nicht, denn daiinfté es nur endlich viele Paageb mit a° # b?
geben, wasfbenbar nicht der Fall ist.

Dieser Widerspruch entsteht allerdings nur dann, wenn neNejgation von,im allgemei-
nen gilt* mit,,im allgemeinen gilt nicht* gleichsetzt. Danréane tat&chlich {ir gewisse Aussa-
genA(x) (und unendliche MengeB) nicht entscheidbar, ob sj@m allgemeinen® gelten oder
nicht, z.B. ebeniir die Aussage

Axy) = (X #Y) 1)

mit (X, y) € IN x IN. Es ist alsq,nicht im allgemeinen gilt* wohl zu unterscheiden vom allge-
meinen gilt nicht*, genauso wigicht fur allex gilt* von ,,fur allex gilt nicht* zu unterscheiden
ist.2 Insofern sollte es damit keine ernsthaften Probleme geben.

Betrachten wir weitere Beispiel@rfdie Verwendung vopim allgemeinen® in der Mathema-
tik. Proskuriakow statuiert in [3] fir positive reelle Zahlea, b, daR,im allgemeinera® # b?
ist‘. Diese Aussage deckt sich praktisch mit ders&iexs.

Kastner und Gotaner illustrieren in [4] den Unterschied zwischen einer irreitden und
einer nicht reflexiblen RelatidrR (in der Menge aller zu einem gewissen Zeitpunkt lebenden
Menschen) wie folgt; Ebenso ist die Relationist verliebt in' nicht reflexiv, aber auch nicht
irreflexiv, dennxRxgilt zwar im allgemeinen nicht, ist aber richtig z.Birfx = Narzi3.” Inter-
pretiert man,xRxgilt im allgemeinen nicht* alsim allgemeinen isk nicht verliebt inx‘, ware
dies richtig im Sinne der Definition 1, wenn es nur endlicHevich selbst liebende Menschen
gabe. — Ist die Selbstliebe tatshlich derart selten? — Aber diese Aussage ist zu Bsbuim
hier weiterzuhelfen.

Ein besser geeignetes Beispiel liefern sie weiter hinted]in,Pie Nacheinanderausfrung
von Transformationen in einer Meng# ist im allgemeinen eine nichtkommutative Operation,

2Vielmehr ist, nicht fur alle x gilt A(X)* aquivalent zy,es existiert eirx, so daRA(x) nicht gilt‘, und,es existiert
kein x, so daBA(X) gilt* ist aquivalent zy,fur alle x gilt A(X) nicht".

3Zitat aus [4]:,Eine RelatiorRin M heiRt reflexiv genau dann, wemRxfir alle x € M gilt. Ist hingegerxRx
fur keinx € M erfullt, heiBtR irreflexiv. Also istRin M genau dann nicht reflexiv, wenn exre M existiert,
fur dasxRxnicht gilt.



..."“.* Ahnlich auRert sich Roskuriakow in [3]: ,Fur den Fall, da® mehr als zwei Elemente
enthalt, ist die Permutationsgruppe véh nicht kommutativ.“ Eine klare Aussage, da sie ohne
»,im allgemeinen® auskommt. Ihr Beweis besteht darin, dafdM = {1, 2, 3} zwei Permuta-
tionen existieren, deren Nacheinanderabsfing je nach Reihenfolge zu zwei verschiedenen
Permutationenithrt. Er schliel3t daraus:. . der Wert eines Produktshgt im allgemeinen von
der Reihenfolge der Faktoren ab®“. Mit anderen (meinen) Worfieermutationsgruppen sind
im allgemeinen nicht kommutativ.

Im Sinne der Definition 1 ist diese Aussage anscheinendifatienn es gibt unendlich viele
Ausnahmen: Jede aus genau eineiin@hen Zahl bestehende Mend#ft zu einer Ausnahme,
und von diesen Mengen gibt es gewil3 nicht nur endlich viellerdings sind die Permutations-
gruppe der Mengél} und jene der Meng&} isomorph d.h. im Hinblick auf die betrachteten
Beziehungen nicht unterscheidbar, und dies giljédes Mengenpadit, {j} miti, j € IN. Auch
jedes Paar aus Zweiermengen erzeugt ein Paar isomorpiment@gonsgruppen. Faldt man iso-
morphe Permutationsgruppen zusammenalérhan zwar nur endlich viele Klassen, was die
obige Aussage wiederum fragindig erscheinerél’t, dertUbergang auf Transformationsgrup-
pen bringt den Sinn jedoch Ziok.

Hilft uns Isomorphie auch bei der Aussagé; hatirliche (oder gar reelle) Zahlemb sei im
allgemeinera® # b*? Sind 1 und 2 hinsichtlich der betrachteten Beziehungendsen®? Und
wie ware Definition 1 zu modifizieren, um IsomorphieNhauszuschliel3en?

3 Fazit

Im konkreten sollte man ayfm allgemeinen“ verzichten.
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4Als Transformation iV bezeichnet man jede eineindeutige Abbildung der Mevigauf sichselbst. Die Menge
G aller Transformationen iM ist eine Gruppe bémylich der Operation Nacheinanderdusfung zweier (ggf.
identischer) Transformationen M, man nennG die Transformationsgruppder MengeM. Ist M endlich,
spricht man auch von d&ermutationsgruppgon M; jede Transformation ist hier eine Permutation (Umord-
nung) der Elemente voN. Der obige Satz besagt also, daR die Transformationsgreipge MengeM im
allgemeinen nicht kommutativ ist.

5Zugegebenermalien sind gewisse Aussagen im allgemeinser vessindlich. Duscueks , Gefuhl* spielt hier
eine nicht zu untersétzende Rolle.



