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Folgender Algorithmus liefertlir jedes aufsteigend sortierte Arraybeliebiger Anzahin

gultiger Komponenten den linken Eiinjeindex, d.h. jenen Indaxfur denv[i—1] < x < VJ[i]
gilt, sowie die Information, ob dort sogar Gleichheit vedt:

VAR
v: ARRAY [ 0 .. max - 1 ] OF CARDINAL; (* v[i] <= v[i+1] *)
n: CARDINAL; (* n <= max %)

PROCEDURE Find( x: CARDINAL; VAR i: CARDINAL ): BOOLEAN;
VAR a, b, c: CARDINAL;
BEGIN
a :=0; b :=n;
WHILE a < b DO
c :=(Ca+b) DIV 2;
IF x <= v[c] THEN b :
END;
i := a;
RETURN (a<n) & (x
END Find;

c ELSE a := ¢ + 1 END;

v[al );

Er ist [1] entnommen und in mehrerer Hinsicht interessantisEkurz, erlaubt sowohl Indi-
zierung ab 0 als auch leere Tabellan£ 0), berdtigt keinenELSIF-Zweig, la3t sich ohne
Probleme in eingrechter Einfigeindex‘-Version verwandeln und hat es inzwischen aufidie
telseite gescHt, [2]. Jedoch ist er asymmetrisch, und es hat mich einigegéostet, ihn zu
verstehen, seine Allgemeialgigkeit einzusehen. Letztlich muf3te ich ihn formal bezgen.

1 Trivialfalln=0

Nach Initialisierung vora, b gilt a = b = n = 0, dieWHILE-Schleife wird nicht betreten, so daf3
i = 0 undFALSE zuruckgeliefert werden.
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2 Halteproblem (n > 0)

Nach Initialisierung vora, b gilt a < b, die WHILE-Schleife wird wenigstens einmal durchlau-
fen. Ist ihr Verlassen gesichert?

Beim Eintritt in die Schleife gilt steta < b; nach jedem Setzen vanist folglicha < c < b.
Sollte derTRUE-Zweig durchlaufen werden, witdsicher verringert, anderenfalls wiedsicher
vergoRert. Unab&ngig vonx und v wird der Zustanda > b und damit der Austritt aus der
Schleife also immer erreicht.

3 Bereichsproblem

Auf Komponenten vorv wird nur an zwei Stellen zugedien: Bei Rickkehr aus der Prozedur
und in der Schleife. Ersterer ist par< n gesclitzt, allein letzterer verdient einédhere Be-
trachtung: Initial giltb < n. Dab niemals vergbl3ert wird (unch eine Konstante ist), entpuppt
sichb < nals Schleifeninvariante. Vor Auswertung dér-Bedingung ist aber stets< b (siehe
oben) und folglichc < n. Auf ungilltige Komponenten wird also niemals zugeigm.

4 Invarianten
Satz 0 An jeder Stelle der Prozedur gilt
Vi: 0<i<n-1 = \i] <V[i+1]. (1)

Beweis: Hier handelt es sich lediglich um eine formale Déltstg der Ordnungsbedingung.
Sie schliel3t auch diedle n = 0 undn = 1 ein, wenn man (widiblich) eine Implikation mit
falscher Voraussetzung als wahr ansieht. a

Satz 1 Nach Initialisierung von &b gilt an jeder Stelle der Prozedur
O<ac<bs<n (2)

Beweis: Aus den Initialwerten und der Monotonie \@andb ergeben sich diaul3eren beiden
Relationen sofort. Verbleibt die innere: Ans CARDINAL folgt O < n, so daf@a < b jedenfalls
initial gilt (a = 0 < n = b). Modifiziert werdena undb nur in der Schleife. Im Falle = 0 ist
a = b, die Schleife wird nicht betreten, so dadl} &lle Zeitera = b gilt. Im Fallen > 0 wird sie
betreten; vor deIF-Anweisung gilt stets < ¢ < b, alsoa < cundc + 1 < b. Bezeichnet man
die Werte vora undb unmittelbar nach derF-Anweisung mita’ bzw.b’, so hat man inTRUE-
Zweigh’ = ¢ > a=a und ImFALSE-Zweiga = c+ 1 < b = Iy, also nach deIF-Anweisung
in jedem Fallea’ < b’. Mithin gilt a < b an jeder Stelle der Schleife (und daraiierall in der
Prozedur nach Initialisierung). O

Satz 2 Hinter der Schleife gilt
a = b (3)

Beweis: Abbruchbedingung> b und Invariante (2) ergeben dies sofort. a



Satz 3 Nach Initialisierung von gb gilt an jeder Stelle der Prozedur

Yi: 0<i<a = V[i] <X 4)
Yi: b<i<n =x <Vil. (5)

Beweis: Wegen (2) ist zachsteinmal sichergestellt, dal3 alle angesprochenen #oempen
von v gultig sind. Initial sind beide Aussagen trivialerweise waheil die Indexmengen leer
sind, siehe Satz 0. Wird die Schleife nicht betreten, sirrderiig. Anderenfalls gelten sie initial
vor der IF-Anweisung. BeijedemDurchlauf gilt im TRUE-Zweig X < v[c] < V[c+1] < ...,
nach Setzen vob also (5); weila nicht modifiziert wurde, bleibt der Wahrheitswert von (4)
bestehen. INFALSE-Zweig gilt bei jedem Durchlauf. . < v[c-1] < v[c] < x, mita:= c+1 also
... <Vv[a-2] < v[a-1] < X, d.h. (4), und der Wahrheitswert von (5) bleibt bestehedulktiv
folgt daraus die Richtigkeit beider Aussagém &lle Zeiten. O

Satz 4 Hinter der Schleife gilt
via-1] < x < V[a], (6)
sofern die angesprochenen Komponenten giltig sind.

Beweis: Voraussetzungif die linke Relationist 1 < a < n+1, woraus sofort < a-1 < n

folgt. Wir haben also einen nichttrivialen Faflir (4), und miti = a—1 folgt vfa—1] < x. Die

rechte Relatiorhat 0< a < n zur Voraussetzung. Md = b genm&f Satz 2 haben wir also einen

nichttrivialen Falf fur (5), und miti = a folgt x < v[a]. O
Also ista der linke Einfigeindex @r x in v.

5 Kurzformen

5.1 Linksform

i:=0; j :=n;

WHILE i < j DO
(* v[0] <= .. <= v[i-1] < x <= Vv[j] <= .. <= v[n-1] *)
m:=(C1i+ j ) DIV 2;
IF v[m] < x THEN i :=m + 1 ELSE j := m END;

END;

(*1i=3j, vli-1] < x <= v[i] *)

5.2 Rechtsform

i::=0; j :=n;

WHILE i < j DO
(* v[0] <= .. <= v[i-1] <= x < v[j] <= .. <= v[n-1] %)
m:=(Ci+ j ) DIV 2;
IF v[m] <= x THEN i :=m + 1 ELSE j := m END;

END;

(*1i=73, vli-1] <= x < v[i] *)

!Die Indexmenge entiit wenigstens ein Elementamlicha-1.
2Die Indexmenge entit wenigstens ein Elementamlicha.



Letzterer ist WktnS Titelseitencode von [2] — bereinigt um eingrehler’ im Kommentar: Auf
dem Deckel steht . x < V[j] < ... < v[n—-1], was (nicht ganz fdensichtlich) falsch ist, z.B. im
Fallex=0,n=2,v=(1,1), bei dem mitj =0 geendet wird.
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3Man mbge einwenden, Wrus Kommentar behaupte die Invariante ja nicht beim Verlasseern nur zum
Beginn der Schleife. Aber auch diese Behauptuidgt kich Falsifizieren: Im Falle=0,n=3,v=(1,1,1)
startet der zweite Durchlauf mjt=1, so daly/ j] < vin—1] sicherlich nicht gilt.



